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Vorankindigung. 


Die dritte Ausgabe der 


Theoretischen Astronomie 


von W. Klinkerfues 


macht es sich zur Aufgabe, auBer der Verbesserung der zweiten Auflage auch die 
neueren Methoden der Bahnrechnung — die in den anderen Werken iiber Bahn- 
rechnung keine oder eine unzureichende Behandlung erfahren haben — eingehend zu 
beriicksichtigen. Der Herausgeber unterzieht dieselben in seinen ,, Vorbemerkungen 
zur dritten Ausgabe, mit einer kritischen Ubersicht der neueren von W. Gibbs, 
P. Harzer und A. Leuschner gegebenen Methoden der Bahnrechnung“ einer ein- 
gehenden Besprechung und kommt zu dem Resultat, ,da® ein wissenschaftliches 
Lehrwerk, wie das Klinkerfuessche, nur die wirklich brauchbaren Haupt- 
ergebnisse der wissenschaftlichen Forschung enthalten diirfe (ohne bei der Fiille des 
Stoffes jeder der vielen wertvollen kleineren Arbeiten tiber das Gebiet gerecht werden 
zu kénnen)“ Weshalb der Herausgeber von einer Aufnahme der Harzerschen Me- 
thoden glaubte absehen zu miissen, findet sich im Werke selbst ausfihrlich begriindet. 

Dagegen ,muBte die Beriicksichtigung der Untersuchungen von Professor 
Leuschner — einer Autoritat auf dem Gebiete der Bahnrechnung — in der dritten 
Ausgabe im Interesse der Rechner in hohem Grade wiinschenswert erscheinen, um 
so mehr, als dieselben im Original schwer erreichbar und in anderen Werken iiber 
Bahnrechnung nicht zu finden sind“ Zudem sind die Leuschnerschen Unter- 
suchungen in den »Publications of the Lick Observatory« noch nicht fertig erschienen, 
wahrend in der Neuausgabe der 7heoretischen Astronomie von Klinkerfues eine voll- 
standige und zugleich padagogisch sehr ausfiihrliche, durch eine groBere Anzahl 
von Beispielen allseitig erlauterte Darstellung derselben gegeben ist. 


Weiter weist der Herausgeber in seinen ,,Vorbemerkungen“ darauf hin, welcher’ 
Unterschied besteht zwischen ,,wenn auch noch so interessanten, groBen Abhand- 
lungen und der Schépfung wirklich brauchbarer, wissenschaftlich wert- 
voller Methoden“, und schlieBt dann seine Kritik der Arbeiten Leuschners 
mit den Worten: ,Von Herrn Leuschner — darauf sei hier noch hingewiesen — 
ist tibrigens als erstem die fundamentale Frage der parabolischen Lésungen: 
da8, wenn drei parabolische Loésungen existieren, nur eine giiltig ist, mittels 
seiner Methoden nicht nur theoretisch entschieden, sondern zugleich auch, durch 
Diskussion der Wirklichkeit entnommener Beispiele (im folgenden Anhang ist ein 
solches als Beispiel VI wiedergegeben), praktisch erledigt worden. Hierzu vergl. 
man S. 468, Anmerkung 1 der folgenden Leuschnerschen Darstellung, die bereits 
im Frihjahr 1910 gedruckt war, wahrend die Ausgabe des vorliegenden Werkes 
verzogert wurde (s. Anmerkung 1, S. XXIX dieser Vorbemerkungen). Der aus- 
fiihrliche Beweis fiir das auf S. 468 erwahnte und bei den Beispielen des folgenden 
Anhanges, speziell beim sechsten Beispiel verwandte Leuschnersche Resultat 
ist in Part 7, vol. VII der »Publications of the Lick Observatory« gegeben.“ 

»Lur Frage, da’, wenn drei parabolische Lésungen existieren, nur eine 
giiltig ist, vergleiche man ibrigens auch einen auferst interessanten, von Herrn 
Charlier in den »Monthly Notices« vom Marz 1911 gegebenen sowie einen anderen, 
in Nr. 4495 der »Astronomischen Nachrichten« vom Mai 1911 von R. Vogel mit- 
geteilten Beweis.“ 

Von besonderer Wichtigkeit ist auch die der neuen Ausgabe beigegebene 
umfangreiche Leuschnersche Tafel XVI, durch welche ,die bisher in der Bahn- 
bestimmung notwendige versuchsweise Bestimmung der geozentrischen Distanz 
abgeschafft ist“ 


Der kritischen Besprechung der Arbeiten anderer fiigt Herausgeber auch eine 
Kritik der vor 12 Jahren von ihm bearbeiteten zweiten Auflage des Werkes bei. 

Bei dieser Kritik steht im Vordergrund die Klarstellung eines prinzipiellen 
Irrtums, der sich in der ersten Vorlesung der zweiten Auflage findet. Dort war 
am Schlu8 dieser Vorlesung bei Charakterisierung des allgemeinen Problems der 
planetarischen Bewegung von der Gyldénschen ,Theorie der absoluten Bahn“ 
— die bekanntlich damals, wie auch bis in die jiingste Zeit hinein den Gegen- 
stand heftiger Kontroversen bildete — gesagt worden, daB sie eine wirklich be- 
friedigende Lésung des Stérungsproblems gabe, indem sie die Bahn eines Planeten 
yausreichend genau darstelle, nicht nur fiir einen langeren, sondern fiir einen 
beliebigen Zeitraum“. 

Wie Herausgeber diesen Irrtum berichtigt, indem er in ausfihrlicher Weise 
die historische Parallele zwischen dem von Gyldén und dessen ,einstigem 
groBen Rivalen“ Poincaré fiir das Stérungsproblem Erreichten und Nicht- 


erreichten zieht, findet sich in den ,,.Vorbemerkungen“ sowie in Vorlesung | des 
naheren auseinandergesetzt. 


Das Wesentliche dieser fiir die Astronomie wichtigen endgiiltigen Klar- 
stellung der ganzen Frage ist, daB: Gyldén zwar ebensowenig wie zuvor Poincaré 
eine ,,mathematisch befriedigende Losung* des Stérungsproblems erreicht hat, dag 
dagegen Gyldén, im Gegensatz zu Poincaré, Methoden hinterlassen hat, die fiir 
die rechnende Astronomie von grofer Bedeutung sind und einen Fortschritt gegen 
die klassischen und sonstigen zuvor gebrauchten Stérungsmethoden der theoretischen 
Astronomie bezeichnen, wie die nunmehr vorliegenden Zahlenergebnisse der Gyldén- 
schen Methoden beweisen. 


Selbstverstandlich aber sucht die Neubearbeitung vor allem die Druckfehler 
und sonstigen Fehler der ersten Auflage, die in der zweiten Auflage nicht 
geniigend beriicksichtigt waren, zu berichtigen und bringt auBerdem noch, im 
Interesse der Bahnrechner, in einer (jedem Exemplar der dritten Ausgabe bei- 
gegebenen) Sonderbeilage weitere Fehlerverzeichnisse anderer Werke tiber 
Bahnrechnung. 


Braunschweig, Dezember 1911. 


Friedr. Vieweg & Sohn. 


VORWORT ZUR ERSTEN AUFLAGE. 


Das hier erscheinende Werk iiber theoretische Astronomie giebt den Gang 
und Inhalt von Vorlesungen wieder, welche der Verfasser iiber Bahnbestimmungen ein 
um das andere Semester an hiesiger Universitat zu halten pflegt. Diesem Ursprunge 
entspricht sowohl die gewihlte Kintheilung, als auch die iibrige Behandlungsweise des 
Stoffes. Es ist dabei nicht so sehr darauf abgesehen, die Rechnungsformeln specieller 
Methoden derart zu entwickeln, dass auch der Anfanger vollkommene Ueberzeugung 
von der Richtigkeit derselben erlangt, und fiir sich die bestimmte gewahlte Entwicke- 
lung zu reproduciren vermag, als vielmehr eine recht vielseitige Einsicht in das Wesen 
dieser Rechnungen und einen hiheren Grad von Selbststiindigkeit zu geben, als der 
Anfanger durch das Studium einer speciellen Methode erlangen wird. Zu dem 
Zwecke schien es unerlasslich, hiufig ein und dasselbe Thema mit verschiedenen Varia- 
tionen zu behandeln, wobei denn freilich die Einheit der Darstellung nicht in gleichem 
Grade zu bewahren ist, als wenn man sich die Entwickelung einer bestimmten Methode 
zum Ziele setzt. Dass dabei haufig, ja meistens, die einfachste Behandlungsweise eines 
Problems nicht vorangestellt ist, sondern ziemlich zuletzt kommt, entspricht der be- 
kannten Erfahrung, dass in der Regel das EKinfachste nicht zuerst gefunden wird, weil 
die Augen erst im Erspihen der zugiinglichsten Seiten eines Problems geiibt sein 
miissen. Beispielsweise wird in der Abtheilung IV, welche die Berechnung einer ellip- 
tischen Bahn zum Gegenstande hat, eine sehr einfache Art gezeigt, aus den Grund- 
gleichungen der Aufgabe je zwei beliebige Distanzen von der Erde zu eliminiren, ein 
Verfahren, welches seine grosse Hinfachheit und Uebersichtlichkeit dem Umstande 
verdankt, dass es unmittelbar aus den Grundbegriffen der geometrischen und der 
heliocentrischen Coordinaten sich ableitet, im Gegensatze zu anderen Verfahren, wobei 
die Elimination das Resultat einer mehrgliedrigen Entwickelung ist. Dennoch erschien 
es dem Verfasser nicht zweckmissig, in einem fiir Anfanger bestimmten Buche jenes 
Verfahren an die Spitze der Abtheilung zu stellen. 

Die vor nicht langer Zeit erschienenen vortrefflichen Werke von Watson 
(Theoretical astronomy) und von Oppolzer (Lehrbuch der Bahnbestimmung der 
Kometen und Planeten), das erstere die vornehmsten bekannten Methoden, mit Vor- 
anstellung des Gravitationsgesetzes, entwickelnd, das andere auch mit neuen Methoden 
des Verfassers bekannt machend, haben bei diesem Werke sehr wenig benutzt werden 
k6énnen, da das Manuscript, als jene Werke dem Verfasser zur Hand kamen, schon zu 
weit vorgeriickt war. 
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Nach dem Beispiele des Oppolzer’schen Werkes hat Verfasser auch den 
Meteoritenbahnen einen kleinen Abschnitt widmen zu miissen geglaubt, noch mehr 
aber den so wichtigen Untersuchungen iiber Doppelsternbahnen, welche bis jetzt in 
keinem Lehrbuche hinreichende Beriicksichtigung gefunden zu haben scheinen. 

Wegen einer sonst nicht zu vermeidenden und allzu betrachtlichen Ueber- 
schreitung des urspriinglich fiir dieses Werk bestimmten Umfanges musste auf den 
Druck sechsstelliger Barker’scher Tafeln, sowie einiger anderer im Texte erwahnter 
Tafeln, Verzicht geleistet werden; diese Unyollstindigkeit diirfte sich indessen schwer- 
lich sehr fiihlbar machen. 


Gottingen, im August 1870. 


W. Klinkerfues. 


VORWORT ZUR ZWEITEN AUFLAGE. 


Bei Uebernahme vorliegender Neubearbeitung der theoretischen Astronomie 
yon Klinkerfues hielt ich es fiir unbedingtes Erforderniss, das Werk da zu veriindern 
oder zu erweitern, wo es vorhandene Mingel desselben oder der Fortschritt der Wissen- 
schaft als unerliisslich erschemnen liessen, dies um so mehr, als die beiden, dasselbe 
Gebiet der Astronomie weit ausfiihrlicher behandelnden Werke yon Watson und von 
Oppolzer, im Buchhandel vergriffen sind. 

Zunichst schien mir der erste, die allgemeinen Grundlagen behandelnde Theil 
des Klinkerfues’schen Werkes nicht zureichend. Denn unter den von Klinkerfues 
auf den ersten 42 Seiten behandelten allgemeinen Problemen, denen Oppolzer nicht 
weniger als 266 Seiten grossen Formates in seiner Bahnrechnung widmet, fehlt eine 
Anzahl gerade der wichtigsten und zum Theil auch schwierigeren Probleme vollig oder 
doch so gut wie vollstiindig. So die Parallaxe, die Aberration, das Problem der Be- 
wegung der Aequinoctien, ferner die Interpolation. Endlich ist die allgemeine Basis 
des ganzen Folgenden, die Kepler’sche Bewegung, welche Watson und Oppolzer 
eingehender theoretischer Behandlung fiir werth erachtet haben, nicht aus dem Gra- 
vitationsgesetz entwickelt, sondern kaum in den Resultaten zusammengestellt. | 

Die folgenden Partien von Klinkerfues’ Darstellung hingegen bilden ein 
Ganzes von bleibendem Werth und es diirfte iiberfliissig sein, nochmals die schlichte 
Klarheit und geistreich anregende Form der Klinkerfues’schen Ausfiihrungen hervor- 
zuheben. 

Von vornherein zieht. sich indessen Klinkerfues gewisse Grenzen, indem er 
sich in seinem Buche auf die ,vorlaufigen Bahnen*“ beschriinkt, die mechanische 
Quadratur und die speciellen Stérungen hingegen vom Kreise seiner Darstellungen 
ausschliesst. Die Aufgabe der Bahnrechnung erschopft er somit nicht vollstiindig, 
indem er den letzten Schritt, die Bestimmung ,definitiver Bahnen“, nicht aus- 
fihrt, eine Aufgabe, welcher Watson und Oppolzer einen so grossen Theil ihrer 
Werke gewidmet haben. 

Wahrend indess diese- stoffliche Selbstbeschrinkung keinen Mangel des Klinker- 
fues’schen Buches an sich bezeichnet, sondern ihm nur den Charakter eines erschépfenden, 
umfassenderen Werken gegeniiber selbststindigen Ganzen nimmt, macht sich in anderer 
Beziechung eine wirkliche Liicke fiihlbar. [Es ist dies das giinzliche Fehlen yon Zahlen- 
tafeln, die zur Berechnung von Bahnen neu entdeckter Kometen ein unbedingtes 
-Erforderniss bilden, der grossen Arbeitsersparniss wegen, die sie gewiihren, 
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Endlich hielt ich es fiir wiinschenswerth, die neue, zu Ende der achtziger Jahre 
veroffentlichte Gibbs’sche Vectorenmethode zur Bestimmung einer elliptischen Bahn 
aus drei vollstiindigen Beobachtungen, sowie die von Professor Seeliger in einem funda- 
mentalen Aufsatze niedergelegten modernen Anschauungen tber Doppelsternbahnen, 
aufzunehmen. — 

Angesichts der beschriinkten Zeit, die mir zu diesen umfangreichen Arbeiten 
zu Gebote stand, schiitzte ich mich gliicklich, meinen Freund Herrn Dr. Ebert zur Dar- 
stellung folgender Capitel zu gewinnen: In Abtheilung I: Zu den werthvollen Aus- 
fiihrungen: ,,Ueber nahezu parabolische Bahnen“ (7), ferner: ,,Allgemeine Bemerkungen 
iiber Interpolation und Ephemeridenberechnung“, Theil A (111), sowie schliesslich: ,,Voll- 
stiindiges Beispiel zum Vergleich einer Beobachtung mit einem Elementensystem“ (15). 
Weiterhin zur Abfassung der allgemeinen Bemerkungen sowie des zweiten Rechenbei- 
spieles zu Encke’s Originaldarstellung seiner Methode der speciellen Stérungen (97), 
mit der ,die allgemeinen Bemerkungen itiber Bestimmung definitiver Bahnen* ent- 
haltenden Einleitung (96), sowie schliesslich zur Darstellung der Vorlesungen 101 bis 
103 incl. und 110 in der Methode der kleinsten Quadrate, die eine besonders wichtige 
Acquisition fiir das Klinkerfues’sche Buch bilden diirften, an deren Stelle die Vor- 
lesungen 93 bis 95 incl. sowie 102 bis 105 incl. der alten Auflage fiiglich ganz fortfielen, 

Ausserdem bin ich Herrn Professor Brendel und ebenso Herrn Dr. Ebert 
noch persdnlich zu grésstem Danke verpflichtet, da sie die Freundlichkeit hatten, beim 
Correcturenlesen einiger Capitel mich zu unterstiitzen und mir dabei noch einige 
kritische Winke zu geben. — 

Was die Disposition und Ausfiihrung der ersten von mir neu geschriebenen 
Abtheilung betrifft, fiir die ich den alten Klinkerfues’schen Darstellungen nur die 
geometrische Ableitung und numerische Auflosung der Kepler’schen Gleichung, sowie 
die Behandlung des Lambert’schen Theorems entnommen habe, so schien mir die- 
selbe, um hier nur das Wesentliche anzudeuten, sich am natiirlichsten in folgender 
Weise zu gestalten. 

An die Spitze habe ich das allgemeine Problem der planetarischen Bewegung 
gestellt, so wie diese wirklich stattfindet, und erst hierauf die Specialisirung eingefiihrt, 
welche die Grundlage des folgenden, die Kepler’sche Bewegung, ergiebt. Dabei habe 
ich diese letztere indess als Specialfall der allgemeinen Centralbewegung behandelt, 
weil mir dieser Weg methodisch den Vorzug zu verdienen schien. In diese Dar- 
stellungen reiht sich die Behandlung der:Bahnelemente naturgemiss ein, da dieselben 
die Integrationsconstanten der Kepler’schen Bewegung sind. Diese letztere ist dann 
der Reihe nach fiir die Ellipse, die Parabel und die Hyperbel separat behandelt. 

Beim Capitel der Parallaxe habe ich ausser den Originaldarstellungen noch die 
geistvolle Behandlung dieses Gegenstandes von Herrn Professor Bauschinger mit dessen 
freundlicher Erlaubniss benutzt, wofiir ich ihm meinen verbindlichsten Dank abstatte. 

Beziiglich der Pricession, an deren Stelle ich zusammenhiingend gleich voll- 
standiger die Bewegung der Erdachse im Erdinneren und im Raume behandelt und die 
Beziehung der letzteren zur Bahnrechnung dargestellt habe, seien einige Bemerkungen — 


‘) Die im Anschluss gegebene Encke’sche Darstellung ist dem Berliner Jahrbuch fir 1837 
enthommen, — 
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gestattet. Streng genommen ist das Problem freilich ein solches der Mechanik des 
Himmels. Oppolzer durfte, weil er die umfassendsten numerischen Ausfiihrungen der 
Theorie gegeben, diese, sammt deren numerischen Ergebnissen, die eine so unmittelbare 
Rolle in der Bahnrechnung spielen, sehr wohl in dieser mittheilen. Ich habe diese 
Aufgabe, der Oppolzer 146 Seiten widmet, auf 90 Seiten theoretisch von Grund 
aus, numerisch nur insoweit es die Anwendungen erfordern kénnen, zu behandeln den 
Versuch gemacht. Diese immerhin ausfiihrlichere Darstellung eines an sich nicht 
direct in die Bahnrechnung gehdrenden Gegenstandes habe ich an Stelle einiger 
kurzer Bemerkungen, die sich auf das Resultat dieser hdchst complicirten Theorie 
beschrinken, in der Neubearbeitung von Klinkerfues’ theoretischer Astronomie 
gegeben. Denn ich hielt es dem wissenschaftlichen Bediirfniss fiir entsprechender, 
wenn auch derjenige, welcher zum Studium von Lagrange’s und Laplace’s 
Werken nicht Gelegenheit findet, dennoch eine Vorstellung von diesem mathematisch 
am vollkommensten geldsten Probleme der hoheren Astronomie bekommt, ohne bloss 
mechanisch allein nach dessen Schlussformeln zu rechnen. Auch diirfte dieser Schritt 
durchaus im Geiste des Klinkerfues’schen Buches sein, dessen grosser Vorzug es ist, 
nicht bloss eine mechanische Rechnerschule grosszuziehen, sondern selbststiindige 
wissenschaftliche Thitigkeit:- zu fordern. 

Im zweiten der drei Theile, in denen ich die ,,Theorie der Bewegung der 
Erdachse und ihre Anwendung in der Bahnrechnung“ behandelt habe, bin ich bei der 
analytischen Entwickelung den classischen Darstellungen meines verehrten Lehrers, 
Herrn Professor Hugo Seeliger, iiber diesen Gegenstand mit seiner giitigen Erlaubniss 
gefolet, wofiir ich ihm meinen wairmsten Dank ausspreche. 

Im einleitenden Theile zur Theorie der Bewegung der Erdachse habe ich den 
originellen Beweis der Euler’schen Gleichungen in der Weise gegeben, wie ich ihn 
durch Herrn Professor Boltzmann kennen gelernt habe. Auch bei Behandlung des 
Tragheitsmomentes, sowie an einzelnen Stellen in der translatorischen Bewegung habe ich, 
wenn auch in anderem Zusammenhange, an seine Vorlesung tiber Mechanik yom Winter- 
semester 91/92 angekniipft, die jetzt in dem bekannten Buche: ,,Vorlesungen iiber die 
Principe der Mechanik“, gedruckt vorliegt. Ich kann mir nicht versagen, auch ihm, 
dem ich so sehr yerpflichtet bin, an dieser Stelle meinen aufrichtigsten Dank aus- 
zusprechen. — 

Von Abschnitt Il des Klinkerfues’schen Buches ab, mit dem die eigentliche 
Bahnrechnung beginnt, ist dasselbe in seinem ganzen Umfange so gut wie vollstindig 
erhalten geblieben mit Ausnahme der abgeanderten Vorlesungen in der Methode 
der kleinsten Quadrate. Nur habe ich im Verlaufe der Darstellung die zuvor erwahnten 
Erweiterungen eingefiigt. In Betreff der Gibbs’schen Vectorenmethode verdanke ich 
Herrn Professor Gibbs eine Reihe werthvoller brieflicher Mittheilungen. Ich hielt es 
danach fiir angemessen, die Gibbs’sche Theorie in getreuem Anschluss an das 
Original aufzunehmen, ohne die beiden Aufsitze von Fabritius in Nr. 3061 und 
Nr. 3065 der Astronomischen Nachrichten zur Darstellung heranzuziehen. Den Vorwurf, 
dass, die Gibbs’sche Theorie zu complicirt sei, weist schon Professor Phillipps 
muriick, welcher die Methode auf den Swift’schen Kometen mit Erfolg angewendet hat. 
Seine mir giitigst iihersandte Rechnung ist, da sie wenig Raum beansprucht, mit auf- 
genommen worden, 
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Zu Anfang seiner Entwickelungen hat dabei Gibbs die ziemlich complicirte 
Ableitung der Fundamentalgleichung nicht durchgefiihrt, sondern nur im Resultate 
mitgetheilt. Die detaillirte Ableitung, die im Folgenden wiedergegeben ist, verdanke 
ich einer Mittheilung von Herrn Professor Schur, der mir dieselbe giitigst zur Auf- 
nahme zur Verfiigung stellte. 

Sodann haben in das Werk noch die mechanische Quadratur und die drei 
Methoden der speciellen St6rungen von Lagrange, von Encke und von Hansen 
incl. Beispielen, die aus den zu Anfang erwahnten Griinden unumganglich nothige 
Aufnahme gefunden, und zwar die ausgezeichneten Darstellungen der mechanischen Qua- 
dratur, der Lagrange’schen und der Encke’schen Methode von Encke (Berl. Jahr- 
buch fiir 1837, 1838, 1858, 1862), sowie die von Tietjen verbesserte Hansen’sche 
Methode der Stérungen in Polarcoordinaten. (Berl. Jahrbuch fiir 1877.) 

Zum Schluss ist noch zu erwahnen, dass ich den im Valentiner’schen Hand- 
worterbuche (6. Lieferung 8. 671 bis 696) verdffentlichten Aufsatz Professor Seeliger’s 
iiber Doppelsternbahnen, in dem die modernen Anschauungen in vollendeter Weise zum 
Ausdruck gelangen, dem Werke nicht vorenthalten zu diirfen glaubte, ohne mich indess 
darum berechtigt zu fiihlen, die Klinkerfues’sche Darstellung iiber die Doppelstern- 
bahnen, welche, in anderem Zusammenhange durchgefiihrt, sich inhaltlich naturgemiss 
doch zum Theil mit derjenigen Professor Seeliger’s berihrt, wegzulassen, oder beide 
Darstellungen zu einer neuen zu verschmelzen. Im Gegentheil scheint mir an der Stelle, 
wo Klinkerfues zu Anwendungen iibergeht, die Darstellung Professor Seeliger’s sich 
vortrefflich einzufiigen. 

Hinsichtlich der Zahlentafeln habe ich das grosse Gliick gehabt, die anerkannt 
zuverlassigen Watson’schen Hiilfstafeln vom Verlage von J. P. Lippincott & Comp. 
in Philadelphia zur Aufnahme in das Werk zu erlangen und dieselben soweit 
iibernommen, als es mir passend schien. Ferner hatte Herr Geheimrath Professor Th. 
Albrecht die grosse Giite, mir die Aufnahme seiner vier Zeittafeln aus seiner Tafelsamm- 
lung zu gestatten, wofiir ich ihm zu grossem Danke verpflichtet bin, wahrend ich Tafel XI 
und XII der Theoria motus von Gauss entlehnt habe. Tafel IX hat Herr Dr. Ebert 
fiir das von ihm geschriebene Capitel iiber nahezu parabolische Bahnen entworfen 
und das Beispiel im Anhang zu dieser Tafel gegeben, Tafel XII ist die Kncke’sche 
f-Tafel, die Quadrattafel XIV ist Bremiker’s finfstelliger Logarithmentafel ent- 
nommen. Tafel XV ist bereits in der ersten Auflage des Klinkerfues’schen Werkes 
gegeben und gehért zur 47. Vorlesung. Tafel XVI habe ich auf Grund der durch die 
Pariser Fundamentalsternconferenz adoptirten Werthe, sowie von Angaben Watson’s 
und Becker’s fiinfstelliger Logarithmentafel neu zusammengestellt. Auch verdanke 
ich hinsichtlich dieser Tafel Herrn Professor Kreutz verschiedene werthvolle Rath- 
schlige, wofiir ich ihm meinen herzlichsten Dank aussprechen méchte. Das Correcturen- 
lesen der Tafeln wurde mit ganz besonderer Sorgfalt, unabhingig von verschiedenen 
Seiten, durchgefiihrt. Im Original der Barker’schen Tafel von Watson habe ich 
dabei die folgenden drei Druckfehler aufgefunden und berichtigt: » = 46° 37’, lies: 
1.5354509 statt 1.5554509; weiter: v = 118° 41’ lies: 2.3919042 statt 2.3929042; — 
schliesslich: v = 163° 40', Differenz, lies: 215.90 statt 216.90. Beziiglich der Encke’schen 
f-Tafel ist zu erwiihnen, dass ich die von Oppolzer fiir dieselbe in Nr. 2130 der 
Astronomischen Nachrichten gegebenen Correctionen beriicksichtigt habe, wodurch sie an 


PUK C2: 


Genauigkeit gewinnt. Auch sind die bekannten Druckfehler derselben berichtigt. Endlich 
sei noch beziiglich der verschiedenen astronomischen Fundamentalconstanten bemerkt, 
dass die fiir dieselben durch die Pariser Fundamentalsternconferenz (1896) adoptirten 
Werthe im vorliegenden Werke Eingang gefunden haben. Und zwar sind die durch 
die Conferenz definitiv adoptirten Werthe in Tafel XVI enthalten, wihrend in den 
Zusammenstellungen am Schluss von Vorlesung 13 und 14 zum Theil die yon Gill 
und Newcomb auf der Conferenz vorgeschlagenen Werthe gegeben sind. — 

Die Durchrechnung der Formeln der alten Auflage ergab mir, wie noch Er- 
wahnung finden mag, die Zahl von einhundertundsechsundachtzig Druckfehlern, die 
simmtlich in der Neubearbeitung beriicksichtigt sind, deren Verzeichniss, das sich in 
meinen Handen befindet, der Neuausgabe beizufiigen ich jedoch als zwecklos erachtete. 
Von diesen Druckfehlern verdanke ich in den zwei letzten Abschnitten iiber Doppel- 
stern- und Meteoriten-Bahnen verschiedene der giitigen Mittheilung von Herrn Professor 
Schur und einem im Besitz des geophysikalischen Institutes befindlichen, mir von 
Herrn Professor Wichert giitigst zugestellten Verzeichnisse. — 

Zum Schluss drangt es mich, Herrn Geheimrath Professor Felix Klein, dem 
ich mich tief verpflichtet fiihle, da mir auf seine Veranlassung die Neubearbeitung des 
Klinkerfues’schen Werkes iibertragen wurde, meinen aufrichtigsten und wirmsten 
Dank auszusprechen. — 


Gottingen, im Mai 1899. 


H. Buchholz. 


VORBEMERKUNGEN ZUR DRITTEN AUSGABE, 


mit einer kritischen Uebersicht der neueren von 


W. GIBBS, P. HARZER UND A. LEUSCHNER 
gegebenen Methoden der Bahnrechnung. 


Als der Verlag von Friedr. Vieweg & Sohn das Ansuchen an mich richtete, von 
meiner Neubearbeitung der theoretischen Astronomie von Klinkerfues eine neue Aus- 
gabe zu veranstalten, ergriff ich diese Aufgabe bereitwilligst. Es gereicht mir zur 
Genugthuung, verschiedene, dem Werk anhaftende Mingel bei der neuen Ausgabe beseitigen 
zu kénnen. Diese, von der Kritik) nicht hervorgehobenen Mangel naher zu bezeichnen, 
ist der erste Zweck des Vorwortes. 

Zunichst muss ich einen Irrthum konstatiren und, soweit das hier méglich 
ist, klarstellen. In der ersten Vorlesung der zweiten Auflage (cf. 8. 7 und 11) 
wurde bei der Ableitung der allgemeinen Differentialgleichungen der Bewegung und 
der kurzen Charakterisirung der Theorieen ihrer Lésung gesagt, dass die Gyldén’sche 
Theorie der absoluten Bahn eine wirklich befriedigende Lisung des Stérungs- 
problems giibe, indem sie die Bewegung eines Planeten fiir einen beliebigen Zeit- 
raum ausreichend genau darstelle. 

In diesem Umfang pracisirt, ist die Behauptung, wie hier nur in ane Kiirze be- 
griindet werden kann, nicht zutreffend. Die letzte vonGyldén aufgestellte Integrations- 
methode, die horistische, behandelt einerseits die Differentialgleichung fir die 
sogenannte Zeitreduction (Linge), andererseits diejenige fiir den Radius Vector, auf Grund 
von verschiedenen ,horistischen“ Methoden, vor Allem mittelst elliptischer Functionen. 
Die allgemeine Lésung der Differentialgleichung fir die Zeitreduction (vergl. §.6 der 
Gyldén’schen Nowvelles Recherches) ist, trotz der gegen sie erhobenen Kinwande, 
mathematisch nicht fehlerhaft2); indess wird die in dieser Gleichung auftretende Horistica 


') Vergl. O. Callandreau, Bulletin astronomique, Tome XVII, Mars 1900. Ferner: Schulhof, 
Revue générale des Sciences pures et appliquées No.8, 80 Avril 1900. 

*) Wie die auf 8.159 bis 191 meiner Abhandlung: ,Die Gyldén’sche horistische Inte- 
grationsmethode des Problems der drei Kérper und ihre Convergenz, Nova Acta. Abh. 
der Kaiserl. Leop.-Carol. deutschen Academie der Naturforscher, Bd. LXXXI, Nr. 3“ im Detail dureh- 
gefiihrte Nachpriifung des mathematisch interessanten, ausserst complicirten §.6 der Gyldén’schen 
Nouvelles Kecherches erweist. Indess ist die auf 8.191 bis 199 dieser Arbeit wiedergegebene Back- 
lund’sche Behandlungsweise des Radius Vector [die in anderer, aber bereits ahnlicher Form schon in 


Herrn Backlund’s zweiter Arbeit tiber den Hecubatypus G). im Anschluss an Gyldén, die Basis — 


bildet] beziiglich der Convergenz nicht richtig. Man vergleiche hierzu meinen Aufsatz in Nr. 3922 
der Astronomischen Nachrichten: ,Klarstellung der von Herrn Backlund A. N. 3911 gegen 
mich erhohenen Vorwiirfe“, sowie das Weitere, beziiglich des Radius Vector oben Gesagte. 
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so klein von héherer Ordnung, dass die Methode praktisch illusorisch werden kann, ab- 
gesehen von ihrer zu grossen Complicirtheit fiir die Anwendung. Hingegen ist die Losung 
fiir die Differentialgleichung des Radius Vector im allgemeinen Fall, auf den es 
ankommt (wie sie im §. 7 der N. R. gegeben ist), nicht richtig. Hier hat Gyldén gegen 
das eigens von ihm aufgestellte Princip der Mitnahme der kritischen Glieder ver- 
stossen, indem er die Integration der Differentialgleichung gerade dadurch erméglicht, 
dass er gewisse kritische Glieder vernachlassigt, auf deren vollstandige Mitnahme Alles 
ankommt (vergl. Anm. 1). Dagegen sind die fiir specielle Falle angegebenen Methoden 
(in §.2 bis §.4 der N.R.) mittelst elliptischer Functionen nicht in dem Grade mangelhaft, 
wie ihnen vorgeworfen wurde. Kann man daher von einer ,convergenten“ Losung nicht 
sprechen, wie es in Vorlesung I der zweiten Auflage von Klinkerfues’ theoretischer 
Astronomie geschehen, und ist der grosse principielle Fortschritt, wie ihn Gyldén durch 
die horistische Methode erreicht zu haben glaubte, den auch Herr Backlund ausdriicklich 
als solchen hinstellt1), nicht erreicht, so ist doch nicht zu leugnen, dass die, durch 
Herrn Poincaré weit iiber Gebiihr herabgesetzte Gyldén’sche Storungstheorie, in Folge 
der Gyldén’schen Entwickelung der Stérungsfunction und bei Anwendung von Gyldén’s 
partieller Integrationsmethode (gegen die theoretisch kein EKinwand erhoben ist), wie sie 
vor allen Anwendung auf gewisse Typen kleiner Planeten gefunden hat, einen wesent- 
lichen Fortschritt gegeniiber der alten Storungstheorie bedeutet. Denn einerseits er- 
moglicht diese Methode die analytische Behandlung von wissenschaftlich besonders inter- 
essanten Fallen (diejenige der ,charakteristischen“ Planeten), bei denen die friiheren 
Methoden nicht ausreichen; andererseits giebt sie eine weit bequemere Naherung, als die 
friiheren analytischen Methoden sie erreichten (vergl. auch Vorlesung 1, 8.10). Treffend 
bemerkt Prof. Brendel in Theil II seiner ,, T'heorte der kleinen Planeten* 8.2: ,,Der Leser 


1) 0. Backlund, Vierteljahrsschrift der astronom. Gesellschaft, Jahrg. 32, Heft I, 8.15 u. 18. 
»--- Entwirfe, die darauf abzielten, gleichsam die Waffen zu schmieden, mit denen er den schliess- 
lichen Sieg erfechten sollte... Es galt vor allen Dingen, die sogenannten kritischen Glieder zu 
bewaltigen, die bei den gewohnlichen Integrationsmethoden zu sinnlosen Resultaten fiihren. Die neuen 
Integrationsmethoden, die er-zu dem Zwecke schuf, und zwar in erster Linie die sogenannte hori- 
stische Methode, gehoren zuGyldén’s genialsten Leistungen. Dadurch gelang es ihm in 
der That, den erwahnten Gliedern die richtige Bedeutung zu vindiciren.“ 


O. Backlund, Comptes rendus. Séance de lundi, 11 février 1901. ,,Cette erreur élémentaire 
_ mMappartient exclusivement. Je le dois & la mémoire de Gyldén.* 


O. Backlund, Bulletin astronomique, t. XXI, aotit 1904, p. 289. Sur la méthode horistique de 
Gyldén. ,,Cette objection“ (— il y a des cas ou la méthode horistique peut étre inoffensive; al n’y 
en a pas ow elle peut étre utiles —) ,devient tres grave étant énoncée par la plus grande autorité 
de notre temps. Ne partageant pas lVopinion de M. Poincaré, jestime de mon devoir den 
exposer la raison... Les termes avec les arguments G,—2G, ec 2G,—G, ne sont pas alors 
critiques.“ Hier, am springenden Punkt der ganzen Principienfrage, macht Herr Poincaré zu 
§. 7 der Gyldén’schen N. R. den berechtigten Kinwand, dass die zuvor von Herrn Backlund 
erwahnten Glieder doch kritisch sind und ihre Vernachlassigung durch Gyldén das allgemeine 
horistische Integrationsverfahren fiir den Radius Vector illusorisch macht. Vergleiche: 


M. H. Poincaré, Bulletin astronomique, t. XXI, aotit 1904, p. 293. Sur la méthode horistique. 
yde ne reléverais pas ce qui chez M. Backlund west quwune inadvertance si ce w était la précisément 
Verreur fondamentale de Gyldén. Il est impossible que G, et Gy soient critiques, sans que 2G,— G, 
le soit ...; st Pastronome russe s'est trompé, ce west pas qwil en a mal appliqué les régles, est que 
ces régles ne valaient rien.“ Den genauen Nachweis Poincaré’s cf. Comptes rendus vom 18. April 1904. 
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wird mit Recht fragen, ob und welche Vortheile die Gyldén’sche Methode gegeniiber 
den iilteren Methoden gewahrt, zumal das Vorhandensein solcher Vortheile aus den Ent- 
wickelungen des ersten Theiles nicht direct ersichtlich sein diirfte, und von Poincaré 
auch angezweifelt worden ist (Acta Mathematica, Bd. 29, 1905). Ich will ausdriicklich 
hervorheben, dass ich bei meinen Untersuchungen die Bediirfnisse der rechnenden 
Astronomie im Auge habe; fiir diese diirften die neuen Methoden Gyldén’s 
schliesslich fruchtbringender sein, als die wichtigen analytischen Resultate uber 
den Charakter der Losungen.“ — 

Auch die Bedeutung von Gyldén’s Hauptwerk, den Orbites absolues, — falls das- 
selbe im dritten Band wirklich noch seinen Abschluss finden sollte1), — liegt in erster Linie 
nicht in den principiellen Ergebnissen, da die , absolute Lésung“ im Princip nicht erreicht 
ist und der Titel selbst daher nicht gerechtfertigt erscheint. 

Dass Gyldén selbst unter seiner ,absoluten* Lésung, die er mittelst der hori- 
stischen Methode erreicht zu haben glaubte, in der That eine fir unbeschrankte 
Zeit giiltige, ,convergente“ Losung verstand, beweist unter anderen Stellen 8.275 
und 276 der Nowvelles Recherches: ,Nichtsdestoweniger kann man, wenn die arbitraren 
Constanten bestimmt sind, abgesehen von dem hochst seltenen, sogenannten asympto- 
tischen Fall, eine numerische Lésung erhalten, welche die Coordinaten eines 
Planeten durch gleichférmig convergente trigonometrische Reihen aus- 
driickt.... Man kann daher, wenn man in Betracht zieht, dass die Convergenz der 
kritischen Glieder in der Storungsfunction derjenigen einer geometrischen Progression 
gleichkommt, leicht schliessen, dass man den Grad der Annaherung so weit 
treiben kann wie man will, derart, dass der Rest kleiner als eine gegebene 
Groésse wird.“ Hierzu vergleiche auch Orbites absolues, 8.497, 555 etc. — : 

Den Werth der Orbites absolues, wenn dies Werk durch Prof. Sundmann’s Mit- 
wirkung, der auch bereits den wesentlichsten Theil der Fortsetzung von Bd. II nach 
Pulkova geliefert hat, vollendet werden sollte, wird man vielmehr, — yon metho- 
dischen Vervollkommnungen im Einzelnen, die allerdings zum Theil wesentliche sind, 
abgesehen, — nur in dem erhdhten Genauigkeitsgrad der Annaherung und den even- 
tuellen numerischen Ergebnissen zu suchen haben, d. h. er kann sich, in letzter Instanz, 
nur auf das Gebiet der rechnenden Astronomie erstrecken. 


*) Man vergleiche die Vierteljahrsschrift der astronomischen Gesellschaft vom 
Jahre 1897; 32. Jahrg., 8. 20, Zeile 20 etc. und S. 21, Zeile 14 etc. — Bd. II der Orbites absolues, 
der erst zu Anfang des Jahres 1909, zw6lf Jahre nach der Ueberfithrung von Gyldén’s wissenschaft- 
lichem Nachlass nach Pulkova, zur Ausgabe gelanet ist, bringt ausser dem bei Gyldén’s Tod 
bereits Gedruckten als Fortsetzung nur die 130 Seiten einfacher weiterer Formel- uud Zahlenentwicke- 
lungen, welche den Abschluss der von Gyldén zum grossen Theil schon durchgeftthrten Berechnung 
der Storungsfunction fir die Hauptplaneten bilden; wogegen die eigentliche Arbeit, die Inte- 
gration der Differentialgleichungen, noch aussteht. Fir die kleinen Planeten ist von Herrn 
Brendel durch seine , Theorie der kleinen Planeten“ mittelst der Gyldén’schen Principien ein Resultat 
bereits erreicht. — ‘ 

Sollten die im 32. Jahrgange der astronomischen Vierteljahrsschrift in Aussicht gestellten 
Publicationen sich noch weiter verzégern miissen, so ware erwiinscht, dass vielleicht vorher die da- 
selbst auf S.32 erwihnten 200 Briefe Gyldén’s, ,,die fast ausschliesslich einen wissenschaftlichen 
Charakter tragen“, erscheinen kénnten. — 
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Dass aber fiir die rechnende Astronomie die Principien Gyldén’s und die 
Gyldén’schen Methoden in der That wirklichen Werth besitzen und die von Gyldén 
begrindeten Brendel’schen ,instantanen“ Elemente den osculirenden hinsicht- 
lich der Kiirze der Rechnung erheblich iiberlegen sind, dafiir hat Prof. Brendel in 
Theil LV seiner Theorie der kleinen Planeten den Beweis erbracht. 

Dies nunmehr abgeschlossene Werk), das fiir die Astronomie von bleibendem 

Werth ist, zeigt, dass man mittelst der Gyldén’schen Methoden mit einem recht 
geringen Aufwand von Rechenarbeit im Stande ist, die Beobachtungen eines Planeten 
so genahert darzustellen, dass seine Wiederauffindung am Himmel etwa wiahrend eines 
Jahrhunderts ohne jede Miihe gesichert ist. 

In Nr. 4397 der Astronomischen Nachrichten weist Herr Brendel darauf hin, dass 
bei Beriicksichtigung einiger Hauptstorungsglieder fiir Jupiter die zur Vergleichung her- 
angezogenen Beobachtungen der Aegina aus den Jahren 1866 bis 1907 so dargestellt 
werden, dass die grésste Differenz in Rectascension 2%.3, in Declination 28” betriigt, ein 
Resultat, das angesichts der angestrebten Genauigkeitsgrenze nichts zu wiinschen 
ubrig lasst. In Theil IV der Theorie der kleinen Planeten setzt Herr Brendel bei der 
Ausgleichung auseinander, dass die bei der Ausgleichung nicht beriicksichtigten Beob- 
achtungen, ebenso wie die Vorausberechnungen auf 50 Jahre oder dariiber, etwas starker 
abweichen miissen; dass aber die nicht beriicksichtigten und die vorausberechneten Oerter 
nicht so stark abweichen werden, dass die Auffindung nach 50 oder mehr Jahren irgend 
welche Schwierigkeit macht. (Hierzu verg]. auch den Schluss der folg. Anm. 1, 8. XX VIL) 

Nach Bestimmung eines geniigend zuverlassigen Elementensystems und Aufstellung 
der Bewegungstafeln fiir das nachste halbe Jahrhundert oder langer aber ist ein Planet 
auf lange Zeit gesichert, ohne dass irgend eine Neurechnung erforder- 
lich ware. MHierin liegt die hauptsichlichste Ueberlegenheit der Gyldén’schen 
Methode iiber diejenige der speciellen Stérungen; zudem ist eine solche defini- 
tive Bahnbestimmung in ein paar Wochen vollstandig zu erledigen, wahrend 
die alteren analytischen Storungsmethoden weit umstindlichere Rechnungen erfordern. 
Von eben so grosser Bedeutung aber sind die neuen Methoden, wenn es sich um eine 
scharfe Darstellung der Beobachtungen und eventuell um Priifung des Newton- 
schen Gesetzes handelt. Die hierzu erforderliche Mitnahme der weiteren Storungen 
héherer Ordnung (und hoéheren Grades), die nach den Alteren analytischen Storungs- 
methoden Ausserst complicirt und miihsam ist, erledigt sich nach den Gyldén’schen 
Prinzipien in einfachster Weise bei Behandlung der einzelnen Grade. (Hierzu ver- 
gleiche man speciell meine, auf 8.10 des Folgenden in Anmerkung 4 citirte Wiener Denk- 
schriftenarbeit tiber den Typus 2, Theil I, wo sich auf 8. 349 und 350 alles Diesbeziig- 
liche in ausfiihrlichster Weise auseinandergesetzt findet, sowie spiter Theil III.) — 

Durch Aufdeckung des-von Gyldén bei seiner horistischen Methode in §. 7 der 
Nouvelles Recherches begangenen Fehlers, der die convergente Losung illusorisch macht, 


‘) Theil IV (der mir schon im Manuscript vorlag und von dem die Separata bereits erschienen 
sind) cf. Abhandlungen der Kgl. Gesellschaft der Wissenschaften in Gottingen, Bd. VUI, Nr. 1. Die 
Tafeln umfassen circa 850 Planeten (n > 709”). 
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hat Herr Poincaré der Astronomie einen wesentlichen Dienst geleistet. In seiner 

| allgemeinen Beurtheilung der Gyldén’schen Arbeiten aber, wie sie Herr Poincaré z. B. 
auch auf 8.235 von Bd.29 der Acta Mathematica, Zeile 6 bis 14.ausspricht, ist er 
nicht nur iiber das Maass und Ziel einer objectiven wissenschaftlichen Bewerthung 
hinausgegangen, sondern hat sich zu einem nicht motivirten und vollig unzutreffenden 
Werthurtheil hinreissen lassen. Das beweisen die nunmehr vorliegenden, von Herrn 
Brendel erlangten positiven Rechenergebnisse der Gyldén’schen Methoden, denen 
kein wissenschaftlich ernst zu nehmender Einwand beziiglich ihres Werthes fir die 
Astronomie mehr entgegen zu stellen ist. Meine eigenen, weit spater als die Brendel- 
schen Arbeiten begonnenen Untersuchungen auf Grund der Methoden Gyldén’s iiber den 
Hildatypus [2] (cf. S.10 des Folgenden, Anmerkung 4, sowie S. XXVII dieser Vor- 
bemerkungen, Anmerkung 1) haben zur Zeit ihren Abschluss noch nicht erreicht. — 
Wihrend nun Herr Poincaré den Gyldén’schen Versuch einer ,convergenten“ 
Lésung des St6rungsproblems als nicht gegliickt in Bd. 29 der Acta Mathematica aufs 
scharfste verurtheilt, ist seine eigene ,convergente“, im Jahre 1889 als Tome XIII der 
Acta Mathematica bereits gedruckte, ,preisgekrinte“ Losung — wie seiner Zeit Gyldén 
und Phragmén erwiesen — ebenso gescheitert. Dem auf anderen Gebieten so frucht- 
baren Genie des grossen Mathematikers ist es — meines Wissens — auch bis heute, trotz 
wiederholter Versuche, noch nicht gelungen, wirklich brauchbare Stérungs- 
methoden fir die Astronomie zu schaffen, welche die Rechnungen nicht unnothig 
compliciren, und deren Werth vor Allem durch die Erfahrung (die Beobachtungen) 
geniigend bestatigt wird: Methoden, wie sie Gyldén dagegen hinterlassen hat. 
Das ist das Endergebniss der ganzen Frage, wahrend deren Herr Poincaré seit 
Gyldén’s Tode oft nur einige abfallige Bemerkungen zu publiciren brauchte — die 
haufig genug ginzlich unrichtige Behauptungen?) neben zutreffender Kritik enthielten, 
die aber nur von einigen Wenigen, mit dem Stoff vollig Vertrauten tiberhaupt nachgeprift 
werden konnten —, um durch das blosse Gewicht seines Namens lange Zeit hindurch 
eine ganze Richtung niederzudriicken und ihre Vertreter vor der Oeffentlichkeit 


') Hierzu vergleiche man auch das Brendel’sche Referat auf der Astronomen- 
versammlung vom Jahre 1910 in Breslau in dem betreffenden Versammlungsbericht 
der Vierteljahrsschrift der astronomischen Gesellschaft, 45. Jahrgang, Heft 4, auf welches 
die nachfolgenden Seitenzahlen hinweisen. 

In diesem Referat (cf. S. 307) weist Herr Brendel mit aller nur wiinschenswerthen Deutlich- 
keit darauf hin, dass gewisse abfallige Urtheile Poincaré’s ,vollkommen haltlos und auch auf 
kein Argument gestiitzt sind“, ... dass ,die ungeheuren Vortheile der Gyldén’schen Methode 
gegentiber den classischen Methoden Herrn Poincaré offenbar entgangen sind, weil er niemals 
weiter in das Problem dieser Entwickelung eingedrungen ist“,... und ,dass die Grund- 
losigkeit dieser Vorwirfe so auf der Hand liegt, dass man kaum ein Wort dariiber zu 
verlieren braucht“. — 

Der durch das Brendel’sche Referat (cf. 8.306, Zeile 24 bis 43) veranlasste Beschluss der 
astronomischen Gesellschaft in Breslau (ef. 8.299, Zeile 14 bis 30 und 8.300, Zeile 8 bis 10) 
gewihrleistet bereits die systematische Nutzbarmachung der neuen Methoden fir die Astronomie 
durch ihre Anwendung zur gruppenweisen Berechnung der kleinen Planeten. Denn sehr richtig 
schlagt Herr Brendel (cf. 8.306, Zeile 29 bis 32) als ,zweite Modification des Bauschinger’schen 
Programms* fir die kleinen Planeten (cf. Astr. V. J. Schrift, 31. Jahrgang, 1896, 8. 284) vor, ynicht die 
Methode der speciellen Stérungen anzuwenden, sondern absolute St6rungen* (nach den Gyldén- 
schen Principien) ,zu rechnen, die es ja erméglichen, die Bahn fir langere Zeit festzulegen“, — 
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lahm zu legen durch Behauptungen, die seiner Autoritaét einfach geglaubt wurden, die 
aber nicht durch Polemik, sondern nur und allein durch Resultate endgiiltig zu 
widerlegen waren. 

_ Hiermit ist alles, den Thatsachen entsprechend, festgelegt. 

Diese Feststellung war auch deshalb wiinschenswerth, weil eine Beantwortung und 
Klarstellung von Herrn Poincaré’s grossem Aufsatz in Bd. 29 der Acta Mathematica 
gegen die Gyldén’sche Richtung iiberhaupt, von Seiten des Inhabers von Gyldén’s 
wissenschaftlichem Nachlass, — an den Herrn Poincaré’s Aufsatz im Jahre 1905 
gerichtet war (cf. A. M. Bd. 29, 8. 260 und 261), — nicht erfolgt ist, und von dieser Seite 
nach einander so verschiedenartige Versehen begangen wurden, dass die allgemeine 
Meinung durch beides und die geringe Forderung der Orbites absolues naturgemiss darin 
bestiirkt werden musste, das Urtheil Herrn Poincaré’s iiber Gyldén’s wissenschaft- 
liche Leistungen sei in jeder Beziehung das richtige gewesen. , Voll unniitzer Compli- 
cationen“ indess, und ,nur noch von historischem Interesse* — wie Herr Poincaré 
in Bd. 29 (8.235, Zeile 6 bis 14) der Acta Mathematica behauptet — sind die nicht- 
horistischen Methoden Gyldén’s am wenigsten von allen Stérungsmethoden der 
Astronomie. Auch haben andere neue Methoden den Grad von Brauchbarkeit, wie ihn 
nach der ,, Theorie der kleinen Planeten“ die Gyldén’schen Methoden besitzen, zahlen- 
missig bisher nicht bewiesen. 

Ks konnte gewagt scheinen, wenn hier ein Urtheil abgegeben wurde, das dem 
Poincaré’schen theilweise widerspricht. Ist doch die Bedeutung Poincaré’s als 
Mathematiker allgemein anerkannt. Auf dem Nachbargebiet der Astronomie, 
hinsichtlich der Leistungen seines einstigen Gegners Gyldén jedoch, haben die 
wissenschaftlichen Thatsachen das Poincaré’sche Urtheil als ein nicht in 
jeder Hinsicht zutreffendes und giiltiges erwiesen. Und wiewohl die analytischen 
Untersuchungen der zweiten Poincaré’schen Arbeit: , Ueber das Problem der drei 
Korper und die Gleichungen der Dynamik“, vom Jahre 1890, hinsichtlich der periodi- 
schen Lésungen (wie auch andere Poincaré’sche Untersuchungen), in erkenntniss- 
theoretischer Hinsicht fiir die Astronomie einen gewissen Werth besitzen, so haben 
diese Arbeiten doch den actuellen Werth, die fruchtbare Verwerthbarkeit, die 
den Keim neuer Entdeckungen birgt, welche die Gyldén’schen Methoden erwiesen 
haben, fiir die Astronomie nicht gezeitigt. Jedenfalls aber hat sich fiir die Astro- 
nomie Poincaré’s eigene Forschung [in Acta Mathematica, Tome XIII1)] und sein 
Urtheil (in Acta Mathematica, Bd. 29, 8. 235, Zeile 6 bis 14 etc.) hinsichtlich des Storungs- 
problems (Problem der drei Kérper) in der Grundtendenz als irrig erwiesen. Das 

‘) Fiir diejenigen Leser, denen die auf 8. 10 des Folgenden erwahnte Physikalische Zeit- 
Schrift nicht erreichbar ist, sei aus dieser, als Beleg fiir obige Behauptung zur nothwendigen 
Vervollstandigung des zuvor Gesagten, die betreffende Stelle hier angefiihrt und, als beste Ilustra- 
tion zujPoincaré’s spaterer schmahlicher Beurtheilung der wissenschaftlichen Leistungen seines 
verstorbenen astronomischen Gegners in Bd. 29 der Acta Mathematica, hier gleichfalls festgelegt. 
Nach allem hier Dargelegten wird sich der Leser selbst sein Urtheil bilden. Physikalische Zeit- 
schrift, 5. Jahrgang, Nr. 7, 8.181: 


ylm Jahre 1889 wurde eine Arbeit Poincaré’s tiber das Problem der drei Korper durch den 
officiellen Preisrichter in Stockholm, den Chefredacteur der Acta Mathematica, Mittag 
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von vereinzelten Astronomen [und gerade von einem sonst so anerkannten, wie 
H. Bruns in Leipzig], — welche die nicht horistischen Methoden Gyldén’s und 
den Werth der neuen Richtung nicht entsprechend an Beispielen gepriift zu haben 
scheinen, — schlechthin als giiltig acceptirte ,,att0g épa“ des Mathematikers ist fiir 
die Astronomie zur Geniige als ungiltig gekennzeichnet und erledigt. — 

Durch das Gesagte diirfte es verstiindlich werden, warum der principielle 
Standpunkt von Vorlesung I der zweiten Auflage von Klinkerfues’ theoretischer 
Astronomie bei Abfassung der dritten Ausgabe des Werkes ein anderer geworden ist. 
Wiewohl die erérterte Frage nicht die Bahnrechnung als solche betrifft, sondern die 
alte Grundfrage der Mechanik des Himmels bildet, so war doch ihre endgiiltige Klar- 
stellung bei Charakterisirung des allgemeinen Problems der planetarischen Bewegung, 
das in Vorlesung I naturgemaéss an die Spitze der Betrachtung gestellt wurde, gegeben. 


Leffler, mit dem von S. M. Oscar II. Kénig von Schweden gestifteten Preis von zehntausend Kronen 
gekrént. [Dass Mittag Leffler allein — nicht aber auch Weierstrass — die Verantwortung fir 
die Entscheidung des Preisgerichtes tragt, hat er selbst zugegeben. (cf. Acta Math., Tome XIII. 
Avant Propos pag. VII.)] Diese Arbeit ist: 

,our le probléme des trois corps et les équations de la dynamique par H. Poincaré. Mémoire 
couronné du prix de S. M. le roi Oscar II. le 21. janvier 1889. Avee des Notes par lauteur.“ 

Die gekrénte Arbeit wurde in den Acta Mathematica vollstandig gedruckt vom 29. April 1889 
bis 13. November 1889 (wie die Seitenimprimata des Hxemplares zeigen); ihre officielle Ausgabe 
wurde jedoch im letzten Moment noch vermieden, nachdem sogar schon broschirte Separate 
(so eines an Gyldén) vom Chefredacteur der Acta Mathematica in Stockholm versandt worden 
waren. Denn man ward erst jetzt, just nach Ablauf der zwolften Stunde, auf einen Fehler in 
der Preisarbeit aufmerksam, der sich nicht mehr durch Zusatze nachtraglich etwa be- 
richtigen und noch verbessern liess, sondern die Grundlagen der gekrénten Arbeit derart 
beriihrte, dass er ihre Ausgabe unmoglich machte. : 

An Stelle dieser Arbeit verdffentlichten die Acta Mathematica — ein Jahr spaiter — eine ~ 
zweite Arbeit Poincaré’s von fast vollig gleichem Titel, aber verandertem Inhalt. Diese zweite 
Arbeit, welche die verfehlte Preisarbeit ersetzen musste, ist: 

,our le probléme des trois corps et les équations de la dynamique par H. Poineane: Mémoire 
couronné du prix de 8. M. le roi Oscar II. le 21. janvier 1889.“ 

Ist gedruckt vom 28. April 1890 bis 21. October 1890 (wie man wiederum aus den 
Seitenimprimata im Bd. XIII der Acta Mathematica ersieht). 

Wahrend beide Arbeiten als Tome XIII, Nr.1 und 2 der Acta Mathematica gedruckt wurden, 
gelangte nur die zweite Arbeit in Bd. XIII der Acta Mathematica, wie man im Titelblatt liest, als 
das ,Mémoire couronné du prix de S. M. le roi Oscar II. le 24. janvier 1889“ zur wirk- 
lichen Ausgabe! 

Hin seiner Zeit vom ,Rédacteur en chef“ der Acta Mathematica versandtes, 
broschirtes Exemplar der urspringlichen Preisarbeit Poincaré’s, das von mir per- 
sénlich eingesehen wurde, dem auch die oben mitgetheilten Datum der Seitenimpri- 
mata entnommen sind, befindet sich in Sicherheit. — Hiermit vergleiche man die Er- 
klarungen Poincaré’s in seiner ,Introduction“ zur edirten — ,Preisarbeit“ Acta Mathematica, 
Mome XU p154 


Soviel historisch ttber die wichtigste und grésste Arbeit, die Poincaré uber das 
Problem der drei Kérper verfasst hat.“ — 

An Stelle der urspriinglichen, , convergenten“ Ergebnisse der ersten Arbeit war nur von Preis- 
Bewerber und Preis-Richter die divergente Lésung der eilends verfassten, zweiten, ,gekrénten“ 
Arbeit tiber das Fundamentalproblem der Astronomie gesetzt worden, deren mehr negative Ergebnisse, 
wie schon hervorgehoben, nichts von der actuellen Bedeutung und positiven Verwerthbarkeit fir 
die Stérungstheorie besitzen, welche die Gyldén’schen Methoden bei ihrer Anwendung erwiesen haben. 

Damit ist historisch das Facit tber das von Gyldén und von Poincaré fir das Stérungs- 
problem Erreichte objectiv gezogen. (Man vergl. aber auch noch 8. XXVII, Anmerkung 1.) — 
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Nach Klarung des erwahnten Irrthums hinsichtlich der horistischen Methode muss 
auf den zweiten, schwerer ins Gewicht fallenden Mangel hingewiesen werden, der die 
zweite Auflage trifft; es ist der Mangel an verbiirgter Sicherheit ftir die Richtig- 
keit der mathematischen Formeln, die aus der ersten Auflage des urspriinglichen, 
30 Druckbogen umfassenden Werkes von Klinkerfues in die Neubearbeitung von mir 
iibernommen wurden. 

Ich will diesen Mangel in keiner Weise zu beschénigen suchen. In meiner 
Assistentenstellung, wo ich naturgemass durch die Dienststunden und laufenden Beob- 
achtungen schon sehr in Anspruch genommen war, unterschatzte ich die Schwierig- 
keiten der Herausgabe eines Werkes, das wegen seiner ausgezeichnet padagogischen 
und geistreichen Darstellung mit Recht beriihmt geworden ist, das jedoch durch das 
tragische Geschick seines Verfassers im Detail der mathematischen Formeln ganz- 
lich unzuverlassig war. Es hatte bei der Neubearbeitung zugleich eine vollstaindige 
Nachpriifung der Formeln der ersten Auflage stattfinden miissen. Immerhin wurden 
damals 186 Fehler festgestellt. Das gedruckte Verzeichniss derselben wurde seiner 
Zeit dem Verlag ebensowohl, wie dem Chefredacteur der astronomischen Vierteljahrs- 
schrift, Prof. Lehmann-Filhés und auch verschiedenen anderen Collegen iibergeben. 

Gleichwohl umfasst diese grosse Zahl von Fehlern der ersten Auflage — die keines- 
wegs durchweg blosse Druckfehler waren —, noch nicht entfernt die sAammtlichen in ihr 
enthaltenen Fehler. 

Der Umstand, dass mir durch Prof. Knopf, Prof. Lehmann-Filhés und 
Dr. Wedemeyer noch eine Anzahl iibersehener Fehler der ersten Auflage mitgetheilt 
wurde, wofiir ich ihnen auch an dieser Stelle meinen verbindlichsten Dank aussprechen 
mochte, veranlasste mich, meine Arbeit mit dem Erscheinen derselben nicht als ab- 
geschlossen zu betrachten, sondern sie von Neuem vorzunehmen, mit dem Bestreben, 
vor allem die Richtigkeit der mathematischen Formeln sicherzustellen. Wie 
ich hoffe, enthalt das im Laufe der Jahre von mir hergestellte Feblerverzeichniss 
(das auch wieder dem Vieweg’schen Verlag und dem Chefredacteur der A. V. J. S., 
sowie Herrn Geheimrath vy. Seeliger iibersandt wurde) nunmehr wirklich die simmt- 
lichen, friiher itibersehenen, in der dritten Ausgabe beriicksichtigten Fehler, welche einen 
grossen Theil der mathematischen Formeln der zweiten Auflage durchlaufend entstellen. 

Bemerkt sei an dieser Stelle, dass den Rechner irrefiihrende Druckfehler in den 
mathematischen Formeln auch in anderen, das Gebiet der Bahnrechnung behandelnden 
Werken zu finden sind. Ja, ich stehe nicht an, zu behaupten, dass es fast unmdglich 
sein dirfte, derartig umfangreiche Werke vollig druckfehlerfrei herzustellen. Als 
Beweis hierfiir méchte ich auch das bereits im Jahre 1905 erschienene grosse Bau- 
schinger’sche!) Lehrbuch tiber Bahnrechnung anfiihren, das gewiss mit der 
grosstméglichen Sorgfalt ausgefiihrt und revidirt worden ist. Ohne dass ich dies um- 
fangreiche Buch in allen Theilen genauer gepriift hatte, ist mir in demselben eine, 
fiir seinen Umfang allerdings nicht grosse Anzahl von Fehlern bekannt, die ich im 


) Die Bahnbestimmung der Himmelskorper von Julius Bauschinger. Mit 84 Figuren im 


’ Text. Leipzig, Verlag von Wilhelm Engelmann, 1906. 
* 
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Interesse der Rechner den Exemplaren der vorliegenden dritten Ausgabe als Sonder- 
beilage hinzugefiigt habe. Jedenfalls wird man hieraus aber dem hochverdienstvollen 
Werke keinen ernstlichen Vorwurf machen; enthalt doch sogar das classische Lehrbuch 
der Bahnbestimmung yon Oppolzer, das sein Verfasser, nach Mittheilung des neuen 
Fehlerverzeichnisses in Engelmann’s Verlag im Jahre 1880, fiir vollstandig controlirt 
hielt, noch die betrichtliche Anzahl, von Prof. Leuschner im Jahre 1890 in den 
Publications of the Astronomical Society of the Pacific‘ mitgetheilter Fehler, deren 
Verzeichniss, da es nicht allgemein bekannt sein dirfte, der vorliegenden dritten Aus- 
gabe gleichfalls mit beigegeben ist. Und so wage auch ich nicht zu behaupten, dass das 
eine oder andere Druckversehen in den mathematischen Formeln der dritten Ausgabe 
des vorliegenden Werkes, trotz aller stattgehabten Bemiihungen, v6llig ausgeschlossen 
ware. Ja, wenn sich Jemand der Mie einer Priifung derselben unterziehen und dabei 
von mir unbemerkt gebliebene Versehen feststellen und mir oder dem Vieweg’schen 
Verlage mittheilen wollte, so wiirde ich ihm im Interesse des Werkes zu aufrichtigem 
Dank verpflichtet sein. — 

Auch von den Klinkerfues’schen Rechenbeispielen wurden einige, offenbar 
fehlerhafte, neu gerechnet, wie die Beispiele der Vorlesungen 20, 34, 36 und 70 der 
zweiten Auflage; verschiedene andere, zwar im Ergebniss richtige, indess mit Druckfehlern 
behattete, wurden corrigirt. Ob im iibrigen Klinkerfues bei seinen Rechenbeispielen 
noch Fehler untergelaufen sind, will ich dahingestellt sein lassen. Das, worauf 
es mir ankam, war vor Allem die Richtigstellung der mathematischen Ent- 
wickelungen. — Ebenso wurde auch das Ebert’sche Rechenbeispiel der 110. Vor- 
lesung, in dem am Schluf simmtliche Elementencorrectionen unrichtig erhalten sind, da 
die Fehlereinheit vergessen ist, corrigirt. Diese verschiedenen Rechnungen wurden yon 
Herrn Dr. Wedemeyer und mir in Controle gleichzeitig durchgefiihrt. 

Ferner wurden einige neu gefundene (auch im Watson’schen Original enthaltene) 
Druckfehler der im Anhang gegebenen Barker’schen Tafel VI beseitigt; auch wurden 
in Tafel XI und XII der 2. Auflage die von Prof. Brendel in den Gauss’schen 
Originaltafeln der Theorta motus (cf. Gauss’ Werke, Bd. VII, 1906, herausgegeben von der 
Konigl. Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen) angebrachten Verbesserungen 
beriicksichtigt. Schliesslich wurde die Constantentafel XVI der 2., d. i. Tafel XX 
der 3. Ausgabe erweitert und modern verbessert. In ihrer vorliegenden Form diirften 
Druckfehler der Tafeln ausgeschlossen sein. Die im Vorwort der 2. Auflage (cf. S. X) 
itber die Nummernfolge der Tafeln gemachten Angaben gelten fiir die 3. Ausgabe, in 
welche neue Zahlentafeln aufgenommen sind, nicht mehr; die diesbeziiglichen Aufschliisse 
findet der Leser auf 8.828 des folgenden Anhanges, der die Tafeln enthalt, gegeben, — 

Beziiglich der Praécession, die auch in anderen Werken iiber Bahnrechnung eine 
ausfihrlichere Behandlung erfahren hat — wiewohl streng genommen allerdings nur die 
Ergebnisse der Theorie fiir die Bahnrechnung in Betracht kommen —, michte ich auf 
das schon im Vorwort zur zweiten Auflage des vorliegenden Werkes auf S. IX Gesagte © 
verweisen. Hier sei noch erwahnt, dass die classische mechanische Theorie der 
Figur der Erde, die eimen geniherten Werth fiir die Abplattung ergiebt (der, 
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numerisch modificirt, in der Theorie der Pracession, cf. 8.148 des Folgenden, gebraucht 
ist), sich in meinem Buch iiber die Figur der Erde?) in verstindlich gehaltener Form 
und weit ausfihrlicher, als in anderen Arbeiten iiber dies complicirte Problem der héheren 
Mechanik, abgeleitet findet, ein Ziel, das ich besonders auch bei der Praicession an- 
gestrebt habe. Der moderne Werth fiir die Abplattung wird in der Fortsetzung des 
genannten Buches behandelt. (Diese wird indess erst nach Abschluss des dritten Theiles 
meiner, auf Grund der Gyldén’schen Stérungstheorie durchgefiihrten Untersuchungen 
iiber die Storungen der kleinen Planeten vom Hildatypus [?] zur Ausgabe gelangen.) — 

Im Uebrigen habe ich meine erste Neubearbeitung des Klinkerfues’sches Buches 
keiner weiteren wesentlichen Umarbeitung unterzogen, sondern von einer gleich zu 
erwihnenden, principiellen Erweiterung abgesehen, nur noch einzelne, mehr neben- 
sachliche Veranderungen vorgenommen, wie die Aenderung verschiedener Figuren, die 
Hinzufiigung einzelner Gleichungen etc. Ferner ist in der dritten Ausgabe das falsche 
Klinkerfues’sche Beispiel der 127. Vorlesung der zweiten (d. i. der 122. Vorlesung 
der ersten) Auflage fiir die Identitit der zwei betreffenden Meteoritenbahnen fortgefallen, 
da, worauf im Astronomical Journal, Bd. XV, 8.165 durch Prof. Schaeberle hingewiesen 
ist, die beiden Sternschnuppen nicht identisch waren. 

Das an Stelle des unrichtigen Klinkerfues’schen Beispieles im Folgenden ge- 
gebene Beispiel ist von Herrn Chas. P. Olivier (cf. Lick Observatory Contributions Nr. 5) 
und behandelt die gleichzeitige Beobachtung desselben Meteors auf Mt. Hamilton und 
Mt. Diablo. Herr Olivier hat den Moment des Verschwindens dem Moment des Auf- 
leuchtens bei der Berechnung vorgezogen, weil der letztere in der Regel viel weniger 
beobachtet ist, als der erstere (cf. 8.812 des Folgenden). — 

Hinzugefiigt sind der neuen Ausgabe, wie schon erwihnt, noch einige wichtige 
neue Zahlentafeln. Tafel XI der dritten Ausgabe, fiir Vorlesung 35, hatte Herr 
Dr. Wedemeyer die Giite auszufiihren”). — Als eine besondere Errungenschaft fiir, 
die dritte Ausgabe diirfte jedoch die Aufnahme der neuen Leuschner’schen Bahn- 
rechnungsmethoden zu betrachten sein, auf deren Charakteristik ich sogleich mit 
einigen Worten zuriickkommen werde. Die fiir diese Methoden gebrauchte Tafel XVI, 
die eine Erweiterung der entsprechenden Oppolzer’schen Tafel XIII, Bd. I, auf sechs 
Stellen mit kleineren Intervallen darstellt und im Allgemeinen genau bis auf circa eine 
Einheit der letzten Ziffer ist, und die von besonderer Wichtigkeit ist (cf. S. 471 und 


-1) Das mechanische Potential nach Vorlesungen von L. Boltzmann bearbeitet und die Theorie 
der Figur der Erde. LErster Theil. Mit 137 Textfiguren. Leipzig, Verlag von Johann Ambrosius 
Barth, 1908. Besprochen in der: 

Vierteljahrsschrift der astronomischen Gesellschaft, 46. Jahrgang, Heft 1 von 1911 
(durch Prof. E. Anding). — 

Im: Bulletin astronomique, Bd. 25 (1908), 8.200 (durch Prof. Armand Lambert). — 

In: Nature Nr. 2025, Vol.78. Thursday, 20. August 1908 (durch Captain W. J. Johnston, 
Captain Clarkes Nachfolger). — 

®) Diese yon Klinkerfues am Schluss von Vorlesung 35 der ersten Auflage erwahnte Tafel 
hat sich zwar in Klinkerfues’ wissenschaftlichem Nachlass befunden, ist aber von Klinkerfues’ 
Nachfolger, wie er mir seiner Zeit mittheilte, mit dem tbrigen Nachlass wegen ganzlicher Unleser- 
lichkeit verbrannt worden. — 
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S. 473, Zeile 22 und 23 des Folgenden), hatte Herr Prof. Leuschner die Gite, fiir 
die dritte Ausgabe zur Verfiigung zu stellen, wahrend Tafel X1V und XV dem zweiten 
Bande von Oppolzer’s Bahnrechnung (Tafel Ia und Ila daselbst) mit Genehmigung 
des Engelmann’schen Verlags entnommen sind. — 


Bei Abfassung meiner ersten Neubearbeitung des Werkes war es durch das wissen- 
schaftliche Interesse geboten, die neue, im Jahre 1889 erschienene Vectorenmethode 
von Willard Gibbs!) aufzunehmen, die, originell und elegant hinsichtlich der 
theoretischen Entwickelungen, im Genauigkeitsgrad der Anniherung allen friheren 
Methoden iiberlegen ist und schon aus diesem Grunde bei einer Neudarstellung der 
Bahnrechnung selbstverstandlich nicht einfach unerortert bleiben durfte. Wenn- 
gleich einige Nachtheile dieser Methode in praktischer Beziehung allerdings nicht in Ab- 
rede zu stellen sind (cf. S. XXVI, Anm.), so fallt doch das giinstige Urtheil derjenigen 
Rechner, die sie angewandt haben (cf. S. 414 des Folgenden), dem, bekanntlich von 
anderer Seite iiber die Methode gefillten, einseitig absprechenden Urtheil gegeniiber, 
wesentlich ins Gewicht. Ebenso hat auch Callandreau die Vorziige der Methode 
riihmend anerkannt. Die von Fabritius und von Vogel (cf. A. N., Bd. 128, 8. 225 
und Bd.129, S. 37) gemachten Vorschlige von Verbesserungen der Gibbs’schen Me- 
thode, — die einige Mangel derselben beseitigen, — wurden nicht beriicksichtigt, weil 
sie weder eine wirklich durchgefiihrte Neugestaltung der Methode, noch auch, auf 
Grund einer solchen, die numerische Anwendung erbringen. Auf die wesentliche Verbesse- 
rung der Methode durch Frischauf werden wir weiterhin zu sprechen kommen. — 

Kurz nach dem Erscheinen meiner ersten Neubearbeitung von Klinkerfues’ theore- 
tischer Astronomie ist dann von Prof. Harzer in Kiel ein erneuter Versuch gemacht worden, 
fiir das Problem eine noch vollkommenere Lésung als die vonGauss, Encke, Oppolzer 
und Gibbs gegebene, zu finden, in einer grossen, buchartigen Abhandlung: ,,Ueber die 
Bestimmung und Verbesserung der Bahnen von Himmelskorpern nach drei Beobach- 
tungen.“ (Publication der Sternwarte in Kiel XJ, herausgegeben von Paul Harzer;.cf. auch 
A. N., Bd. 141.) Schon Prof. Bauschinger hat die Aufnahme der Harzer’schen 
Methode in sein neues Lehrbuch iiber Bahnrechnung abgelehnt. Er motivirt auf 
8. 393 seine Gegnerschaft gegen die Laplace’sche und die Harzer’sche Methode 


*) Von meiner damaligen Correspondenz mit Gibbs tber seine Methode ist inzwischen in den 
gesammelten Werken des Verstorbenen (vergl. Vol. IJ, Nr. VI, S. 149—154) ein hé6chst interessanter 
Brief erschienen: ,On the use of the Vector method in the determination of orbits. Letter to Dr. 
Hugo Buchholz, Editor of Klinkerfues Theoretische Astronomie [Hitherto unpublished], den 
ich den amerikanischen Herausgebern von Gibbs’ Werken im Jahre 1905 auf ihre Bitte zur Ver- 
figung stellte. — An dieser Stelle méchte ich eines, wenn auch nebensachlichen Irrthums der zuvor 
erwaihnten Callandreau’schen Kritik gedenken. Callandreau schrieb: ,Pour Peaposé de la 
méthode vectorielle de Gibbs, le Dr. Buchholz a ew & sa disposition les legons du professeur Schur, 
de Gottingue, sur le calcul des orbites, ainsi que des Notes communiquées par M. Gibbs lui méme.“ 
Hierzu méchte ich bemerken: erstens, dass ich bei Klinkerfues’ Nachfolger niemals Vorlesungen 
gehort habe; zweitens, dass die von Gibbs selbst nicht gegebene, ausfiihrliche Ableitung seiner 
Fundamentalgleichung , wie sie auf S. 419 bis 422 im Folgenden gegeben ist, in Wirklichkeit von 
Prof. Schering herstammt (man vergleiche §. 419, Zeile 16 etc.); drittens, dass meine im Folgenden 
gegebene Darstellung der Gibbs’schen Methode, wie sich jeder tiberzeugen kann, direct auf dem 
englischen Original yon Gibbs selbst, sowie auf Gibbs’ Briefen basirt. 
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damit: ,,...da jede Anwendung derselben von der Mihseligkeit der Rechnung und 
von der geringen Sicherheit des erlangten Resultates den Beweis erbringt. Die 
Methode fasst zweifellos das Problem im Kern, aber die Hiilfsmittel, deren sie 
sich bedient, sind unzulanglich.“ Nun ist freilich der Vorwurf, dass die 
Harzer’sche Methode auf Laplace fusse und darum mangelhaft sei, nicht zu- 
treffend; tbrigens vergleiche man die Harzer’sche Entgegnung (Astronomische Nach- 
richten, Bd. 170, Nr. 4058); trotzdem aber trifft die Harzer’sche Methode der letzte 
Theil des von Prof. Bauschinger erhobenen, nur nicht weiter begriindeten Vorwurfs. 
Ein so ausgezeichneter Kenner der Bahnrechnung, der sich auf dem Gebiete 
so erfolgreich selbst bethatigt hat, wie der bekannte Director des Students’ Observatory 
in Californien, Prof. A. O. Leuschner, urtheilt bei Darstellung seiner werthvollen 
neuen Bahnrechnungsmethoden (A short method of determining orbits from three Obser- 
vations, University of California Publications; cf. Publications of the Lick Observatory, 
Vol. VU, Part.1; ferner Part. 2, 3, 7,8; vergl. Vorlesung 82 des Folgenden) gleichfalls 
hinsichtlich ihrer praktischen Verwerthbarkeit, auf die es astronomisch ankommt, 
abfallig1) tiber die Harzer’sche Methode. Einige der von Prof. Leuschner hervor- 
gehobenen Mingel der Harzer’schen Methode, welche dieselbe dem Rechner wenig 
brauchbar erscheinen lassen miissen, finden sich im Folgenden (vergl. 5.448) kurz an- 
gegeben; ausfihrlicher noch sind sie in der zuvor erwahnten ersten Arbeit gleich zu 
Beginn von Prof. Leuschner beleuchtet worden, weshalb ich hier nicht weiter auf sie 
eingehe. Bei der Leuschner’schen Methode jedoch sind alle Unstimmigkeiten der 
Harzer’schen Arbeit auf das Glicklichste vermieden (vergl. 8.449 und auch 8.450 des 
Folgenden). Die Beriicksichtigung der Untersuchungen von Prof. Leuschner — einer 
Autoritét auf dem Gebiete der Bahnrechnung — in der dritten Ausgabe des vorliegenden 
Werkes musste im Interesse der Rechner in hohem Grade wiinschenswerth erscheinen, 
um so mehr, als dieselben im Original schwer erreichbar, und in anderen Werken iiber 
Bahnrechnung nicht zu finden sind. (Hierzu vergleiche man auch 8. 449, Zeile 27 etc. 
der im Folgenden, in Vorlesung 82 gegebenen Leuschner’schen Darstellung.) — 
Die urspriingliche Fassung der ,short method“, wie sie bis jetzt erst in Part. 1, 2 
und 3 von Vol. VIL der ,,Publications of the Lick Observatory“ publicirt vorliegt, erfuhr 
indess im Laufe der letzten Jahre nicht nur Verbesserungen, sondern auch grundlegende 
Erweiterungen, deren endgiiltige Formulirung zur Zeit der Abfassung der dritten Ausgabe 
des yorliegenden Werkes noch nicht gedruckt vorlag, sondern vom Autor damals erst 


1) Vergl. z. B. S. 3 der Sonderausgabe der ersten Leuschner’schen Arbeit: ,... There are, 
however pratical difficultzes involved which make it doubtful whether astronomers will adopt 
this“ (Harzer’s) ,method in preference to the short methods of determining circular elements for 
planets, to Olbers’ and v. Oppolzer’s methods of deriving parabolic orbits for comets, or even 
_ to the more general methods of Gauss and Oppolzer for the Determination of orbits without 
previous hypothesis as to the excentricity. Some of the difficulties, all of them of the utmost 
importance to computers areas follows....“ ,,The essential improvements to be sought for are...“ 
(Es foleen in der Leuschner’schen Arbeit mehrere Seiten ausstellender Kritik itber die Harzer’sche 
Arbeit.) Ferner z. B. 8. 25: ,The methods of Laplace and Harzer furnish convenient expressions 
which contain the geocentric distance ...; but for reasons which are apparent from the preceding 
article, these methods are otherwise not suited for the solution of the present problem.“ 
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fiir die Publicationen des Lick Observatory im Manuscript zusammengestellt wurde ?). 
Aus diesem Grunde ersuchte ich Prof. Leuschner, die folgende, in Vorlesung 82 
gegebene Gesammtdarstellung seiner Untersuchungen selbst zu tibernehmen und 
stellte meine eigene, auf Grund der ersten Leuschner’schen Arbeiten bereits verfasste 
Darstellung zuriick. Nachtraglich lieferte dann Prof. Leuschner auf meine Bitte auch — 
noch entsprechende Formelzusammenstellungen mit Rechenbeispielen, sowie 
eine etwas ausfiihrlichere Darstellung seiner ,Methode der Bahnberechnung mit 
sofortiger Beriicksichtigung der Storungen“, sammt Rechenbeispiel, als sie in 
der Astr. V. J. Schrift (43. Jahrg., Heft 4) gegeben ist, Entwickelungen, die im Anhang 
mitgetheilt sind. Bei Prof. Leuschner’s eingetretener schwerer Erkrankung — von der 
er gliicklich wiederhergestellt ist —, hatte Prof. Crawford vom Students’ Observatory 
die Giite, die Correctur der Tafel XVI mit zu erledigen. 

Schliesslich ist noch zu erwahnen, dass ich die im Folgenden, auf 8. 448, 449 u. 450 
gegebenen einleitenden Bemerkungen, auf Grund mir von Prof. Leuschner iiberlassener 
Notizen, selbst verfasst habe. Die Bemerkungen iiber den Werth und die Bedeutung 
der Leuschner’schen Methoden riihren dabei von mir her. Die beziiglich der Harzer- 
schen Methode gemachten kritischen Bemerkungen jedoch, und ebenso die Bemerkung 
iiber das auf S. 393 des Bauschinger’schen Werkes iiber Bahnrechnung (auf 8. 448 
u. 449 des Folgenden) Gesagte, sind dem, in meinem Besitz befindlichen Leuschner- 
schen Entwurfe wortlich entnommen. — 

Hier sei nur darauf hingewiesen, dass in den folgenden Leuschner’schen Unter- 
suchungen die in ,short method“ gegebenen Entwickelungen unter anderem nicht nur 
modificirt sind dadurch, dass geschlossene Ausdriicke fiir f und g fiir die Anwendung 
auf lange Intervalle eingefiihrt sind, ebenso fiir 0f und 0g; dass ausserdem einfache 
Modificationen direct zur Parabel oder zum Kreise fiihren, wenn derartige Bahn- 
bestimmungen erwiinscht sind. Vor allem sind die urspriinglichen Untersuchungen 
dadurch erweitert, dass nunmehr osculirende erste Elemente, d. h. solche mit so- 
fortigem Einschluss der Stérungen, berechnet werden kénnen. Das Letztere 
erscheint als besonders wichtig fiir gestorte Trabanten, wie z. B. fiir Saturn IX, 
Jupiter VI, VII, VU. Denn bisher hat es bekanntlich tiberhaupt keine directe 
Methode der Bahnbestimmung fiir Satelliten gegeben; vielmehr ist man von Annahmen 
uber Perioden, Excentricitaét und bisweilen auch Neigung ausgegangen. Diese Annahmen 
fallen bei der Leuschner’schen Methode yollstandig fort, und alle Elemente und 
alle Lésungen, wenn mehrere vorliegen, erfolgen in ihrer Bestimmung gleichzeitig. 
Dabei geht die Losung der verschiedenen Probleme, wie der Parabel, der Kreisbahn, 
der allgemeinen Bahn, der gestérten Bahn, fast in der gleichen Weise vor sich, und 
der Uebergang von der einen zur anderen Bahn, wie z. B. von der Parabel zur Ellipse, 
erfordert kaum Mehrarbeit. Diese Allgemeinheit der Methoden ist, neben ihrer 
Genauigkeit und Kiirze, ein Hauptvorzug vom theoretischen Stand- 
punkt aus. Denn die Leuschner’schen Methoden, deren gute praktische Verwerth- 


") Dieselben sind auch jetzt noch nicht gedruckt und ihre Publication in Amerika (in einem anderen, 
als dem hier, padagogisch, entwickelten Zusammenhang) wird erst spater erfolgen. 
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barkeit durch die numerischen Rechnungen hinlanglich erwiesen ist (man ver- 
gleiche die im Folgenden mitgetheilten Beispiele), dienen in ihrer jetzigen Form nicht, 
wie in ihrer urspriinglichen, nur mehr fiir genaiherte Ephemeriden, sondern sie um- 
fassen das ganze Gebiet der Bahnrechnung. — 

Dabei ist noch zu betonen, dass, wenn die erste Anna&herung (,,directe Losung“) 
nicht hinreichend ist, die zweite Annaherung nicht, wie die sogenannte zweite Hypo- 
these, durch algebraische Nachrechnung der vorher vernachlassigten Glieder hoherer 
Ordnung erfolgt, sondern dadurch, dass auf differentiellem Wege diejenigen Correc- 
tionen der vier Fundamentalgroéssen berechnet werden, welche die Unterschiede Beob- 
achtung minus Rechnung zum Verschwinden bringen. 

Schliesslich sei hier noch der Bemerkung Prof. Leuschner’s (cf. 8.454, Zeile 16 
des Folgenden) Erwahnung gethan, die darauf hinweist, dass es fiir den Bahnrechner 
yon Vortheil sein wiirde, wenn kiinftig bei Herstellung der astronomischen 
Jahrbiicher die betreffenden Geschwindigkeiten in den Sonnencoordinaten 
mit berechnet wirden. — 

Von der Harzer’schen Methode muss bei objectiver Priifung hervorgehoben und 
ausdriicklich anerkannt werden, dass sie in rein mathematischer Beziehung das 
Problem mit viel Scharfsinn lést"); in praktischer Beziechung, auf die es astronomisch 
ankommt, jedoch thut sie das nicht. Zwar sagt Herr Harzer selbst auf 8. 6 von 
seiner Arbeit: ,So sinnreich dies Verfahren (das Gibbs’sche) ist, muss doch bezweifelt 
werden, dass es praktische Vortheile vor dem von uns skizzirten gewihre.“ Allein 

‘in einem wissenschaftlichen Lehrwerk wie dem Klinkerfues’schen, das nur die wirklich 
brauchbaren Hauptergebnisse der wissenschaftlichen Forschung enthalten soll (ohne, 
bei der Fille des Stoffes, jeder der vielen werthvollen kleineren Arbeiten iiber das 
Gebiet gerecht werden zu kénnen), das zugleich ein Fiihrer und Wegweiser der 
studirenden Jugend ist, durfte, bei eingehender, gewissenhafter Priifung, die Harzer’sche 

'Methode, als minder brauchbar, eine Beriicksichtigung nicht finden. | 

So giebt auch der Verfasser des bekannten ,Grundriss der theoretischen Astronomie 
und der Geschichte der Planetentheorien“ (in 2. Auflage erschienen 1903 bei Engelmann 
in Leipzig), Prof. Frischauf, in seiner, Verbesserungen und neue Gesichtspunkte 
enthaltenden Darstellung?) der Gibbs’schen Methode auf 8.30 sein Urtheil iiber den 
Harzer’schen Versuch dahin ab: ,Harzer setzt als Naherungswerth ... Die darauf 
gegrindete Bestimmung von 7, 7’, r” wird aber, was Kiirze, Bequemlichkeit und 


1) Hierzu vergleiche man die von Herrn Harzer unmittelbar vor der ,,Hinleitung“ seiner Arbeit 
gemachte Vorbemerkung auf 8.3, Zeile 4 und 5, wonach Winke des bekannten Mathematikers Prof. 
Staeckel, wahrend dieser an der Kieler Universitat wirkte, ,fir die Gestaltung der analy- 
tischen Darstellung der Untersuchungen niitzlich gewesen*. — 

*) Die Gauss-Gibbs’sche Methode der Bahnbestimmung eines Himmelskorpers aus drei Beob- 
achtungen von Dr. J. Frischauf, o. 6. Professor der Mathematik an der Universitat Graz. Leipzig, 
Verlag von W. Engelmann 1905. Diese interessante, von Frischauf gegebene Modification der 
Gibbs’schen Methode, — welche zwar keine numerische Anwendung als Probe ihrer praktischen 
Leistungsfahigkeit, in der That aber principielle Verbesserungen der Gibbs’schen Original- 
methode in Gestalt einer detallirt gegebenen Neugestaltung der Rechenformeln bringt, — numerisch, 
bei gleichzeitiger Anwendung der Gibbs’schen Originalmethode auf ein Beispiel, zu priifen, wiirde 
eine wissenschaftlich zweckvolle Aufgabe zum Vergleich der Methoden fir eine ,Dissertation“ bilden. 
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Convergenz der Rechnungen anbelangt, von der Gauss-Gibbs’schen in jeder 
Beziehung iibertroffen. Zunichst erscheinen die Harzer’schen transcendenten 
Ausgangswerthe fiir »:n’ und m:n! zur Berechnung von 1, 7’, r” nicht sehr geeignet; 
sie miissen zu diesem Zwecke in rationale Ausdriicke von 1, 7’, r” umgewandelt werden, 
was einem Aufgeben dieser Specialmethode gleichwerthig ist. Ferner, da 
in der Praxis f in der Regel klein ist, so ist das Fehlerglied Harzer’s mit v* mit 
dem nur unsicher bestimmbaren Factor 6? ungleich gréBer als das beziigliche von 
Gibbs (bei Pallas f = 0,1268 das 14,5- und 12fache, bei Ceres f = — 0,03056 das 
53,3- und 55,Sfache fir n:n' und n':n’).... Es ist daher auch bei Harzer eine 
Beschrankung auf kleine Werthe von v (hochstens gleich 1:3) geboten, wodurch wieder 
die Entwickelung der héheren Glieder, mindestens von v9 an, iberfliissig erscheint. 
Die Harzer’schen Reihenentwickelungen mit der Beschrénkung auf Glieder sechster 
Ordnung nach v2, u,v reichen nicht einmal fiir das Ceres-Beispiel v = 0,536 
trotz der kleinen Excentricitat = 0,081 aus“ u.s.w. (Das Gibbs’sche Ceres- 
Beispiel vergl. 8.438 des Folgenden.) — 

Dagegen weist Herr Frischauf auf die fundamentale Bedeutung des neuen, von 
Gibbs fiir die Bahnrechnung aufgestellten Principes mit den charakteristischen Worten 
hin: ,,Diese einfachen, rationalen und dabei sehr genauen Ausdriicke nach 7, 7’, r’, die 
Gibbs als Naherungswerthe der Dreiecksverhaltnisse aufgestellt hat, konnen unstreitig 
als der bedeutendste Fortschritt der Liésung der Aufgabe einer ersten Bahn- 
bestimmung seit Gauss bezeichnet werden.“ 

Fabritius aber hebt den. praktischen Werth der Gibbs’schen Ausdriicke der 
Dreiecksverhaltnisse sowohl fiir die Bahnbestimmung aus drei Beobachtungen, als auch aus 
vier Beobachtungen, wie auch fiir parabolische Bahnen riihmend hervor, indem er sagt: 
»Bei Kometen mit bedeutender heliocentrischer Bewegung brachte diese Methode (die 
Gibbs’sche) convergirende Resultate, wo andere Methoden divergirende ergeben.“ 


Fassen wir das Gesagte kritisch zusammen, so kann das Urtheil iiber die neueren, 
nach einander von Gibbs, Harzer und Leuschner entwickelten Methoden der 
Bahnrechnung nur dahin pracisirt werden: dass die Leuschner’schen Untersuchungen 
einfache Resultate von ausgezeichneter Brauchbarkeit ergeben. Auch der Original- 
methode von Gibbs kann, wenngleich sie weniger einfach ist, und ihr, in gewissen 
Fallen, Nachtheile in praktischer Hinsicht (wie sie die Frischauf’sche Arbeit auf 
8.16 richtig hervorhebt!) in der That anhaften — ganz abgesehen von ihrer hervor- 


*) »So giimstig die unmittelbare Verwendung der drei Gleichungen (4), (5), (6), wie sie Gibbs 
vorgeschlagen hat, beim Ceres-Beispiel (mit Zwischenzeiten von bezw. 134 und 126 Tagen) erscheint..., 
so ungtnstig stellt sich dieselbe bei wirklich kleinen Zwischenzeiten, etwa 10 bis 20 Tagen, je 
zweier auf einander folgender Beobachtungen... Der Grund der misslichen Verwendbarkeit der obigen 
Gleichungen liegt in der Kleinheit des Nenners der drei Unbekannten 494, 4q', 4q", welche in 


der Form: x 
40 Sorc B Nore za 5 X45 ¥+ Z, U. 8. W. 

erscheinen... Fir das Ceres-Beispiel, wo bereits die zweite Hypothese genigt, bestatigt die Erfahrung 

diese (die Gibbs’schen) Voraussetzungen, nicht aber beim Swift-Komet (1880, V), wo trotz guter 

Darstellung der Zwischenzeiten die gegebenen Beobachtungen aus den erhaltenen Elementen nicht 

genugend genau dargestellt werden. 
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ragenden Originalitat und Exactheit —, die Brauchbarkeit in vielen Fallen (wie z. B. 
Ceres) keineswegs abgesprochen werden; wenngleich von der Methode zugegeben 
werden muss, dass, selbst in ihrer verbesserten Form, die erste Annaherung in der 
Rechnung zwar von hoher Genauigkeit, aber praktisch doch zu complicirt ist, 
und dass andere Methoden, wie beispielsweise die Encke’sche und vor allem die 
Leuschner’schen, weil kiirzer und bequemer, ftir den Rechner vorzuziehen sind. 
Dagegen kann der Weg, den Herr Harzer in seiner Arbeit eingeschlagen — wiewohl 
nicht zu verkennen ist, dass diese Arbeit einen wesentlichen Fortschritt gegen andere 
Harzer’sche Untersuchungen, wie z. B. auch gegen die iiber die Storungen der Bahnen 
vom Hecubatypus [3] (,,Untersuchungen iiber einen speciellen Fall des Problems der 
drei Korper“*) unstreitig insofern bezeichnet, weil sie ein positives Resultat 


) Bei Innehaltung der von Herrn Harzer fur Hecuba gewahlten Genauigkeitsgrenze gehen 
die Abweichungen bei Herrn Harzer’s Theorie in obiger Arbeit bis zu vier Grad schon in den 
heliocentrischen Hclipticaleoordinaten; was auch ganz erklarlich ist, da nicht einmal die aus der 
Stérungsfunction kommenden Glieder zweiten Grades von Herrn Harzer entsprechend beriick- 
sichtigt sind. Auf die Bezeichnung einer astronomischen Naherung kann diese, vom rein 
theoretischen Standpunkt aus zwar interessante, an neuen wissenschaftlichen Resultaten jedoch, 
trotz ihres Umfanges, gleichfalls ohne eigentliche Ergebnisse gebliebene Harzer’sche Studie keinen 
Anspruch machen. 

Ganz erreichen das Ziel einer gentigenden Annaherung fir den Typus '/, auch die viel werth- 
volleren Kramer’schen Entwickelungen in ihrer jetzigen Gestalt noch nicht, wiewohl bei diesen 
weitgehenden Untersuchungen ausser den Gliedern erster Ordnung zweiten Grades, auch noch die 
Glieder zweiter Ordnung fiir den zweiten Grad in der Storungsfunction Berticksichtigung gefunden 
haben, und bei der Integration noch die exargumentalen Glieder dritten Grades. Fiir Hecuba 
selbst reichen die von Herrn Kramer ermittelten Elemente und Stérungen noch nicht aus, um 
fiir langere Zeit die Bewegung auf + 1’ bis 2’ darzustellen. Dagegen brachte Herr Kramer beim 
Planeten des Typus '/, Semele, fir den er Tafeln aus Beobachtungen der Jahre 1866 bis 1896 (Kpoche 
1876) auf Grund der Gyldén-Brendel’schen Principien abgeleitet, die Genauigkeit bereits auf 
den, wenn auch praktisch noch nicht véllig zureichenden Werth von + 2', bei einer Excentricitat 
von 12° und einem Divisor ¢ = 0.08 (1903: 4a = — 0'6, 4d = — 2/4, 1906: 4a = — 217, 
Ad = -+ 2'.7). (Hierzu vergl. 8.10 des Folgenden, Anmerkung 3.) 

Man ersieht hieraus, um an dieser Stelle die zuvor tiber die Gyldén’schen Methoden 
gemachten Bemerkungen nochmals aufzunehmen und zu erginzen, dass fir den Typus '/, 

/ und den in anderer Hinsicht noch complicirteren Typus */, auch die Mitnahme der aus der Storungs- 

function selbst kommenden Glieder dritten Grades (sowie eventuell der ,,Zusatzglieder“ dritten Grades 
und einiger Glieder vierten Grades) nach den Gyldén’schen Principien néthig ist, wenn man zu 
einem nur einigermaassen brauchbaren Resultat gelangen, d. h. die Beobachtungen auch nur auf 
eine Bogenminute genau darstellen will. Auch empfiehlt es sich eventuell bei den jupiternahen 
Planeten des Hildatypus (und ebenso bei denjenigen des Hecubatypus), wenn die numerischen 
Naherungen zu langsam fortschreiten, statt der Gyldén’schen partiellen Integration ein anderes 
Gyldén’sches Verfahren mittelst elliptischer Functionen zur Verstarkung der Convergenz anzuwenden, 
worauf ich spater in Theil IV des Hildatypus zuriickkommen werde. (Erwahnt sei hier noch, dass 
das Druckfehlerverzeichniss von Theil I und IJ meiner Untersuchungen iiber Hilda, welches 
seiner Zeit den Separaten gréBtentheils schon gedruckt beigegeben wurde, aber nicht in die Bande 
der Denkschriftenausgabe mit eingebunden worden zu sein scheint, vollstandig in Theil III an- 
gegeben werden wird, wo auch die in Cap. V von Theil I behandelte specielle Frage iiber die Liicke 
_verificirt werden wird.) : 

Bei den einfacheren, von Herrn Brendel in seiner Theorie der kleinen Planeten behandelten 
Commensurabilitatstypen, speciell bei den Typen '/, und '/, (,charakteristische* Planeten, 
bei denen die alten analytischen Methoden viel mtthsamer sind und z. B. bereits bei 
Hestia versagen) aber war eine so weit gehende Mitnahme von Gliedern héheren Grades und 
héherer Ordnung nicht nédthig, wie sie die besonders schwierigen Typen /, und */, nach den 
gemachten Erfahrungen erfordern. Vielmehr ergeben sich dort schon bei Beriicksichtigung des 
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erbracht hat —, aus den zuvor erwahnten Griinden nicht als ein eigentlich zweck- 
entsprechender, praktisch befriedigender betrachtet werden. 

Zwar kénnte mit Recht eingewendet werden, da hinsichtlich der praktischen 
Brauchbarkeit die Gibbs’sche Originalmethode der Harzer’schen nicht so be- 


zweiten Grades und der zweiten Ordnung brauchbare Resultate, durch welche Hunderte von kleinen 
Planeten fiir lange Zeit in weit bequemerer Weise mittelst der Gyldén’schen Principien zu 
erledigen sind, als dies mittelst der Theorie der speciellen Stérungen méglich ist. Nach den 
alten analytischen Methoden aber hat man seit Laplace’s Zeit absolute Storungen mit Tafeln 
nur fir dreizehn kleine Planeten (cf. Astr. V. J. Schrift, 31. Jahrgang, 1896, 8. 288, Gruppe G.), unter 
grossem Rechenaufwand berechnet, allerdings mit grésserer Anforderung an die Genauigkeit. Hine 
solche wire bei Mitnahme des dritten Grades — den ich fiir Hilda nach den Gyldén’schen Prin- 
cipien bis inclusive der zweiten Ordnung in der Stérungsfunction und in den Differentialgleichungen 
bereits in Rechnung gezogen habe — fir die Brendel’schen Planetengruppen sehr einfach zu er- 
reichen. Fiir den ins Auge gefassten Zweck, das rasche Wiederauffinden eines kleinen Planeten am 
Himmel fiir circa ein Jahrhundert, aber ist eine gréssere Genauigkeit als die in der ,J7'heorze der 
kleinen Planeten“ angestrebte, fiir die betreffenden Gruppen nicht erforderlich. (Hierzu ist es inter- 
essant, Enc kes Worte, auf 8.588 des Folgenden, zu vergleichen, welche die Berechnung der kleinen 
Planeten noch ganz in die Domaine der speciellen Stérungen verweisen.) — 

Dass die hier, wie in Vorlesung I gegebenen kritischen Darlegungen, welche die Frage 
nach dem yon Gyides (und von Poincaré) fiir das Stérungsproblem Hrreichten (und nicht Hrreichten) 
zum ersten Mal allseitig klar stellen und zum Abschluss bringen, vom Anfanger (dem das vorliegende 
Werk sonst, so weit es méglich ist, Rechnung tragt) zunachst besser titberschlagen werden, darauf ist 
auch in Vorlesung I, 8.6, hingewiesen. 


Sollte immerhin Poincaré, um sein gegen die Gyldén’sche Richtung so apodiktisch ab- 
gegebenes Urtheil aufrecht zu erhalten, es, trotz der Thatsachen, versuchen, den Vorwurf der 
Unbrauchbarkeit gegen diese Richtung (die ,,voll unniitzer Complicationen und bloss noch yon 
historischem Wert ist“!) in irgend einer Weise zu erneuern: durch die ersten Zahlenergebnisse 
der Theorie der kleinen Planeten bereits (welche auf der stricten Anwendung der Grundprincipien 
Gyldén’s und auf der detaillirten Ausbildung und consequenten praktischen Durchfiihrung seiner 
einen Hauptmethode gerade beruht) steht die Gyldén’sche Richtung, wie wir gesehen haben, so 
vollstandig gerechtfertigt da, dass sie kimftig weder durch Poincaré’s Warnungen vor ihrer An- 
wendung und die sonstigen Ausspriiche dieses einstigen Rivalen Gyldén’s wird mehr discreditirt, 
noch durch dessen gekrénte Arbeiten tiber das Storungsproblem wird mehr zu Unrecht in den Schatten 
gestellt und beeintrachtigt werden kénnen. 

Hat auch Gyldén, so wenig wie im Jahre 1889 Poincaré, die ,convergente“ Losung fiir das 
Stérungsproblem, und damit nicht den principiellen ,Sieg“ erreicht (man verg!l. die Anmerkung 1, 
S. XIII dieser Vorbemerkungen): so dirfte es doch, nach der ganzen hier gegebenen That- 
sachenzusammenstellung wohl Niemand mehr zweifelhaft sein, welcher der beiden Forscher fiir 
die Astronomie das wirklich Positive, Bleibende geschaffen, und welehem von ihnen in dem durch 
seine besonderen Begleitumstande in der Geschichte der Wissenschaft einzig dastehenden Kampf der 
Sieg verblieben ist. 

Gyldén, den man in Stockholm von der allgemeinen Preishbewerbung tiber sein eigenstes 
Specialgebiet, das Stérungsproblem, in mehr als sonderbarer Weise ausschloss; dessen Arbeiten, 
nach seinem Tode, seine alten Gegner vom Jahre 1889 [und der Genannte, nun zur Geniige wider- 
legte, in Deutschland] durch abfallige Worte nach allen Seiten zu discreditiren und vollstandig zu 
entwerten versuchten, — eine Zeit lang dabei vom auferen Erfolg begleitet: Gyldén als Astronom 
hat, in richtiger Erkenntnis der Bedirfnisse seines Faches, das Brauchbare geschaffen, den Fort- 
schritt gegen das Friihere begriindet und so Bediirfnissen entsprochen, denen der Mathematiker 
Poincaré — dessen Verdienste im tibrigen wohl Jeder willig anerkennt — naturgema8 nicht das 
volle nothwendige Verstindnis entgegenbringen konnte. Seine ganze Beurtheilungsweise der astro- 
nomischen Arbeiten Gyldén’s hat das — von allem Uebrigen giinzlich abgesehen — ja in der 
That auch auf das deutlichste und schlagendste gezeigt, was auch dagegen etwa in der franzési- 
schen Zeitschrift Bulletin astronomique — Poincaré’s Organ — oder sonst immer gesagt werde. 
Im Uebrigen haben auBere Machenschaften — wie sie verschiedentlich im vorliegenden Fall offen 


vor Aller Augen liegen — das Durchdringen der wissenschaftlichen Wahrheit noch niemals dauernd 
verhindern kénnen. — 
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deutend iiberlegen sei. Allein die Gibbs’sche Methode bezeichnet, wie schon hervor- 
gehoben, die erste Bahnrechnungsmethode, welche den wesentlichen principiellen 
Fortschritt der groferen Genauigkeit der Anniherung erreicht, als sie allen zuvor 
gebrauchten Bahnrechnungsmethoden eigen ist. Aus diesem Grunde durfte diese 
Methode, trotz der ihr anhaftenden praktischen Unzulinglichkeiten, selbstverstindlich in 
einem Grundwerk iiber Bahnrechnung nicht fehlen. 

Wahrend, wie gesagt, der Vorwurf gegen die Harzer’sche Methode mit Recht 
nicht erhoben werden kann (cf. S. XXIII dieser Vorbemerkungen): da sie auf der 
- Laplace’schen Methode fusse und deshalb unbrauchbar sei; beruht doch die 
theoretisch wie praktisch gleich vorziigliche Leuschner’sche Methode gerade 
auf der Methode von Laplace. — 


Nach Abschluss1) der vorstehenden Uebersicht iiber die neueren Methoden der 
Bahnrechnung sind im Sommer 1910 die Sonderabziige einer weiteren Bahnberech- 
nungsmethode erschienen, unter dem Titel: ,Ueber die geometrische Methode zur 
Bestimmung der Bahnen von Himmelskorpern nach fiinf Beobachtungen von Paul 
Harzer“. Publication der Sternwarte Kiel XII. 

Diese Methode liefert jedoch keine allgemein zureichende Losung fiir das 
Problem (weil sie gerade bei den parabolischen Kometenbahnen nicht praktisch aus- 
reicht), wihrend andere, im Folgenden zur Darstellung gelangte Methoden eine solche 
ergeben. Diesen Mangel musste auch Herr Harzer in der Einleitung auf 8. 6 seiner 
neuen Arbeit selbst zugeben. — 

Die Idee der geometrischen Methode, deren Kritik im Einzelnen nach dem Zuvor- 
gesagten hier tibergangen werden kann, ist zudem keineswegs in dem Grade originell 
und neu, wie Herr Harzer selbst annahm und noch besonders in der Vorankiindigung 
seiner Arbeit in den Astronomischen Nachrichten (Nr. 4399, S. 110) und ebenso noch 
auf §.6 seiner Arbeit hervorhebt, worauf er auch sogleich von Prof. F. Engel hin- 
gewiesen wurde. Vielmehr hatte bereits ein halbes Jahrhundert friiher A. Grunert in 
‘mehreren, das Thema behandelnden originellen Arbeiten, wenn auch, wie zuzugeben 
ist, in unvollkommenerer Form, Ideen entwickelt, welche die Harzer’sche Arbeit in 
den Grundlagen berihren (cf. Astronomische Nachrichten Nr. 448 und 456; ferner: 
Archiv d. Mathematik u. Physik, Band 17); Arbeiten, tiber die Herr Harzer nachtrag- 
lich in Nr. 4417 der Astronomischen Nachrichten in absprechendster Weise urtheilt, 
und noch besonders ihre praktische Bedeutungslosigkeit im Vergleich zu seiner 
eigenen Methode hervorhebt, die er selbst als eine ,einfache“, ,durchsichtige“, ,,bei 
grossen Zwischenzeiten sehr brauchbare rein geometrische Methode“ in Nr. 4417 der 
Astronomischen Nachrichten bezeichnet. 


*) Die vorstehende Uebersicht war von der Druckerei bereits im Wintersemester 1909/1910 
gesetzt (vergl. die Ankiindigung in den Astronomischen Nachrichten Nr. 4410, S. 289, Anmerkung 2); 
die Herausgabe des Werkes wurde indess durch Fertigstellung der Leuschner’schen Tafel XVI tiber 
ein Jahr verzégert, so dass ausser den obigen Bemerkungen tiber die ,geometrische* Methode auch 
noch die Anmerkung 1, S. XVI nachtraglich Aufnahme finden konnte. — 
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Sucht man dieser neuen, wie den Harzer’schen Arbeiten iiberhaupt gerecht 
zu werden, so ist. allerdings hervorzuheben, dass auch die ,geometrische* Methode 
unbestreitbar neue Ideen zur Behandlung des Problems enthalt; ebenso enthalt sie 
manche schéne theoretische Betrachtungen und Entwickelungen. Andererseits 
kann aber nicht bestritten werden, dass die Harzer’sche Ausfihrung seiner Ideen 
fiir praktische Zwecke eine viel zu complicirte ist. Gerade fir den Werth 
astronomischer Methoden aber ist ein Hauptmaassstab ihres Werthes die gute 
praktische Verwerthbarkeit. Anwenden wird ein erfahrener Rechner die Harzer’- 
schen Theorieen indess nicht (und hat es ausser Herrn Harzer selbst auch nicht 
gethan), sondern jedenfalls einer der anderen zur Verfiigung stehenden, weit brauch- 
bareren und weit vollkommeneren Methoden den Vorzug geben. — 

Indess sind die zuvor gekennzeichneten Mangel der ersten Harzer’schen Be- 
handlungsweise des Bahnrechnungsproblems doch von grossem Nutzen fiir die Wissen- 
schaft geworden. Denn ohne die Harzer’sche Bearbeitung der Laplace’schen Methode 
hatte Herr Leuschner — wie er selbst verschiedentlich hervorgehoben hat (cf. z. B. 
auch 8. 448, Zeile 26 des Folgenden) — nicht daran gedacht, die Laplace’sche 
Methode anders zu bearbeiten. Doch besteht ein Unterschied zwischen der Abfassung 
wenn auch noch so interessanter, grosser Abhandlungen und der Schépfung wirklich 
brauchbarer, wissenschaftlich werthvoller Methoden. 

Von Herrn Leuschner — darauf sei hier noch hingewiesen — ist itibrigens, 
als erstem, die fundamentale Frage der parabolischen Loésungen: dass, wenn drei 
parabolische Lésungen existiren, nur eine giiltig ist, mittelst seiner Methoden nicht 
nur theoretisch entschieden, sondern zugleich auch durch Discussion -der Wirklichkeit 
entnommener Beispiele (im folgenden Anhang ist ein solches als Beispiel ‘VI wieder- 
gegeben) praktisch erledigt worden. MHierzu vergl. man S. 468, Anmerkung 1 der 
folgenden Leuschner’schen Darstellung, die bereits im Friihjahr 1910 gedruckt war, 
waihrend die Ausgabe des vorliegenden Werkes verzégert wurde (cf. Anmerkung 1, 
S. XXIX dieser Vorbemerkungen). Der ausfiihrliche Beweis fiir das auf S. 468 er- 
wahnte und bei den Beispielen des folgenden Anhanges, speciell beim sechsten Bei- 
spiel verwandte Leuschner’sche Resultat ist in Part 7, vol. VIL der ,,Publications 
of the Lick Observatory“ gegeben. 

Zur Frage, dass wenn drei parabolische Lésungen existiren, nur eine giiltig ist, 
vergl. man iibrigens auch einen dusserst interessanten, von Herrn Charlier?) in den 
»Monthly Notices“ vom Marz 1911 gegebenen, sowie einen anderen, in Nr.4495 der 
,Astronomischen Nachrichten“ vom Mai 1911 von R. Vogel?) mitgeteilten Beweis. 


Kin Lehrbuch der Bahnbestimmung, das dem Anspruch, auf einem modernen 
Standpunkt zu stehen, geniigen sollte, ohne doch zu weitschweifig zu werden, musste 


*) Cf. Monthly Notices of the Royal Astronomical Society, Vol. LXXI, Nr.5, March 1911, 
pag. 454: Second Note on Multiple Solutions in the Determination of Orbits from three Observations. 
By Professor C. V.L. Charlier, Assoc. R. A. S.“ Vergl. auch schon die Nummer vom November 1910. 

*) Cf. Astronomische Nachrichten, Bd.188, 8.105: ,Ueber die Unméglichkeit dreier Lésungen 
bei einer theoretisch vollstaéndigen Bestimmung einer parabolischen Bahn.“ Von R. Vogel. 
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sich auf die Wiedergabe der principiell bedeutsamsten und praktisch brauchbarsten 
neueren Methoden beschriinken. An einer Discussion aber iiber die hier begriindeten 
Urtheile tiber diese, wie die anderen zuvor erwahnten Methoden, in welcher Form 
sie auch etwa eroffnet werden méchte, wiirde ich mich nicht betheiligen koénnen, da 
meine Zeit durch andere Arbeiten in Anspruch genommen ist. Mit Darlegung des 
wissenschaftlichen Sachverhaltes betrachte ich meine vorliegende Aufgabe als 
beendet. Beziiglich der Gyldén’schen Principien und ihrer Verwerthung sei noch auf 
die beiden letzten Publicationen Herrn Brendel’s hingewiesen, nimlich auf seine, mit- 
telst der neuen Methoden durchgefiihrte Bahnbestimmung des schwierigen Planeten @'), 
der eine sehr grosse Kxcentricitat hat (cf. Astronomische Nachrichten, Nr. 4544), 
sowie auf seinen Aufsatz iiber einen Programmentwurf zur Bearbeitung der kleinen 
Planeten unter Beriicksichtigung der neuen Gesichtspunkte (cf. Astronomische Nach- 
richten, Nr. 4545)2).. — 

An dieser Stelle méchte ich nicht unterlassen, dem Verlag von Friedr. Vieweg & Sohn, 
der, wie schon bei der Drucklegung der zweiten Auflage, so auch diesmal keine Miihe 
gescheut hat, das Buch zu einem moglichst zweckentsprechenden zu machen, meinen 
aufrichtigen Dank auszusprechen. 


) Dieser Planet, der die grésste bisher tiherhaupt beobachtete Excentricitat hat und noch 
dazu ungenigend beobachtet ist, war nur mit grdsster rechnerischer Mithe vor dem Verlorengehen 
zu retten. Die mittelst der Brendel’schen ,7heorte der kletnen Planeten* durchgefiihrte geniherte 
Bahnbestimmung, welche den Planeten fiir zehn Jahre sichert, beansprucht nur ein paar Stunden. 
Der Erfolg ist hier gerade der, dass mit einer rohen Annaherung in wenigen Stunden so viel erreich- 
bar ist, wahrend eine genaue Bahnbestimmung rechnerische (und theoretische) Weiterentwickelungen, 
aber trotzdem weit weniger Zeit, als nach den classischen Methoden, erfordern wiirde. — 

*) ,Die Mehrarbeit, die entsteht, wenn man die Hauptstdrungen* — nach der Theorie der 
kleinen Planeten — ,beriicksichtigt, anstatt nur rein elliptische Elemente abzuleiten, ist so gering- 
fiigig, dass sie gegen den gewaltigen Vortheil, die Bewegungen mit einem Schlage fir 
einen langen Zeitraum darstellen zu kénnen, tberhaupt kaum in Betracht kommt.“ — 


i. Hugo Buchholz. 


hi bie i a: 


INHALTSVERZEICHNISS. 


Erste Abtheilung. 


Berechnung der Oerter der Himmelskérper aus ihren Bahnelementen. 


Vorlesung Seite 
1. Das allgemeine Problem der planetarischen Bewegung (Problem der drei Kérper) .... . il 
2. Die allgemeine Centralbewegung des materiellen Punktes (Problem der zwei Kérper). ... 11 
=. IDiG, [Belama\eynryanis) “3h qh ao 29 Ge cuca eachother at cir CU ara a 22 
4, Die Kepler’sche Bewegung in Kegelschnitten um die Sonne. Die Ellipse ........ 26 
een a ADC Me erent rr a eke Ge SS Oe ke 40 
eee cmt peroOmmMn eRe te) ere Ne ke eee ek ee ek 45 
(meenctacdane7meparapolische Bahmen 9... o hye ete Ne tate te cee hee kk ee 49 
8. Lambert’s Theorem tiber die heliocentrische Bewegung in Kegelschnitten und seine 
MpocMMnimoaaucidiernarabellae, ts. sh iste roel es cnt eles eta ee a a 53 

9. Die spharischen Coordinatensysteme der Astronomie und der gegenseitige Uebergang vom 

BOmOameS (SvOMmmalETCAS ANCOLO WC Alana af shite) 6 i 8. har be al Woe be ae alee 55 
10. Die Berechnung der heliocentrischen Coordinaten aus den Kepler’schen Elementen. ... 63 
11. Interpolationsformeln und allgemeine Bemerkungen iitber Ephemeridenberechnung .... . 67 
A. Ableitung der Interpolationsformeln mittelst der Satze tiber arithmetische Reihen .. 67 
B. Ableitung der Interpolationsformeln von Encke (mach Gauss) .........4.. 83 
WS Woke: Teseelleas, «a 1G) 20Ns piece as ICI Ra ac ae katate, foes 5.95 
Lo. ONG ASSP NOE. 9 CECE ey CSIR age ese gn ge TP Re AG gc ea 108 
14. Die Theorie der Bewegung der Eirdaxe und ihre Anwendung in der Bahnrechnung .... 121 
I. Die allgemeinen mechanischen Grundlagen des Problems der Erdachsenbewegung . . 121, 
Hebe heorme der Bewegung der Hrdachse () 6.40. fe be we 144 
A. Die Bewegung der Erdachse im Erdinnern (der Huler’sche Cyklus)...... 146 

B. Die Bewegung der Erdachse im Raume (Pricession und Nutation). ...... 150 

Til. Der Einfluss der Bewegung der Aequinoctien auf die Coordinaten und die Bahnlage 
iG MEEIAICISKOP DOL MM geet en a as re a aes Geet the to RN Me, el Nae ge 8 179 

AWESOME TAC CRELONMENMET ery Nuns Mal Maer (a vaio apes ahs Tea eee a eat eal 179 

PeDNCRNULAtIONU Weve. mei tee Starner | ea ek ee nee Sen A ee ae 190 

C. Gemeinsame Bericksichtigung der Pracession, Nutation und Aber facen a. ste, oy WBE 
15. Vollstandiges Beispiel zum Vergleich einer Beobachtung mit einem Klementensysteme ... 211 

Zweite Abtheilung. 

Die Berechnung von Bahnen aus gegebenen Beobachtungen. 
Mueenesnomcinor hreisbalne amen eos eee te ee ete Salts GE ees NV we 222 
Mueerormein zu der Berechnung einer Kreisbahn.-.-.-.-... . 2. 2 2 ee 224 
fomeviodiication der Hormeln der letzten Yorlesung (8.'224) ..........2. 505624 5 a's 228 
19. Directe Berechnung der Gauss’schen Constanten aus den heliocentrischen Coordinaten fiir 

“28 AVBOROGROR. 5. Qe sb lol ects areata MD abet ila UIE ae MCS Ar te hal ki Ne ee Sa ie Te al Rear a ea 231 

SRM bersvicl tir Harmonia s.t.' 0h se as 233 
21, Die Gauss’sche Methode zur Berechnung einer Kreisbahn ..... 2... eee eevee 237 
22. Rechnungsbeispiel fiir die Gauss’sche Methode zur Bestimmung einer Kreisbahn.... . 240 


Vorlesung Seite 
93. Kinleitende Bemerkungen iiber die Kometenbahnen. Wiedererkennen friher erschienener 

I Qchi:it-) re ee re re ON es yh GO loco a A, 5 245 
24. Kriterium aus einer vollstandigen Beobachtung eines neu erschienenen Kometen, ob dereutte 

mit eimem erwarteten identisch sein kann MCR toMononos ato: Or 8 oo 8 von sealed 
25. Vorbereitende Bemerkungen zu der Methode von Olbers......-+.+.+.++++2ee-s 251 
26. Ableitung des Olbers’schen Ausdruckes fiir das Verhaltniss von zwei Distanzen von der 

Erde @ und 9”... se mn « wih Ghed Ale ye bier sn) ots) <i) 252 
27. Die Olbers’sche Methode zur Berechnung einer Kometenbahn in verschiedenen Formen . 256 
28. Die Gauss’sche Umformung der Olbers’schen Methode......-+.....4..4.4.4. 258 
29. Rechnungsbeispiel fir die Gauss’sche Modification der Olbers’schen Methode...... 263 
30.. Verschiedene Arten, die erste Hypothese fiir 9 oder bei der Olbers’schen Methode zu bilden 266 
31. Vorbereitende Betrachtungen fir den Lambert’schen Satz iber die Krimmung des geocen- 

trischen Liaaufes . i:is i, sipeb et poll eueoyite Mbit atsne Real s/n cance Urs cL et Borer core 
32. Der Lambert’sche Satz von der geocentrischen Kriummung ............: 5.25% 270 
33. Anwendung des Lambert’schen Kriteriums iber die Entfernung eines Gestirnes von der Sonne 271 
34, Bestimmung der Entfernung des Himmelskérpers von der Sonne ...... > piace ante 274 
35. Umformung der Lambert’schen Gleichung; Ausdruck fiir das Verhaltniss des Sectors zum 

Dreieck bei der Parabel «6 . 6 sls ss « we) « » tyeneen in = fe\gieet etn nnn 278 
36. Systematische Verbesserung der Hypothesen in den Versuchen zur Olbers’schen Methode, 

durch ein Rechnungsbeispiel erlautert . . - <9. . « «1 0) 6) este) =) «ce . 281 

wt 

37. Verbesserung des nach dem Olbers’schen Princip gefundenen Werthes von re Kunstgriff 

von Carlini. ss: inj sip epieeel ema cctunch schiietur ol meaceibsl-ta Onesie (alli ias ike et taee tn a o ier 2oe 
38. Die Beriicksichtigung der Aberration, der Parallaxe und der Bewegung der Aequinoctien 

bei Bahnbestimmungen.j05 « 210 eal wcll lene) ane) loge oe a) ee a 285 
39. Die Olbers’sche Methode fiir den Aequator als undamentalebene umgeformt ,..... 288 
40. Zusammenstellung der Formeln fir eine auf den Aequator zu beziehende Kometenbahn- | 

berechnung 67s 6% Se verisige! eles) je see ce es) Js) fo ue v0) (=e) 0 an ie ee 293 
41. Rechnungsbeispiel zu Vorlesung. 40... ete ee woe eoe se +) ss ee 297 
42. Die Gauss’sche Form der Olbers’schen Methode, auf den Aequator itbertragen eS on, sc 302 
43, Zusammenstellung der Formeln fiir die unmittelbar auf den Aequator bezogene, strenge 

Form der Olbers’schen Methode. ioc uneieb pie! Pee 6 oo 304 
44, Der sogenannte Ausnahmefall der Olbers’schen Methode. Berechnung der Bahn eines 

Kometen aus drei Beobachtungen, von denen nur zwei vollstandig sind. ....... 3806 
45. Kine andere Umformung der Gleichung (4) in Vorlesung 40 (S. 294). Bessel’s Botage zur 

Kometentheorie . 66-4 5 6 ewes Th fo my ace eye) ogee cane . 313 
46. Ueber Construction einer Tafel zum schnellen Erkennen der Identitat von Kometen. . . . 3817 

Vierte Abtheilung. 
Die Bestimmung elliptischer Bahnen. 

47. Einleitende Bemerkungen «<i. saheds ecah Seagate Gee ~ OAS 
48. Entwickelung der Fundamentalgleichungen fir die Bestimmung der Entfernung eines 

Himmelskérpers aus drei vollstindigen Beobachtungen und Auflésung derselben fir 

den Aequator. Erste Naherung. . . « . + © sasha seas ossine tenis conten 388) 
49. Verbesserungsverfahren fir eine aus den Fundamentalgleichungen der 48. Vorlesung (S. 320) 

hergeleitete Naherung. ..../..: imi 2a ice voles ne duet ile 323 
50. Rechnungsbeispiel zu den Formeln der 49. Vorlesung (S. B2ZB)) si @ se 9/6, eye ean 325 
51. Einige Umformungen der Formeln der 49. Vorlesung (S. 323). ........:.0s-. . 3829 
ee Fortsetzung der vorhergehenden Entwickelungen,. . » < » «1+ «+ ++» + + + = 90g ae 332 


— XXXIV — 


Dritte Abtheilung. 


Die Bestimmung der parabolischen Bahnen yon Kometen. 


Folgerungen fiir den zu erreichenden Grad yon Genauigkeit einer Bahnbestimmung ... . 334 


— XXXV — 


Vorlesung 
54. Hinfachere Herleitung der Hauptgleichung fir die Bestimmung der Entfernung der Himmels- 
NEE 3 9 @ ole NOMMO) id ESUeor<ofe cep RIG oO IRD a ee eo aa OP 
55. Weitere Ausfihrung der Gleichungen (1) und (3) in der 54. Vorlesung (8S. 336). .... . 
56. Rechnungsbeispiel fiir die Formeln der 55. Vorlesung (S. 339)... 2... 2... 2. ee ee 
57. Vereinfachungen und Abkirzungen fiir die Methode der Vorlesungen 54, 55 und 56 (S. 336, 
SAD ical G00) bisa. shpBik a deteen. OO Ohad gaan Gk: Satine Ciencia Sema an 
58. Rechnungsbeispiel fiir die Bestimmung von 4, 4’ und 4” nach den Formeln der vorigen Vor- 
Nasa (Os BE) oo a6 AG (ockes Sees J eG tc Rona io ls ier are eee a ae ee 
59. Transformation des Lambert’schen Satzes titber die Kriimmung des geocentrischen 
E LEME SS 5 gn 1g. 0 RS 2g eR NO SRM pele Mina ea a ee a 
60. Hinige Bemerkungen tiber den Fall der Schleifenbildung im geocentrischen Laufe eines 
EUianiC KON UCUS MMMM Times (nih CUS Fo cols wel eee we Sh ee eA Se es 
61. Eneke’s Form der are deineatelgleidhaicen aT ag Opepyie cou eon Vioyadp Otic lick Oe orem ene 
62. Fortsetzung der Entwickelung zur Encke’ sthenpMethode =. sents <nshs acta 8 eae oe 
63. Fortsetzung der Formeln lect nneke sic nem NC CbhOem icin taketh s lukenl py ik) oy sels socty uel feo sen 4 
64. Zusammenstellung der Formeln der Encke’schen Methode fir die Bestimmung der Ent- 
FONUMNM ene SAmATMUMCCMMUMOSPCIS PIL] fle salle 6 ob 5) Bk ee ee ee se 
65. Hansen’s Form der Bestimmung der Distanz eines Himmelskérpers aus drei Beobach- 
HDG, sg hb oS 6 ee ct er Re Dh ie SS cc 
66. Fortsetzung der Entwickelung fiir die Formeln der Hansen’schen Methode ....... 
67. LEinige weitere Vereinfachungen der Hansen’schen Formeln .............. 
68. Zusammenstellung der Formeln der Hansen’schen Methode zur Bestimmung der drei Ent- 
Pon OrmUCOSUriee InUneSDEISPIOl My circ chock seed Gala 6) 8c flaca se a Sie wee ep 
69. Die Verbesserung der Hypothesen fir die Dreiecksflachen ............2..2.-. 
70. Beriicksichtigung von a AMMGetmh inal glerChUnOLULES cel 6 es. eo) yo nk es ee 
71. Fortsetzung der Entwickelungen zur Verbesserung der Hypothesen. ........... 
72. Die zur Beschreibung eines Kegelschnittbogens gebrauchte Zeit, ausgedriickt durch ein 
Poa acOR MRC COT Hl aera ener Reon MRS cay etse aN sP ede ce ye. ge Gea Qi laf ate S88 
73. Berechnung der Elemente 0, e, p und der mittleren Anomalie der gewahlten Kpoche 
74, Die Gauss’schen und die Encke’schen Formeln fir die Verbesserung der Dreiecks- 
EPGORE 5 - « © iq) dteco bea 6 mee cee ice CnCnD Wenn ena ra 
75. Fortsetzung der Entwickelungen von Encke zur Bestimmung der Dreiecksflachen 
iemeLiamwentsubormeln zur Verbesserung’ 2.9... 6 6 ee whe 
77. Fortsetzung der Hansen’schen Entwickelungen fiir die Verbesserung der Hypothesen. . . 
78. Anwendung der Reihenentwickelungen fir ae ae fiir Ellipsen und Hyperbeln, deren 
2 
Pxcentrcitatmahe gleich’ der Hinheit wird . ..-. 6. ¢ 2 5 6 6 see ee et 
79. Anwendung der allgemeinen Lambert’schen Gleichung fiir die Verbesserung der Hypo- 
Pott Meee Cet eter tate koh ss Since a cqakel a a & 6 8 ge Go 
80. Rechnungsbeispiele fiir die Verbesserung der Hypothesen bei einer elliptischen Bahn . 
81. Die Gibbs’sche Vectorenmethode zur Bestimmung einer elliptischen Bahn aus drei voll- 
PMC onmbco DAC Hi TCL ec ett wed nh Se sed ahh eS gldv eos Ge so lee ee 
82. Die Leuschner’schen Methoden (Formelzusammenstellung und Rechenbeispiele, cf. Anhang, 
© SWE) oo 8 0 1g GRRALA idee ecl SS 9 elgg (Ome uke eee amere ac Seine ty coeret a ae a 
Finfte Abtheilung. 
Berechnung einer elliptischen Bahn aus vier Beobachtungen, 
yon denen nur zwei vollstindig sind. 
BEM ClucHACRDOMerKUNP ON 25s 6. 4 ly ol oe el eel Fe ee ee ee Be eee . 
84, Grundformeln fiir die Bestimmung der Distanzen aus vier Beobachtungen, von denen nur 
PiemanseorcHeyOllStan Gio isiNnG Mowat iiecyes 4% #4 PAMdl mathe dab olla te Se ete shee 6 ste 
6b. Andere’ Art der Entwickelung der Grundformeln .........-. + si ee eevee 
86. Grundformeln fiir die Berechnung der Distanzen aus vier Beobachtungen, deren Aussere 
Sees A CUGES ee AE et nola ye oo) seta ae OO Te mele Ty Dawe ees 
87. Weitere Vereinfachung der Bedingungsgleichungen fir op’ und ep” .... 1... 2.5024 
88. 


Fortsetzung der Entwickelungen der 87. Vorlesung (S. 499)... .- eee ee es 


Seite 


336 
339 
341 


343 
349 
352 
354 
357 
359 
361 
363 
366 
369 
372 
374 
376 
380 
385 


387 
391 


393 
396 
399 
401 
406 | 


409 
412 


413 


448 


— XXXVI — 


Vorlesun 
89. Modifications in der Bildung der ersten Hypothese zur Erzielung einer grésseren Genauigkeit 
bei derselben .. 6 ee nce ee ee We ee ie ew Chee Se) caer ee a 
90. Die Gauss’sche Form der Berechnung der Bahn aus vier Beobachtungen....... . 
91. Fortsetzung der Entwickelungen der vorhergehenden Vorlesung (S. 504). ......-.--. 
92. Zusammenstellung der Formeln und Rechnungsbeispiel. ...+..-..-.+.+.++-++--s 
93. Fortsetzung des Rechnungsbeispieles. Zweite Hypothese .........-+.+ +24. 
94. Hypothesenbildung (1) und (2)... . ++ ese eee. Pe a ees +. aS 


100. 
101. 
102. 
103. 


104. 
105. 


106. 


107. 
108. 


109. 


110, 


1 
112. 
113, 


Sechste Abtheilung. 


Die mechanische Quadratur und die Methoden der speziellen Stérungen. 


Herleitung der Methode der mechanischen Quadratur aus dem Taylor’schen Theorem 
(mach Encke)  < i/ (Soi ee eet ee Src pees te ou eri 
Allgemeine Bemerkungen iiber definitive Babnbestimmungen ........-++++46-s 
Encke’s Methode zur Berechnung der speciellen Stérungen in den rechtwinkligen Coor- 
dinaten 2. 0.6 6 ie «te a enero cs toy cpg ences eer.) crm een ote 
Lagrange’s Methode der Variation der Constanten zur Ermittelung der speciellen Storungen 
(nach Encke)’ *. 5.) 1 Me Rete ete cere eee Pens 
Die Hansen-Tietjen’sche Methode zur Berechnung der speciellen Stérungen in Polar- 
coordinaten (mach “ie tien) meridia arn Getic ict nt mn nt ee Moe oe ch 0 


Siebente Abtheilung. 


Die Berechnung einer Bahn aus einer grésseren Zahl von Beobachtungen 
nach der Methode der kleinsten Quadrate. 


Kinleitende Bemerkungen, Bildung von Normalortern. .........+:+.s0088 
Differentialformeln fiir die directe Verbesserung aquatorialer Elemente . atl oe 
Ueber die Differentialquotienten nach den phoronomischen Elementen in nahezu oder 
vollstindig parabolischen Bahnen .24..% 5.) 2 0. « © = 2 = 9 ns 
Ausfihrliches Beispiel zur Bildung der einem Normalorte entsprechenden Bedingungs- 
gleichungen «1.4, 6 6 te id se ce oe eee ee we) ep Ge wei ier 
Entwickelung der Grundvoraussetzungen fiir die Methode der kleinsten Quadrate , 
Hinfachste Folgerung aus dem Grundsatze der Methode der kleinsten Quadrate. Gesetz 
der Beobachtungsfebler . 5 65-3 sc) 4a cs see « 2 a ly ee 
Begriff und Ableitung des mittleren Fehlers. Relation zwischen dem wahrscheinlichen und 
dem mittleren Fehler. 6 0 6 5 4 fo5. 5 2 i on ey Js) posuere an 
Mittlerer zu befarchtender Fehler. Beispiel .. .). .-.++% -+ >> +.) 
Die Bestimmung der wahrscheinlichsten Werthe aus einem System linedrer Gleichungen. 
Autstellang der Normalgleichungen . . 1. =...) -)- > - = +). mn one 
Fortsetzung der Entwickelung der Vorlesung 108 zur Entwickelung der wahrscheinlichen 
Fehler eines Systems von Gréssen 4. <):.. 4 + -9)a) 2) 0 5 9 ee 


Bildung der Normalgleichungen und Bestimmung der wahrscheinlichsten Werthe der 
Unbekannten . 7... 


Ce MCORP ey ay wma rime AS Be TP oc. ACh" FF i en PCA Te Sh 


Achte Abtheilung. 


Die Berechnung yon Doppelsternbahnen. 


Hinleitende Bemerkungen 
Fortsetzung der einleitenden Bemerkungen. ... 2 3.0. ss) 6) 
Leichte Herleitung verschiedener Elemente der wahren Bahn aus der Projectionsellipse 

oder Theilen derselben , 


Seite 
503 
504 
508 
510 
514 
517 


521 
553 


558 
587 


637 


744 
746 


750 


— XXXVII — 


Vorlesung 
114, Anwendung des graphischen Verfahrens auf die Bahn von w Leonis..........- 
115. Methode zur Bestimmung einer Doppelsternbahn aus sechs Positionswinkeln. ..... . 
116. Grundformeln fir Berechnung ciner Doppelsternbahn, wenn ausser vier Positionswinkeln 
noch wenigstens drei Distanzen gegeben sind. ... 1... 2 - ee eee ee eens 
117. Rechnungsbeispiel fiir die Methode der Vorlesung 115 (S. 756) ............. 
118. Einige Anwendungen der Doppelsternbahnmethoden auf andere Theile der Fixsternastro- 
nomie. Berechnung der hypothetischen Parallaxe. Massenbestimmungen ..... . 
119. Ueber die Berechnung einer Doppelsternbahn, wenn die eine Componente unsichtbar ist . 
Same vopporstermenqnach Seeliger).:. 21. 3/56 6 ee ee te ee te 
121. Anhang zu der Berechnung der Doppelsterne. Grundziige der Theorie des Saturn- 
TVEECES ooo uh ath BOLE ea GRECO DL OER NOM MIC RUT rake ee ee mC 
122; ‘Kriterium fur die Sichtbarkeit des Saturnringes ... 1... 1.52 + es ese eens 
123. Berechnung der Satellitenbahnen durch Zurickfithrung auf die Berechnung einer Doppel- 
SHOUD 9 3 BG Bo VER AIO ne coer Een er Se a a 
124, Fortsetzung der Untersuchungen zur Berechnung einer Satellitenbahn. . . +. +... 4 

Neunte Abtheilung. 
Ueber die Bahnbestimmung der Meteore, Meteoriten 
und Sternschnuppen. 
ieominlenmoudawbomerkungen «46 1 2 fs 8 ek ee ee auomicuts 
126. Bestimmung der Héhen und Geschwindigkeiten aus correspondirenden Sternschnuppen- 
ena bo O0 MPa ae Mra en annie ie am ol) w Eee le a Seed we oe 
127. Ueber den Radiationspunkt und. dessen Herleitung ........-...0-0.05000-- 
128, Unabhangigmachen der Bestimmung von der Forderung der Gleichzeitigkeit. Verein- 
fachende geometrische Betrachtungen und Construction. Angabe der bleibenden Un- 
SHSINEMIASH 1g, gw ah Gy fo i geliet /oe nlG Ge GlRGe ia Amel gar rere le ae a ea 
129. Bestimmung des von dem Meteor oder Meteorstrom um die Sonne beschriebenen Kegel- 
SOR. oo eels nei eine ee mr oe eee cietis oy SR amatcn elec tek ae es 
130. Fortsetzung der Untersuchungen aus Vorlesung 129. Rechnungsbeispiel. ........ 
131. Vergleichung der durch Berechnung des Radiationspunktes gefundenen Bahn mit Kometen- 
seis ee eM Un eR as) th oi siM bc fd. Gesl Seca wee se Mele. 
132. Zusammenstellung von Formeln fiir die Recognoscirung von Identitaten zwischen Meteor- 
stromen und Kometenbahnen. Rechnungsbeispiel. ....... +. ee veers c 
Anhaneg. 
Hutlfs-Tafeln. 

Tafel I. Geocentrische Breite und Logarithmus des Erd-Radius ............. 
ss iieVercwandlung ‘der Mittleren Zeit in Sternzeit . . . 6.0. wees ee 
4 ii Verwandlune der Sternzeit in Mittlere Zeit. . 2... 6-1 wie ee ee ee 
<s IV. Verwandlung von Stunden, Minuten und Secunden in Decimaltheile des Tages . . 
- VY. Anzahl der seit Beginn des Jahres verflossenen Tage .............. 
5 DeMUCREAULCOm SCUOM ALClE.. Actiia ike Srket > 6 ncltcssot tity keto em. a bg PRN Te aioe, > 
29 VII. Erganzung der Barker’schen Tafel fir grosse Werthe vnv.......... 


VUI. Zur Berechnung der seit dem Periheldurchgang verflossenen Zeit in der Parabel . 
iemenur-usheza parabolische Bahnen... 5.9... 1 we ee ee ak 
Se mLNiantornne en ale Atel: DX Glatt ed Gls te ate li wee Gee. Se leek 


RMU TCISCUBE(O) aLelautal Bir ce Sak tele Cisil Ga ties! les Gecies gotains «(ables aes) oa ie 
XI. Zur Berechnung des Verhiltnisses Dee in parabolischenBahnen ..... 
(Sector) 
(Sector) 


XU. Zur Berechnung des Verhiltnisses in elliptisechen Bahnen ........ 


(Dreieck) 


— XXXVUI — 


Seite 

Tafel XIN. Erganzungstafel zw Tafel KIT. 2 6 6 ge 8 8 see een 913 

»  AIV.. Oppolzer’s N-Tafel 2 2. 6 0 5 ot a cq eee 21) le “ae lereteuers One nee 916 

. XV. Oppolzer’s M-Tafel . . .0 60. 8 et es sh 5 © ese gee en 924 
» XVI. Leuschner’s Erweiterung von Oppolzer’s i Tafel zur Bestimmung der geocen- 

trischen Distanz bei ersten Bahnbestimmungen. ............... 932 

» X&VIE Encke’s f-Tafel . 0 0 600 2. 6 ee ee we eee) eh ae 974 

» XVIII. Tafel der Quadrate der Zahlen von 0.000 bis 3000 ° <>. 5)... 2s ee 979 

» AIX. Tafel der Gauss’schen Constanten ftir die nicht identischen Kometenbahnen. . . 985 

‘ XX. Constanten-Tafel. Bahnelemente der grossen Planeten ..........4... 995 

Anhang zu den Leuschner’schen Methoden der Bahnbestimmung. 

Zusammenstellung der Formeln mit Rechenbeispielen .......%..2..2.2.2.2...+.+.4-, 998 

| Aa 0) ysl :) 1 ee Go occa aroha neyre Wook wad mise goo 2 1 ke 998 

A. Die directen Methoden der Bahnbestimmung . 5: ...- .«. = «s\n 998 

B. Die Methoden der Bahnverbesserung . . - > = > . = 2) 5 «1: «4/0. nee 1004 

I]. Beispiele i - 5). 2) 5 a Graeme es gmc) MUNGU nERCunROnrANnt fe pemCN el ct ee 1012 

Erstes Beispiel . . «2: «i iuah etashee Betsey tetas Seiten vs supa eis nis tesa en 1012 

Zwweites Beispiel «joo. acs ols tel ee or ee eo cert) aeviicee Oe ei a 1020 

Drittes Beispiel .0 203 (aa me BS els sce Ry oy ey ene we 1025 

Viertes. Beispiel . ia. ys u\b sb sh dactaroe targa ee Se Tete an jh ee 1034 

Fiinftes Beispiel .. 02 a as406, =) Wislne. gfe 0 ko Sake, + 2 O37) 

Sechstes Beispiel...:. 2 5 a 3 vig eel ee rted oho te eae a foeten ie CNC UN etn nn 1049 

III. Die Bahnbestimmung mit sofortiger Perackwchtrung der Storunger 0 2. cen 1054 

Sieborites Beispiekic :5P:tu.2 zie denne menue pile fe a ame ee ve 7a 1060 


Berichtigung. 


Seite 737, Zeile 15 von oben (Tabelle, rechte Spalte) lies d + e statt de. 


Eirste Abtheilung. 


Berechnung der Oerter der Himmelskérper 
aus ihren Bahnelementen. 


Erste Vorlesung. 


Das allgemeine Problem der planetarischen Bewegung. 


(Problem der drei Kérper.) 


Die Gesetze, welche die Materie regieren, 
sind das Ewige. 

Die Erfahrung lehrt, dass jeder Kérper im Raume auf einen anderen eine anziehende 
Kraft ausiibt, welche nach dem Newton’schen Gravitationsgesetze der Masse der Kérper 
direct proportional, dem Quadrat der gegenseitigen Entfernung hingegen umgekehrt 

’ oS 5 5 eS 5 
proportional ist. Die Kraft, mit der die beiden materiellen Punkte mz und m, auf ein- 
ander wirken, ist also durch einen Ausdruck der Form reprisentirt: 

9 MZMNy 
V2, ¥ 


K=—k 


? 


wobei das Minuszeichen gewahlt, weil die Kraft als anziehende die Entfernung zu ver- 
kleinern strebt, und k? die spiter zu discutirende Gauss’sche oder Gravitations- 
constante ist. 

Waren die Himmelskérper kugelférmig und vom Centrum zur Peripherie hin voll- 
kommen symmetrisch angeordnet, so wiirde man sie streng als materielle Punkte im 
Sinne der Mechanik betrachten kénnen, da solche Kugeln nach der Potentialtheorie einander 
so anziehen, als ob ihre ganze Masse im Schwerpunkte concentrirt ware. Da die Himmels- 
kérper jedoch keine vollkommenen Kugeln, sondern geschichtete Sphiroide sind, so 
gelten die foleenden Betrachtungen auch nicht absolut streng, indess doch dusserst gendhert. 
Denn einerseits sind die Durchmesser der Planeten im Vergleich zu ihrer Entfernung 
yon der Sonne, und andererseits sind die Massen der Planeten im Vergleich zu der- 
jenigen des Centralkérpers, der Sonne, so klein, dass man sie schlechthin doch als 
Punkte betrachten kann. Und da ferner ihre Bewegung um den Schwerpunkt, wie 
wir in der Theorie der Rotation der Erde sehen werden, so erfolgt, als ob derselbe 
fest wire, so kann man ihre rotatorische Bewegung um den Schwerpunkt getrennt yon 
der translatorischen Bewegung des Schwerpunktes um die Sonne betrachten. 

Das allgemeine Problem der rotatorischen Bewegung eines Planeten um seinen 
Schwerpunkt ist ebenso wie dasjenige der translatorischen Bewegung des Schwerpunktes 
im Raume allgemein durch drei Bewegungsgleichungen charakterisirt. Dies erstere 
grosse Problem der theoretischen Astronomie, das Rotationsproblem, werden wir spiter 
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in einem besonderen Capitel behandeln, da es fiir die Bahnbestimmung, den eigentlichen 
Gegenstand des vorliegenden Werkes, insofern Voraussetzung ist, als die allgemeinen 
Formeln der Pricession, wie sie das Rotationsproblem ergiebt, in der Bahntheorie ver- 
wendet werden. | 

Zunichst wollen wir das allgemeine Problem der translatorischen Bewegung des 
Schwerpunktes der Planeten um die Sonne, wie sie in der Natur wirklich stattfindet, 
betrachten. Diese Bewegung des Schwerpunktes im Raume erfolgt in erster Naherung 
nach den Kepler’schen Gesetzen, wie wir sehen werden, in emem Kegelschnitt, wenn 
man von den iibrigen Himmelskérpern abstrahirt und bloss die Sonne als Centralkérper 
und einen einzigen Planeten als Nebenkérper fiir sich allein ins Auge fasst. . 

Zieht man indess noch einen zweiten Planeten in Rechnung, so zeigt sich, dass 
dessen nach dem Newton’schen Gesetze erfolgende Einwirkung auf den ersten dessen 
Kepler’sche Bewegung im Laufe eines kiirzeren Zeitraumes nur langsam und wenig 
verindert, da die Sonnenanzichung iiberwiegt. Aus diesem Grunde bezeichnet man 
diese Einwirkung des zweiten Nebenkérpers auf den ersten als eine Stérung von dessen 
Kepler’scher Bewegung, eben da letztere nur wenig durch diese Einwirkung alterirt 
wird. Das allgemeine Problem der translatorischen Bewegung der Planeten, auch das 
Dreikérperproblem genannt, ist also das Problem der gestérten Bewegung. 

Die Beschrinkung auf den einfachen Fall des Zweikérperproblems ist bei ersten 
Bahnbestimmungen in der Praxis gestattet und mit ihm haben wir uns daher im folgenden 
Buche vorlaufig allein zu beschiftigen. Die stérende Kinwirkung anderer Himmelskérper 
auf denjenigen, dessen Bahn bestimmt werden soll, wird dann bei definitiven Bahn- 
bestimmungen, wie am Schlusse dieses Werkes gezeigt werden wird, durch die Methoden 
der sogenannten speciellen Stérungen beriicksichtigt, welche die Betrage der Stérungen 
von Zeitabschnitt zu Zeitabschnitt mit Hilfe der mechanischen Quadratur numerisch 
berechnen, im Gegensatze zur analytischen Stérungstheorie, die allgemein giiltige 
Formeln mit der Zeit als independenter Variabeln aufstellt. 

Wiewohl wir es nun also vorliufig bloss mit der ungestérten K epler’schen 
Bewegung zu thun haben, wollen wir doch das Problem gleich allgemein charakterisiren 
und dann die Kepler’sche Bewegung als Specialfall der allgemeineren gestérten 
Bewegung behandeln. 

Dazu denken wir uns » + 1 materielle Punkte. linen derselben greifen wir 
heraus und bezeichnen seine Masse mit m); unter diesem Massenpunkte verstehen wir im 
Folgenden die Sonne. Die Massen der » iibrigen Planeten seien m,, m, ... mp, ihre 
Coordinaten &1, 71,613 &2, M2, bo - » + &ny Nn» Sm, diejenigen von mo seien &, Yo, &o. Bei 
Kinfiihrung der gesammten Kraftefunction aller Planeten und der Sonne: 


a eS) ees A 


Viv 


wo sowohl 4 wie v alle Werthe von 0 bis ~ annehmen und nur der Fall 4 = y aus- 
zuschliessen ist, werden die Differentialgleichungen der Bewegung, wenn man diese 
auf ein festes System bezieht, fiir die » + 1 materiellen Punkte nach den ersten 
Lehren der analytischen Mechanik folgende: 


Ob eel, 
Aa: po Oe 
CRA ag OE 
Na FD oo ie fa ee bo AO (1), 
de) OV 
NV}, a 


dt? 0b: 


Ae Wie 2 


wobei 4 = 0,1, 2... zu setzen ist. Bei Bildung der partiellen Ableitungen der 
rechten Seiten dieser Gleichungen sind simmtliche Coordinaten als independente Variable 
za betrachten, und daher werden in diesen Differentialquotienten nur diejenigen Glieder 
aus der Summe fiir V eine Rolle spielen, welche die Coordinaten &,, 42, §2 enthalten, 
d. h. bloss die Glieder, welche sich auf die Masse mz beziehen. Die Summe dieser 


Glieder ist: Se 
Vp em — 
; > Tay? 
wobei beziiglich v iiber alle Werthe mit Ausnahme von A zu summiren ist. Fir 4 = 0 
folgt die Bewegungsgleichung fiir die Sonne, fiir 4 — 1 diejenige fiir den ersten 
Planeten u.s.f. Indem durch den Accent darauf hingewiesen ist, wie die Summen 
aufzufassen sind, schreiben sich die Differentialgleichungen also auch: 


72 , 
d Ey an 4) SS My 


dt? 0&; Tiv 
ye ot 2 
Ghee b Ona > Lay ‘ (2) 
ad? &; es a) 1 My 
pee cory 2 or, 


Nun fiihren wir ein neues bewegliches, dem urspriinglichen paralleles Coordinaten- 
system ein, dessen Ursprung im Mittelpunkte der Sonne liegt. Die Coordinaten der 
n Planeten beziiglich dieses Systemes seien 2, Y,, 213 Zo, Yo) 22 ++ + Ln» Yn» ny Wahrend 
diejenigen yon m, jetzt Null sind. Die Coordinaten beider Systeme sind dann ver- 
bunden durch folgende Relationen: 


ay = & — & 
Uh == Uh U0 
i — es ae 


wahrend die Entfernung irgend eines Massenpunktes m, vom Ursprunge des neuen 
Systemes 
ror = 02 = Va + yi + at 


ist. Bezeichnet 79, die Entfernung des materiellen Punktes m) von m,, so wird: 
fee Sy)? | (Mo — rv)? (bo — 59)? 
Die rechte Seite der Gleichung: 


d? &, r) My 
NY yh ee Oe 
dt? 0& > Tov 


schreibt sich daher auch: 


ee ee eos 
0 &) Yor ae Yov O & 
oder, da: 
ONov 
ov aE, = &) 2", Ey, 
also: 
OTov ee &, — é, 
0 &o Yor 
ist, auch: 
1 
2 (as) 
Uo een, as Ne Ey 
0 & i= rey 


Es ist nun aber: Ep ey = hy 
fp SA a 
Gy a bo == &y 
tr =O — Vet +2 
Daher wird: : 1 
2& p) “me is : —) 
a" Co 5 v OV 
25 ey i; 
dt? d & > To» a 2 
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—= =? »> Mm, 3 = == k? » My 3 = + k? »> My are 
A) Fi Yov A Oy 
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Die Differentialgleichungen der Bewegung fiir die Sonne werden somit: 


d? &, ee By 
aa mie >» My oO 


d? No x Yv 3 
qe Ps 


a? bo e &y 
aie = 
a? 2 63 


Um diese Bewegungsgleichungen auch fiir einen beliebigen Planeten, z B. den 
mit der Masse m, aufzustellen, haben wir zunachst auf Grund der allgemeinen Glei- 
chungen (2): 


d?&, ery t) ' My 
dtz 0g Fay 
log i Guise IDE: 
und analog in 7, und §, Be ea as, 
ist, und & bei der Differentiation als constant zu betrachten ist, erhalten, wir, indem 
wir v alle Werthe mit Ausnahme des Werthes 1 ertheilen, also v = 0,2,3...m 


setzen: 


n 
My Mo My 
> nae »> ) 
Viv Yio a Ui 
womit der Sinn des Summenzeichens klar ist und wir der Accente ledig sind. Es wird somit: 


a? iB a) Mo is My 
ee ae + y 
dt? i OR ( 0; >| Ty» 


2 


und analog in 4, und §. 


Nun ist. aber: é£ =a + &, 
daher hat man auch: i eemeai a a &y 
di ae ap 
oder, da: Cty oe o 3 My By 
auch : are @ i 
ie aa Ly - My Ly = 
Tie oP ek aa ee DS QF 
Da jedoch: eo? = a2 + yw? + 22, 
und folglich: OB)" 58} 


Ch 0.” 


so wird: 3 1 
0 “) O1 k? Mo 
k? —) = kim — — & 
" Oa, \O1 ° Oa aa 
Unsere Gleichung wird daher: 
a? x, hk? m, 2, ~My Ly hk? mo a, Gg) ~My 
_———s ke? v = = 2 v 
ae ‘ er iz DS Qy Q; ck 0 ay alias 


oder definitiv: 


@ xy bis k2 (my + m) a, __ 12 Ca tin = 12 “My iy 
ell on De 
und analog fiir y, und 4. 

Diesen Gleichungen, welche die relative Bewegung eines Planeten um die Sonne 
bereits darstellen — wiahrend die Gleichungen (2) die absolute Bewegung, d. h. die 
Bewegung bezogen auf ein im Raume festes Centrum, charakterisiren (Naheres iiber 
absolute. und relative Bewegung cf. Vorlesung 2) —, giebt man jedoch noch eine 
andere Form, die den Ausgangspunkt der analytischen Stdrungstheorie bildet, indem 
man das zweite Glied der rechten Seite als partiellen Differentialquotienten schreibt. 
Bildet man die Grosse: 

My (40 ay + WY + ay) 
oy 
in der v eine beliebige Zahl, 1 ausgenommen, bedeute, also v = 2,3... , so wird ay 
in @ nicht enthalten sein, da 


? 


a 2 2 

Oy = Va} + 93 + &% 

ist. Bei der Differentiation nach x, ist also im ebengenannten Ausdrucke nur 2, variabel, 
hingegen 2), y,, 2, constant zu halten, also, indem man differentiirt, v —= 2, 3...” setzt 
und alle Gleichungen addirt: 


0 Ss My (Hy, ty + Yi yy + 4 r) ss My y 
v | : : l | =, Vv C 
ed 


Cs) Hy 2 oF 2 > 


Die allgemeinen Differentialgleichungen der Bewegung eines Planeten um die Sonne 
werden somit in strenger Form: 


d? a, k? (am + m) a, __ ane ( 1 Ly by + Yr yy + =) 
ae + or oe @: 


2 nd 2 
d nn a k (mo He my) Yr = Bon » My ( 1 Hy Ly ta An Yv ae oat *) aoe (4) 
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d? 2, Kk? (mo + my) 2 0 Ss ( 1 L,ty HY + % *) 
$e k2 _—_—— y v _— CO OOOO 

at cc 9; 02, a MGs oF 


Dabei sind beziiglich in der ersten, zweiten, dritten Gleichung im Zihler die Glieder: 

WY  & ey 

U, ty + 2 & 

I, Ly + YY 
lediglich der Symmetrie halber hinzugefiigt, um auf den rechten Seiten in allen drei 
Gleichungen dieselbe Grésse zu haben, was fiir die Weiterbehandlung der Gleichungen 
yon grosser Wichtigkeit ist. Hitte man auf die Symmetrie der Gleichungen verzichten 
wollen, so hatte man die genannten Glieder, da sie beziiglich der Differentiation keine 
Rolle spielen, auch ebensogut weglassen kénnen. Fiir diese Grésse der rechten Seite, 


ree ee 
welche man als die ,Stérungsfunction“ bezeichnet, fiihrt man zur Abkiizung das 
Zeichen $2 ein, setzt also: 


S 1 ; y ¥ 
2= SBM, ( Sy Ye ye 
2 


3 
Vy Oy 


wobei mit Weglassung des Index 1 

= Vee See 
die Entfernung des Planeten m, von der Sonne, 

o= Vetta 
diejenige des Planeten m, ist, wahrend 

= V@ — 2) + (w — 9? + @& — 2) 
die Entfernune der beiden Planeten m,; und m, von einander bedeutet. Setzt man noch 
5 1 ’ 


wie iiblich, die Masse der Sonne m) = 1, und fiihrt fiir die Grésse k? (1 + m) die ab- 
kiirzende Bezeichnung 
ke (1 + m) =p 


ein, dann lauten die Fundamentalgleichungen, welche die Bewegung eines Planeten um 


die Sonne unter der anziehenden Wirkung aller iibrigen und derjenigen der Sonne 
alleemeim charakterisiren: 


d* x Es ek 6 $2 

dt? e OL Say oe 

dy y 0&2 \ 

di + wu oe —- aa aoe ae ee ae «). ae (5) 
dz sr Laue 0 82 

dt? 03 Oz 


An diese Gleichungen, die fiir uns also nur insofern em unmittelbares Interesse 
haben, als wir durch Specialisirung derselben die vorliufige Grundlage des Folgenden, 
die Kepler’sche Bewegung, gewinnen wollen, kniipfen wir indess noch einige allgemeine, 
das Problem der Planetenbewegung betreffende Bemerkungen, die vom Anfanger besser 
tiberschlagen werden. 

Bei n Planeten, deren Bewegung allgemein bestimmt werden soll, gelten fiir jeden 
drei Differentialgleichungen zweiter Ordnung, deren jede zwei Integrationen erfordert 
und bei der Integration somit je zwei willkirliche Integrationsconstanten liefert. In 
Summa hat man also 3” Differentialgleichungen zweiter Ordnung und erhielte bei den 
6 m auszufiihrenden Integrationen 6 » Integrationsconstanten: etwa die 3 Coordinaten 
und die 3 Geschwindigkeiten, womit die Bewegung vollstiindig bestimmt wiire. 

Aus den Elementen der Mechanik ist aber bekannt, dass die Principien der ana- 
lytischen Mechanik vier Integrale obiger Differentialgleichungen ergeben. Fasst man 
an Stelle des Viel- Kérperproblems das Drei-Kérperproblem ins Auge, was keine Be- 
schrankung in sich schliesst, so wiiren zur vollstitndigen Charakterisirung der Bewegung 
also 12 Integrationen auszufiihren. Von diesen 12 Integralen liefert 3 das Princip der 
Flachen, das 4. das Princip der lebendigen Kraft. 

Wenn man an Stelle der Differentialgleichungen der relativen Bewegung die 
Differentialgleichungen (2) der absoluten Bewegung ins Auge fasst, so hat man drei 
Differentialgleichungen zweiter Ordnung mehr, nimlich die der Sonne, muss dann also 
18 Integrationen statt 12 ausfiihren, erhilt diese 6 weiteren Integrale indess durch das 
Princip der Erhaltung der Bewegung des Schwerpunktes. 


or re ee 


- Fassen wir im Sinne der Astronomie die relative Bewegung ins Auge, so ist 
noch zu erwahnen, dass Jacobi gezeigt hat, dass, wenn von den 8 iibrig bleibenden 
ungeleisteten Integrationen 7 durchgefiihrt waren, das letzte achte Integral sich mittelst 
des Principes vom letzten Multiplicator ergeben wiirde. Es ist indessen, wie Bruns in 
seiner bekannten Arbeit, spiter in anderer Weise Poincaré nachgewiesen hat, nicht 
mdglich, auch nur eines dieser 8 Integrale in algebraischer Form darzustellen. Rein astro- 
nomisch fiihren uns mithin die genannten 4 respective 10 Integrale zur Ermittelung der 
planetarischen Bewegungen unserem Ziel nicht niher. Um letztere dennoch auf Grund 
der allgemeinen Stérungsgleichungen zu eruiren, kann man diese auf zwei verschiedene 
Weisen niherungsweise integriren. Erstens mittelst der drei verschiedenen Methoden 
der speciellen Stérungen, die von Lagrange, Encke und Hansen herriihren und 
am Schlusse dieses Buches dargelegt werden sollen, da sie in der Theorie der Bahn- 
verbesserung zur definitiven Bahnbestimmung verwendet werden. 

In diesen Theorien rechnet man, wie schon angedeutet wurde, von einem be- 
stimmten Punkte der Bahn und einem bestimmten Datum ausgehend, den Betrag der 
Stérungen numerisch von Zeitabschnitt zu Zeitabschnitt, und zwar nur fir ganz be- 
schrankte Intervalle der Zeit. Die Methoden der speciellen Stérungen liefern also keine 
allgemeinen Formeln. Hingegen kénnen sie fiir kurze Zeitriume genauere Resul- 
tate liefern, als dies die andere Gattung von Integrationsmethoden unscrer allgemeinen 
Differentialgleichungen der planetarischen Bewegung thut, die sogenannten analytischen 
Stérungsmethoden, falls bei diesen nicht sehr viele Glieder beriicksichtigt werden. 
Diese letzteren stellen allgemeine Formeln auf, in denen die Zeit als unabhingige Variable 
figurit, der man nur einen speciellen Werth zu ertheilen braucht, um den Betrag der 
Stérungen fiir einen beliebigen Moment zu erhalten. Die ausfiihrliche Darlegung dieser 
letzteren Methoden, welche den Inhalt des umfangreichen translatorischen Theiles der 
Mechanik des Himmels bildet und die eigentliche Stérungstheorie ausmacht, gehért 
nicht zu den Aufgaben des vorliegenden Buches. 

Im Gegensatz zu der spater ausfiihrlich behandelten Theorie der speciellen 
Stérungen soll hier das Wesen der analytischen Stérungstheorie indess noch in 
Kiirze charakterisirt und auf die principiellen Mangel hingewiesen werden, die dieser 
Theorie, vom rein mathematischen Standpunkte betrachtet, anhaften. . 

Die Begriinder der Stérungstheorie, Lagrange und Laplace, gingen von der 
Thatsache aus, dass-die Planetenmassen im Vergleich zur Masse der Sonne nur klein 
sind und dass, wenn man die Planetenmassen in erster Naherung direct Null setzt, man 
die Kepler’sche Bewegung findet, deren Integrale die sechs elliptischen Bahnelemente 
als Integrationsconstanten enthalten. (Dass man, wenn man die Massen und somit die 
rechten Seiten unserer allgemeinen Stérungsgleichungen Null setzt, die Bewegung nach 
den Kepler’schen Gesetzen erhalt, wird in den folgenden Vorlesungen gezeigt werden.) 
In der That giebt die Kepler’sche Bewegung, wie die Beobachtungen zeigen, die wirk- 
liche Bewegung nahezu wieder, freilich nur fiir ganz kurze Zeit. Aus diesem Grunde 
legten die Begriinder der analytischen Stérungstheorie diese in einer festen Ellipse 
erfolgende Bewegung zu Grunde und bezeichneten die Abweichung von derselben in 
Folge der Anziehung, welche ein anderer Kérper ausser der Sonne auf den betrachteten 
ausiibt, als eine Stérung. Offenbar kann man aber in jedem beliebigen Moment durch 
den Ort des betrachteten Planeten nicht nur eine, sondern unendlich viele Kepler’sche 
Ellipsen legen, deren jede die wahre Bahn schneidet. Von allen diesen Ellipsen denkt 
man nun in jedem Moment diejenige herausgegriffen, welche die wahre Bahn nicht 
bloss schneidet, sondern zugleich dieselbe tangirt, d. h. eine Beriihrung erster Ordnung 
mit ihr eingeht, indem sie in dem Schnittpunkte auch die Geschwindigkeit mit der 
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wabren Bahn gemein hat. Man hypostasirt also, dass nicht bloss die Coordinaten, sondern 
auch deren erste Differentialquotienten dieselben Werthe haben sollen in der gestérten 
wie in der ungestérten Kepler’schen Bewegung. Diese Ellipse, auf welcher der Planet 
nur einen unendlich kleinen Zeitmoment dt verbleibt, ist es, die man als osculirende 
Ellipse bezeichnet, und diese ist also eine bestimmte der unendlich vielen variabeln 
Ellipsen, die in jedem Augenblick die wahre Bahn schneiden, also nur die Coordinaten, 
nicht aber deren Differentialquotienten darstellen. In dieser Weise gelangt man zur 
Grundidee der von Lagrange zur Lésung des Stérungsproblems erfundenen sogenannten 
Methode der Variation der Constanten!): man betrachtet die sechs Bahnelemente der 
fiir einen Moment festen Kepler’schen Ellipse nicht mehr als Constanten, sondern, da die 
Ellipse als osculirende stetig von Moment ¢ zu Moment ¢ + dt in eine andere tibergeht, als 
Funcetionen der Zeit, und zwar bestimmt man sie eben als solche Functionen der Zeit, dass 
die Integrale der Kepler’schen Bewegung noch die allgemeinen Storungsgleichungen befrie- 
digen. So gelangt man zu sechs Differentialgleichungen in den sechs Elementen der ellip- 
tischen Bewegung, den bekannten Grundgleichungen der Variation der Constanten (ef. z. B. 
Tisserand, Méc. cél., Tome I, p. 169), deren rechte Seiten verwickelte Ausdriicke sind. 

Die geniherte Integration dieser Differentialgleichungen wird durch Entwickelung 
der Stérungsfunction in eine Fourier’sche Reihe erméglicht, wobei die Entwickelungen 
fortschreiten nach Potenzen der stérenden Masse, wie man zu sagen pflegt, genauer: nach 
Potenzen der Stérungen selbst. Die Laplace’sche Theorie setzt naimlich fiir die Ele- 
mente a, e ete. beziiglich: 


a=a+0a—at+0,a+0,a+0,4+-+: 
e=etode=—a+d0,e+0,¢ +0;¢ ++: 
wobei 0,a, 0,a ... beziiglich die Stérungen erster, zweiter ... Orxdnung in @ be- 


zeichnen etc., fiihrt diese Entwickelungen in die Stérungsfunction 8 und deren Derivirte 
ein und erhilt dann, indem wir hier nur symbolisch andeuten, da es uns bloss auf das 
Princip ankommt, zur Berechnung der Stérungen erster, zweiter, dritter Ordnhung u.s. f., 
z B. fiir das Element a Differentialgleichungen der Form: 
dd,a d0,a 


= m'Z C0 cos (ingot + i'n't + const.), a m'2 Po, 


In diesen Gleichungen bedeutet m’ die Masse des stérenden Kérpers, Of” constante Coéffi- 
cienten, welche von den Elementen beider Kérper abhingen, m) und n’ die mittleren Bewe- 
gungen, i und @ positive oder negative ganze Zahlen. Ferner ist P, Function der Cosinus 
und von 0,4, 0,e etc., P; Function der Cosinus und von 6,4, d,e... u. 8. f. Die Inte- 
gration dieser Gleichungen ist aber direct ausfiihrbar. Diejenige der ersten ergiebt: 


Co } 
0,a =m’ mts eh sin (imyt + i'n't + const). 


Ist so 0,a gefunden und analog fiir die anderen Elemente durch 4hnliche Gleichungen 
0,¢ ete, so ist damit P, bekannt, man erhilt somit durch Integration der zweiten Glei- 
chung unmittelbar 0,a u. s. f. Die Integration ist also analytisch durchgefiihrt. 
Gegen diese Methode lassen sich jedoch vom mathematischen Standpunkt Einwande 
erheben, die hier in Kiirze angedeutet werden sollen. 
Ks hangt offenbar die Convergenz der Entwickelungen 
a=a+da=—a+d,a+0,a+0;,;a+4+.---. 
e=atde=—agt+od,e+0,e+0,e4+--- 


*) Man vergleiche die Darstellung der Methode in L. Boltzmann’s classischen Vorlesungen 
iiber die Principe der Mechanik. JI. Teil. § 67 etc. (Leipzig, Ambrosius Barth.) 
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und somit auch die Convergenz der Reihen, in welche die rechten Seiten der sechs all- 
gemeinen Differentialgleichungen der Variation der Constanten fiir die elliptischen Ele- 
mente entwickelt sind, wesentlich davon ab, ob die Betrage der Stérungen: 
a — a = 0a, € — & = Oe, ete. 

wirklich auch immer klein bleiben: denn nur, wenn dies der Fall ist, reprasentirt die 
Laplace’sche Liésung eine stabile Bewegung, wahrend im anderen Falle der Planet 
sich beliebig weit von der Sonne entfernen oder ihr beliebig nahe kommen wiirde. Und 
nur, wenn die Stérungen wirklich stets klein bleiben, wenn a und e immer auf gewisse 
mittlere Grenzen beschrankt sind, ist es gestattet, die Differentialgleichungen unter Ver- 
nachlassigung von Stérungen hdherer Ordnung zu integriren. Dass indess die Stérungen 
eben wirklich fiir unbeschrankte Zeiten klein bleiben, dafiir hat die Theorie keinen bin- 
denden Beweis erbracht, ja dieser Beweis ist mit den bisherigen mathematischen. Hiilfs- 
mitteln, scheint es, iiberhaupt nicht zu erbringen. Zwar lasst sich nachweisen, dass die 
Entwickelungen der rechten Seiten der allgemeinen Differentialgleichungen der Variation 
der Constanten fiir oa “ etc. convergent bleiben, so lange die Excentricitaten unterhalb 
einer gewissen Grenze liegen. Auch zeigen die Beobachtungen, dass die Excentricititen 
fiir kiirzere Zeitraume wirklich klein bleiben, und innerhalb dieser Zeiten gelten also 
auch die Entwickelungen wirklich. Allein das Resultat ist im Princip nicht auf beliebig 
grosse Zeitraume ausdehnbar, denn dass die’ Excentricitaiten iiberhaupt klein bleiben, 
wenn sie es einmal waren, ist, wie gesagt, nicht nachweisbar. 

Ausserdem fihrt das Laplace’sche und Lagrange’sche Integrationsverfahren, 
welches also im Princip auf einer Entwickelung nach Potenzen der stérenden Masse, oder 
besser: der Stérungen selbst beruht, wenn der Integrationsdivisor in) + in’ Null wird, 
zu sicularenGliedern. Das tritt ein, wenn die Gréssen 7 und 7, die positive und negative 
ganze Zahlen, Null incl. reprisentiren, jede fiir sich Null werden. Denn in diesem Falle 
wird das Integral der angefiihrten Differentialgleichung z. B. in 0,¢ fiir das eine Glied der 
Entwickelung: ¢ = i’ = 0: 

pars 0,¢ = m! OY t cos (const.). 

Solche siculare Glieder, so genannt, weil sie die Zeit auBerhalb des trigonometrischen) 
Functionszeichens enthalten, wachsen aber mit der Zeit iiber alle Grenzen und machen 
die Convergenz und mithin das ganze Integrationsverfahren, welches auf Voraussetzung 
dieser beruht, fiir diesen Fall illusorisch. Das Gleiche gilt, wenn zwar nicht 7 und 7 
fiir sich Null wird, wenn indessen: 


7 
. of (jets 
4M +7n' = 0, d.h. wenn | = —" 


ist. Dieser Fall tritt also ein, wenn die. mittleren Bewegungen m’ und m des stérenden 
und gestérten Korpers, oder auch, da diese den Umlaufszeiten umgekehrt proportional sind, 
wenn die Umlaufszeiten in einem commensurabeln Verhaltniss stehen, mit anderen 
Worten, wenn das Verhiltniss der mittleren Bewegungen ein rationaler Bruch ist. 

Um diese die Convergenz gefihrdenden sacularen Glieder und ebenso die bei 
Behandlung genaherter Commensurabilitaétsverhiltnisse auftretenden kleinen Integrations- 
divisoren (,kritischen“ Glieder), welche die Convergenz gleichfalls hinfallig machen, 
zu vermeiden, ersetzte in neuerer Zeit Gyldén das Integrationsverfahren nach Potenzen 
der stérenden Masse durch andere Methoden, deren letzte, die sogenannte ,horistische®, 
wie er annahm, die principiellen Mangel der alten Theorie beseitigte. 

Hier soll nur kurz das Resumé des denkwiirdigen historischen Streites, der seit 


den achtziger Jahren des verflossenen Jahrhunderts in verschiedenen Phasen gespielt hat, 
Klinkerfues, Theoretische Astronomie, 2 
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gezogen werden, das dahin pracisirt werden muss, dass Gyldén ebenso wenig wie einst 
sein grosser Rivale Poincaré eine mathematisch befriedigende Lésung des Stérungs- 
problems gegeben hat: dass beide Forscher, nur in der Form verschieden, in 
gleicher Weise bei Behandlung der Convergenzfrage und Aufstellung der ,,convergenten“ 
Lisung geirrt haben?). (Vergl. die Vorbemerkungen zur 3. Ausgabe S. XII bis XVIIL.) 

Indess hat Gyldén, wie mehr und mehr zu Tage tritt — in erster Linie durch 
die Arbeiten Brendels?) —, durch die eigenthiimliche, von ihm zuerst gegebene Ent- 
wickelung der Stérungsfunction und durch die partielle Integrationsmethode, insofern 
man nur beschrankte Zeitriume ins Auge fasst, der rechnenden Astronomie in der 
That einen grossen Dienst erwiesen. 

Darin besteht der Hauptvorzug der Gyldén’schen Stérungstheorie, dass in ihr 
zum Princip erhoben ist, jedes Glied mit Riicksicht auf seine Wichtigkeit in der 
Entwickelung zu beriicksichtigen, und nicht, wie bei den alten Methoden, nach der Potenz 
der Masse, die es enthilt. Bei Berechnung eines Planeten innerhalb der Beobachtungs- 
fehler ist ihr Vorzug ganz besonders gross. 

Auf Grund der neuen Principien Gyldén’s hat Brendel, in eigener Weiterbildung 
derselben, die Methoden so ausgefiihrt, dass sie fiir den ins Auge gefassten Zweck — die 
Wiederauffindung eines Planeten am Himmel durch Vorausberechnung fiir circa ein Jahr- 
hundert — ein wirklich brauchbares Resultat liefern. (Vergl. die Vorbemerkungen 
zur 3. Ausgabe des vorliegenden Werkes, 8. XV.) 

Ferner hat Kramer im speciellen die kleinen Planeten vom Hecubatypus (1/.), — 
nach dem von Harzer gemachten, unzulinglichen Versuch, — auf Grund der Gyldén- 
Brendel’schen Principien, in viel weiterreichender Annaiherung behandelt. Wahrend bei 
jener anderen complicirten Untersuchung die bei diesem schwierigen Planetentypus noth- 
wendig mitzunehmenden Glieder — falls ein auch nur genahertes numerisches Resultat 
iiberhaupt in Frage kommen sollte — in ganz ungeniigendem Umfang beriicksichtigt sind, 
hat Kramer in zwei Abhandlungen ?) principiell wie praktisch in einem zuvor niemals an- 
gestrebten Umfang hinsichtlich Grad und Ordnung den mitzunehmenden Gliedern Rechnung 
getragen. (Vergl. die Vorbemerkungen zur 3, Ausgabe 8S, XXVII, Anmerkung 1.) 

Kine Einfiihrung in die stérungstheoretischen Principien Gyldén’s, so, wie sie 
brauchbar zur Verwendung sind, findet der Leser in Theill von Brendel’s ,,Theorie 
der kleinen Planeten“. 

Das Aufsuchen der,,elementaren“, , charakteristischen“ und siammtlichen iibrigen Glieder, 
die wirkliche Bildung der Differentialgleichungen und ihre Integration in einem bestimmten 
Fall, findet sich auf das Ausfiihrlichste dargelegt in meinen eigenen Untersuchungen *) 


*) Vergl. meinen Aufsatz: ,Poincaré’s Preisarbeit von 1889/90 und Gyldén’s Forschung iiber 
das Problem der drei Kérper in ihren Ergebnissen fiir die Astronomie“. Physikalische Zeitschrift. 
5. Jahrg., Nr. 7, 8.180 bis 186. (Hierzu verg]. man die Vorbemerkungen zur 3. Ausgabe,S. XVIII.) 

Die hier von mir versuchte Rechtfertigung von Gyldén’s horistischer Inte- 
grationsmethode, die ich auf Grund einer Zusammenstellung von Stellen aus Gyldén’s 
Nouvelles recherches gegeben habe, muss ich als unzureichend bezeichnen. Vergl. auch 
hierzu die Vorbemerkungen zur 3. Ausgabe d. vorlieg. Werkes, S. XII ff. Anm. d.Herausgeb. d.3. Ausgabe. 

*) Yon den vielen das Stérungsproblem betreffenden Arbeiten Brendel’s vergl. hier in erster 
Linie: Martin Brendel, Theorie der kleinen Planeten. Erster Theil. Abhandlungen der Kgl. Gesell- 
schaft der Wissenschaften zu Gottingen. Math.-phys. Classe. Neue Folge. Bd.I, Nr. 3, 1898. Ferner: 
Martin Brendel, Theorie der kleinen Planeten. Zweiter und dritter Theil. Ebendaselbst. Neue 
Folge. Bd. VI, Nr.4 und 5. — Vierter Theil, Bd. VIII, Nv. 1. 

*) Julius Kramer, Theorie der kleinen Planeten vom Hecubatypus. Abhandlungen der Kgl. Ge- 
sellschaft der Wissenschaften zu Gédttingen. Math.-phys. Classe. Neue Folge. Bd: II, Nr.2. Ferner: 
Julius Kramer, Untersuchungen und Tafeln zur Theorie der kleinen Planeten vom Heeubatypus ete. 
Ebendaselbst. Neue Folge. Bd. V, Nr. 3. 

*) Hugo Buchholz, Untersuchung der Bewegung vom Typus (*/,) im Problem der drei Kérper ete. 
auf Grund der Gyldén’schen Stérungstheorie. Erster Theil. Denkschriften der math.-naturw. Classe der 
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tiber die kleinen Planeten des Hildatypus (2/3), die, unter Anwendung der Gyldén- 
Brendel’schen Entwickelung der Stérungsfunction auf Grund der partiellen Integrations- 
methode mit Beriicksichtigung aller Glieder von Einfluss diesen complicirten Fall der 
Mechanik des Himmels behandeln, der eine Sonderstellung gegeniiber den anderen 
Commensurabilitatstypen noch insofern einnimmt, als er die Bestimmung des Integrations- 
divisors 0, erst erfordert!). In Theil I habe ich die ausfiihrlichste Kinfiihrung in die 
Principien Gyldén’s gegeben. 

Zum Schluss dieses Capitels mégen noch die Worte Brendel’s Platz finden (cf. 
Theorie der kleinen Planeten, Theil II, 8.2), die das Verhiltniss der Aufgabe des Astro- 
nomen gegeniiber derjenigen des reinen Mathematikers in schlagendster Weise zum 
Ausdruck bringen und auch fir die nachfolgenden bahnrechnerischen Untersuchungen 
des vorliegenden Werkes gewissermaassen typisch sind: 

»Der Weg des Mathematikers ist von dem des Astronomen durch eine breite Kluft 
getrennt. Der Mathematiker schreitet auf seinem Wege langsam vorwirts, jeden Schritt 
sorgfaltig erwagend, jede Briicke, tiber die er hintibergeht, auf ihre Festigkeit priifend; 
so weiss er, dass ihn mit seinem Ausgangspunkt ein fester Boden verbindet. Der 
Astronom kann diesen Weg nicht gehen; er kame zu langsam vorwirts; er hat ein 
fernes Ziel vor Augen. Will er die Bewegungserscheinungen der Himmelskérper dar- 
stellen, sie beschreiben, will er Formeln finden, die den Naturerscheinungen entsprechen, 
so kann er nicht den Weg des Mathematikers verfolgen, weil dieser weit vor seinem 
Ziele aufhért. Er muss sich itiber unsicheres Terrain wagen; er muss versuchen, bald 
hier, bald dort durch das unwegsame Gel&inde vorzudringen. Man soll ihm hieraus 
keinen Vorwurf machen und vor allem nicht vergessen, dass durch das gewagte Vorgehen 
des Astronomen, und des Naturforschers tiberhaupt, der Mathematik die schénsten Pro- 
bleme erst gegeben werden. Hatte der Mathematiker jenen nicht als Pionier vor sich, 
so wiirde er oft nicht wissen, men welcher Richtung hin er seine breite Strasse weiter: 
bauen soll.“ — 


Zweite Vorlesung. 
Die allgemeine Centralbewegung des materiellen Punktes. 
(Problem der zwei Kérper.) 
Wahrend die Bewegung eines Planeten um die Sonne, wie sie in Wirklichkeit 


stattfindet, durch die in der ersten Vorlesung abgeleiteten allgemeinen Differential- 
gleichungen der gestiérten Bewegung: 


dx ps x Os 
. ee OT) Gs = oe 
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ae a BC +m) & - = mg (1) 
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wobei: 
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Kaiserl. Akademie der Wissenschaften zu Wien. Bd. LXX\I. Ferner: Fortgesetzte Untersuchung der Bewe- 
gung vom Typus ’/, im Problem der drei Kérper auf Grund der Gyldén’schen Stérungstheorie. Zweiter 
Theil, Ebend. Bd. LXXVII. (Theil III u.1V, sowie die numerische Anwendung sind in Vorbereitung.) 
Betreffs des im Vorwort zu Theil II iber die horistische Methode Gesagten siehe 
die Anmerkung 1 auf voriger Seite. 
*) Hierzu verg]l. meine in Nr. 4410 der Astr. Nachrichten entwickelte neue Methode zur Be- 
stimmung der Hauptstérungen kritischer Planeten und damit von d\,. 
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ist, charakterisirt wird, deren Auflésung mit grossen Schwierigkeiten verkniipft ist, trotz- 
dem aber durch Reihenentwickelungen geleistet werden kann, die praktisch ausreichende 
Resultate liefern, gelangt man zu einer geniherten Vorstellung der Bewegung durch 
die Auflésung der viel einfacheren Gleichungen, indem wir den Radius vector jetzt 
mit r bezeichnen: 


ae e (1 + m) == 


< 

rie 2 of So ee (2) 
d2¢ 

a + k (1 ama ——0 


welche man erhilt, indem man die rechten Seiten der allgemeinen Differentialgleichungen 
der Bewegung Null setzt. Das besagt aber im Hinblick auf die Stérungsfunetion £2 
offenbar nichts Anderes, als dass man die Massen der stérenden Planeten Null setzt, 
indem die Gleichungen (1) ja die Bewegung des gestérten Planeten m unter Einfluss 
der stérenden Kérper um die Sonne charakterisiren, deren Masse als Einheit voraus- 
gesetzt. Die Differentialgleichungen (2) definiren somit einfach die Bewegung eines 
Kérpers, welcher von der Sonne angezogen, -diese als Centralkérper umkreist, oder mit 
anderen Worten das Zweikérperproblem, welches, wie wir zeigen wollen, strenge lésbar 
ist und auf die Kepler’schen Gesetze fiihrt. Diese sind also in der Natur nicht streng 
erfiillt, sondern liefern nur eine genaherte Vorstellung der wahren Bewegung, wobei 
jedoch die Abweichungen von der Kepler’schen Bewegung nur klein sind, da die im 
Verhiltniss zur Sonnenmasse kleinen Planetenmassen in einem kurzen Zeitraume durch 
ihre Anziehung nur eine geringe Abweichung von der Kepler’schen, in einem Kegel- 
schnitt erfolgenden Bewegung des gestérten Kérpers hervorbringen. Dass die ungestérte 
Kepler’sche Bewegung in einem Kegelschnitt erfolgt, haben wir nun allgemein zu zeigen. 

Zunichst ist leicht zu sehen, dass die Bewegung des Planeten um die Sonne in 
einer Ebene erfolgt. Denn multiplicirt man von den Gleichungen im System (2) die 
erste mit y, die zweite mit 2, subtrahirt und verfaibrt mit den beiden anderen Gleichungen 
analog, so folgt: 
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In diesen Gleichungen reprasentiren, wie wir sehen werden, die linken Seiten die Pro- 
jectionen der doppelten in der Zeit dt vom Radius vector des Planeten beschriebenen 
unendlich kleinen Dreiecksflichen auf die Coordinatenebenen dividirt durch d¢ und die- 
selben sind also Constanten. Durch Multiplication der ersten, zweiten, dritten Gleichung 
beziiglich mit z, w, y und Addition ergiebt sich: 
4 Cpr et Gg Oe ae eae 8 a EB) 

d.h. die Bewegung des Planeten erfolgt in einer Ebene, welche durch den Mittel- 
punkt der Sonne als Ursprung des Coordinatensystemes hindurchgeht. Seine Bahn- 
curve ist in erster Naherung also eine ebene, wahrend sie in Wirklichkeit eine doppelt 
gekriimmte ist. 

Da beim Problem der zwei Kérper die Bewegung des Planeten um die Sonne in 
eimer Ebene erfolgt, so kénnen wir 


setzen, indem wir die Bahnebene mit der wy- Ebene zusammenfallend denken. Die 
Differentialgleichungen, welche die Bewegung des Planeten in seiner Bahnebene um 
‘die Sonne charakterisiren, werden algo, indem die dritte Gleichung in System (2) weg- 
fallt, eimfach: 


d? x x 
qe ttn =| ie 
ay eee 
oop hol 
wobei also: u = kh? (1 + m) 


und ihre Integration ergiebt vier willkiirliche Constante. 


An Stelle dieser Gleichungen wollen wir jedoch, um das Problem ganz allgemein 
mi lésen, die allgemeineren Gleichungen: 
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integriren, welche fiir ein beliebiges Kraftgesetz f(r) gelten und, je nachdem man 
dieses specialisirt, eine andere Bewegung charakterisiren. Kine spiralférmige z. B., wenn 
die Kraft im umgekehrten Verhiltniss der dritten Potenz der Entfernung steht, die 
Kepler’sche im Kegelschnitt, wenn die Kraft nach dem Newton’schen Gravitations- 
gesetze im umgekehrten Verhiltniss des Quadrates der Entfernung wirkt, allgemein eine 
elliptische (die speciell circular oder geradlinig wird), wenn die Kraft direct proportional 
der Entfernung in einem elastischen Medium wirkt (Optik, die elliptisch, circular oder 
geradlinig polarisirte Lichtbewegung). Alle diese verschiedenen Falle sind in den obigen 
allgemeinen Gleichungen je nach der speciellen Annahme iiber f(r) enthalten. In die 
durch Integration derselben gewonnenen allgemeinen Integralformen werden wir dann erst 
zum Schlusse an Stelle des allgemeinen Kraftgesetzes f(r) das Newton’sche Gravi- 
tationsgesetz einfiihren, wodurch sich die Kepler’sche Bewegung unmittelbar als 
Specialfall der ‘allgemeinen Centralbewegung ergiebt, wie sie durch obige Glei- 
chungen definirt ist. 

Man denkt sich nimlich zunachst ein festes Anziehungscentrum O im Raume 
‘und in diesem den Coordinatenursprung. Wird dann irgend ein materieller Punkt m 
nach demselben hingezogen mit einer Kraft, die erstens gegen O gerichtet ist, und deren 
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Intensitat zweitens nur von der Entfernung r des Punktes m von O abhangt, so nennt 
man die Bewegung des Punktes m um O eine Centralbewegung. Da der Punkt m- 
aber ausser der durch den Einfluss aus O bedingten Bewegung im Allgemeinen 
schon eine Anfangsgeschwindig- 
keit besitzt, so wird er in Folge 
dieser und der Centralkraft eine 
Curve beschreiben, die bei ge- 
gebenem Kraftgesetz f(r) allge- 
mein bestimmbar ist. Auf die 
Bestimmung dieser Curve und der 
Art der Bewegung in ihr sehen 
es die folgenden Untersuchungen 
allgemein ab. | 
Dass die Bewegung in der 
0 en: durch r und die Richtung der 
Anfangsgeschwindigkeit gelegten 
Ebene stattfinden muss, ist a priori klar, weil keine dritte Kraft vorhanden ist, die 
das Bewegliche aus dieser Ebene herauslenken kénnte. Um zu zeigen, dass die an- 


gefiihrten allgemeinen Gleichungen (7) wirklich die Centralbewegung des Punktes 
mum das als fest gedachte Anziehungscentrum O definiren, construiren wir tiber der 
Kraft f(r), die wir durch einen Pfeil dargestellt denken, das Krafteparallelogramm und 
erhalten so die Componenten der Kraft AD: 


x AB 
Ves ALG: 
Aus der Aehnlichkeit der beiden Dreiecke ADC und AOE folgt aber: 
DUP DAS 022504. 


I 


oder DG Ata ees 
und: AC: AD = AE: AO 
oder V7 Oh = on 
Mithin sind die Componenten der Kraft f(r) 
a 
xX = — f(r) — 
r 
° 
4 
Y=—/(r) =, 


naimlich negativ, da die Richtung in die der negativen w- und y-Axe fallt. Bei einer 
abstossenden Kraft hingegen hatte man das positive Vorzeichen zu nehmen. Doch ist 
es auch an sich natiirlich, eine anziehende Kraft, da sie die Entfernung verkleinert, als 
negativ, eine abstossende hingegen, welche die Entfernung vergréssert, als positiv zu 
bezeichnen. 

Da nun nach den Grundbegriffen der Mechanik: 


» Kraft gleich ,Masse“ mal ,Beschleunigung, 


so sind die allgemeinen Bewegungsgleichungen von m um das feste Centrum 0: 


2 
moe SES = 
to. 
d?y Rail ‘ 
mY —y—— sy) 4 


2g 


Das sind in der That die zuvor angefiihrten Gleichungen (7): 


x 


a? x 
m Te + f(r) aie 


y 


die wir erhielten, indem wir in den Gleichungen (6) an Stelle des Newton’schen das 
alleemeine Wirkungsgesetz f(r) substituirten. 

Die Gleichungen (7), welche also in dem eben gegebenen Sinne die Bewegung 
in Bezug auf ein festes Centrum bestimmen, charakterisiren somit eine absolute 
Bewegung. In der Astronomie Fig. 2. 
existirt aber eine solche nicht, da 
es keen festen Punkt im Weltall 
giebt, auf den man die Bewegung 
beziehen kénnte, die Sonne, die 
als Ursprung des Ccordinaten- 
systemes gewahlt wird, vielmehr 
selbst ein bewegliches Cen- 
trum, die Bewegung in Bezug 
auf dasselbe also nur eine rela- 
tive ist. 

Denkt man sich in diesem 
letzteren Sinne zwei bewegliche 
materielle Punkte m, und m, mit 
den Coordinaten #,, y, und 2, Ys 
in der Entfernung 7, von denen 
m, auf m, eine anziehende Kraft 
f(r) ausiibe, die stets gegen m, 
gerichtet ist, dann sind zuniichst die Bewegungsgleichungen von Punkt m,, indem 
nach der Figur, in welcher x, y ein festes Coordinatensystem bezeichnet: 


X = — f(r) cos (r, 2) 
EC = rcos(r,2) | 
TiN oy CG tere 
also cos (1, %) = = a = 
und analog cos (7, y) = 4% 
; da Ly — Ws 
ist: } Ste eee 
My ~ a f(r) r 
ay, A CMTE 
My dt2 aa whe) ise eres 


Die Bewegungsgleichungen des Punktes m, aber werden, da die von m, her 
auf m, wirkende Kraft nach dem Principe der Gleichheit von Wirkung und Gegen- 
wirkung auch gleich f(r), jedoch entgegengesetzt wie die yon m, auf m, wirkende 
Kivaft gerichtet ist: 


1? SG 
May aa = + f(r) oh P 
2, 
My ae aot 7) Pret Tait 


dt? 


= Ge 


Denkt man sich jetzt durch m, ein zweites, dem ersten paralleles Coordinatensystem 
z', y' gelegt, so ist dasselbe beweglich im Raume, seine Axen aber bleiben sich stets 
parallel: die Coordinaten von m, in Bezug auf dies bewegliche System sind: 
oe RN oe 
y = I Ye 
Wire z. B. my die Sonne und m, die Erde, so wiirde ein auf der Sonne befind- 
licher Beobachter (wenn er an ihrer Axendrehung nicht theilnehmend gedacht wird), nur 
die Veriinderungen der relativen Coordinaten «’ und y’, aber nichts von seimer eigenen 
Lagenverinderung im Raume in Folge der translatorischen Bewegung der Sonne, d. h. 
nichts von der Aenderung der absoluten Coordinaten a, y, und a, Yo wahrnehmen. 
Durch Subtraction der beiden Gleichungen: 


CC ne 1 Ly — Be 
Ap oe my f(r) if 
A? hy 1 Ly Ly 
dee ee ie Ms, f(r) 7 
folet: 3 
dt? My Ms ih 
Indem 
1 1 1 
—~+—=-, 
My My m 
wo 
jy ee 
M, + My 
schreibt sich letztere Gleichung: 
2 (x, — Iq) == : L, — Xo 
m dB — ST (#) papa 
analog 
4 @(y, — Yo) Vie: 
m aa = — f(r) eae ae 
oder we) ! 
a? x x 
; es - (9) 
d2y! y! ( 
m 9 a (0) em 


Das sind aber der Form nach genau die Bewegungsgleichungen des Falles, wo sich ein 
materieller Punkt um ein festes Centrum bewegte. Die relative Bewegung von m, 
gegen m, findet mithin gerade so statt, wie wenn m, ein festes Centrum ware, nur 
geschieht sie so, als ob nicht die wirkliche Masse m, des laufenden Punktes sich um 
Mg bewegte, sondern vielmehr m. Da aber m 


Mm, +. ™ m 
m, + ms 


wenn m, gegentiber m, sehr gross wird, wie das bei der Sonne gegeniiber der Erde 
der Fall ist, sehr nahe gleich m, ist, so kann man sich in Wirklichkeit die Bewegung 
auf ein festes Centrum stets bezogen denken und spricht demgemiiss in der theoreti- 
schen Astronomie kurz von ,einem im Sinne der Mechanik festen System“. 
Als erstes Integral der Gleichungen (9) der relativen Bewegung, wie auch fiir 
die analogen der absoluten Bewegung, ergiebt sich durch Elimination von f(1) unmittelbar — 


der Flichensatz durch Multiplication der ersten Gleichung mit y, der zweiten mit # 
und Subtraction 


oi ea 


d?y OG Ne 
m (« ap Y 7) =i 9) 
Ee ee ere 
dt (© ge %- di Wed i gdiadt. |. Fu aR. 


so schreibt sich letztere Gleichung auch: 


d dy EM es 
ae |" (* Ge —¥ | =o 


also integrirt : d d 
5 m (a — 9 FE) = constons = C's. (10) 
dt t 
Die geometrische Bedeutung dieses sogenannten Flichensatzes wird. sogleich bei Kin- 
fiihrung von Polarcoordinaten ersichtlich werden. 


Ein zweites Integral der Gleichungen (9) ergiebt sich gleichfalls unmittelbar, indem 


man die erste mit oo die zweite mit = multiplicirt und addirt 


dt dt? ' dt dt 
Bezeichnet man den Abstand des Planeten von der Sonne mit r, so ist (vergl. Fig. 3) 
oy? = 7, 


m (GS dy “)=- Sees 


durch Differentation folgt hieraus: 


dx dy 
Peat ry dt sear 
iE Belay 
Mithin schreibt sich unsere letzte Gleichung auch 
da da dy =) ae dr 
i €- meg ap)! a 


Da aber das Quadrat der Geschwindigkeit g gleich ist der Summe der Quadrate der 
Geschwindigkeitscomponenten: 
Des (ae 
dt at7? 
so ergiebt sich durch Differentation und Division mit 2 hieraus: 
ae aa dy d*y _—s dg 
eae at dt). ak 
Durch Einsetzen in obige Gleichung folgt daher: 


(“4 SS FC aie a mC 


Aus Fig. 3 (a.f.§.) ersieht man, dass der Ausdruck der rechten Seite letzterer Gleichung 
das Product der auf den Punkt m wirkenden Kraft f(r) in die Projection des von m 
in der unendlich kleinen Zeit dt durchlaufenen Weges ds auf die Richtung dieser 
Kraft ist und man bezeichnet dieses Product als die von der Kraft wihrend der Zeit 
dt geleistete Arbeit. Dieselbe ist negativ, wenn die Richtung der Bewegung derjenigen 
der Kraft entgegengesetzt ist, also in unserem Falle bei wachsendem r. Das halbe 
Product der Masse m in das Quadrat der Geschwindigkeit des Punktes hingegen 
bezeichnet man als seine lebendige Kraft. Unsere Gleichung besagt also, dass der 
Zuwachs der lebendigen Kraft gleich ist der von der Kraft in der Zeit dt geleisteten 
Elementararbeit. Durch Integration erhalt man 
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2 a2 
“¥ =—|s@dr=— 90) +0 .. 
2 
d. h. die Summe der Zuwichse ja (“*), welche die lebendige Kraft wahrend eines 


endlichen Weges erfaihrt, ist gleich der wahrend der ganzen Bewegung geleisteten 
Gesammtarbeit —| f(r)dr der auf den Punkt wirkenden Kraft. Hlierin spricht sich das 
so benannte Princip der lebendigen Kraft aus, welches also ein zweites Integral 
unserer allgemeinen Bewegungsgleichungen (9) reprasentirt. 

Fiir die Gleichungen: 


dex Ce ad? x tL, — 2; 
maa = IO a 

ay Oe | a? Yn 41. — Ys 
ermal rene 


ergiebt sich ausser den Integralen der lebendigen Kraft und der Flachen noch ein 
weiteres: das sobenannte Princip von der Erhaltung der Bewegung des Schwer- 

Fig. 3. punktes, welche fiir die relative Bewegung 
nicht existirt. Aus diesen Gleichungen folgt 
namlich: 


2 a 


und ad? d? 
m Sace + my aa =a 


oder, da m, und m, Constanten, 
d2 
ae (m2, + m2) = 0 


a2 
dp (m, ae My Yo) = 0. 


Denkt man nun die Gerade r (vgl. Fig. 2) 
derart durch den Punkt S in zwei Theile 
getheilt, dass dieselben sich umgekehrt wie die an den Enden von r wirkenden Massen 


verhalten, so folgt: DE OCA ee 


da aber BE: PC == DG GB == DS: S Al =—— iain 
so auch EF : (EF + FC)=m:(m + m), 

1 

also Tippee my ee 


m, + my 
Bezeichnen wir die Coordinaten von § mit € und y, so ist mithin: 


mM, (a, a I) 


é— OE + EF=% 4 


£) 


mM, + My 
3 is é ae My Hy + My XL 
m, + My 
analog n= MY, + M2Yo : 
m, + my, / 


Dividiren wir jetzt die beiden letzteren Differentialgleichungen, indem die 
Klammern Constanten enthalten, mit m, + m,, so werden sie 


ee TONS. 
ad? (= a. wt) a) 


dt? Mm, -- Mg 
de (7 aE wits) ee 
dt? mM, + My 


oder fiir die Klammergréssen ihre eben gefundenen Werthe, die Coordinaten des 
Schwerpunktes eingesetzt: 


d2§ 
co 
2n We 
Gata” 
also durch Integration dé 
—— Cy 
dt 
nye 
Ge 
und nach abermaliger Integration 
—=— 4 t 
g Gy a a (13) 
7=4t+ C, 


WO ¢;, C, C,, C, vier willkiirliche Constanten. Diese Integralgleichungen besagen also, 
dass sich der Schwerpunkt S des Systemes m, und m, geradlinig und gleichférmig, 
d. h. so, als ob gar keine Kraft auf ihn wirkte, fortbewegt. 

Erwahnen wollen wir bloss noch der Vollstindigkeit halber, dass die Principien 
der lebendigen Kraft, der Flachen und der Erhaltung der Bewegung des Schwerpunktes 
nicht bloss fiir das Zwei-Kérper-Problem, sondern allgemein auch fiir das n-Ké6rper- 
Problem erfillt sind: es sind allgemeine Principe der analytischen Mechanik. 
Von diesen Verallgemeinerungen, die kein unmittelbares Interesse fiir uns haben, sehen 
wir hier jedoch ab, indem es uns nur darauf ankam, den Unterschied der absoluten 
und relativen Bewegung klarzustellen. 

Wir wollen jetzt. vielmehr in die Integrale der Flachen und lebendigen Kraft die 
Polarcoordinaten + und @ an Stelle von w und y einfiihren. Dadurch gelangen wir, 
worauf unsere ganzen Betrachtungen in dieser Vorlesung abzielen, unmittelbar erstens 
mu der Relation zwischen r und 3, welche die Gleichung der Bahncurve darstellt, 
und zweitens zur Relation zwischen r und ¢t, welche die Beziehung zwischen der Zeit 
und dem Orte des Beweglichen in seiner Bahn reprasentirt; r und ® sind also 
jetzt mit der Zeit verinderliche Gréssen. Im Hinblick auf die dritte Vorlesung sei 
bemerkt, dass #, die Linge gez&hlt von einer festen Richtung in der Bahn, zu unter- 
scheiden ist von der wahren Anomalie v, welche von der Richtung nach dem Perihel 
ab gezihlt wird. Aus der Figur folet nun 


==" 1Cosa 
J —rTrsn®, 
also durch Differentation 
af a= us cos B — rsind pad 
dt dt dt (14) 
dy Up dt 
AE eens Rat eee 
a A sind + rcost | 
Durch Multiplication der ersten dieser Gleichungen mit — rsin®, der zweiten mit 
+ rceos? und Addition erhalt man aber: 
dy down a0: 
tT ah ger irae Rie a 


38* 


Unser friiheres Integral dy = ne 
is (« dt ci 
schreibt sich also auch: dd 
mr? —. = C 
dt 
oder wenn man C 
-—=G6 
m 
setzt: av 
ya it ON A 
Yr at C, ( ) 
o ; ea 
Die geometrische Bedeutung der Grésse « a = 1) as oder r? ergiebt sich jetzt aus 


der Figur 3 sofort. Da d# der Zuwachs des Winkels 0 in der Zeit dt ist, wahrend 
welcher der materielle Punkt m das Wegelement ds durchlaufen hat, so kénnen wir 
das auf OD gefillte Perpendikel BC, welches, da wir es mit Infinitesimalgréssen zu 
thun haben, unendlich klein ist, auch als Kreisbogen um O betrachten, der auf OD 
senkrecht steht, wenn das Dreieck 0 DB unendlich klein ist. Es ist mithin BOC = rd@; 
der Flaicheninhalt des Dreieckes OBD, dessen Basis OB und dessen Hohe BC ist, ist 
mithin : 


1/, (OB. BC) = Yq r2d®. 


Aus der Gleichung de 
v2 —S—— = C, 
dt 
folgt aber rede = O,dt = OB. BOC. 


Somit reprasentirt r2d® die doppelte unendlich kleine Dreiecksfliche, die eingeschlossen 
ist vom Element des Weges, das in der Zeit dt von m beschrieben wird und den beiden 
Radien vectoren r und r + dr. Der Radius vector beschreibt also in gleichen Zeiten 
gleiche Flachenriume. Im Falle der Planetenbewegung, wo der von der Sonne nach 
dem Himmelskérper gezogene Radius vector in der Bahn die Fliche der, Zeit pro- 
portional bestreicht, repriisentirt dies Princip das sogenannte zweite Kepler’sche 
Gesetz. 

Da r?dd = ady — ydx das in der Zeit dt vom Radius vector beschriebene 
doppelte unendlich kleine Flichenstiick darstellt, so reprasentirt offenbar der Ausdruck 
ds 
dt 
digkeit definirt wird, wobei s die Bahnlinge von einem festen Punkte bis zu dem 
benachbarten ist. 

Wir fiihren nun noch in das zweite Integral unserer allgemeinen Differential- 
gleichungen (9), in dasjenige der lebendigen Kraft, Polarcoordinaten ein. Die Gleichung 


= (a) + Ga) 


wird dann mit Hinblick auf die Gleichungen (14): 


do 
Veits aE die Flachengeschwindigkeit, ganz analog wie als Liniengeschwin- 


-\2 o\2 
a (st) cost? — 2 a = rcos® sind + r2sin (7) 
dr\? dr dd dd? 

ui -\ jn 92 psd Bitar tele ; Po) hy (ees. 

f (a) sind? + 2 qt at rcos? sind? + 12 cosd ae 


oder: 


ae ie res a 
as a) at) 


SOP nan 
Die Gleichung der lebendigen Kraft schreibt sich mithin auch 
dr\? dd? 2 (r) 
2 — Epes ihe daa 
3) ca (F)= Cs m a) 


indem zur Abkiirzung die Constante 
BO bes C 
hig need Pie 
Estes und (r) eine beliebige Function von der Eigenschaft ist, unbestimmtes Integral 
von f(r) zu sein. 
Aus den beiden Dit tentialeiniok oes 
ae 
ae ee (17) 
2 
Gye (tna... a 
ergiebt sich zunichst direct die Relation zwischen der Zeit und dem Orte des Beweg- 
Durch Quadriren von Gleichung (17) erhalt man zunichst: 


lichen in seiner Bahn. ; 
Beye &, 
at) 9? 


Dureh Einsetzen dieses Werthes in Gleichung (18) folgt 
260) °C 


dr \? 
(F Stent m y2? 
also die Beziehung zwischen Zeit und Ort in der Bahn ganz allgemein 
gu Ke Gkon sd Mee NIG) 
ce 


— 
| yo ae ads Of 
m Te 


Um die Gleichung der Bahncurve zu finden, kénnte man in 
Ae C, dt 
r2 


Wir schreiben jedoch 


die aus Gleichung (19) fiir ¢ gefundene Function von r einsetzen 
rede 
Oi — 
C, 


und erhalten im Hinblick auf Gleichung (19) 
dr 


ted ee 
C 2 9 (r) C? 
C=, — —-+ — = 
m yr? 
oder: cae dr seta AL: salle eee (20) 
y2 Cy 2 09) (r) it 
C? m OF r? 


die Gleichung der Bahneurve. 
Setzen wir jetzt in den beiden Relationen 
dr 


— 
2 9 (r) 
Cy m v2 
Se ste AED) 


fir f(r) das Newton’sche Gravitationsgesetz ein [indem y(r) = / f(r)dr], 80 
ergiebt sich unmittelbar die Kepler’sche Bewegung, wie sie in der Natur fir die 
Planeten und Kometen um die Sonne also genihert stattfindet. Khe wir jedoch diese 
Substitution durchfiihren, ist es gegeben, zuvor eine allgemeine Erklarung der sechs 
elliptischen Bahnelemente, welche die Position eines Himmelskérpers vollstandig bestimmen, 
voranzuschicken, weil dieselben als die sechs Integrationsconstanten der Kep- 
ler’schen Bewegung auftreten. 


Dritte Vorlesung. 


Die Bahnelemente. 


Die Lage eines Planeten ist vollstindig charakterisirtt, wenn man erstens die 
Grosse und Form seiner Bahnellipse, zweitens deren Lage im Raume, drittens die 
Stellung des Planeten in dieser Bahnellipse kennt. Diese Bestimmungen werden aber 
durch sechs Gréssen, die fiir die Kepler’sche (ungestérte) Bewegung Constanten sind, 
eindeutig gegeben. Man bezeichnet diese sechs Constanten in der Astronomie als die 
Kepler’schen Elemente oder als die Bahnelemente, weil sie die Bahn vollstandig 
charakterisiren. Um diese sechs Bestimmungsstiicke einer Bahn zu erhalten, denken 
wir uns den Ursprung des Coordinatensystems in den Mittelpunkt der Sonne gelegt. Um 
die Sonne als Centrum denken wir uns nun eine Kugel vom Radius | construirt, deren 
Durchschnittspunkte mit den drei Coordinatenaxen beziiglich X, Y, Z seien. Als xy-Ebene 
wahlen wir die Ebene der Erdbahn, in ihrer mittleren Lage, die sogenannte mittlere 
Ekliptik (cf. Vorlesung 14), und denken die x-Axe nach demjenigen der beiden 
Schnittpunkte von Aequator und Ekliptik gezogen, in welchem die Sonne von' ‘der Erde 
aus gesehen zu Friihlingsanfang, d.h. am 20. Mirz, steht. Diese Richtung ,Erde-Sonne“ 
wird dann allgemein als die Richtung nach dem Friihlingspunkte Y bezeichnet, welches 
auch der Standpunkt sein mag. Von der Sonne aus gesehen steht die Erde ein halbes 
Jahr spiter oder friiher im Friihlingspunkte. Da aber, wie im Capitel der Theorie 
der Bewegung der Erdaxe gezeigt werden wird, der Widderpunkt in Folge der Pri- 
cession einer langsamen riickliufigen Bewegung auf der Ekliptik, deren Lage selbst 
veranderlich ist, unterworfen ist, so bezieht man in der Bahnrechnung, um einen be- 
stimmten Ausgangspunkt zu haben, die Elemente im Allgemeinen auf das sogenannte 
y»mittlere Aequinoctium“ des Beobachtungsjahres, welches nur durch Siaicular- 
glieder bedingt ist im Gegensatze zum wahren, das ausser den sicularen noch die 
periodischen Glieder enthalt (cf. Theorie der Bewegung der Erdaxe, Vorlesung 14). 
Man bezieht dabei auf das Aequinoctium des betreffenden Jahrzehnts, wenn die Beob- 
achtungen in verschiedenen Jahren liegen, aus welchem Grunde das Berliner Jahrbuch 
ausser den Sonnencoordinaten des Jahresanfanges auch noch ihre Reductionen auf den 
Anfang eines Jahrzehnts giebt. 

Es zeigt nun die #-Axe unseres Coordinatensystems nach dem Widderpunkte, die 
y-Axe, senkrecht zur #-Axe, liegt in der Ekliptik, die z-Axe zeigt also nach dem 
Nordpol der Ekliptik. Die Ebene SX Y (cf. Fig. 4) bezeichnet mithin die Ebene der 
Erdbahn. Der Sinn XSY entspricht der Bewegung der Sonne in ihrer scheinbaren 
Bahn am Himmel (directe Bewegung) oder, vom Siidpol aus gesehen, der Bewegung 
eines Uhrzeigers. 


Die Bahn irgend eines Objectes, welches sich gleichfalls um die Sonne bewegt, 
jedoch in einer etwas gegen die Ekliptik geneigten Ebene (wie es bei den Planeten 
Fig. 4. 


der Fall ist), schneidet 
somit die Ekliptik in 
der Linie S.A, der so- 
genannten Knoten- 
linie, indem der 
grésste Kreis, in wel- 
chem die Planetenbahn 
die Kugel vom Radius 1 
schneidet, beziiglich AB 
sei. Der Winkel dieser 
Knotenlinie S.A mit der 
Richtung nach dem 
Widderpunkte, wird 
die , Lange des auf- 
steigenden Kno- 
tens“ oder auch kiirzer 
einfach ,der Knoten“ 
genannt und mit $23 be- 
zeichnet. Der Schnitt- 
punkt von Ekliptik und 
Planetenbahn aber 
heisst der ,. Knoten- 
punkt“ und wird in 
der Figur haufig gleich- 
falls mit £3 bezeichnet, 
was zu keinerlei Ver- 
wechselungen Anlass 
geben kann. Da nun 
aber jeder Planet oder 
Komet bei jedem seiner 
Umliufe um die Sonne 


_ die Ebene der Erdbahn 


zweimal passiren muss, 
einmal, wenn er von 
stidlichen zu nérdlichen 
heliocentrischen Brei- 
ten gelangt, das andere 
Mal, wenn er von nérd- 
lichen zu __ siidlichen 
libergeht, so hat man 
auch zwei Knoten- 
punkte zu unterschei- 
den, wobei man den 
erstgenannten Schnitt- 


punkt der Ekliptik mit der Bahn als den ,aufsteigenden Knoten* (42), den zweiten 
hingegen als den ,absteigenden Knoten“ (99) zu bezeichnen pflegt. Dementsprechend 
unterscheidet man auch die Linge des aufsteigenden Knotens von der Linge des ab- 


prada 


steigenden Knotens. Der Neigungswinkel ferner zwischen der Planeten- oder Kometen- 
bahn und der Erdbahn wird nach allgemein eingefiihrtem Gebrauch mit ¢ bezeichnet. 
Sobald 83 und é gegeben sind, ist die Lage der Bahnebene im Raume mithin vollstandig 
bestimmt. 

Um die Lage des Planeten in seiner, Bahnebene zu bestimmen, braucht man 
zwei weitere Bestimmungsstiicke. Zieht man nimlich von der Sonne nach demjenigen 
Punkte der Bahn, in dem der Kérper der Sonne am niachsten steht, dem sogenannten 
»Perihel* P, eine Linie, welche unsere Kugel vom Radius 1 um die Sonne im 
Punkte P, schneiden mége, dann bezeichnet man die Summe der zwei Winkel 
XSA und ASP, als die ,,. Linge des Periheles“ z, so dass also: 


z—-& +o 


ein gebrochener Bogen ist, der in der Ekliptik vom Frithlingspunkte Y bis zam Knoten 
8 und von da weiter in der Planetenbahn bis zum Perihel gezthlt wird (Fig. 4 u. 5). 
Es fehlt jetzt, damit nicht bloss die Lage der beschriebenen Bahn, sondern die 
Lage des Gestirnes im Raume vollstiindig bekannt werde, nur noch eine Angabe tber 
den Punkt der Bahn, in welchem sich der Kérper zu einer gegebenen Zeitepoche 
befunden hat: die Angabe der Zeit des Periheldurchganges T, die bei Kometen stets 
gewihlt wird. Bei Planeten 
giebt man auch ein anderes 
Bestimmungsstiick. Denkt 
man sich dazu von der Sonne 
nach dem Planeten, der sich 
@ it PPerihe) Zur Zeit ¢ irgendwo im Raume | 
befinde, in dieser beliebigen 
Lage eine Linie gezogen, so 
wird der grésste Kreis auf 
der Kugel, indem die Bahn- 
ebene die Kugel schneidet 
(in der Figur durch AB reprasentirt), durch diese Gerade in Punkt P; geschnitten. 
Man bezeichnet dann den Winkel P, SP; als die wahre Anomalie, v, des Planeten. 
Die beiden Gréssen x und v wiirden nun die Lage des Planeten geben. Man zieht es 
aber vor, an Stelle von » die mittlere Anomalie UM als zweites Bestimmungsstiick 
der Lage des Planeten in seiner Bahn neben a zu geben, die direct bekannt ist, wah- 
rend v, wie wir sehen werden, aus M berechnet werden kann (Fig. 6). Man denkt 
sich einen Hilfsplaneten, der vom Perihel zur selben Zeit ausgehend wie der wirkliche 
Planet, die Sonne in einer vollstaéndigen Kreisbahn vom Radius 1 mit derselben Um- 
laufszeit und mit gleichformiger Geschwindigkeit umkreist. Der in einer beliebigen 
Zeit t von diesem idealen Planeten beschriebene Winkel If ist also allgemein gegeben 
durch: 


Fig. 6. 


Aphel 


M=at+, 
wo a und b zwei zu bestimmende Constanten. Steht nun der Planet in seinem Perihel, 
so ist, indem t die Perihelzeit: 
a0 


also: PY HEN EAHK 


Nach einem totalen Umlauf ist die Zeit allgemein um Bs der Winkel M um 27 ge- 
n 


wachsen, wenn » die durchschnittliche Winkelbewegung in der Zeiteinhett des mittleren / 
Sonnentages, d. h. die ,mittlere taigliche Bewegung“ bedeutet. Dann also ist: 


20 
aay ie 
a + ae + b= 2m, 
also: ae yn 
n 
deh. : a=+ n, 
bi == — nt 
also: M = at + b = » (¢ — rt): 


Dieser Winkel, den der ideale Planet mit constanter Geschwindigkeit in der Zeit 
(t —t) beschrieben hat, ist es, den man als die mittlere Anomalie M bezeichnet, 
mit deren Hiilfe man dann, wie wir sehen werden, durch Auflésen der Kepler’schen 
Gleichung die sogenannte excentrische Anomalie # bestimmt, aus der sich unmittelbar 
die wahre Anomalie v ergiebt. Man sieht, dass, wihrend der wirkliche Planet einen 


ganzen Umlauf macht, d. h. wahrend der Zeit der Hiilfsplanet den Winkel 


aS -n = 22,4. h. seine ganze Bahn beschreibt, da der Radius des Kreises = 1 an- 
genommen wurde. Da die Umlaufszeiten beider Planeten, des wirklichen und des 
fingirten, gleich sind, der erstere sich aber mit seiner stetig veranderlichen Geschwindig- 
keit gemiss dem zweiten Kepler’schen Gesetze im Perihel schneller, im Aphel langsamer 
um die Sonne bewegt, so wird der wahre Planet anfangs dem idealen vorauseilen 
(weshalb wir in den Figuren v > UM gezeichnet haben), dann aber im Aphel wieder 
mit ihm zusammentreffen, hierauf hinter ihm zuriickbleiben, bis nach einem gemeinsamen 
Umlaufe beide Planeten gerade in den Perihelien P und P, wieder zusammentreffen. 

Aus dieser Vorstellungsweise geht auch die Unterscheidung der allgemein gebrauch- 
lichen sogenannten mittleren Lange und wahren Lange hervor. Wahrend man, 
wie aus dem Vorhergehenden ersichtlich, die vom Perihel gezaihlten Winkel all- 
gemein Anomalien nennt, bezeichnet man herkémmlicher Weise die vom Widder- 
punkte aus in der Ekliptik bis zam Knoten und von da weiter in der Planetenbahn ge- 
zihlten Winkel als , Lingen“. Man versteht demnach unter 

&+oa+v=2+¢=>=w 
die wahre Linge in der Bahn (d. h. die Linge des wahren Planeten), und unter 
Ss+ta+t+tMa=nrz+U=—L 

die mittlere Lange in der Bahn (d. h. die Linge des mittleren Planeten). Die 
Grdésse joe eee 
_ nennt man das Argument der Breite, w und LZ sind also gebrochene Bogen ebenso wie 7. 

Legt man schliesslich noch durch Punkt Z, in dem die Kugel die ¢-Axe schneidet, 
und durch Punkt P;, in dem der Radius vector, d. h. die Linie von der Sonne nach 
dem wahren Planeten, die Kugel schneidet, einen gréssten Kreis, der die Ekliptik im 
Punkte C schneide, so ist P;Z die Poldistanz des Planeten, an deren. Stelle man jedoch 
_ ihr Complement P; C = 90° — P;Z einfiihrt. Man nennt diesen Winkel die helio- 
' centrische Breite des Planeten und bezeichnet dieselbe mit b. 

Die Entfernung des Fusspunktes des spharischen Lothes b vom Frihlingspunkte 
hingegen bezeichnet man als die heliocentrische Linge 1, des Planeten, die also in 
der Ekliptik gezihlt wird und nicht zu verwechseln ist mit der Linge in der Bahn, 


deren man zwei unterscheidet, eine wahre und eine mittlere. 
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Nachdem durch 8 und é die Lage der Bahnebene im Raume, durch w und M 
resp. t die Lage des Objectes in seiner Bahn eindeutig bestimmt ist, eriibrigt es nur 
noch, zu erwahnen, dass die Gestalt und die Dimension der Bahn durch die halbe grosse 
Axe der Bahn, a, und die Excentricitét e, bei Kometen durch den kleinsten Radius 
vector, d. h. den Perihelabstand g und die\Excentricitét bestimmt wird. Dabei fiihrt 
man aber in der Astronomie an Stelle der linearen Excentricitét die sogenannte nume- 
rische Excentricitét ein, d. i. die erstere dividirt durch a. 

Zum Schluss sei noch erwaihnt, dass man die mittlere Anomalie If in der Regel 
durch die sogenannte ,mittlere Lange der Epoche* ¢ ausdriickt, die nichts Anderes 
ist als die Linge des Hilfsplaneten zur Anfangszeit. Man erhalt. dieselbe also, indem 
man die mittlere Linge a + n(t— 1), welche fiir verschiedene Zeiten verschiedene 
Werthe hat, fiir die Anfangszeit { = 0 nimmt: 


EG HT, 


Die Grésse € bezieht sich also nicht auf die Perihelzeit tr, sondern auf die Anfangszeit 
und hat somit eine bestimmte geometrische Bedeutung. Durch die sechs Bahnelemente: 


(2 94 & ()» () 


ist also die Lage des Planeten im Raume zur Zeit ¢ vollstandig bestimmt. 

Bei den Kometen tritt die Nothwendigkeit ein, bei Angabe der Bahnelemente den 
Sinn der Bewegung anzugeben. Dieser ist entweder so wie bei der Erde und den 
bis jetzt bekannten Planeten, bei welchen die heliocentrischen Langen mit der Zeit 
wachsen, und dann nennt man die Bewegung direct; oder die heliocentrischen Lingen 
nehmen fortwihrend ab, und der Komet ist retrograd. Im ersteren Falle pflegt den 
Elementen des Kometen wohl ein blosses D, im letzteren ein R hinzugefiigt zu werden, 

Ausserdem ist es scit Gauss auch gebrauchlich. geworden, die Bahnen retro- 
grader Kometen als Bahnen mit stumpfem Neigungswinkel gegen die Ekliptik gu be- 
zeichnen. Ware z. B. bei emem Kometen i = 30°, Bewegung retrograd | angegeben, 
so kann man beide Umstinde in der Angabe 4 = 150° vereinigen; nur muss. dann 
gleichzeitig 2— 3 in 360° — (m— £2) verwandelt werden, da bei der Alteren Zahlungs- 
weise der Winkel 7 — &{ im Sinne der Lingen gezihlt wird, also. fiir eine Bahn, deren 
@ gerade durch 90° hindurchgeht, plétzlich das Vorzeichen andert, wahrend dagegen bei 
der neueren Zihlungsweise 7 — §& stets in dem Sinne der Bewegung _ des Radius 
vectors in der Bahn gerechnet, jene Discontinuitit bei i = 90° also nicht mehr vor- 
handen ist. 

Dieser Gebrauch, die Neigung ¢ von 0 bis 180 durchzuzihlen, ist jetzt’ der vor- 
herrschende. 


Vierte Vorlesung. 


Die Kepler’sche Bewegung in Kegelschnitten um die Sonne. 
Die Ellipse. 
Wir wollen die Integration zunichst fiir die Ellipse ausfiihren, da dieselbe fiir die 
tibrigen. Bewegungen typisch ist.. Wenn wir in den in der zweiten Vorlesung ab- 


geleiteten allgemeinen Integralausdruck, welcher die Gleichung der Bahncurve bei einer 
beliebigen Centralbewegung reprisentirte : 


Pega Ye. 
SYS 0 Se de ee de ee ato LY 
r2 Aimee ae es 
C? m CY r? 


an Stelle eines beliebigen Kraftgesetzes das Newton’sche Gravitationsgesetz ein- 
fiihren, also: 


k2(1,+ m)m 
S(r) ae ( 2 ) ? 
k? (1 m)m 
rs ra oe ee 2 = 
setzen, so folgt zunichst: 
5 dr ee ea 7d 1202) 
y? Co 4 2 ke? ( = m) — Lo 
CO? pee Tr. 73 
oder, wenn man 1 
: eS & 
= 
lso: 
a ye dr = — at, 
ae 
setzt, auch: 
1/ & 2h? + a), ; C, , k* (1+ m)? k2(1 +m)? 
2 si on x Ge at Ce oa E an OF | 
Setzt man jetzt: k2 (1 
j ee ate Zu 
C, kt ie zs 0 ae 
Ga ae 
so folgt: d > 
a AV ahs 2 See pig ead (3) 


Bezeichnet man die Integrationsconstante mit 2, da sich dieselbe, wenn man’ 
unter ® die ,wahre Linge des Himmelskérpers in der Bahn“ (cf. Vorlesung 3) ver- 
steht, nachher ‘als die in der dritten Vorlesung definirte und mit  bezeichnete ,Perihel- 
lange“ herausstellen wird, so ergibt sich durch Integration: 

o — x = are cos as 


Me 


also: (ii. ay = a cos (# — a). 


Durch Hinsetzen erhalt man mithin: 


1 k2 (1 Co kt (1 mn )2 
sae ee rae cos (# — 2) 


ae OF 
oder: | __# ue é m) C, 
1. [ -b 1+ (1 mp cos Gi — 7)|: 
Setzen wir nun: — ; C, ere CC Be 
ae nie kt (1 + m)2? 
also: ie Cy CY 


kad. + k¢ (1 + m)2? 
4* 


eo gg BS 


so wird: J k2(1--+ m 
= oo 44.4 ecos (# — 2)}, 
oder: 
C2 
ay ears) 
ae. ee lll 
"= T + eens ( — a)” % 


Aus der analytischen Geometrie setzen wir als bekannt voraus, dass dies die Polar 
gleichung eines Kegelschnittes ist, der, wenn e < 1, eine Ellipse reprasentirt; 
wenn e = 1, eine Parabel; wenn e > 1, hingegen eine Hyperbel. 

Nun war allgemein [cf. Gleichung (12) S. 18], 


Pee ee 


Fir das Newton’sche Gesetz ist demnach: 
1 
awe’ Gee 46 


Geht die Bahn ins Unendliche, d. h. wird r unendlich, so wird: 


ee VC. 
Wenn (, negativ ist, so kann der Kérper sich offenbar nie ins Unendliche entfernen, 
da sonst die Bahn imaginar wiirde, es wird dann also eine Ellipse beschrieben. Wird C, 
Null, so wird g allmalig Null, d. h. die Bahn geht ins Unendliche, und im Unendlichen 
nimmt die Geschwindigkeit bis Null ab. Das ist bei der Parabel der Fall. Ist schliess- 
lich C, positiv, so ist auch die Geschwindigkeit g noch im Unendlichen reell; und um- 
gekehrt, kommt ein Komet mit endlicher Geschwindigkeit aus dem Unent so wird 
seine Bahn eine Hyperbel sein. 
Aus Fig. 7 folgt, dass fir 9 — 7 = v= 0: 


fiem pena (We), 


also: OC? eT ge oe 
el eae) ae 
oder: C? 


k2(1 + m) er 
wird. Eingesetzt folgt die Ellipsengleichung in ihrer gewéhnlichen Form: 
ince a(1 — ¢) — 
1 + ecos (vw — 2) 1 + e¢osv 
wobei die durch den Brennpunkt gehende, auf der grossen Halbaxe senkrechte halbe 
Sehne p der Parameter der Ellipse genannt wird. Die Relation (5) ist also der 
allgemeine Ausdruck fiir das erste Kepler’sche Gesetz, welches besagt, dass 
sich die Planeten um die Sonne in Ellipsen drehen, in deren einem Brenn- 
punkte die Sonne steht. 
Um die Beziehung zwischen der Zeit und dem Orte des Planeten in seiner Bahn 


festzustellen, haben wir den am Schlusse der zweiten Vorlesung abgeleiteten allgemeinen 
Integralausdruck; 


dr 


t= a 
eT: | 


| 


m | ie 


- 
fiir das Gravitationsgesctz zu lésen. Dazu fithren wir cine Hiilfsgrésse H ein, mittelst 
der Gleichung: 


Lah & Gg is 
r =a (1 — ecos E), 


oder: C, 7? = C,a2 (1 — cos E)*. 
. ° 2 
Es war aber: yee ee mesg, hermit, pth a> so haitenc (R) 
Fir v = 180° wird: r= SA=—a(l+e); 
2 
aus eee ae 
folgt aber: ee ae tdi Cae emer eo 
also durch Division von (7) und (8): 
ele eK) 
Cy i 
oder: k2(1 + m) 
ome. 
also: C,r? = — k? (1 + m) a (1 — eos E)?, 
oder: 
Cr? = — k2 (1 + m)a + 2h? (1 4 m) ae cos E — ke? (1 + m) ae? cos E?, 
weiter ist: 


2h? (1 + m)r = 2h? (Lf + mya — 2k2(1 + m) ae cosk 
— G@=>—kP(1+m)a+ kh (1 + m) ae 
Addirt folgt: 
Cyr? + 2k? (1 + m) vr — C2? =k? (1 + m) ae? sin E?, 


ee Cyr? + 2k (1 + m)r— CF = ekV1I + mVa sink, 
also, da dr =aesnEdkE 
ist, auch ie ane cos E) ae snEdE 


ekV1 +m Ya sinE 

Integrirt folgt: a? | 

¢— ————— (H—esinE)+C +--+ ++ s+ « + 

kyl + m Va ( ) (9) 

-wobei sich die Integrationsconstante C auf den willkiirlichen Anfang der Zeit bezieht. 
Man erhilt also die Gleichung, wenn man als Anfangszeit die Perihelzeit ¢ wahlt: 


k(t —vt)yl tee Ue es 


Z — esin E. 
ale 
Setzt man: 
epee ee ee es. (0 
aie 
so wird: OAC — 2) a =e se Be (11) 


Dies ist die sogenannte Kepler’sche Gleichung, welche eine Beziehung zwischen der 
excentrischen Anomalie H und der mittleren Anomalie M giebt. Die Grésse m ist 
mithin die in der dritten Vorlesung eingefiihrte mittlere tagliche Bewegung, fiir 
die wir jetzt den analytischen Ausdruck gefunden haben. 

Man kann die Kepler’sche Gleichung indess auch ohne Zuhiilfenahme des Gravi- 
tationsgesetzes direct aus der Fig. 7 ableiten, wobei sich die geometrische Bedeutung 
der excentrischen Anomalie EZ ergiebt, die wir in der vorhergehenden Ableitung, ohne 
sie naher zu definiren, einfach als Hiilfsgrésse eingefiihrt haben. 


Dazu denken wir uns tiber der grossen Axe AP, (gleich 2a) der Bahnellipse, die 
in C ihr Centrum, in § den von der Sonne eingenommenen Brennpunkt hat, emen Kreis 
vom Halbmesser a beschrieben; ferner. be- 
finde sich der diese Ellipse beschreibende 
Planet in y. Verlingert man nun das zur 
erossen Axe gefallte Perpendikel xy, bis 
dasselbe den Kreis in py schneidet, und zieht 
die Linie Cp, so ist der Winkel pCP die 
excentrische Anomalie #, wihrend der Winkel 
y Sa die wahre Anomalie v vorstellt. Zieht 
man noch Cy, so ist offenbar der Kreissector 
 CpP gleich dem = 
Sectors aus dem Centrum Cy P, wenn die 
halbe kleine. Axe CQ = b gesetzt wird, 
denn sowohl 


Fig. 7. 


fachen des elliptischen 


Segment xp P und Segment xy P, als auch A Cpw und ACyz 
verhalten sich wie @: 6b. Es miissen daher auch die Summen: 
Segment epP + ACpa und Segment ryP + ACya 


in demselben Verhiltnisse stehen. Man hat also: 


2 
© (Sector SyP + ACyS) = ee - 6s oe el ei) 
Es ist aber ferner Sector Sy P = 1/5 kt. Vp 4 yl + m, wenn seit dem Perihel 
die Zeit ¢ verflossen, und da p = we 


eee oe 2 
> Sector SyP = 1k. ya : yl +mt= + M, 


wobei , 
M = ky1 + m be 
ae 
Ferner ist: 
A Cys =15 Co ee — ae x 8 <x px = abe sin EL. 


Durch Substitution in (12) erhalt man die Kepler’sche Gleichung: 
E—,esmE= Ms. J # . i . 


M, die mittlere Anomalie, ist also ein Winkel, welcher mit EH gleichzeitig 0, 180°, 
360° u. s. w. wird. Da aber nach Fig. 7 v diese Werthe gleichzeitig mit E erreicht, 

so folgt hieraus, dass auch v und M gleichzeitig 0, 180°, 360° u. s. w. werden. 
Andererseits ist aus der Definition von M— nt + ¢ — @ ersichtlich, dass dieser 
Winkel der Zeit proportional wachst. Man kann daher die mittlere tigliche Bewegung 
gk yl + m 


; = const. 
a2 


auch als die Zunahme der mittleren Anomalie in der Zeiteinheit bezeichnen. Denkt man 
sich einen fingirten Planeten die Sonne in einer Kreisbahn mit der constanten Winkel- 
geschwindigkeit m durchlaufen und nimmt an, dass im Augenblicke des Periheldurchganges, 
der wirkliche und der fingirte Planet, von der Sonne aus gesehen, zusammenfallen, so fallen 
sie abermals zusammen, wenn der Planet sein Aphel A erreicht, wenn er zum Perihel P 


Cat RCS age 


zuriickgekommen’ ist u. 8. w. Es ist also, wenn wir mit 7 die Umlaufszeit des Planeten 
(die Zeit von einem Periheldurchgange zum nichsten) bezeichnen: 


i TE 
- Betrachtet man noch einen zweiten Planeten, den wir durch den Index ’ bezeichnen, 
so besteht die. Relation: Ti nls Bait 


oder, wenn man m durch seinen Werth ersetzt: 


kV1 a mp ee nt T’, 
ar a 
oder: e %) 3g 
. i Z eee. (L a) 


yl +m Yl 4+-m’ 

Das ist das ,verbesserte dritte Kepler’sche Gesetz.“ Vernachlassigt man 
die kleinen Planetenmassen m und m', so folgt hieraus das dritte Kepler’sche Gesetz in 
der von Kepler gegebenen Form: 
ie ie Near OP saa ig th iss) bigs 2 CLD) 
die also nur naherungsweise richtig ist. 

Man driickt dasselbe gewéhnlich wie folgt aus: Die Quadrate der Umlaufs- 
zeiten verschiedener Planeten verhalten sich wie die Cuben ihrer grossen 
Halbaxen. gy 

Das zweite Kepler’sche Gesetz folet unmittelbar, indem man in der allgemeinen 
Form des Flichensatzes, wie er fiir jede Centralbewegung erfiillt ist (cf. Vorlesung 2): 


ad 
2 —_ = Me aeteal es Wrarldiree ren ainiCLO 
Yr at C, ( ) 
an Stelle der Constanten C, ihren fiir das Gravitationsgesetz giiltigen, bereits abge- 
leiteten Werth: Ce? 
1 


k2(1-+ m) 
d. ha: CG = VeRO +m Ya —e) = Ye Val —e) 
einsetzt, und in denselben noch den Parameter p: | ' 


p =a (1 — e) 


C= Ver = kVp +m), 

Iso: a 

= pS =k Dee Ht) =="COUSONS <2 ow ss a > (AT) 
der Ausdruck fiir das zweite Kepler’sche Gesetz, welches besagt, dass der von 
der Sonne nach dem Planeten gezogene Radius vector in gleichen Zeiten 
gleiche Flachenriume bestreicht. Der friiher allgemein definirte Ausdruck der 


Flachengeschwindigkeit wird somit fiir das Gravitationsgesetz 


= !/,kVp(1 + m). 
Mit Hiilfe des zweiten Kepler’schen Gesetzes lasst sich der Werth der Gauss’- 
schen Constanten & bestimmen. Da nach dem Friiheren ; 
r2d3 = 2d (Sector), 
wobei ,d Sector“ im Sinne von Vorlesung 2 die in der Zeit dt beschriebene unendlich 
kleine Dreiécksfliche bezeichnet, so ist: 


= a(1 — e?), 


einfiihrt. So folgt: 


2 x Sector 


tVp (1 + m) ‘ 


Setzt man fiir ¢t die Zeit eines Umlaufes in der Bahnellipse, so hat man an Stelle des 


See pO ee 


Sectors die Ellipsenflache aba zu setzen und erhialt so fiir die Gravitationsconstante den 
Werth; 


‘ 3 
wes 2math. |) (18) 
TY1+m 

Wihrend sich das erste und zweite Kepler’sche Gesetz auf einen Planeten fiir 
sich bezieht, stellt das dritte eine Beziehung zwischen verschiedenen Planeten fest. 
Und alle drei Gesetze gelten, um das nochmals hervorzuheben, streng nur fiir das Zwei- 
kérperproblem, also unter der Voraussetzung, dass die Massen der iibrigen Planeten 
Null sind, sowie dass das dritte Gesetz verbessert wird. 

Stellen wir die Kepler’schen Gesetze der Uebersicht halber zusammen, so erfolgt 
also zunichst die Bewegung eines Himmelskérpers in einer Ebene, die durch den 
Mittelpunkt der Sonne geht, wie zu Beginn der zweiten Vorlesung gezeigt wurde. In 
dieser Ebene bewegen sich 

1. die Planeten in Ellipsen, in deren einem Brennpunkte die Sonne steht. Der 
mathematische Ausdruck dieses Gesetzes ist durch die Ellipsengleichung gegeben: 


Pp 

Rp ay ie te i (19) 

wabrend hingegen die Kometen ausser elliptischen auch noch hyperbolische, zumeist 
aber gendhert parabolische Bahnen beschreiben. 

2. Beschreiben die von der Sonne nach dem Planeten gezogenen Radien vectoren 
der Zeit proportionale Flachen; mit anderen Worten, die in einer und derselben Bahn 
beschriebenen Flachen verhalten sich wie die Zeiten, in denen sie beschrieben werden. 
Bezeichnet also F' die vom Radius vector in der Zeit (f — t)) beschriebene Flache und 
7’ die Umlaufszeit, so beschreibt der Radius vector in der Zeit 7 die’ ganze Flache der 
Ellipse aba, in der Zeit t — t, also die Flache: 


F = aba", : 4 
da sie der Zeit proportional durchlaufen wird, oder, bei Einfiihrung der Werthe yon 
b= a yl — e 
p= a(l — ¢), 
auch 
F=axyl—e foal 
oder: 


B= ota fp SG ee es 20) 


was auch der Ausdruck des zweiten Kepler’schen Gesetzes ist. 

Die friiher fiir dasselbe aus dem Gravitationsgesetze abgeleitete Differentialformel 
kann man auch gewinnen, indem man in diesen letzteren Ausdruck den aus dem dritten 
Kepler’schen Gesetze: 

ee eae lp 
T2(1 + m) 


fiir T folgenden Werth substituirt. Dadurch erhalt man die Umlaufszeit Z eliminirt 
und die Fliche direct geometrisch ausgedriickt: 


ie ee ee 
Fi. — ed: (i = to). 


2 


Durch Differentiation folgt hieraus: 


an. — *Ve Vi+m — dt. 


meet at = 1g oe = Ik Vp yl + m =const . . . . . (21) 
das zweite Kepler’sche Gesetz in Form des eigentlichen Flachensatzes. 

3. Verhalten sich bei zwei verschiedenen Bahnen die in gleichen Zeiten beschrie- 
benen Flachen wie die Quadratwurzeln aus den Parametern, oder die Quadrate der 
Umlaufszeiten wie die Cuben der grossen Halbaxen. Analytisch findet dies Gesetz 
seinen Ausdruck in folgenden verschiedenen Formen: 


Dee ed Pr 8 me ta Posie ia tS a's! se, an» | (22) 
Oder: 9 3 
(1 + m)T A a 
ae k? 


Oder, bei Hinfiihrung der mittleren Winkelbewegung m in einen mittleren Sonnentag, 
d. h. der Zunahme der mittleren Anomalie in der Zeiteinheit: 

age Me ee, A) 
In allen diesen verschiedenen Formen findet das dritte Kepler’sche Gesetz seinen Aus- 
druck. 

Mittelst desselben kann man die bereits aus dem zweiten Gesetze abgeleitete 
Gauss’sche Constante gleichfalls ableiten. Multiplicirt man nimlich den fiir das ganze 
System nach dem dritten Gesetze bestehenden Ausdruck: 

a3 a8 q'’3 
P+ m 2am) T?20+m’) 
mit 472, so bleibt der so entstehende Werth auch constant und diese fiir jeden 
Planeten constante Grésse ist eben die von Gauss in die rechnende Astronomie 
eingefiihrte Gauss’sche Constante: © 


= == const. 


472 a8 
Seen re ee SP Tih ee we a COB 
T? (1 + m) 2) 
Die Dimension dieser allgemeinen Gravitationsconstante ist offenbar: 
; , (ee (Linge) : - (96 
hi haa Zeit < (Masse)’* (26) 


d.h. der numerische Werth von k hingt von Zeit-Langen-Massen-Kinheit ab. In den 
numerischen Rechnungen spielt fast nur logbrk eine Rolle; der von Gauss in der 
Theoria motus corporum coelestium abgeleitete, in allen derartigen Rechnungen adoptirte 
Werth ist: 
logk = 8,2355814414 — 10, 

ferner ist: k = 0,017 2021 

k2 = 0,0002959 = — 

k = 8548",188; logk = 3,5500065746. 
Diese Werthe gewinnt Gauss, indem er als Lingeneinheit die grosse Halbaxe der Erd- 
bahn gewihlt, d. h. a = 1 gesetzt, die Umlaufszeit T in mittleren Sonnentagen: 

T = 365,256 3835 


und die Erdmasse m in Einheiten der Sonnenmasse: 


m= 


354710 
ausgedriickt denkt. So erhalt er: 
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log T = 2,562597 8148 

logV1 + m = 0,000 000 6122 

log 2% = 0,798179 8684 
und eben auf Grund hiervon die angefiihrten Werthe. Der von Gauss _ berechnete 
numerische Werth von & ist indess nicht vollkommen genau; man besitzt jetzt einen 
genaueren Werth fiir die Erdmasse m, als zu Gauss’ Zeit. Daher miisste eigentlich die 
Gauss’sche Constante etwas abgeaindert werden, und zwar in der sechsten Decimale. 
Um indess diese in der ganzen rechnenden Astronomie verwendete Fundamentalconstante 
nicht immer von Zeit zu Zeit, wenn man zu einer genaueren Massenbestimmung der 
Erde gelangt, abiindern zu miissen, entschloss man sich nach Leverrier’s Vorgang 
(cf. Pariser Annalen, Bd. I), & zwar als Gauss’sche Constante beizubehalten, sie indess 
etwas anders zu definiren, dadurch, dass man die grosse Halbaxe der Erdbahn etwas ab- 
andert, indem man einfach statt der wirklichen Erde eine ideale Erde, die aber auch 
die Masse m der wirklichen hat, nicht in der Entfernung a = 1 und loga = 0, wie 
es Gauss: thut, sondern in der Entfernung 

log a = 0,000 0000381 und a = 1,0000014 


um die Sonne gehend denkt. Mit diesem Werthe ergiebt sich dann wieder das der 
modernen Erdmassenbestimmung entsprechende alte Gauss’sche allgemein gebrauchte k 
der Theoria motus. 

Es eriibrigt nun noch einige wichtige Relationen zwischen den eingefihrten Gréssen 
aufzustellen. Nach dem Friiheren (cf. Fig. 7) folgt: 


Sa = reosv = acs E — CS = acosE — ae 
sy = rsinv = 2 pa = baw = ay — @.sin H 


r2 = a?(cosH — e)? + a? (1 — e?) sin HE? = a? (1 — ecos FE)? 
ry = a(l — ecosE) 

r(1 + cosv) = 2rcos1/,v2 = 2a (1 — e) cos 1/, E? 
r (1 — cosv) = 2rsin'/,v? = 2a (1 + e) sin1/, HP 


“i 


oder Yr. sin vu = yal + e) sin}/, H 
.. 
| r.cos ev = ya(l — e) cos'/, E y 
also: Vee maia eR 
ge = YE22 oye. . @ © 3, ne (28) 


durch welche Formel v aus E gefunden wird. Mittelst v ergiebt sich dann der Radius 
vector direct durch die Gleichung 
na 
1 + ecosv 
Um das Capitel iiber die Bewegung in der Ellipse zum Abschluss zu bringen, er- 
ibrigt es nur noch zu zeigen, wie die excentrische Anomalie E aus der mittleren Anomalie 
M gefunden wird. Es geschieht dies durch: 


Y = a (1 — ecos E). 


»Die numerische Auflésung der Kepler’schen Gleichung.“ 
Wir haben im Vorhergehenden angenommen, dass E sich aus M mittelst der 
Gleichung : Bene sea 


*) Bei Bahnen von grosser Excentricitiét kann man mit Vortheil diese Gleichung unter der Form , 
cos 1, E*® 
cos */, v®’ 


T— q 
wo g die Periheldistanz bedeutet, anwenden. 


Pare | geet 


ergiebt. Da diese aber nicht direct nach E auflésbar ist, so muss man E durch 
successive Annaherung bestimmen. 

Hierzu ist zunichst ein Niherungswerth von E erforderlich. Ist die Excentricitit 
e klein, so kann man in erster Anniherung HE = M setzen. 

Fiir gréssere Excentricititen gelangt man durch folgende Construction zu einem 
ersten Werthe von FE: 

-Hs sei in Fig. 8 auf der Geraden 0 X die Bogenlinge von 0° bis 180° in Inter- 
vallen von 5° oder von 10° aufgetragen und senkrecht dazu die entsprechenden Sinus, 
Ist nun die mittlere Fig. 8. 

Anomalie IM, wie es 
sich in solchem Falle 
wenigstens durch Be- 
quemlichkeit empfiehlt, 
in Graden, Minuten und 
Secunden gegeben, und 
sind die auf OX auf- 
getragenen Bégen in 
derselben Weise ein- 
getheilt und bezeichnet, 
so legt man durch einen 
Punkt dieser Linie, 
welcher die Bogen- 
linge OM = M be- cet 
grenzt, eine die Sinuslinie im Punkte y schneidende gerade Linie Myq, so dass 


1 
tangqg UX = AE 


Es ist dann die zu y gehdrige Abscisse OH die zu M gehdrige excentrische Ano- 
malie #. Denn man hat 


OE — ME =— 0 
oder E — esnE = M. 


Diese von Dubois!) angegebene Construction wiirde, ihrer unvermeidlichen 
Fehler wegen, fiir scharfe Auflésungen nicht zu gebrauchen sein. Man kann aber dieses 
Hiilfsmittel sehr bedeutend dadurch vervollkommnen, dass man auch den Differential- 


quotienten sea oder 1 — ecosE construirt, was auf dusserst einfache, kurze und miihe- 


lose Weise geschehen kann. Man braucht zu dem Zwecke nimlich nur aus dem Punkte 
MV mit dem Halbmesser e¢ in der Ordinate Hy einzuschneiden; der Schnittpunkt sei D, 
dann ist DE gleich ecos E und folglich der Abstand dieses Punktes von der mit der Ox 
parallelen Tangente an die Curve gleich 1— ecos E, d. h. der gesuchte Differentialquotient. 
Ist E’ ein geniherter Werth von £, so erhalt man einen weit richtigeren aus der Formel: 


ear 
B= + (ut — #) 


= fz ————— 
eee 1 — ecosE 

Die oben gezeigte Construction liefert also ein ausgezeichnetes Mittel, angeniherte 

Werthe zu verbessern. 
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Bei Anwendung dieser Auflésungsart nach einer in massiger Grésse gezeichneten 
Curve wird man sehr bald deren vorziigliche Bequemlichkeit zu schatzen wissen. Bei 
Doppelsternbahnen, welche wir spiter in den Kreis unserer Betrachtungen ziehen wollen, 
kann es zuweilen von grossem Nutzen sein, auch die wahre’ Anomalie schnell durch 
Construction zu finden; deshalb noch folgende Bemerkungen. Bezeichnet man nach 
Gauss mit m den sogenannten Excentricitaitswinkel, definirt durch die Gleichung 


eé = sing, 
legt dann durch Uf eine Gerade MB, welche mit O X den Winkel 90° — @ macht, so 
wird das von derselben auf der Ordinate Hy abgeschnittene Stiick BE gleich: 


V ape 
jee esin E = i sin E = — sinv. 
e a a 
Man nehme also die oben gefundene Grésse 1 — ecosEH oder = in den Cirkel 


und schneide damit von B aus in OX im Punkte F ein, so ist der Winkel BF'X selbst, 
oder sein Nebenwinkel BF'O die wahre Anomalie v. Ob v spitzer oder stumpfer 
Winkel sei, ist jedesmal leicht zu entscheiden, denn im ersteren Falle ist 


_= 1 — eco <i, 

und also: 1 —- eosH <1 — e’, 
diy hh: E < 90° — g. 
Ist dagegen: E> 90° — g, 


so ist v ein stumpfer Winkel. 

Dass man die Curve auch fiir die Anomalien im dritten und vierten Quadranten, 
die wir hier nicht beriicksichtigt haben, gebrauchen kann, und auf welche Weise, bedarf 
keiner besonderen Erliéuterung. Die Formel (29) bildet das am haufigsten verwendete 
Mittel zur Auflésung der Kepler’schen Gleichung. Man berechnet 

1 
1 — ecosE 
numerisch mit einem Naherungswerthe H’ und verbessert diesen mittelst (29), nachdem man 
E' — esinE' = M' 
berechnet hat. 

Angenommen, man habe solche Hiilfsmittel, wie die eben erwahnten, nicht zur 
Hand, so kann auch auf dem folgenden, rein rechnenden Wege eine Anniherung erlangt 
werden. Man schreibt die Kepler’sche Gleichung in der Form: 

HE=M-+ esmiE 
= M + esin(M + esin E) Paar 0) 
= M + esin{M + esin[M + esin(M + esinM +.---)]} 
nach welcher, wie man sieht, Z durch directe Rechnung bis zu einem beliebigen Grade 


von Genauigkeit zu erhalten ist. Man kann aber auch mehrere sehr brauchbare Naherungs- 
formeln aus der Gleichung (30) ableiten. Setzt man 


: 4 E 4 ae One 
sin (E — M) = sin(esin E) = esinE — |G in B® + 75 sm BP... 
und erlaubt sich dann fiir die mit den friiheren Potenzen von e multiplicirten Gréssen 
sin E?, sin H* u. s. w., sin M2, sin M4 u. s. w. zu setzen, so erhalt man / 


cotg E = coty [2 i sees) 


sin 2 ML a 


ee, Paneer 


eine Formel, welche nicht nur bei der vorauszusetzenden Gewdhnung an den Gebrauch 
der Summen- und Differenzlogarithmen sehr bequem ist, sondern auch fiir die bei Pla- 
neten bis jetzt iiberhaupt bekannten Excentricititen einen hohen Grad von Anniherung 
gewahrt. Auch kénnen die Zech’schen Tafeln fiir Summen- und Differenzlogarithmen 
gugezogen werden. 
Es sei: sin 2 M 
log St OE Vea 
2 sin (e sin I) 

Ist nun z. B. A positiv, so suche man in den Zech’schen Tafeln fiir Subtraction die 
za A, welches man als ein Argument der Tafel betrachtet, gehérige Zahl; diese sei B, 
so wird: 


A. 


logtg HE = logtg M + B. 
Kin in der Theoria motus corporum coelestium art. 13 behandelter Fall soll hier 
zur Erlauterung nach dieser Regel behandelt werden. Es ist daselbst M == 332° 28'54",77, 
e = 0,2453162, loge — 9,3897262. Die der Bequemlichkeit halber mit fiinf Stellen 
gefiihrte Annaherungsrechnung gestaltet sich wie folgt: 


log sin M — 9,66467, log sin 2 M —= 9,91355, logtg M — 9,71862y 

log (e in Min.) = 2,92601 Clog sin (esin M) = 0,94653 B = 0,14028 

esin M in Min. = 389,65 log 1/4 == 9,69897 logtg H = 9,85710, 
A = 0,55905 - E = 324915',63 


Die fiir H gefundene Annaherung ist hier um weniger als eine Minute fehlerhaft. 

Hat man so auf irgend eine Weise einen Naherungswerth von F erhalten, so ver- 
bessert man denselben allgemein mittelst der Formel (29). Man kann sich hierbei zur 
Berechnung von 1 — ecos# mit Vortheil der Additions- resp. Subtractionslogarithmen 
bedienen. Man setzt dieses Verfahren so lange fort, bis die Rechnung stehen bleibt, 
d. h. keine Verbesserung von H mehr méglich ist. 

Zur Verbesserung des oben gefundenen Zi’ z. B. hatte man folgende Rechnung 
durchzufiihren : 


log sin HE’ = 9,766488, E'! = 324° 15'37",80 
log (e in Sec.) = 4,704151 esin EF’ = — 812! 35".54 
esin EB’ = — 29555"54 M’ = 332° 28’ 13",34 
"= — 8°12! 35,54 M = 332028! 54",77 
u—M= 41",43 

1 
ae = 0,09643 
log gr = 0,09061 C 09643 
log £ = 0,61027 log 41,43 == 1,61731 
0,70088 log Corr. = 1,71374 


Corr<vom fF == 51,73. 


Der verbesserte Werth von E wird 324°16'29,53” werden; die Genauigkeit desselben 
lasst sich mit sechsstelligen Logarithmen nicht mit Sicherheit tiberbieten. 

Bei einem anderen von Gauss eingefiihrten Verfahren fiihrt man schon die Sub- 
stitution fiir den Werth von der unbestimmten Form H = E’ + 2 aus, wodurch, wenn 
die Correction x eine sehr kleine Grésse ist, eine lineare Gleichung fiir diese Ver- 
besserung gewonnen wird. Um die letztere in Secunden ausgedriickt zu erhalten, ent- 
nimmt man den Logarithmentafeln mit dem log sin EL’ auch noch dessen Aenderung fiir 
jede Secunde, ausgedriickt in Einheiten der letzten Stelle, desgleichen bei dem Auf- 
-schlagen von dem in Secunden auszudriickenden esin E’ die Aenderung des Logarithmus 


eee 
fiir jede Einheit dieser Zahl. Es sei nach Gauss’scher Bezeichnung die erste Aenderung 
, 4 
gleich 4, die zweite gleich uw, so wird esin(EH’ + x) = esin HE’ + =* wobei das obere 


Zeichen fiir den ersten und vierten, das untere fiir den zweiten und dritten Quadranten 
zu wiihlen ist. Man hat also: 
: Ax 
E' + «= M+ esin(H' + 2) = M+ esinE' + ah 


oder: antl ig 
wpa 


und demnach den verbesserten Werth EZ’ + a aus der Formel: 


(M + esinE' — E’), 


; A 
E'+a2=M-4 esinE' + ——, (M + esinE' — E’). 
uA 
Bei Anwendung dieses Verfahrens auf den obigen Niherungswerth E’ = 324915'37".8 
wiirde man auf folgende Zahlen kommen, A = 2,92, wu = 14,70, verbesserter Werth von 
2,92 


E = 324°16'19",23 + Ti78 * 41"43 = 324916'19".23 + 1027 = 3249162950; 


mit der Auflésung in der Theoria motus corp. coel. ganz tibereinstimmend. 

Zum Schlusse dieses Capitels wollen wir noch zeigen, dass die sechs Inte- 
grationsconstanten der Kepler’schen Bewegung thatsachlich mit den sechs 
Bahnelementen, wie am Schlusse der zweiten Vorlesung gesagt, identisch 
sind. In der zweiten Vorlesung haben wir gesehen, dass 


dt dt : 

2 dae ee ee 
dt dt 4 

Pg al ben ‘ 
dt dt ? 


ist. Die Constanten ¢,, ¢,, ¢; der Gleichung fiir die Bahnebene des Planeten: 


G2 + OY + Ge = 0 
sind ferner nach dem friiher Gesagten offenbar die doppelten Projectionen der Flachen- 
geschwindigkeit 


F= '5k Vp (1 + m) 
auf die drei Coordinatenebenen wy, x2, yz. Es ist also, wie direct ersichtlich, zunichst: 
¢, == 2) Bicosa: é 
Die Projection von 2F auf eine Ebene, die durch die Schnittlinie der Bahnebene 
mit der wy-Ebene geht und auf dieser letzteren senkrecht steht, ist 2F sini; also 
die Projection auf die xz-Ebene ; 
C = — 2Fsinicos 82. 
Die Projection schliesslich auf die yz-Ebene wird: 
¢; = 2Fsinisin 8. 
Die Gleichung der Planetenbahnebene wird daher: 
£cost — ycos 8 sint + xsinSisni =O. . . . «. « « (82) 
/ 


Driickt man den Werth von F dureh p und die Werthe von ¢,, cy, ¢; aus, so werden 
die Flachenintegrale fiir die Kepler’sche Bewegung: 


BON A 


dy da ee ; . 
a odo Vo( + m) cosi 
d 
oo eS at p(l + m)cos &sinis + ++ + + + + (83) 


dg dy 


wae aes k Vp(l + m) sin 2 sini 


J 


Die Elemente { und i sind mithin aus den drei Constanten ¢,, ¢, c; berechenbar, indem 
einfach: 


Vup cost ==10)) 
_ Vup cos §3 sint = Cy 
Vup sin 8 sini = ¢3 


wobei 
wu = k2(1 + m) 
also: 
tig Q = — ae tgicos § = — a. igisin $3 = ay 
= ‘oe C 
folglich 
Ve + ¢ 
tgi — 3 2 
C 
; (34) 
yt a ee 
je as e? 
ist. 


Die obigen Gleichungen befihigen uns also, §3, ¢ und p zu berechnen, wenn fiir 
irgend einen Moment die Masse und Coordinaten von m, sowie die drei Geschwindigkeits- 
componenten gegeben sind. Die Constanten a und e, welche bei Ausfiihrung des In- 
tegrales der Bahncurve auftraten und sich auf die Form der Bahn beziehen, sind in p 
inbegriffen. Zaihlt man den Winkel v + @ von dem Punkte an, in welchem die Pla- 
netenbahn die xy-Ebene schneidet, d.h. vom Knoten, so bestimmt die Constante @ die Lage 
der Bahn in ihrer eigenen Ebene. Schliesslich ist die sechste Integrationsconstante die- 
jenige der Kepler’schen Gleichung, die Zeit des Periheldurchganges, und dieselbe | 
bestimmt die Lage des Planeten in seiner Bahn. Die Integration der allgemeinen 
Gleichungen (21) und (22) der zweiten Vorlesung liefert also als die sechs Constanten, 
welche die Bewegung vollstindig bestimmen, in der That die sechs Elemente der 
Kepler’schen Bahn. 

Aus der letzten Entwickelung erhellt zugleich, dass die sechs Bahnelemente aus 
den drei Coordinaten und drei Geschwindigkeitscomponenten 


dx dy dz 
Ly Y, 2, ‘dt’ dt? dt 


berechenbar sind. Denn aus den abgeleiteten Formeln folgt zunachst unmittelbar: 


eget OY 
tgisin83 = a ae 
dt dt 
, Pen (piel x1 6 Gee 
be — tgicos$3 = sy a 
fading Saat 


wodurch 7 und 23 bestimmt sind. 


Weiter ist 
da\3 hy ae wo Qu 
2— —— ee, = Le ee ee 2 
7 Ge cr = + = ; a Ya? + y2 + #8 g 
dr \? uw 
ne Go) \ Wed sueh Fy nea 
r (3) == 2ur mE up 


; wv? + y? + 23 il du dy =) 
— x? 2 Pass pate — | = = 62 
p=22yr+y+2 (« ae hi ape Peas a(1 e?) 


durch welche beiden Gleichungen @ und e bestimmt sind. Die vier Elemente a, e, 53 
und 7 sind somit gefunden. 

Um die Lange des Perihels 7 = 63 + @ zu finden, hat man also noch @ zu 
berechnen. Dies geschieht in folgender Weise. Sei uw die Entfernung des Planeten 
vom aufsteigenden Knoten, so folgt, indem man den Ort des Planeten beziiglich mit der 
ax, y, 2-Axe je durch einen gréssten Kreis verbunden denkt, unmittelbar aus der spharischen 
Anschauung: 


also 


(36) 


a cos $4 cosu — sin $2 sin ucosi 
=~ = sinSdcosu + cos & sinu cost 
Yr 
— = sinusini, 
r 
also x : 
cosu = — cos $i + Y sin Q 
r r 
sin wcost —= — — sin 8 + % cos & po oa A a ee oman 
sinusini = —, 


wodurch w gegeben ist. Andererseits kennt man v, da 
r= yx? -- y? a ge pee nA you Oh 
1 + ecosv 


Nach dem Vorhergehenden kennt man aber p und a, also auch e. Somit kann man aus 
dieser letzteren Gleichung v bestimmen. Nun ist aber uw = v + @o, also o = u — 2, 
a=a-+ & =u—v-+ 8. Man kennt also auch @ und =. 


Finfte Vorlesung. 
Die Parabel. 


Geht die Ellipse dadurch, dass die grosse Axe ins Unendliche wiachst, in die 
Parabel iiber, so riickt auch das Centrum, aus dem die excentrische Anomalie zu con- 
struiren ist, ins Unendliche, die Hiilfsgrésse H wird also gleich Null und die vorher- 
gehenden, fiir die Ellipse gebrauchten Formeln werden fiir die numerische Rechnung 
unbrauchbar. Man erhalt dafiir aber in diesem Falle die wahre Anomalie v desto ein- 
facher aus dem Ausdrucke fiir den doppelten, vom Radius vector beschriebenen Sector 


= aie 


r?dv. Um denselben fiir die Parabel in geschlossener Form zu integriren, braucht 


man, da die Excentricitat gleich Eins wird, gar nicht den bei der Ellipse eingefiihrten 


Hilfswinkel # der excentrischen Anomalie. Da e — 1, also 
Ae aac Mae ila 3 
1 + cosv 2 cos 3/ v? 
so wird: 
: : Biee 0 Cia. Pp digtsy . —p? le ; 
rdv = eae else) 2 Ot Hos Oj dig se = (1) 


Der von der Perihelrichtung und dem Radius vector r eingeschlossene doppelte Sector 
wird daher durch Integration. zwischen den Grenzen ¢ und 7, wie wir die Perihelzeit 
bei der Parabel bezeichnen wollen: 


T ils tis 2 
[rede = h(t —-T) yr + m) = e (ig teu — Y,tg nv) . . (2) 


t 
Mithin bestimmt sich bei der Parabel die wahre Anomalie v direct aus der Gleichung: 
g 2k(t — T)yl m 
tg'/gv + Ystgi/.03 = ( uy a : 

p 2 
Da aber die Beobachtungen zeigen, dass die Massen der Kometen im Vergleich zur 
Masse der Sonne verschwindend klein sind, so kann man m — 0 setzen und erhiilt, 
wenn man fiir p seinen Werth, der bei der Parabel gleich 2g, d. h. gleich der doppelten 
Periheldistanz wird, einsetzt, die sogenannte Barker’sche Gleichung: 


igthe + thio ihe = HE ee er een (S) 


Dieser allgemeine Ausdruck giebt also die Beziehung zwischen der wahren Anomalie 
und der seit dem Periheldurchgange verflossenen Zeit in einer parabolischen Bahn. 

Der Miihe einer numerischen Auflésung dieser Gleichung im einzelnen Falle ist 
man ein- fiir allemal iiberhoben durch die sogenannte, im Anhange gegebene Barker’- 
sche Tafel. Mit Riicksicht auf die Construction derselben multiplicirt man letztere 
Gleichung mit 75: 


ai C— Wee lotg ho or 2oig Tete 2) Ge eA. (A) 
wobei die Groésse 
: 15 k SL SULUS Don eee 
qey2 +3 pre a 


zuweilen als die mittlere tigliche Bewegung in der parabolischen Bahn 
bezeichnet wird. Die Barker’sche Tafel giebt nun fiir das Argument v den Werth 
der sogenannten mittleren Anomalie Jf in der Parabel: 
M = 75tg'/,v + 25 tg 1/, v3 

alleemein an. Die mittlere Anomalie M ist leicht zu finden. Setzt man 

8h _ 

y2 
so ergiebt sich fiir die Constante C der Werth: 

logC = 9,960 1277069. 


Die mittlere tiigliche Bewegung wird also 


Setzt man also die Werthe von UM: 
M = nt — 7) = THigi/,v + Wig lv, 
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welche den successiven Werthen von v = 0° bis nahe v = 180° entsprechen, wie das 
die Barker’sche Tafel leistet, so kann man aus derselben fiir die Zeit t — 7 entweder 
M, wenn v bekannt ist, oder v, wenn M = n(t — T) bekannt ist, direct entnehmen. 
Bei negativen Werthen von ¢ — T ist dabei auch der Werth von v als negativ m 
betrachten, man hat also einfach t — T das gleiche Zeichen wie dem aus der Tafel 
erhaltenen Werthe von v zu geben. Die Werthe von WM fiir das Argument v = 0° 
bis nahe an 180° sind in Tafel VI im Anhange angegeben, deren Gebrauch in einem 
numerischen Beispiel noch erliutert werden wird (s. Schluss von Vorlesung 14). 

Fiir grosse Werthe der wahren Anomalie (180° > » > 167°) kann man nach 
Bessel wie folgt verfahren. Die Fundamentalgleichung 


k(t — T) rote 
a) 1, tg Yo v3 
(is V2 gov + Ystg Yo 
schreibt sich offenbar auch: 
kt — 7 
lies’ = ¥/, tg 1/, 03 (1 + Beotg Yeu?) . - > en 
qin V2 


Multiplicirt und dividirt man diesen Ausdruck mit (1 + cotg }/, v2)*, so folgt: 


(beeen Wie 1 23 (L_+ 3 cotg 1/20*) 
q°s y2 = /3 tg [v (i = cotg |, 0?) @ ae cotg Vy v2)3 


Da nun bei Entwickelung des Nenners nach Potenzen von cotg1/,v 
1 + 3cotg sv? __ 3.4 iene 
(1 + cotg 1/5 02)3 eats Te cotg}/,v4 +.+-- 
1 + 8 cotg1/, v? 
(1 + cotg 1/, 0) 


schieden. Weiter ist 


wird, so ist nur um Gréssen vierter Ordnung von der Einheit ver- 


2 


1 tg 1 2 Sw 
wipe eed, ia sin v tg Yoav’ 


1 P ‘ 

aie tg*/,v8(1 + cotg 1/s v?)? = (tg 1/,% + cotg 1/y v)§ = as 

und folglich WAG sepa 1 + 80cotg1/, v2 ‘ 
giz y2 ~ 3sinvi (1 + cotg.4/, v2)8 1 


Da nun, wenn v sich 180° nihert, cotg1/,v sehr klein sein wird, so nihert sich in diesem 
Falle der zweite Factor der rechten Seite in letzter Gleichung der Einheit. Bezeichnen 
wir also nach Bessel mit w den Werth von v fiir den Fall, wo der genannte Factor 


gleich 1 ist, was strenge fiir v = 180° erfiillt ist, so ergiebt sich der wahre Werth 
von v mittelst der kleinen Correction 0 aus der Gleichung 
v=w+t+o. 


Um 6 in eine Tafel mit dem Argument w zu bringen, hat man 0 als Function 
von w darzustellen. Zunachst ist nun: 


8 é a 
Saat = 9d tg 1/, (w a 0) + tg 1, (w + 0)3 Pe ihe (7) 
oder 8 (1 + tg /. w?)3 
Se Fane 1) gp )\S se 
it ee, DOS pc 2 os tg 1/. w® 
Setzt man jetzt ig}/,w = 0, 
so wird, da ig {0 ==o9,; 


tg3/,w + tg Yd 
1 — tg}/.wtg1/,d’ 


tg Io (w “f= 0) = 


Sey ieee 


letztere Gleichung auch 
Q+-@)3 , @+2 (@ + «)3 
Ge) Tg Sa eee a oer) eel (8) 
Durch Multiplication mit §3(1 — 4)? folgt entwickelt in 
(I + 367 + 364 + 65) (1 — 300 + 36209 — 6323) = 3(6 + 293) (1 — 200 + O22) 
+ 63(03 + 362% + 36a? + 23), 
ee 2 + 662 + 364 + 68) 
oe ie a a) 


oder 3 6? 
300 + 402 + 208 + 0) 


Setzt man weiter nach Bessel: 


1 + 36 as 
300 + 40+ 20 +05) % 
so wird: oe) 2 ee Se 


3(1 + 462 + 264 + 48) 
oder nach Potenzen von y bis zu Gliedern dritter Ordnung incl. entwickelt: 


g of 2 6 0? 3 64 e 


oder <t 62(4 + 1862 + 964 + 56°) 
feos haa at emp co 8) 
Da aber auf Grund von ic? 
tg ti, 0 == & 
= 24 3,07 + 2/505 — +... 


ist, so ergiebt sich fiir d durch Substitution des fiir # gefundenen Werthes in diese 


eace — 2+ 3264 + 1665 + 1063 
oder, wenn man i als Grésse erster Ordnung ansieht, in welchem Falle y von der 
fiinften, § y2 von der neunten, das dritte Glied von der dreizehnten Ordnung, d. h. ver- 
schwindend klein wird, folgt mit emem hinreichenden Grade von Genauigkeit: 

Nee ae Uy) ere eh wie oe at co ays CLA) 
Die im Anhange gegebene Tafel VII giebt mit dem Argument w den Werth von 0 in 
Bogensecunden yon w = 155° bis w = 180°, wobei der Werth von M: 

M=n(ti— T) 

wie friiher der Tafel VI zu entnehmen ist. Da nun nach dem Vorhergehenden 

Bia 2) Re 8 


d= 2y+ 26y2 + yh =  erte (10) 


qh y2 aa 5 sin w” 
so findet man w aus s Va i= 
eee ue eV \/ 200 e 
sin WwW = 3¢ — Tk = ( ) 


Hat man also mit dem Tafel VI entnommenen Werthe der mittleren Anomalie M die 

Grésse w aus dieser Gleichung berechnet, so entnimmt man Tafel VII den entsprechenden 

Werth von 0, wonach sich der strenge Werth der wahren Anomalie v aus der Gleichung 
v= W +- ) 

ergiebt. 

Ist v gegeben und die Zeit ¢ — T gesucht, so erhilt man aus der Tafel einen 
genaherten Werth von 0, wenn man v als Argument braucht, und bekommt dann w aus 
w=v— 0d. 

6* 


aaa bee 


Hierauf findet man den genauen Werth von 0 aus der Tafel, erhalt aus ihm den- 
jenigen von w und findet mit diesem 


200 gs 
i ae CO sinw3 
Dies Problem, die Zeit t — J zu finden, wenn die wahre Anomalie v gegeben 


ist, kann, zumal wenn v klein ist, nach Watson auch in folgender Weise gelést werden. 
Die Gleichung fiir die Bewegung in der Parabel: 
k(t — 7 
ECD) = igtjyo + Yfotg Ya? 
ghy2 
kann auch wie folgt geschrieben werden: 
3k(t— T) __ sin "av 
qh y2 ~~ cos Yyv3 


woraus sich, da gy — rcos1/, v? ist: 


ar (Ce ee a 


(8 — 2sin'¥.u2) ... 2) 7 


ergiebt. Setzt man jetzt: 


pa 
Si [aes ) sina, 
y2 
so hat man 3k(t za 25) La gig hc eae 
2 rile 
und folglich: 2 Grae 
= t— Toy, rhsinde . . . . . 5 2 


welche Formel eine ebenso genaue wie bequeme numerische Lésung zulasst. Setzt 
man naimlich zur Vereinfachung der Rechnung 


wise ay 

sin v ‘ 
so kénnen die Werthe von N mit v als Argument tabulirt werden. Fiir v = 0 wird 
WN ei oa V2 fir v = 90° wird N = 1, woraus erhellt, dass der Werth von W sich 
fiir Werthe von v von 0° bis 90° nur langsam fndert. Fiir v = 180° hingegen wird 
N = © und daher ist es nothwendig, wenn v > 90° wird, eine andere Hiilfsgrésse 


als NV einzufiihren. Wir setzen in diesem Falle: 
N' = Nsinv = sin34, 
woraus erhellt, dass N’ = 1 wird fiir v = 90°, hingegen NW’ = 1/, //2 fir » = 180° 
Daher hat fiir 909: 2 ; 
aher hat man ftir vy < fe REO Ne sale 

3k 

und fiir » > 90° eae 2 N'r's, 
3k 

wobei 


2 
log ya 1,588 327 299 5 


ist, weshalb ¢ — T leicht berechnet werden kann, wenn v bekannt ist. Tafel VIII giebt 
die Werthe von N mit Differenzen zur Interpolation fiir die Werthe von v, von v = 0° 
bis v = 90°, sowie die Werthe von N’ fiir diejenigen von v = 90° bis v = 180°. 


Sechste Vorlesung. 


Die Hyperbel. 


Um die Formeln fiir die Hyperbel méglichst leicht aus denen fiir die Ellipse ab- 
zuleiten, kann man mit einer Modification der fiir die Hyperbel bisher tiblichen Betrach- 
tungsweise, wie folgt, verfahren. 

Wir sehen den Charakter der Hyperbel darin ausgesprochen, dass die Excentricitat e 
erosser als 1 wird. Da nun 6? = a? (1 — e?) ist, so wird 6? negativ, 6 rein imaginar. 

Wenn wir ferner festsetzen, dass der halbe Parameter p einen positiven Werth 


: , b2 : : ; 
haben soll, so muss, mit Riicksicht darauf, dass p = —, a negativ werden. Die mitt- 
a 


lere Bewegung n oder isa wird dann ebenfalls rein imaginir. Die Kepler’sche 
a - 


Gleichung verliert dessen ungeachtet ihre analytische Giiltigkeit nicht, sie lasst sich sogar 
ganz leicht auch numerisch auflésen. Wir bemerken zu dem Zwecke, dass die Grdésse 
y sin Vv, und demnach auch 6 sin H nothwendig reell werden muss; also ist sim E eine 
rein imaginire Grésse. Deshalb und weil 
E—esnE = BE t 
a/2 

sein soll, wenn ¢ die seit dem Periheldurchgange verflossene Zeit ist, muss auch # rein 
imaginar sein. Es sei nun HE = u y — 1 = wi und a = — «@, so wird durch Sub- 
stitution des bekannten Exponentialausdruckes fiir sin H, worin ¢ die Basis des natiir- 
lichen Logarithmensystems vorstellt 


iiu __ g—iiu 51) ee 
Ie e ee ek pe 2s —_— — 1G Sm Si ste 
24 oe 4 

oder kV1 +m 

— yy — 1/, e (es =e a) =—_— — y wih t. 
Setzt man: ae (45 is a 
so erhalt man !): ane es 

) etg F — logtg (45° 4 +) = ee IS St Nae eat 


welche durch Versuche leicht aufzulésende Gleichung bei der Hyperbel die Stelle der 
Kepler’schen Gleichung vertritt. Man pflegt diese Gleichung noch mit dem Modul der 
Brigg’schen Logarithmen 

mod = 0,434 2945 [9,637 7843 | 
m multipliciren, wodurch an Stelle des natiirlichen Logarithmus ein gewéhnlicher tritt. 
Man hat so schliesslich an Stelle der Kepler’schen Gleichung fiir die Hyperbel die 


folgende 2): 
modky1l + m 


: ; F 
ar t = (e mod) tg F — log tg (45° = 5) : 


Nach dem Obigen ist: 


(2) 


*) Hier ist unter Jog der natirliche Logarithmus zu verstehen. 
*) Hier ist unter log der Brigg’sche Logarithmus zu verstehen. 


Cant (45° + 5) = cht — cosH + ism 
(3) 


1 somit: E Ei —: 
unc 5 t ( A 50 | ) a cos a sim E 
woraus COs EK = gee sin Hy — t F ‘ (4) 
cos FR’ y, J 3 4 . K F ; 


Indem man aus den Gleichungen (3) die Quadratwurzel zieht, folgt: 


E iE Meaegee 
0 — ag —— 
tg (45 + 5) = 008 9 + 4 sin 5 
F E pen Ld, 
0 ae voah y 
Yona (49 4 =) Se i sin = 


cos Jee sin u Lage: (5) 
16) TE? SS oa 5 sae SS 7 andl . . . . . . . 
2 | cos F 2 iy cos F 
Mit Hliilfe der Gleichungen (4) und (5) kann man leicht Relationen fiir die Hyperbel 
aus den entsprechenden fiir die Ellipse herleiten. Man findet: 


und hieraus: 


Vr sin}/,v = ¥(—a) (+1) roe al 


Vr 008 fy 0 = ¥(—a) @ 1) ae | 


VcosF 


Nach dem Vorhergehenden ist F beim Periheldurchgange gleich Null und wachst mit 
der Zeit, also auch mit der wahren Anomalie. 
Durch Division der beiden Gleichungen (6) folgt: 


pase e+ 1 ; F a 
gh = Vit oye. re 


Mit Benutzung von (4) ergiebt sich jetzt: 


r=Ca(— - 1.) ae en 


Diese Gleichung zur Berechnung des Radius vectors in der Bahn besitzt, besonders 
wenn die Excentricitit vom Range 1 ist, rechnerische Vorziige gegeniiber der gewohn- 
lichen Gleichung !): 


(6) 


pea pte 2 
1 + ecosv’ 


die fiir alle drei Kegelschnitte gemeinsam gilt. Ferner wird: 


ros v = (— a) (e — 5) 
cos F. - . 4. 53s 
rsinv = (— a) ye—ligF 
Aus Gleichung (1) folgt durch Differenzirung: 


dF csF ky 1 + m ; (10) 
dt a r (— a)" 
In Verbindung hiermit giebt (9): 


——— 


“ } 
‘) Die folgende Darstellung ist der interessanten Ebert’schen Abhandlung: ,.Inwiefern kann 
ein Stern mit grosser Geschwindigkeit die Stabilitit eines Planetensystems beeinflussen“ entnommen. 


d(r cos v) nt kyl +m Y—a tg F 


dt 

: ES ern 088) 
d(rsinv) _ (a pond of em 

dt r cos F 


Die Bestimmung des Winkels F' aus (2) muss durch successive Anniherung er- 
reicht werden. Schreibt man diese Gleichung zunachst wie folgt: 


1 modk Y1 + m 
emod (— a)” 


io — t + log tg 45 + Hh sass (12) 
so ist das zweite Glied in der Klammer gewéhnlich verhiltnissmassig klein gegeniiber 
dem ersten. Daraus folgt, dass man zu seiner Bestimmung nur eine wenig genaue 
Kenntniss von F zu haben braucht, um mittelst (12) einen viel genaueren Werth von F 
za erhalten. Sehr haufig convergirt dieses Verfahren so schnell, dass man bereits bei 
dem zweiten oder dritten Naherungswerthe von F’ stehen bleiben kann. Der Controle 
wegen geht man aber besser von einem Naherungswerthe von F zum nachstfolgenden 
mittelst einer Differentialformel tiber, wie das auch bei Auflésung der Kepler’schen 
Gleichung zu geschehen pflegt. Von einem Naherungswerthe Fy ausgehend, erhilt man 
namlich mittelst folgender Gleichung einen verbesserten Werth F;: 


1 |mod kyl 
e mod pa t + log tg (45° + ¥/s ny}: 


G1 — 


Berechnet man dann die kleine Correctionsgrésse A nach der Gleichung: 
A = log tg (45° + 4/2 F,) — log tg (45° + 1/, Fo), 


so ergiebt sich fiir die zu F, noch hinzuzufiigende Correction d F, !): 


A cos F? 


eae mod e — cos F, 


206 264,8. 


Wenn also A in Einheiten der fiinften Decimale ausgedriickt ist, so folgt: 


2 
aR" = A.[0,67665] "1 . Bete ase a go AGED) 
eon Bi | 


Ist die Excentricitét gross, so empfiehlt es sich, die Grésse [0,67665] ae wae 
7% 1 


dem Argumente F, etwa von 5 zu 5 oder von 10 zu 10 Grad zu tabuliren; ist die 
Excentricitit aber vom Range 1, so ist es gerathener, die Differentialquotienten von 
Fall zu Fall zu berechnen. Mit Hiilfe von F muss nun vw bestimmt werden durch die 


Gleichung: mal 
é J 
tg /.0 = iE Sah tg ea F, 


mit 


was im Allgemeinen auf die gewéhnliche Weise geschehen wird. Ist jedoch die Excen- 
tricit&ét gross, so entwickelt man v besser in eine Fourier’sche Reihe nach F, besonders, 
wenn es sich um Erreichung grésserer Genauigkeit handelt. 


Setzt man niimlich: 
e+ t n —A 
ae [= Se hee 


1) Wenn eine und dieselbe Grosse, z. B. d&’, bald in Bogenmaass und bald in Linearmaass 


auftri ii: F =i : 5 
it, 80 sel di’ diese Grésse in Linearmaass, 


dk’ ,y ” » Bogenminuten, 
dF” y »  » Bogensecunden. 


bo eau 


so folgt: 
oF 4+ QmsinF + msin2F + %/,m3sin8F +--+ + + + (14) 
Hat man also bei grosser Excentricitét eime gewisse Zahl von Oertern zu berechnen, so 
empfiehlt es sich, die kleinen Glieder mit sin 2F, sin 3 F'u.s. £. mit dem Argumente F 
etwa von 5 zu 5 Grad zu tabuliren. 
Fiir manche Zwecke ist es vortheilhaft, den Winkel zwischen den beiden Hyperbel- 
asymptoten zu kennen. Sei P’ PP" die hyperbolische Bahn des Planeten um die 
Sonne J. 


Je weiter man sich vom Perihel P des Planeten entfernt, um so mehr nahern sich 
die Aeste PP’ und PP" den Asymptoten AA’ und AA”. JI’ und II" seien die 
Radiivectoren nach den unendlich fernen Punkten der Hyperbel. Da diese letzteren auf 

Fig. 9. 
Fig. 10. 


Ausgezeichnete Winkel in Hyperbelbahnen. 


den Hyperbelasymptoten liegen, so haben IJ’ mit AA’ und IJ" mit A.A" einen gemein- 
samen Punkt im Unendlichen, d. h. diese Linien sind parallel. Also ist der Winkel A 
zwischen AA’ und AA” gleich dem Winkel zwischen J1' und II”. 

Da nun die ganze Figur um die Hyperbelaxe JP A symmetrisch ist, so ist der 
Winkel I" 7P = I'IP = V, dem gréssten Werthe der wahren Anomalie. 

Die Senkrechte 8'ZIS" zur Hyperbelaxe halbirt also den Winkel A. Setzt man 
daher: many sone 
so ergiebt die Fig. 9 unmittelbar: 

PA 

Nach der Gleichung der Hyperbel: 
as Pp 
“) L+ ecose’ 
ist nun die wahre Anomalie fiir den unendlich fernen Punkt durch die Gleichung gegeben: 

003 V = oe 
€ 
Demnach ist: 5 Ua 1 
sin% = sin — = —- 
2 e 

Je grésser e, desto kleiner wird A, um so mehr nahert sich die Bahn P’ PP” einer 
Geraden senkrecht zu IP. Aus Gleichung (8) folgt, dass fiir den unendlich fernen 
Punkt F = 90° ist. 


r 


‘ 


A/c pe 
In ahnlicher Weise, wie fiir die Kepler’sche Gleichung kann man auch (1): 


kyi1 +m 


Cae = 


e tg F — log nat tg (45° + 5) = 


auf geometrischem Wege auflésen. 
Man construire eine Curve 0 Q (Fig. 10), deren jeder Punkt einem gewissen Werthe 
von F entspricht. Die Abscisse sei: 


log nat tg (45° + 5), 


die Ordinate tg F proportional. Wir tragen nun M in der negativen a-Richtung von O 
aus auf die Axe ab und erhalten so den Punkt P. Danach trigt man in P den Winkel ® 
an und erhalt als Schnitt der Geraden PS mit der Curve 0Q den Punkt R, dessen 
Coordinaten 7 und y seien. Es ist dann: 

Mt2z= ycotgd 
oder, wenn F' der dem Punkte R entsprechende Werth von F ist: 


M + log nat tg (45° 7) = cotg? tg F. 


Bestimmt man also # nach der Gleichung: 
colgt = e, 


so giebt die vorhergehende Construction einen Naherungswerth von Ff. 


Siebente Vorlesung. 


Ueber nahezu parabolische Bahnen. 


Ist die Bahn eines Kérpers nahezu parabolisch (wie das bei vielen Kometen der | 
Fall ist), so stellen sich der Auflésung der Kepler’schen Gleichung oder der Gleichung 
in F fiir die Hyperbel ganz ma eee mtliche rechnerische Schwierigkeiten entgegen. 
Sei z. B. die Gleichung: 
H —esn E = M 
aufzuldsen, fiir e = 1 — ¥j9). Da: 


1—e 
1 = lh Mey a de were go ees (I 
ig /,E Visto (1) 


so ist fiir die Theile der Bahn in der Nahe der Sonne (und das sind ja fiir uns die 
wichtigsten, weil wir hier den Kometen beobachten kénnen)'# ein kleiner Winkel. 
Betrachten wir nun die Differentialformel, welche zur allmiligen Auflosung der Kepler’- 
schen Gleichung dient: 


dM 
cose: 


so ist 1 — ecosE eine kleine Griésse. Ware E genau gleich Null, so wiirde 
1 — ecosaK = 1/100: 


Hieraus folet, dass, wenn z. B. bei siebenstelliger Rechnung M um 0”,03 unsicher ist, 
die Ungenauigkeit in HE schon 3” betragt. Durch Berechnung von v mittelst Formel (1) 


Klinkerfues, Theoretische Astronamie. Vi 


0H = 


wird diese Ungenauigkeit noch bedeutend vermehrt. Man ist also gezwungen, fiir der- 
artige Falle andere Rechnungsvorschriften zu suchen. 

Wir gehen zu diesem Zwecke wieder von den Gleichungen: 

dv = dt.k Vp 

und a: ” ee Cl 
1 + ecosv 
aus, indem wir die Masse des Kometen gleich Null setzen. 

In diesen Gleichungen fiihren wir an Stelle von v die Variable: 

t= tg'/,v 


ein. Dann wird: "72 Q2dt 
cos v. =—— 


Fr a ge 29 es ae 
Man erhalt somit aus den beiden Gleichungen (2): 


2 pr (1 + 72?) 


Lon fae ede at. 
Nun setzen wir: ye te es Mh eG 
Saas also: ea anes 
é ist in den Fallen, die wir betrachten, eine kleine Zahl. Beachtet man ferner, dass: 
pias & » 
qo) he lee 
ist, so ergiebt sich: pee ga(1 + 7?) y2 (Te) F 
(1 + eé7?)2 


Diese Gleichung ist in geschlossener Form integrirbar, fiihrt aber zw rechnerisch vdllig 
unbrauchbaren Ausdriicken, welche mit der Kepler’schen Gleichung oder der Gleichung 
in I’ identisch sind. Wir entwickeln sie daher zunichst in eine Reihe nach Potenzen 
von €t? und schaffen alle constanten Factoren auf die linke Seite: | 


kdt 
qay2 (1 + e) 


Durch Integration folgt hieraus: 


= dt (1 + 2?) [1 — 2et? 4+ Setrt — 4e376 4 ---] 


kt alge S| aes Qe? serte EDEN | 
pysare yo” eae teas Sk és 
vf 6 Et? 9 e2 4 12 e376 
ee 


worin ¢ die seit dem Periheldurchgange verflossene Zeit bedeutet. Ist ¢ negativ (vor 
dem Periheldurchgange), so ist auch t negatiy. Es geniigt also in diesem Falle, die 
Rechnung mit dem absoluten Werthe von ¢t durchzufiihren und dann an dem fiir 
gefundenen Werth das Zeichen minus anzubringen. Man hat sich sehr bemiiht, aus 
Gleichung (3) t mittelst kunstvoller Transformationen durch directe Rechnung zu finden, 
indem man nur die niedrigeren Potenzen von ¢ beriicksichtigte. 

Auf diese Weise haben Gauss und Posselt Hiilfstafeln construirt, welche aber 
in gewissen Fallen nicht geniigende Genauigkeit gewihren. Oppolzer, welcher darin 
viel weiter gegangen ist, hat auch das Ziel, welches er sich setzte, nicht ganz erreicht. 
Nachdem er durch bemerkenswerthe analytische Entwickelungen eine erste Niherung 
durch directe Rechnung gefunden hat, ist er nachtriglich doch gezwungen, an dem so, 
erhaltenen Resultat kleme Correctionen anzubringen, die er auf empirischem Wege be- 
stimmt. Man kann aber die Gleichung (3) sehr leicht durch indirecte Rechnung auflésen. 


Sl ern 


Gleichung (3) geht, wenn ‘man ¢ = 0 setzt, in die Barker’sche Gleichung tiber: 
1 1 get te aI 
tg'/av + 3 tg 1.03 = gh y2 
Da ¢ klein ist, so sind die beiden Klammern [---] in Gleichung (3) nahe gleich 1 und 
variiren nur langsam mit t. Man kann daher mit Vortheil die beiden Klammern mit 
einem Naherungswerthe t, berechnen, und dann durch Auflésung einer cubischen Gleichung 
einen weit besseren Werth fiir t erhalten. Diese Rechnung kann sehr durch geeignete 


Hiilfstafeln verkiirzt werden. In der That, die beiden Klammern hingen nur von einem 


Argumente: st 88 


ab. Wir setzen also: 
Aer ae f8/,a8 — 4/548 4: 
B (a) = il a 8], & ob 9/q 0? a, 12/4 98 aL oe 
Dann haben wir also folgende Gleichung an Stelle von (3): 


kt v3 
SS cA a= Jes e 4 ie 5 - 4 rai 5 P. 4 
mee ets (4) 


Diese Gleichung wollen wir nun durch Einfiihrung eines Winkels. w auf die Form: 


enti De ig awe <6 6 6 ew we we (5) 
bringen, die man mit Hiilfe der Barker’schen Tafel auflésen kann. Wir setzen: 
On eR MO 0M) 63) 2c Mie | aes % Was 46) 
wo C vorlaufig unbestimmt ist. Man erhalt dann: 
kt tg 3/, w8 
=  — AC), + BO: (f 
q2y2(1 ae é) 93/2 7 3 (7) 


03 


Um auf die Form (5) zu kommen, muss zunichst = 


AC 
—. 
o= 4 


Nach dieser Substitution wird die Gleichung (7), wenn man mit 16VB multiplicirt: 


gleich Eins sein. Also: 


Avs 
VB 75 kt 
Ad gy2 Yl +e 9 /> J “12 (8) 
Wir setzen nun noch: — a VB 75k 
ig er ao 
aso eae ees 
qayl+e 
Im Anhange sind die Logarithmen der Grissen C und D mit dem Argumente 
“% == &t? innerhalb weiter Grenzen tabulirt. Ausserhalb der Grenzen dieser Tafel kann 


man die Auflésung der Kepler’schen Gleichung oder der Gleichung in F ohne Schwierig- 
keit nach den gewohnlichen Regeln ausfiihren. 

Wir stellen die eben gegebenen Vorschriften kurz zusammen. 

Zunaichst verschafft man sich einen Niherungswerth v von v. Hat man keinen 
besseren zur Verfiigung, so kann dies durch Auflésung der Barker’schen Gleichung 
geschehen. 

Man sucht also aus der Barker’schen Tafel einen Winkel vp) mittelst des Argumentes: 


Me EE 75.660107 7) —.. 
q 2 


gry 2 


7* 


Dann berechnet man: 


l—e U 
é ; 


= lang bo = tg 9° Lo = ET). 


Mit dem Argumente 2 entnimmt man nun Tafel LX die Gréssen log C und log D. 
Hierauf berechnet man: 

Dt 
geyl+e 
und entnimmt der Barker’schen Tafel mit diesem Argumente einen Winkel w. Man 
erhalt hierauf einen verbesserten Werth von v mittelst der Gleichung: 


i 


tg3/,v = Ctg1/,w. 
Mit diesem neuen Werthe von v kann man nun wieder « berechnen und daraus einen 
noch angenaherteren Werth von v u. s. w., bis die Rechnung stehen bleibt. 
Dieses Verfahren ist im Anhange durch ein ausfiihrliches Beispiel, welches Tafel 1X 
direct zur Erlauterung angeschlossen ist, illustrirt. Wir wollen hier nur noch die Starke 
seiner Convergenz priifen. Bezeichnet man den Naherungswerth von t mit t, den ver- 


besserten mit t,, so schreibt sich die Gleichung (3) bei Vernachlissigung héherer Potenzen 
von é: 


3 
const. == t,[1 — 2/3 e47] + _s [l — %/,eu}]. 
Durch Differentiation dieser Gleichung ergiebt sich zunachst: 
0 = dx {1 — %sex] + Ll — % er]} 
tP 12 
— d%i%T% 4/,€ + % é}- 
15 
Wir vernachlassigen nun, da es sich, wie gesagt, nur um eine ganz angeniherte Be- 


stimmung des Differentialquotienten — handelt, in der ersten Klammer |: : +} die Glie- 
0 
der mit ¢. Es folgt so: in 
eee AT TT E [4/5 noch ty] 
1 a il + T;, 


Setzen wir jetzt schliesslich wieder: 


und ‘vertauschen im Werthe des Differentialquotienten v und v, mit v, so ergiebt sich: 
Cae vw 
i |‘ + 4/stg =|: 


Dieser Differentialquotient ist also im Allgemeinen von der Gréssenordnung von é, und 
das Annaherungsverfahren convergirt in Folge dessen schnell. 
Es sei z. B. v = 90° und ¢ = 1/199; man hatte dann: 


dey 
d v% 


i Circa 1/199. 
Wenn man fiir aquidistante Zeiten eine gréssere Zahl von Werthen von  berechnet, 
wie das z. B. bei Bildung einer Ephemeride geschicht, so ist es mittelst der Differenz- 
reihen sehr leicht, den jedesmal zu erwartenden Werth v auf 1” genau vorauszusehen. 
Unter obiger Voraussetzung wiirde man hieraus einen Werth von v, berechnen kénnen, 
der auf 0”,01, also vollig geniigend genau ist. Demnach kommt in den gewdéhnlichen 


Fallen bei Berechnung von Ephemeriden unser Anniherungsverfahren einer directen 
Rechnung fast vollkommen gleich. 


eta a 


Achte Vorlesung. 


Lambert’s Theorem iiber die heliocentrische Bewegung in Kegel- 
schnitten und seine Specialisirung fiir die Parabel. 


Lambert hat die merkwiirdige Entdeckung gemacht, dass die Zeit, welche ein in 
einem Kegelschnitte um die Sonne laufender Kérper gebraucht, um von einem Punkte 
seiner heliocentrischen Bahn zu einem anderen zu gelangen, nur von der grossen Axe, 
der zwischen beiden Punkten eingeschlossenen Sehne, und der Summe der beiden zu- 
gehérigen Radienvectoren abhingt. Dieser fruchtbare, sehr wichtiger Anwendungen 
fahige Satz lisst sich, wie folgt, beweisen. 

Man bezeichne die grosse Axe mit 2a, die kleine mit 2b, die Sehne mit x, dic 
Radienvectoren mit r und r’, die zugehérigen excentrischen Anomalien mit EH und £’, 
die %ebrauchte Zeit mit ¢ — ¢t, die Excentricitiit mit ¢, so wird: 

r= a(l—ecsE), r =a (1 — ecos EL’), 
#2 = [a (cos E' — e) — a (cos E — e)|? + (bsin E' — bsin BE)? 
= a? (cos E' — cos FE)? + b? (sin E' — sin E)? 
= 44% sin1/, (E' — E)? [1 — e?cos1/, (#' + £)?). 
Es ist aber auch: 


ean = — ecos}/, (E' + E) cos}/, (E' — EB), 
also: : r +r! — 2a)? 
“2 = 4a? sin 1/, (E’ — E)? E = een yl Me lc Feral 


woraus sich zunichst ergiebt, dass fiir zwei Ellipsen, in welchen die oben genannten 
Stiicke gleich sind, auch die Differenz der excentrischen Anomalien beider Punkte die 
namliche ist. Da nun aber ferner: 
pe) = E' — E— e (sin E' — sin E) 
Q/2 

= E' — E — 2¢cos/,(E' + E)sin1/,(E' — EB), 
und Alles auf der rechten Seite dieser Gleichung ebenfalls, wie eben gezeigt wurde, 
nur von den genannten Stiicken abhingt, so ist hiermit der von Lambert aufgestellte 
‘Satz bewiesen. Derselbe lisst sich sofort auf Parabel und Hyperbel ausdehnen, weil 
die Bewegungsgleichungen aller drei Kegelschnitte in analytischer Beziehung gleich 
sind, wenn fiir die Hyperbel das Imaginiire zugelassen wird. Alle Satze, in denen das 
Imaginire schon eliminirt erscheint, kinnen daher ohne Weiteres auch fiir die Hyperbel 
max Anwendung gebracht werden. 

Ehe wir zu den wichtigen Folgerungen aus diesem Satze schreiten, geben wir 
noch das Resultat der Entwickelung von cos }/, (Z' — E) und sin !/, (#Z’ — E) aus der 
en Gleichung (1). Man findet?): 


4a cost, (E' —E)= V(r trta¢ tr—*) | 
+V@FetoC+e—% | 
4b sin, (EB! — B) = VHF Fe + —F) | 
+ Ve — e+ 0) & F e'—0) | 


*) Bei der numerischen Rechnung ist eine Unsicherheit tiber das Vorzeichen der Wurzelgrossen 
sehr leicht zu heben; da tibrigens eine Quadratwurzel selbstverstiindlich doppelte Vorzeichen hat, so 
lassen wir dieselben fort, uns denkend, dass hinter dem Zeichen + der Addition noch ein + stehe. 
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in welchen, in Beziehung auf 7, 7’, @ und 9’ symmetrisch gebildeten Ausdriicken @ und 
o' die Radienvectoren aus dem zweiten Brennpunkt, d.h. die Grésse 2a@—r und 
2a—r vorstellen. Die Gleichung (3) ist mit der folgenden identisch: 

b sin 1/, (EB! — B) = Yrr'.sin'y(’’ —v). . . 2 ws. 2 @) 
welche sich aus den bekannten Relationen zwischen 1/, EH, 1/,;” und yr ohne Miihe er- 
giebt. 

Lambert selbst schon hat von dem eben bewiesenen Satze in seinem classischen 
Buche ,,Insigniores orbitae cometarum proprietates“ eine sehr interessante An- 
wendung gemacht. Er bemerkt, dass man ja auf einer Ellipse von verschwindender kleiner 
Axe, wie sie ein ohne seitliche Geschwindigkeit nach der Sonne fallender Kérper beschreiben 
wiirde, stets zwei Punkte so aussuchen kénne, dass die grosse Axe, die Summe der 
Radienvectoren und die Sehne gegebene Werthe haben, und dass die in einer Ellipse 
von beliebiger Excentricitiét gebrauchte Zeit durch die einfacheren Ausdriicke fiir jene 
in eine gerade Linie degenerirte Ellipse von der Excentricitat 1 gefunden werden konne. 
Die letztere unterscheidet sich von der Parabel dadurch, dass ihre grosse Axe nicht 
unendlich gross ist, sondern einen endlichen Werth hat. Es behalt deshalb auch die 
excentrische Anomalie darin ihre Bedeutung. 

Es miissen offenbar die beiden Punkte auf der geraden Linie, deren excentrische 
Anomalien 6 und 6’ sein mégen, so bestimmt werden, dass die Summen der Radien- 
vectoren, d. h. 

a (1 — cos’) + a (1 — cosd) =r 4+ 7 
und die Differenz gleich der gegebenen Sehne, d. h.: 
a (1 — cos 0’) — a (1 — cos 0) = x 


wird. Es wird demnach: 


ptr t x 


sin 1/y 0/2 — Sra Lape ee . . . . . . . . . . (5) 
n Al = st 
sin 1/, 02 = tr 1 Gh 


und es besteht dann die Gleichung: 
; k(t — t’) 

061180 0 a St 0) a ee 
wenn ¢t — ¢' die zum Beschreiben des zur Sehne gehérigen Bogens verwendete Zeit ist. 
Diese drei Gleichungen, (5), (6), (7), lassen fiir jede Ellipse, und in ihrer gréssten 
analytischen Ausdehnung unter Zuziehung des Imaginaren auch fiir jede Hyperbei die 
Zeit fnden, wenn in dem Kegelschnitte r + 7’, * und a gegeben sind. Eine ganz 
besonders einfache Form aber erhilt man, wenn a in das Unendliche wiachst. Alsdann ist; 


k (' — t) = 2a% |are sin (Aa 


tA pe Lae Vy, ) 
— arcsin (FA) | 


— ah sin | 2 arc sin (Ae "] 


, ~ ie te y, 
+ avs sin 2 are sin (a=) ‘| 
4a J 
== Me ate 2) i) et oe ) 
da unter Anwendung der bekannten Reihenentwickelungen fiir sin # und are sin x in 
diesem Falle alle tibrigen Glieder, welche a im Nenner enthalten wiirden, verschwinden. 
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Diese Gleichung fiir die Parabel, in der Gestalt: 
YV+tr + ue—(r+r—w“s=—6kKU—t)...... (8) 


fiihrt ganz vorzugsweise den Namen der Lambert’schen Gleichung und spielt bei der 
Bestimmung von Kometenbahnen eine sehr wichtige Rolle. 


Neunte Vorlesung. 


Die sphirischen Coordinatensysteme der Astronomie und der gegen- 
seitige Uebergang von einem System auf das andere. 


Um die Lage eines Himmelskérpers anzugeben, sind in der Astronomie vorzugs- 
weise zwei Systeme von Coordinaten im Gebrauche, auf die man den Ort eines Ge- 
stirmes bezieht, das der Rectascension und Declination und das der Lange und 
Breite. Vom System des Horizontes (Azimuth und Héhe) sehen wir, weil fiir die 
Untersuchungen des vorliegenden Werkes nirgends in Betracht kommend, ganz ab. 

Das erstere System findet die hiufigste Anwendung in Ephemeriden und Himmels- 
karten, die zum Aufsuchen eines Objectes oder zur Vergleichung zwischen Rechnung 
und Beobachtung dienen sollen, da die Hiilfsmittel der neueren Astronomie die be- 
obachteten Oerter fast unmittelbar in dieser Form liefern. Unter der Rectascension 
versteht man bekanntlich den Winkel, welchen der durch das Object gelegte Meridian 
der Himmelskugel mit dem Meridian der Frihlings-Tag- und -Nachtgleiche bildet. 
Dieselbe wird in dem Sinne gezihlt, dass in Folge der taglichen Bewegung Sterne 
immer grésserer Rectascension durch den Meridian eines Ortes gehen. Zur Bestimmung 
der Rectascension wiirde es also geniigen, zu beobachten, zu welcher Sternzeit das Ge- 
stimm den Meridian eines Ortes passirt. Da aber die Bestimmung der Lage des Friihlings- 
punktes viele Beobachtungen erfordert, so pflegt man die Rectascensionen gewoéhnlich 
durch Vergleich mit einem Fundamentalstern zu bestimmen, dessen Stellung sehr genau | 
durch die Jahrbiicher von Tag zu Tag gegeben wird. Zur Bestimmung der Declination 
oder des senkrechten Bogenabstandes des Objectes vom Aequator stellt in Fig.11 A0Q 
den Aequator der Himmelskugel, O den darin gelegenen Punkt des Friihlingsaquinoctiums, 
P den Nordpol des Aequators, die durch O und P gelegte Linie den Meridian des 
Aequinoctiums vor. Die Sterne S und S’, welche auf diesem Meridiane liegen, haben 
also nach der Definition die Rectascension 0°; die Declinationen derselben Sterne werden 
durch die Bégen des Meridians OS und OS’ vorgestellt, und zwar ist die des ersteren 
Sternes als nérdlich, die des letzteren als siidlich zu bezeichnen, was durch das Zeichen 
+ und — geschieht. 

Um die Rectascension und Declination eines Sternes S” darzustellen, hat man 
durch denselben den Meridian PS” 0” zu legen, welcher den Aequator in O” schneidet. 
Es ist dann der Winkel am Pol OPS” oder OPO", welchen der Meridian des Sternes 
mit dem Meridian des Aequinoctiums bildet, oder auch der Bogen des Aequators 0 0”, 
der diesem Winkel entspricht, die Rectascension, der Bogen 0S" aber der Abstand 
yom Aequator, d. h. die Declination des Sternes 9”. 

Bisweilen ist es von Vortheil, das System der Langen und Breiten anzuwenden, 
weil fiir dasselbe die Erdbahn oder Ekliptik die Fundamentalebene bildet. . Das 
Frihlingsaquinoctium bildet den Ausgangspunkt der Zahlung der Lingen, welche in 


Bet EG ee 


diesem Systeme den Rectaseensionen entsprechen. Die Zahlungsrichtung ist die nim- 
liche; in Folge dessen nimmt die Linge der Sonne bei ihrer scheinbaren Bewegung in 
der Ekliptik immer zu. Betrachtet man beide Fundamentalebenen vom noérdlichen 
Theile des Himmels aus, 
‘so sind in beiden die 
Zahlungsrichtungen der 
eines Uhrzifferblattes ent- 
gegengesetzt. Beide Sy- 
steme gehen durch Ver- 
tauschung der Pole in 
einander iiber. Sei in 
Fig. 11 LOK die Ekliptik, 
welche durch das Friih- 
lings’quinoctium O  hin- 
durchgeht. Verbinden wir 
ihren Nordpol » mit dem 
Sterne S” durch den 
gréssten Kreis pS", wel- 
cher die KEkliptik im 
Punkte q schneidet, und 
mit dem Aequinoctium O durch pO, dann ist die Linge von 8” der Winkel OpS” oder 
Opq oder der Bogen Og der Ekliptik, die Breite von 8” aber der Bogen 9g. 

Die Aufgabe, von gegebener Rectascension « und Declination 0 auf die Linge 4 
und die Breite 6, und umgekehrt, von gegebenem 4 und 6 auf « und 6 iiberzugehen, 
kommt in der Bahnbestimmung haufig vor, da a und 0 durch die Beobachtungen 
gegeben werden, wahrend man die Bahnelemente auf die Ekliptik bezieht. Bekannt 
sein muss dabei der Winkel zwischen den beiden Fundamentalebenen, Aequator und 
Ekliptik, oder, was dasselbe, deren beiden Polen, die sogenannte Schiefe der Ekliptik « 
(in Fig. 11 KOQ). Die Sonne durchliuft scheinbar in einem Jahre einmal die Ekliptik, — 
wobei sie einen Bogen von 180° tiber dem Aequator und einen ebensolchen unter ihm 
beschreibt. Zur Zeit der Solstitien, wo sie am héchsten und tiefsten steht, befindet sic 
sich gerade in der Mitte dieses Bogens. Es ist daher die Schiefe der Ekliptik gleich 
der Declination desjenigen auf ihr gelegenen Punktes, der die Linge 90° hat, also 
eine durch Messung bestimmbare Grosse. 

Seien a, b, ¢ die Seiten eines sphiarischen Dreieckes, A, B, C die ihnen gegeniiber- 
liegenden Winkel, so sind die Grundformeln der sphirischen Trigonometrie: 


cosa = cosbcose + sind since A) 
sinasinB = sinbsin A - 4 + +. 5 ets eerie) 
sinacos B = cosbsine — aie eaoa 


welche durch Einfiihbrung der Relationen 


cosb = mcosM 
sinbcos A = msin M 


in die folgenden, fiir die logarithmische Rechnung bequemeren iibergehen: 
cosa == mcos(c — m1) 
snasinB = sinbsin A PR 
sinacos B = ise OL IG| 


Man pflegt hierbei M so zu bestimmen, dass m positiv ist, wodurch jede Zweideutigkeit 


a Oe 


wegfallt. An Stelle dieser Formeln kann man auch die aus ihnen resultirenden Tan- 
gentialformeln anwenden: 
tg M = tgbcos A 


__ tgAsinM 

ee GA ane ts) 
_ tg(¢— lM) 

Re cos BO 


Hierbei ist es gleichgiiltig, welchen der beiden Werthe von M man wihlt; man muss 
sich aber hiiten, a und B um 180° falsch zu bestimmen. Dies geschieht am einfachsten, 
indem man sich die betreffenden Lagen auf der Sphire vergegenwiartigt. 

Wendet man diese Vorschriften auf das fundamentale Dreieck pPS” zwischen dem 
Sterne, dem Pole des Aequators und dem der Ekliptik an, so erhalt man unmittelbar 
die Formeln, welche bei gegebenem a und 0 die Grissen 4 und B ergeben: 


1) cos B cost —= cos 0 cosa 
2) cosB sind = cosdsinacose + sindsiner: > + + + + + (4) 
3) sinB = — cosdsinasine + sind cose 


oder bei Hinfiihrung von 


MsinN = sind 
\ 5 


Mcos N = cos0 sina 


die der Rechnung zu Grunde zu legenden Tangentialformeln: 
Es tgo. 
ON = Sino 
WED ae ee (5) 
hie cos N | 


tg B = tg(N — &) sink 
wobei sich die Controlformel durch Division von 

cos B sind = Mcos(N — 2) 

cos 0 sina == Mcos N 
ergiebt, némlich cos boi _/. oos(N — 8) a ties Fa, 
cos sina cos N 


Da 6 immer zwischen — 90° und + 90° liegt, so ist ein Irrthum bei der Bestimmung 
dieser Grésse nicht médglich; 4 liegt immer in der Nahe von a Der Winkel am 
Sterne, w, folgt durch Division der beiden Gleichungen 


cos B siny = cosasine (8) 
cos B cost = cosecosd + sine sind sina 


Fir die Lésung der umgekehrten Aufgabe, aus gegebener Linge A und Breite 6 
die Rectascension « und Declination 0 zu finden, ergiebt dasselbe Dreieck: 


1) cosd cosa = cos B cosa 
2) cosd sina, = cosBsindcose — sinBsines- - + + + + + (9) 
3) sind = cosBsindsine + sin B cosé 


also, wenn man wieder : 
MsinN = sinB 
Mcos N = cosB sind 
setzt, die definitiven Rechenformeln: 


Klinkerfues, Theoretische Astronomie. : 8 


soe BS: 


_ t9B 
end igea PENT 
cos(N + e) 
igo = SO) ue a 
tgd = tg(N + ®£)sina 
cos 0 sint) = cosdsinge 
cos0 cos == cosécosB — sinesinB sind 
mit der Controle: coat N28)" epson es > Bey 6 
cosN —cosBsina 


Doch existirt noch eine sicherere Controle fiir beide Transformationen, die im Jahre 
1878 durch Tietjen im Berliner Jahrbuche mitgetheilt worden ist. Man erhalt sie 
héchst einfach, indem man die erste und zweite Gleichung des Systemes (4) beziiglich 
mit — sina und + cos multiplicirt und dann die beiden so erhaltenen Gleichungen 
unter Beriicksichtigung der Substitution 
2 


Reine 
i= COS: eo ste 
2 

nN & 2 st “ f 

siné = 2sin — cos — 

2 2 


sowie der schon fiir M und WN angefiithrten Relationen (5) addirt. So resultirt die erste 
von Tietjen aufgestellte Controlformel: 


sin(&é — o%) = 2M sec B cosasin 3 sin (wv -- 5) / 26 2 


Die zweite ergiebt sich durch Subtraction der dritten Gleichung im System (4) und 
von Gleichung (9) unter Beriicksichtigung der Relationen 


sindcosB = Mcos(N — 8) 


sina cos0 = Mecos N; 
.- ae a 
ferner: 1 + cose = 2cos 5 
] a BRS é 
sin € == 2sin 3 cos 3) 
schliesslich: Seo Noise o— 8B xe o+ ee 
9 2, 
epi sin $ o B = Msec J - sin = cos (av = 5) 1 


Je nachdem man das Centrum der Sphare oder den Standpunkt des Beob- 
achters und den Nullpunkt des Systemes in den Mittelpunkt der Sonne oder der 
Erde verlegt denkt, unterscheidet man zwischen dem heliocentrischen und dem 
geocentrischen Ort eines Gestirnes. Verbindet man den Ort eines Gestirnes im 
Raume (d. h. hier immer den Ort seines Schwerpunktes) mit dem Mittelpunkte der 
Sonne, und projicirt diese Verbindungslinie, den Radius vector des Gestirnes, durch 
Fallung eines Perpendikels rechtwinklig auf die Ekliptik, so ist der Winkel, welchen der 
projicirte Radius vector mit der durch die Sonne gelegten Linie des Frithlingsiquinoctiums 
macht, ebenfalls die heliocentrische Linge, der Winkel zwischen dem Radius vector 
und seiner Projection die heliocentrische Breite. Werden dieselben Operationen 
mit der Verbindungslinie zwischen Gestirn und Erde vorgenommen, so erhalt man die 


sogenannte curtirte Distanz, die geocentrische Lange und die geocentrische 
Breite. Um diese Projection dem Leser deutlicher zu machen, sei in Fig. 12 durch 
das Gestirn s eine Kugel gelegt, deren Mittelpunkt Fig. 12. 
O die Sonne ist und welche von der Ekliptik in 
dem gréssten Kreise HOCK geschnitten wird. Von 
s fille man zur Ebene der Ekliptik das Perpen- 
dikel sp und verlangere die Linie Op, bis sie den 
gréssten Kreis EH CK im Punkte q schneidet. Es ist 
dann sq ein Bogen eines gegen die Ekliptik senk- 
rechten und demnach durch den Pol P gehenden 
eréssten Kreises und stellt die heliocentrische Breite 
des Gestirnes vor. Ist OC die Linie oder Richtung 
des Friihlingsiquinoctiums, so stellt der Winkel COp 
oder COq die heliocentrische Linge von s vor. 
Wenn anstatt der Sonne die Erde in den Mittel- 
punkt O gesetzt und die Entfernung des Gestirnes von der Erde zum Halbmesser ge- 
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wahlt wird, so liefert eine ahnliche Construction die geocentrische Breite und Linge. 

In Beziehung auf die Richtung, in welcher die Lingen gezihlt werden, verdient 
noch Erwahnung, dass sie mit der Richtung der Bewegung der Erde um die Sonne 
msammenfallt. Desgleichen nehmen die Rectascensionen in demselben Sinne zu, in 
welchem auch die Rotation der Erde geschieht. 

Will man anstatt der Polarcoordinaten rechtwinklige einfiihren, so ist es tiblich, 
eine der beiden Fundamentalebenen, den Aequator oder die -Ekliptik, als Ebene der 
x,y und darin die Linie des Frihlingsaiquinoctiums als Axe der # zu wahlen. Leicht 
ist dann unter Wiederholung der eben angegebenen Operationen zu sehen, dass sowohl 
x als y, welche zu gegebenen Polarcoordinaten gehéren, durch eine doppelte Projection 
des Radius erhalten werden, die Coordinate x niimlich dadurch, dass die Projection des 
Radius in der Fundamentalebene durch Fiallung eines Perpendikels auf die Axe der « 
projicirt wird, y aber durch Projection zur y-Axe. Da nun ausserdem die Coordinate 
2 offenbar gleich dem yom Orte des Gestirnes auf die Fundamentalebene gefillten 
Projectionsperpendikel ist, so ergeben sich die folgenden, hiufig angewandten Formeln 
zwischen den geocentrischen rechtwinkligen Coordinaten &§, 7, € und den drei Polar- 
_coordinaten @, A, B: 

é-== @ 03 B cos 2 | 
N = ocosBsina ctl a2 1 Meee Cae megs @e:) 
z= ocinp | 
wobei @ die Distanz von der Erde, 4 und B bezichungsweise die geocentrische Lange 
und Breite vorstellen. 
Ist die Fundamentalebene der Aequator, so ist: 


E’ — ocos0 cos u 
mM = ocos sind; +s Foe ee es (15) 
f= esind | 


Die Formeln, welche den Uebergang vom geocentrischen Orte auf den heliocentrischen 
bewerkstelligen und umgekehit, werden in der folgenden Vorlesung ihren passenden 
Platz finden. ; 

Hier wollen wir nur noch im Anschluss an Oppolzer die Transformation der 
Bahnlage durchfiihren und zunichst die Aufgabe lésen, wenn die Elemente der Bahn- 
lage $2, i, @ beziiglich der Ekliptik gegeben sind, daraus die analogen Elemente 

8* 


$2’, 7, wo’ in Bezug auf den Aequator zu finden. 
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Die Anwendung der Gauss’- 


schen Analogien auf das fundamentale spharische Dreieck, welches von Ekliptik, Aequator 


und Planetenbahn gebildet wird, giebt diese Lésung unmittelbar. 


Bezeichnen wir mit d 


die dem Winkel ¢, d. h. die der Schiefe der Ekliptik gegeniiberliegende Seite dieses 


sphiarischen Dreiecks, so hat man 


€08 1/4 %! sin Y/y($' + d) = cos 1/4 (i — &) sin 1/, 53 | 


cos J, it! cos 1/, (84! + d) 


cos 5 (4 + &) cosy 88 


sin Vy a! sin 4, (83' — d) = sin". (i — &) sin 1/, 83 
sin yi! cos /y(8' — d) = sin Yo (4 + 8) cos }/, &8 


und weiter 


o =—=a-+d 
ah SS HY 2k QM, 


Als Controlformeln ergeben sich aus demselben Dreieck die folgenden: 


sind’ cos 82! 
sini’ sin 3! 
cos w 

sind’ cosd 
sinw’ sind 


oder, wenn man zur Abkiirzune: 


sind 


cost 
setzt, einfacher: 


sini! cos 


sind’ sin $2! 
sin it’ cos d 


sini sind = sinesin 82 


= sinécosi + cos ésinicos 8% 
= sinisin 83 
= cosécosi — sin Esinicossd 
= cosésini + sinécosicos S& 
= sinésin &23 


cos £8 = sinasin A 
cosi =. sinacos A 
sint = sinbsin B 


cos 53 = sinbcos B 
8%' = sinasin(A + 8) 
sind sin &23 

sinb sin(B + @) 


cost’ = sinacos(A + é) 
und 60’ otd 
ox’ to! + Sa! 


(16) 


(17) 


da stets i’ <Q 180°, so ist sin1/)7', cos1/,7’ und sini’ stets positiv und mithin kein 
Zweifel iiber die Wahl des Quadranten méglich. 

Zur IMlustration dieser Formeln soll die Verwandlung der auf die Ekliptik be- 
zogenen Elemente des Kometen HI 1862 in solche, die sich auf den Aequator beziehen, 
nach Oppolzer durchgefiihrt werden. Es ist: 


8 


i 


i) 


137° 27’ 10",02 
113 34 12 ,24 
152 45 37 ,82 
— 290 12 47 ,84. 
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Danach ergiebt Schema I: 


Pee | 56°47" 6",12 
We! S| 11 43 43 ,06 
1/,(i — &)| 45 3 23 ,06 
W/o(i + 8)| 68 30 49 ,18 
1/, 52 68 43 35 ,01 
cos 1/4 (4 — &)| 9,8490570 
sin Vy 82 9,969 3499 
sino (4 — @)| 9,8499121 
cos'/,(i + €)| 9,5638125 
cos '/ $2 9,559 6936 
sin 1/,(i + €)| 9,9687187 
sin Yp i! 9.869791 6 
cos }/, 7 9,8270815 
1/7! 479 48! 46,10 
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cos Yi! sin fy (83' + d) | 9,8184069 
sin od. cos "/,($’ + d) | 9,9913254 
cos 1/7 cos 1/,(83' + d) | 9,1235061 
1/4 (8’ + d) | 78°35’ 10",97 
sin '/y 7 sin 1/, ($4' — d) | 9,8192620 
sin od. cos */,(S%' — d) | 9,9494704 
sin 1/, 7! cos Vg (S8' — a) | 9,5284123 


Bei Anwendung des zweiten Rechenschemas hat man 


siné | 9,9999538 
sin 84 | 9,8300736 
sin i 9,962 1664 
cos §4 | 9,8673026,, 
cos t D6OMILI TT, 
sin od. cos A | 9,9347252, 
sinasin A | 9,8294690,, 
Abie 39922! .35 
(A + ¢)| 262 49 27 ,47 
sinbcos B | 9,4692217 
sin od. cos B | 9,9786527 
B_|__72°10'56",04 
B+ ¢| 95 38 22 ,16 
§2/ | 141°28' 49.21 
aD DO d Dae 2A: 
oo’ | 168 27 10 ,56 
of |) BIOS) Bx) ae eat /Z 


1/, (52' — d) | 62°53! 38",25 
d | 15941’ 32",72 
@ |152 45 37 82 
OTA S24 9/22) 
HO: Bil BPR 
wo! |168 27 10 ,54 
x! 1309 55 59 ,76 
cos(A + €)| 9,0966059,, 
sina | 9,8947438 
sin(A + 8) | 9,996585 1, 
sin @' cos 83' | 9,8913289, 
sin od. cos §3' | 9,8934258, 
sind’ sin §3' | 9,7922400 
sini’ | 9,9979031 
sin(B + «&)| 9,9978928 
sinb | 9,9835137 
sini’ cosd | 9,9814065 
sin od. cosd | 9,983503 4 
sind’ sind | 9,430027 4 
d| 15041'39",74 
o | 152 45 37,82 
sind | 99979031 
cost | 8,9913497,, 


Sind umgekehrt die Aequatorealelemente gegeben und daraus die Eklipticalelemente 
mi berechnen, so folgt analog aus unserem Fundamentaldreieck: 


und ebenfalls 


sin */y i sin 1/5 (2 
sin 1/5 4 cos 1/5 (82 
cos 1/5 i sin 1/,(Q 
C08 1/4 cos 1/4 (8 


Oder die andere Formelgruppe: 


+ d) = sin1/, (i! + &)sin1/, a 

+d) =sinth@ — sos @'| gy 
— d) = cos1/,(i' + &)sin¥, 82! 

— d) = cos "1/5 (i' — €) cos '/, fa 


oo’ —ad 


ao + 82, 


0 
a0 


sina’ sin A’ 
sin a! cos A’ 
sind! sin B' 
sin b! cos B' 
sind sin 82 

sini cos &3 


= sini 


sini’ cos $8! 
cost 


cos @' cos &3' 
sin dt’ sin 82! 
sin al (A’ — 8) 


sini sind 
sin? cos d 


GOS == 
o = o —d 
z= oo + 8 


Das Oppolzer’sche eben behandelte Beispiel wird jetzt, indem: 


2! — 141998" 49"21 
95 87 32 ,22 


i! 


ist, nach den ersteren Formeln: 


go’ = 


" — 168 27 10,55 
x' —= 309 55 59 ,76 


sin € sin 623 
sind’ sin (B’ — é) 
sin a’ cos(A' — 8€) 


- + (20) 


1/y | 47948! 46",11 sin ¥/p isin ¥/y(S2 + d) | 9,9104929 
1/>€| 11 48 43 ,06 sin od. cos t/, (Sa + da) | 9,9879633 
1/,(¢ + 8) | 59 32 29 17 sin 1/, cos 1/,(8& + da) | 9,2884155 
i/n(@ 6) 86 bee 1/,(8% + d)| 76934! 21"37 
1, ' | 70 44 24 ,61 
— : cos 1/,4 sin Yo (54 — d) | 9,6799222 
sin Y(t’ + €) | 9,9355053 sin od. cos 1/, ($4 — d) | 9,9413146 
sin 1/) $' | 9,9749869 €08 1/97 608 1/) (S& — d) | 9,4258132 
cos Y/(i’ + €) | 9,7049858 1/, (5% —d)| 60°52! 48",67 
sin "/y (i! — &) | 9,7700956 d| 15941'32",70 
COs Yo 2'| 9,5183199 oo’ | 168 27 10 ,55 
cos /, (#’ — &) | 9,9074933 5 
33 53 | 137927’ 10,04 
sin Yi | 9,9225289 4| 118 Bd 1oeee 
cos 3/,7 | 9,7386076 @ | 152 45°37 585 
1/.4 | 56°47! 6,12 x | 290 12 47 389 


Die Anwendung der 


SINE 9,599 9538 
sin 83’ | 9,7943369 
sin’ | 99979032 
cos §3' | 9,8934258, 
cost 8,9913495, 
sin od. cos A’ | 9,9965851, 
sina’ sin A’ | 9,8913290,, 
A! | 262949'27".49 
(A’ — e) | 239 22 1 37 
sin b' cos B’ | 8,8847753 
sin od. cos B’ | 9,9987141 
B | 85°35" 357,02 
Bl @ Neos 8.90 
$3 | 137°27' 10",00 


113 34 12 ,26 
152 45 37 81 
290 12 47 81 


zweiten Formelgruppe giebt: 


cos(A' — @) | 9,7071752,, 
sina’| 98947439 
sin(A’ — €) | 9,9347252, 
sini cos §3-| 9,8294691, 
sin od. cos 8 | 9,8673026,, 
sini sin 84 | 9,7922401 
sind | 9,9621665 
sin (B' — e) | 9,9464807 
sinb’ | 9,9991891 
sinicosd | 9,9456698 
sin od. cosd | 9,983503 4 
sinisind | 93942907 
d 15941! 32",.74 
o’ | 168 27 10%a8 
sini | 9,962 1664 
cost | 9,6019191, 


Zehnte Vorlesung. 


Die Berechnung der heliocentrischen Coordinaten aus den 
Kepler’schen Elementen ’). 


Wihrend die Bestimmung der wahren Anomalie v fiir jede der drei Gattungen 
von Kegelschnitten, fiir die Ellipse, die Parabel, die Hyperbel, wie wir gesehen, nach 
besonderen Formeln ausgefiihrt wird, sind dagegen die gebrauchlichsten Vorschriften fiir 
die Berechnung der heliocentrischen Coordinaten 
x, y, € aus v und dem zugehérigen Radius vector 
y in Verbindung mit den drei Elementen der 
Bahnlage £2, 7, a allen gemeinschaftlich. 

Es sei (Fig. 13) Op die gegen die Ebene des 
Papiers senkrecht gedachte Ebene der Erdbahn, 0 
NP die dieselbe in §3 unter dem Winkel 7 schnei- 
dende Bahnebene eines in der Richtung des Pfeiles 
bewegten Gestirnes, dessen Perihel in z liegt. Ist 
ferner Pp ein Stiick eines durch den Radius vector des Planeten gelegten und zur Ekliptik 
senkrechten gréssten Kreises, so gelten fiir das rechtwinklige spharische Dreieck $3 Pp, 
welches seine Kcke im Mittelpunkte der Sonne hat, die folgenden Gleichungen: 

sin Pp = sinisin QP = sinisin (Qa + xP) 
tg Sp —= cositg S&P = cositg (2 x ae nm P). 
Offenbar ist aber der Bogen Pp nichts anderes, als die heliocentrische Breite, a P aber 
die wahre Anomalie des Planeten. Ist ferner noch O der Ort des Frihlingsaquinoctiums, 
so wird QQ p + 083 die heliocentrische Linge des Planeten. Bezeichnen wir diese 
letztere mit 7, die Breite mit b, so haben wir unter Anwendung der schon bekannten 
gewohnlichen Bezeichnung 


Fig. 13. 


NH 


sind = sinisin (x — 8 + v) 
tg(l — 83) = cositg (ax — 8% 4+ v). 
Die Grésse » — $3 + v nennt man auch das Argument der Breite (cf. S. 25). 
Fiir die richtige Wahl der Quadranten bei numerischen Rechnungen nach diesen Formeln 
ist es ndthig, sich zu merken, dass 7 — $3 und das Argument der Breite stets in dem- 
selben Quadranten liegen, da beide Gréssen gleichzeitig die Grenzen der Quadranten 0°, 
90°, 180° u. s. w. erreichen. Es ergeben dann J, b und der Radius vector r die recht- 
winkligen heliocentrischen Coordinaten nach den Formeln: 


o— 7 cosd cost, 4 = reosbsint, Li S10: 


Um aus den geocentrischen Coordinaten die heliocentrischen desselben Systemes 
herzuleiten, hat man nur néthig, zu den ersteren die heliocentrischen Coordinaten der Erde 
ya addiren. Sind zw, y, 2 die heliocentrischen Coordinaten des Gestirnes, X, Y, Z die 
der Erde, so bestehen also die Gleichungen: 


1) Fir die in dieser Vorlesung (S. 65) auftretenden Gauss’schen Constanten fiir den Aequator 
hat Brendel eine neue sehr praktische Definition gefunden und im 4. Capitel des 1V. Theiles 
seiner ,Zheorie der kleinen Planeten“ (vergl. Vorbemerkungen zur 3. Ausgabe des vorliegenden 
Werkes, 8. XV) auf 8. 28 und 29 gegeben, indem er statt der alten Gauss’schen Constanten A, a, 
BL, b, C, ¢ andere, bequemere eingefiihrt, die eine schirfere Rechnung gestatten; eine Idee, die 
Brendel’s Schiller Boda in Nr. 4429 der Astron. Nachrichten gleichfalls behandelt hat. 


oe Gd ea 


x — X = ocosBcosd 
y — Y = ocosBsina 
2— Z = osinf. 


Die astronomischen Jahrbiicher liefern die Sonnencoordinaten X, Y, Z, d. h. 
die heliocentrischen Erdcoordinaten mit entgegengesetzten Vorzeichen, auf den Aequator 
gezogen, fiir jeden Tag des Jahres. Man sieht hiermit die Berechnung des geocen- 
trischen Ortes, wie ihn eine Ephemeride geben soll, in der einfachsten Weise auf die 
Berechnung der heliocentrischen Coordinaten zuriickgefiihrt. 

Bedeuten nun DL und R beziehungsweise Lange und Radius vector der Erde, 
2, B, @ die geocentrischen Coordinaten des Gestirnes, so hat man, da hier X = KeosL, 
Y= RsnL, Z = 0 zu setzen ist: 


0 cos Bcosk = recosbcosl — Roos L| 
ocosBsind = reosbsinl —.Rsim Lo: * * * “see (1) 
o sin B = rsinb | 
Der Berechnung der geocentrischen Linge und Breite kann man noch eine andere 
Gestalt geben. Wenn man alle Lingen nicht auf das Frihlingsiquinoctium, sondern 
auf den aufsteigenden Knoten bezieht, was selbstverstindlich dann auch mit der Lange 
der Erde geschehen muss, so erhalt man schliesslich die geocentrische Lange selbst um 
den Betrag von § verringert. 
So findet man: 
0 cos B cos (A — 8) = reosbcos(l — 8) — Reos(L — 2)] 
0 cos Bsin(A — 8) = reosbsin(l — 8) — Rsin(L — 8): + * + (2) 
o sin B = rsinb | 
Ein kleiner Vortheil dieser Form besteht darin, dass sich die Coordinaten #, y, 4 
einfacher ausdriicken lassen, wenn die Linie des aufsteigenden Knotens der Bahn in der 
Ekliptik als Axe der X gewahlt wird. Man braucht dann, um # zu erhalten, nur durch 
das Gestirn ein Perpendikel zu fallen, durch welches der Radius vector auf jene Axe 
projicirt wird; da der Winkel der Projection hier dem Argumente der Breite m— 63+ 
gleich wird, so hat man 
x = reos(x — § + v). 


Da ausserdem schon nach dem Vorhergehenden ¢ = rsinisin(a — 83 + v) gefunden 


wird, auch nothwendig «? + y? + 22 = r?, und y fiir die beiden ersten Quadranten yon - 


az — $4 + v positiv werden muss, so gelten fiir x, y, 2 die einfacheren Ausdriicke: 


x = reos(m — 8 + v) 
y = reosisin(a — 8 4+ Vv) ote ee. 2 
# = rsinisin(a — 8% + v) 


Ueberhaupt aber sind die Formelsysteme (1) und (2) nur fiir die Berechnung 
vereinzelter geocentrischer Oerter zu empfehlen. 

_ Fir die Berechnung einer ganzen Reihe von Oertern lohnt es sich, die unter dem 
Namen der Gauss’schen Constanten fiir den Aequator bekannten Hilfsgréssen zu 
berechnen, durch deren Einfiihrung nicht nur die Arbeit sehr abgekiirzt, sondern auch 
die Oerter in der fiir solche Zwecke passenderen Form der Rectascension und Declination 
erhalten werden. Bequeme Ausdriicke fiir die Gauss’schen Constanten erhilt man 
leicht durch folgende Operationen: Wir denken uns zuerst die Coordinaten auf die 
Ekliptik und die Knotenlinie als X-Axe bezogen, und suchen, unter Anwendung be- j 
kannter Transformationsformeln, aus diesen Coordinaten, d. bh. den Coordinaten a, y, z 
der Formel (3), die auf die Ekliptik und das Frithlingsiquinoctium als X-Axe bezogenen 


i 


a 


ea GRY 1s 


im Folgenden mit 2’, y’, 2’ bezeichneten Coordinaten herzuleiten. Das zweite Coordinaten- 
system entsteht aus dem ersteren durch eine Drehung um die gemeinschaftliche Z-Axe, den 
Pol der Ekliptik. Nach dem bekannten Satze der Coordinatentransformation, dass jede 
der drei neuen Coordinaten gleich der Summe der Projectionen der alten Coordinaten 
auf die neue Axe ist, hat man sofort 


xz = x£cos §& — ysin 8 
y' = xsinQ + ycos 83 
a =="B 


Durch eine zweite Shnliche Drehung des neuen Systemes um seine X-Axe, d. h. um 
das Friihlingsaquinoctium, wird man das System des Aequators mit derselben X-Axe 
erhalten. 

Nennen wir die darauf beziiglichen Coordinaten 2”, y”, 2, so ergiebt sich: 


x" = 2! = £cosQ —ysin Q 
y" = y' cose — 2’ sine = asin Si cose + ycos $3 cose — esiné 
2” = y'sime + 2’ cose = xsinSdisine + ycos Sdsinée + zcose, 


worin € die Schiefe der Ekliptik vorstellt. 
Setzt man hier auf der rechten Seite fiir x, y, ¢ die Ausdriicke aus (3) und fihrt 

durch folgende sechs Gleichungen: 

sinasin A = cos 88 

sinacos A —= — sin 8 cost 

sinb sin B = sin 8 cos € 

sin b cos B = cos $8 cosicosé — sini siné 

sine sin C = sin & sins 

sin € cos C = cos $3 cosisine + sini cosé 
die sechs Gauss’schen Constanten fiir den Aequator: a, b, c, A, B, C ein, so werden 
die heliocentrischen Coordinaten fiir den Aequator 2”, y”, 2 durch die einfachen 
Formeln erhalten 


(4) 


a” = rsinasin(x — 8 + A+ v) 
y"’ = rsinbsin(a — & + B+ v) cp Nincpencete ntl e = 5" (Oh) 
= rsinc sin(a — & + C+ 2) 
in denen selbstverstiindlich a nicht mit der halben grossen Axe verwechselt werden darf. 
Bei Einfihrung des Argumentes der Breite schreiben sich die letzteren Gleichungen: 
gt == rsinasin(A + u) 
y ==rsinbsin(B + ups Mss se et ts () 
= rsinc sin(C + wu) 
Die Berechnung der Constanten b, B, ¢ und € kann nach Oppolzer durch weitere 
Hiilfsgréssen noch etwas vereinfacht werden. Setzt man nimlich 


cos §3 cosi = ncos N 
sint = nsinN, 
so wird ncos(N + &) = sinbcosB 
nsin(N + &) = sine cos C. 
Die Gréssen sina, sinb und sine wird man stets positiv annehmen kénnen und danach 
die Quadranten, in denen A, B und C liegen, bestimmen. Um eine Controle fiir die 
Berechnung der Constanten zu erhalten, findet man zunichst durch Multiplication 
obiger Gleichungen 
sin b sinc sin C cos B = sin 83 sin é (cos 83 cos i cos € — sini sin €) 


sin b sinc cos Csin B = sin &2 cos € (cos 3 cosisine + sinicosé), 
Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 9 


Zen = 


deren Subtraction sind sinc sin(C — B) = — sin 88 sini 
ergiebt. Aus dieser Gleichung und der friheren 
sin &3 cosi = — sinacos A 
folgt durch Division die Controlgleichung . 
fe sin b sinc sin(C — B) oe 
sin acos A 
Lést man noch nach Oppolzer in den <Ausdriicken (6) fiir die rechtwinkligen 

Coordinaten das Argument der Breite w in v + @ auf und vereinigt @ mit den 
Constanten A, B und C, so hat man: 

At+o=A g"=—rsinasin(A' + v) 

B.to=B' yy =rsindsin(B +0) ¢- “>: ee) 

Cto=C  e=rsinesin(C + v) 
Sind die Elemente auf den Aequator als Fundamentalebene. bezogen, so ist é in den 
vorstehenden Ausdriicken Null zu setzen und die Berechnung der Constanten ergiebt 
sich einfacher aus den leicht abzuleitenden folgenden Formeln: 


tgt 


. tay ss. 200860" 
cotg A, = — tg 82! cost 50 Oe, ae 
cost! ; sin §o! be + + + © + (9) 
cotg By = ig 53! sin b = OP. 
C= 0 sine == sind 


Den Quadranten von A, und B, bestimmt man dabei so, dass sina und sinb positiv 


werden und erhalt: 
A'= A, + oo! 2” =rsinasin(A’ + »v) 


B= B,+ oo! y!=rsindsin(B + v7 > *. + + + + (0) 
C 10! 2" = rsinesin(C’ + v) 
Zusammengestellt sind die Formeln zur Berechnung der Aequatorconstanten aus den 
Eklipticalelementen also die folgenden: 


sinasin A = cos &3 nsin N = sini 

sinacos A = — cosisin 83 ncos N = cos 823 cost 

sin b sin B = cosé sin &3 sincsin C = sine sin 823 

sinb cos B = ncos(N + 8) sine cos C = nsin(N + €) ae 9) 
Aaa A’ a = rsinasin(A’ + »v) 
Bo i= B y" = rsinbd sin(B' + v) 
Cloa=C 2" =rsinesin(C' + v) 

mit der Controlgleichung . __ sindsinesin(C — B) 


tg4 : 
g sin acos A 


Schliesslich giebt Oppolzer an Stelle der obigen noch die folgenden Rechenformeln, 
in denen nur darauf zu achten ist, dass die Quadranten, in den A, B und C genommen 
werden, so gewahlt werden, dass sina, sinb und sine positiv werden: ~ 


tgi 


cos §3 rae sina = ae 
— tg83cosi = cotg A oe 
cos ios (NW + 6) sin — SiSo0se| ayy 
“Ties Nie Oe sin B 
tg £3 cos N cos € 
cos isin (N + 8) ee sin 83 sin € 
2 COS = cotg C sin 0 


tg £3 cos Nsin & 


Elfte Vorlesung. 


Interpolationsformeln und allgemeine Bemerkungen tiber 
Ephemeridenberechnung. 


A. Ableitung der Interpolationsformeln mittelst der Satze tiber 
arithmetische Reihen. 


Bei bahnrechnerischen Arbeiten ist man hiufig genéthigt, gewisse Gréssen, z B. 
die geocentrischen Coordinaten der Sonne zur Zeit einer Beobachtung den astronomischen 
Jahrbiichern zu entlehnen. Man findet diese Gréssen z B. im Berliner Jahrbuch fiir 
Mittag und Mitternacht mittlerer Berliner Ortszeit gegeben, und man muss hieraus ihre 
Werthe fiir den Zeitpunkt der Beobachtung interpoliren, wie man zu sagen pflegt. Um 
die wichtigsten der zu diesem Zwecke néthigen Formeln abzuleiten, erinnern wir daran, 
dass sich jedes Glied einer arithmetischen Reihe &‘* Ordnung durch einen Ausdruck von 
folgender Form darstellen lisst: 


ee ee Mit) en (ke 1). 


k De ae Shy teks k 
In Fig. 14 stellt die Colonne D eine Reihe erster Ordnung dar, wo = 0 im 
Felde D10. Ebenso sind die Colonnen C, B und A Reihen zweiter, dritter und vierter 
Ordnung, fiir welche n = 0 in den Feldern C11, Fig. 14. 


B12 und A138. 


Die Glieder der Colonne A miissen sich dem- 18) 9 
nach durch die Form darstellen lassen: 12 0 
n (n — 1) ee (belie 
a Sc e 11} 0 0 
wobei » fiir 413 gleich 0, fiir 411 gleich lus.w., 10 0 0 
fiir Al schliesslich gleich 6 ist. 9| 0 0 : 
In der That: ; 
Oro — 1) (6 — 2) (6 —~ 8) 8 0 e “ 
i= ; 
Ae Dior eich! Pig 4. 7 0 ec Cc (0) 
Auf ihnliche Weise lassen sich alle iibrigen =] 
6 c 2¢ 0 


Zahlen der Fig. 14 ableiten. Man kann aber die- 
selben auf einfachere Weise wie folgt erhalten. 5] ¢ 3¢ ¢ 
Man schreibt zunichst in A13, B12, Cll, D10, 
F8 und G7 Nullen, in E9 c ein. Um dann -von 
einer dieser Zahlen zur darunterstehenden in der- 3] 5¢ 6c 
selben Colonne zu gelangen, addirt man die 


zwischen beiden stehende Zahl der folgenden Co- 4 we 
lonne hinzu u. s. w. 1| 15¢ 
Man bildet also z. B.: VLOEE EC aDy bE) pu G 


meee DG— Cd oder c+ 2¢ = 3e. 
Man erhilt so die arithmetischen Reihen verschiedener Ordnung nach ihrer urspriing- 


lichen Definition. 
9 * 
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Nach diesen Vorbemerkungen denken wir uns eine Function f, welche stetig mit 


einem Argumente ¢ (der Zeit zB.) variirt. 


Werthe des Argumentes 


a— 2w, 


a— w, 


a, 


a+ w, 


Wir setzen f fiir gewisse, Aquidistante 


at 2wus. w. 


als gegeben voraus (wobei w das ,Intervall* der auf einander folgenden Argumentwerthe 
genannt wird), und bilden folgende Zusammenstellung: 


Fig. 15. 
Argument Function | 1. Differenz | 2. Differenz | 3. Differenz | 4. Differenz 
a= Ow tl fee 
f(a —%,) 
oes le f(a — 1) 
f(a — %) p™ (a—%) 
a f(@) f(a) rw) 
f(a + %) f™ (@a+Y,) 
atw | f@+) f(a +1) 
IPp@ty 
a+2w | f@+2 


Die erste Differenzreihe erhalt man, indem man von je einem folgenden Func- 
tionswerthe den vorhergehenden subtrahirt. So ist: 


LAG 8a) Gal) 
Ebenso werden die héheren Differenzreihen gebildet, also z. B.: 
FO 3) NG) ea 
Man pflegt, wie aus Obigem ersichtlich, die verschiedenen Differenzreihen durch rémische 
Zahlen zu kennzeichnen. Unter dem Zeichen f setzt man der Kiirze halber w gleich 
eins, und ertheilt der Differenz zweier Werthe das Mittel ihrer Argumente zu. Z. B.: 
fia + 4) —f'@ + %) = fi+1@ + 2). 
In Folge dessen haben alle auf derselben Linie stehenden Gréssen dasselbe Argument. 
Wir nehmen an, dass man im vorliegenden Falle die fiinften Differenzen vernach- 
lassigen kann. 
Sind die Functionswerthe von f (a — 2) bis f (a + 2) gegeben, so kennt man alle 
in obiger Zusammenstellung gegebenen Differenzen. Man kann sich aber auch umgekehrt 


nur einen Functionswerth und eme gewisse Zahl von Differenzwerthen gegeben denken. 
Kennt man in unserem Beispiele: 


f(a — 2), f(a — %), F(a — 1), F(a — Me) und f™ (a), 
so sind alle iibrigen Werthe gegeben. 

Man will nun eine Formel zur Berechnung der Function f fiir ein beliebiges Argu- 
ment in der Nihe von a erhalten. Dazu denken wir uns (Fig. 16) die Argumente’ 
a—2w,...a-+ 2w als Abscissen, die entsprechenden Functionswerthe als Ordinaten 
Die Interpolationsverfahren bestehen dann darin, durch die so erhaltenen 


at 


ein getragen. 


ey) eee 


Punkte eine Curve héheren Grades hindurchzulegen, wn die Werthe von / fiir beliebige 
Argumente zu erhalten. 
Lagrange hat diese Aufgabe fiir den allgemeinsten Fall gelést, in welchem die 
Argumente der gegebenen Functionswerthe nicht Aquidistant sind und man kénnte hieraus 
direct die gewdhnlichen Inter- Fig. 16. 
polationsformeln ableiten. Wir 
schlagen jedoch zu diesem Zwecke 
einen kiirzeren Weg ein und 
kommen auf die Methode von 
Lagrange spater zuriick. 
Wir denken uns f (a), f'(a+1/2), 
f"(a+ 1) us. w. gegeben (also 
die Werthe einer fallenden Diago- 
nale in Fig. 15) und wollen 
die folgenden Functionswerthe 
¥(@+ 1), f(a + 2)... als Func- 
tionen derselben ausdriicken. Durch Lésung dieser Aufgabe er halten wir eine Curve 
héheren Grades, welche durch die Punkte mit den Abscissen a,a@ + w,a+ 2w... 
hindurchgeht, oder nach dem eben Gesagten eine Interpolationsformel. Da f(a + 1), 
f(a -+ 2) ete. durch auf einander folgende Additionen aus f(a), f' (a+ 3/2), f" (a + 1) ete. 
erhalten werden kénnen, so kann man diese letzteren Gréssen abwechselnd mit Aus- 
nahme einer einzigen gleich Null setzen und so die ersteren daraus Theil fiir Theil 
zusammensetzen. Es sei zunichst: 
0=f'@+'2) =f" @t lb =f/"@t th). 
Dann ist offenbar: f(a +n) = f(a. 
Dieses ist also der erste Theil der zu suchenden Interpolationsformel. 
Wir setzen jetzt: 
Ore (a) fe (a 1) fe F385) ) 

und denken uns f"(a + 1/,) an Stelle von ¢ in das Feld H9 von Fig. 14 eingeschrieben. 
Dann fallen f(a) auf D10, f"(a + 1) auf F8, f(a 4+ 3/,) auf G7 us. w., d. h. auf 
Nullen, was der Voraussetzung entspricht und bei allen &ahnlichen Betrachtungen immer 
mi beachten ist. Die Werthe f(a), f(a + 1) u.s. w. kommen dann in die Felder 
D10, D8 u. s. w. zu stehen. Hieraus folet als zweiter Term der zu suchenden Inter- 


olationsformel : 
P S(a + n) = nf'(a + 2). 
Um den dritten Theil zu erhalten, setzen wir: 
Oi f(a) f(a P's) = F(@ a Ala) - 
und schreiben f"(a + 1) an Stelle von ¢ in dasselbe Feld E9 in Fig. 14 ein. Die 
gleich Null gesetzten Gréssen fallen dann wieder in Felder, in denen in Fig. 14 Nullen 


stehen, f(a), f(a + 1)... aber kommen in Cll, C9... zu stehen. Hieraus folgt un- 
mittelbar der dritte Term: 


fiatn= a f"(a + 1). 


Durch Fortsetzung dieses Verfahrens und eae der so erhaltenen Terme 
gelangt man zu der Newton’schen Interpolationsformel: 


7(a+ 7) ay + nf'@ + 4h) 
= ee le ee min CS) 


UWOTZOUN Wf 


O a—2w a—w a a+w a+ 2w Argument 


n = 


a ee 
Die hier angefiihrten Terme dieser Formel stellen 


f(a), f@+ 1), f@+ 2) und f@ + 3) 
strenge dar; in Einklang hiermit ist der Ausdruck auf der rechten Seite von (1) ein 
Polynom dritten Grades in Bezug auf » und hat somit vier Coéfficienten, welche vier 
Bedingungen geniigen kénnen. 

Aus der Ableitung selbst geht hervor, dass » in Theilen des Intervalles aus- 
gedriickt sein muss. Mittelst dieser Formel kann man Functionswerthe zwischen den 
Argumenten @ und @ + 1 suchen; » ist dann positiv und man interpolirt nach ,vor- 
warts“, Sucht man umgekehrt Functionswerthe zwischen a und a — 1, so ist m negativ 
und man interpolirt nach ,riickwarts*“. 

Beispiel: Es sei die Sonnencoordinate Y, bezogen auf das mittlere Aequinoctium 
des Jahresanfanges (1897,0), fiir 1897 October 17 fiir 12> 35™ 2683 mittlere Berliner 
Ortszeit zu bestimmen. Man zahlt in der Astronomie die mittlere Zeit von Mittag bis 
Mitternacht von 0 bis 24 Stunden. Der Mittag des 17. October ist also in astronomischer 
Zeitrechnung als 17,000000 (in Bruchtheilen des Tages) zu bezeichnen. Der oben 
gegebene Zeitpunkt fallt nach Mitternacht, also nach biirgerlicher Zeitrechnung in den 
18. October, nach astronomischer Zeitrechnung aber ist er: October 17,5246101). 


Aus dem Berliner Jahrbuche entnimmt man §. 39: 


October % de i: Ill. 

16,0 — 0,362 172 4 

— 72.063 
16,5 — 0,369 378 7 Bi an 272) V6 
17,0 — 0,376 557 8 ee + 278 16 
17,5 — 0,383 709 1 a oon + 284 aN 
18,0 — 0,390 832 0 as ihe + 290 igang 
18,5 — 0,397 925 9 a + 296 15 
19,0 — 0,404 990 2 +301 

— 70 342 
19,5 — 0,412 024 4 


Die dritte Differenzreihe ist derartig constant, dass keine Veranlassung vorliegt, 
weiter zu gehen. Die Differenzreihen sind in Einheiten der siebenten Decimale aus- 
gedriickt. Wir wollen nun zunachst das gesuchte Y bestimmen, indem wir yon dem 
Werthe fiir October 17,5 aus vorwirts interpoliren. 

Es ist jetzt also n positiv und in mittleren Sonnentagen ausgedriickt gleich 
0,024610. Da aber das Intervall ein halber Tag ist, so hat man zw Anwendung von 
Ds sr): nm = + 0,049 220 zu setzen. 


Es ist in Einheiten der siebenten Decimale: 


f (a) —= — 3837091 | log n = 8,69214 

f' (@+%)—=— 71229 1g Le oes) be 83692 n 

ff oC) == 290 2 . 

FUG + a) = + 6 | tog a = » os le 8,182 


*) Zur Verwandlung von Stunden, Minuten und Secunden in Bruchtheile des Tages ist im An- 
hange die allen praktischen Bediirfnissen gentigende Tafel gegeben. 


Se hi 
Hieraus folet: 
aes, Y = — 0,384 0604, 
wobei das dritte Glied véllig unmerklich ist. 
Zur Controle kann man dieselbe Formel anwenden und yon October 18,0 aus- 
gehend nach riickwarts interpoliren. Man hat dann: 


n = — 0,950 780. 

r@ = — 3908 320 | log n = 9,97808 n 

f @+%),)—=— 70939 log AS Nao Yea 9,9672 

f° (a | 1) — + 296 2 

Ton: Je 3/9) — + 5 log ee) = 9,96 Nn 
. - oO 


und findet: Y = — 0,384 0604 


Wir haben hier mit Hilfe der Werthe fiir October 18,0 bis 19,5 den ausserhalb 
liegenden Functionswerth fiir October 17,524610 extrapolatorisch bestimmt, wie man 
zi sagen pfiegt. 

Das vorliegende Beispiel zeigt, dass sich diese Operation mit grosser Genauigkeit 
durchfiihren asst. 

Die Formel (1) gestattet einen praktisch wichtigen Schluss. Man hat hiufig Tafeln 
vor sich, in denen sich die zweiten Differenzreihen gerade noch schwach fihlbar machen. 
Man ist dann a priori im Zweifel, ob man ihnen Rechnung tragen soll oder nicht. 


— 1 
Das Glied eae f(a + 1) erreicht sein Maximum fiir » = 1/, und wird 
dann — 1/, f"(a + 1). Mittelst dieser Formel kann der Rechner sofort entscheiden, 


ob er bei der zu erreichenden Genauigkeit die zweiten Differenzreihen zu beriicksich- 
tigen hat. 

Von besonderer Wichtigkeit ist die Anwendung von Formel (1) fiir » = 1/). 
Man findet in diesem Falle: 


fat 5) =204+5r(¢+5) 
—sr@+ytqe(a+5) 
Sef @t D+ aur (a+ 5) 
ay +9) +a" (@ + F) 
= a4) + ees (a +5) 


Dy et ae 
seis! @ 1) --- 


(1') 


Diese Formel, sowie einige analoge, welche wir bald kennen lernen werden, kann 
mr Interpolation in die Mitte verwendet werden. 

Man pflegt, um Arbeit zu sparen, die Ephemeride eines Kometen oder Planeten 
munaichst nur von vier zu vier Tagen fiir Berliner Mitternacht zu berechnen, interpolirt 
dann einmal in die Mitte [z. B. mittelst Formel (1’)] und erhilt so eine Ephemeride mit 
zweitiigigem Intervalle. Dieses Verfahren wiederholt man dann noch ein- oder néthigen- 
falls zweimal und erhilt so die Stellung des Objectes von Tag zu Tag oder 12 zu 
12 Stunden. 


Jede dieser Ephemeriden wird bei Gelegenheit der Bildung der Differenzreihen 
gepriift. Bemerkt man in einer der Differenzreihen einen Sprung, so muss man den 
entsprechenden Rechenfehler in den Functionswerthen suchen. Derselbe befindet sich 
gewohnlich in der Nihe der Zeile des Sprunges. 


Fig. 17, 
Function || 1. Differenz | 2. Differenz | 3. Differenz | 4. Differenz | 5. Differenz | 6. Differenz | 7. Differenz 

“bl ae 
wi +4 
pie ee —4 mae +16 

235) ae.) ey) 
=35) 4 — 16 +64 

+2 —8 4+ 32 — 128 
as =9 Dee +8 ieee — 32 = 76s +128 
=I 4 +4 bles —16 4.39 + 64 
+1 i —A4 + 16 3 

=» 18 
=i fas 44 
sa 


Es ist indessen zu bemerken, dass kleine, aber ungiinstig vertheilte Fehler der 
Functionswerthe in den hoheren Differenzreihen ziemlich bedeutende Spriimge verursachen 


Fig. 18. kénnen. Es seien (Fig. 17) bei Berechnung 

13|415¢ der auf cinander folgenden Werthe emer Func- 
tion die Fehler + 1, —1, +1, —lus. w. 

12 —10¢ begangen worden. Man sieht, wie dieselben 


sehr schnell in den héheren Differenzreihen 
- Spriinge hervorrufen. Betriigen diese Fehler 
10 ee me nur 1/39" (ungefahre Unsicherheit einer Ephe- 
meride bei siebenstelliger Rechnung), so 
kénnte, wie aus Obigem ersichtlich, in der 
8 me eG 0 siebenten Differenzreihe ein Sprung von acht 
Bogensecunden auftreten, wodurch die Sicher- 


9} +e + 3¢ c 


7| O ap G c 0 
heit der Controle durch die Differenzreihen 
6 0 =e 0. wesentlich leidet. 
5| 0 0 2 Treten daher in eimer Ephemeride hohe 
Differenzreihen auf, so ist es im Allgemeinen 
4 9 0 immer anzurathen, die in der Mitte liegenden 
Bh a 0 Functionswerthe neu zu berechnen. Durch 
Interpolation in die Mitte werden unter diesen 
2 0 Verhiltnissen die in der urspriinglichen Ephe- 
1! 0 mevzide befindlichen Fehler verdeckt. 


Die iibrigen Interpolationsformeln lassen 
-sich ebenfalls leicht mittelst der Satze iiber 
arithmetische Reihen héherer Ordnung gewinnen. Wir denken uns in Fig. 15: 

1 3 
$@ f(a— 3) P@—), ft (a—Z) usw 
oder, was auf dasselbe hinauskommt, f(a) und die vorhergehenden Functionswerthe 
gegeben und verfahren nun wieder wie oben. 

Wir denken uns f (a) in das Feld #5 (Fig. 18) eingeschrieben und alle Differenz- 

werthe gleich Null gesetzt. Dann ist: 


fatn =f(o. 


A BOD aa ae 


Denkt man sich f* (a — =) in dasselbe Feld geschrieben und alle iibrigen Werthe 


gleich Null gesetzt, so kommt f(a) in D4, f(a -—— 1) in D6 zu stehen u. s. w. Man 
hat also: 


(atm) =ns'(a— 5): 


Denkt man sich f"(a—1) in £5 eingeschrieben, so kommt f(a) in C3, f (a— 1) 
in C5 u. s. w. zu stehen. Also: 


f(a +n) = eet) 


Auf ihnliche Weise folgt fiir das dritte Glied: 
1 2 3 
f(a+n)= See (wt) @ + 2) fr" (a = x): 


Die vollstindige Formel wird daher: 
1 
fa+)=1@Q+ TF (a—35) 


15a n n(n + 1) (n + 2) po 3 ere) 
tye ee (o—3)..J 


f' (a — 1). 


bo 


Wir wenden diese Formel wiederum auf unser Beispiel an, indem wir, zunichst 
von October 17,5 ausgehend, vorwirts interpoliren: 


n == + 0,049 220. 


f@ —= — 3837091 
f' (« = 5) —— 71513 | log n = 869214 
f" (a — 1) = -—- 278 | log ee) 8,4120 
y dae (a a _ — 6 
Das dritte Glied kann vernachlissigt werden. Man findet wie oben: 
io Y = — 0,384.0604. 
Interpoliren wir von October 18,0 aus nach riickwiarts, so ist: 
nm == — 0,950780. 
f (a) = — 3908320 
f' (« ve 5) 71509. | toy ne 8.07808 n 
Fi@—1) = + sprigs anana. a 1) — 836919 n 
(pe ee 
Y — — 0,384 0605. 
Von (2) ausgehend, leiten wir wiederum eine Formel fiir die Interpolation in die Mitte 
ab, indem wir n —= — = setzen. Man findet so: 


a 


Klinkerfues, Theoretische Astronomie, 


10 


ee IW ess 


He Perec) 


1 


Bean ae 


5 
128 
21 
1024 
429 


i meee eee iris! (« in 2 


1 nt 3 


IV y) tf (a— 3) 
Ce horrors. 3 


: — CO 


3 Al oe 
— gel" @— 8 —aisag 7 (a) 


2431 


wap OO Ag aN ee 
aida 2 @ — %) 


Die Anwendung der Formeln (1) und (1') ist dann geboten, wenn man die Werthe 
f(a— 1), f(@— 2)... nicht zur Hand hat, d. h. bei Interpolationen in der Nahe 


Fig. 19. 
13) + ¢ | 
12 —c¢ 
11 ; 0 pas ve ; As 
10 a 0 ays bs 
Sh ae) 0 c 
8 0 0 0 
AP 0) c 0 
Se es ¢ 0 
5; 0 c c 
4 | Z ‘4 2¢ 
ail og 3 ¢ 
2 4¢ 
1| 5e 


ASD) iC See) ae ae ae 


des Anfangs einer Ephemeride. Aus demselben 
Grunde empfehlen sich die Formeln (2) und 
(2') zu Interpolationen in. der Nahe des 
Schlusses. Kennt man aber alle in der Nihe 
einer Zeile befindlichen Differenzwerthe (also 
in der Mitte einer Ephemeride), so zieht man 
vor, die Function mit Hilfe derselben auszu- 
driicken. Wir denken uns also: 


r f(a+ Zs) FO, F(a +g) 


(resp. die entsprechenden Werthe von /) ge- 
geben. Sind alle Differenzwerthe «gleich 0, 
So ist: 


fa+n) =f) 


Ferner denken wir uns alle iibrigen Werthe 
ee : 
gleich Null gesetzt und jf" (a + 5) in £7 ein- 


geschrieben (Fig. 19). Dann kommen f (a) und 
f(a +1) nm D8 und D6 zu stehen. Es ist 
also unter dieser Voraussetzung: 


f(@+ Ae nf'(a ae x): 


Denken wir uns ferner alle obigen Werthe mit Ausnahme von f"(a) gleich 0 und diesen 
letzteren in LY eingeschrieben, so kommen f (a), f (a + 2) u.s. w. in C9, C7 u. s. w. 


zu stehen. Es wird also: 


f(a+ n= ee) (a). 


i : : 2 : 
Betrachtet man nur f™ (a ao 5) und schreibt diese Grésse in #7 ein, so kommt 


f (a) in B8, f(a + 1) in B6 m stehen; f (a + n) wird dam: 


(n + BAO SU =D) pm (a am 5): 


a | ieee 
Denkt man sich ferner f(a) in £9 gesetzt, so fallen f(a) und f (a + 1) in A9 und 


AT, und man erhilt: 


f@t+n= at “ = . a - “ = f* (a): 


Die vollstiindige Formel wird also: 


sotM=s@tur (ats) +e o5 nO rw | (3) 
(ree pea ,| 


Fir unser Beispiel ist, wenn man von October 17,5 ausgehend vorwirts interpolirt: 


m= + 0.049 220. 


f (a) = — 3837091 
a i (a ae 5) == — 71229 | log n = 869214 
f" (a) = +4 284 | log a = 83692 n 
p'(a+5)=+ 6 
Y = — 0,384 060 4. 
Indem man in (3) 1 = + A setzt, erhalt man zur Interpolation in die Mitte 


die Formel: 
Ho+ a=s0+40642-tr0 


1 Wd 1 3 lv 
Baie (a = 1) + (a) 


: 3 eV 1 VI or 
+ 356 / (a+ 5)- cared (2) Heras Mo fae So) 
5 VII 1 35 vit 
— x048 7 (« a 5) + 3n7¢a 7. () 
; Sl eae 63 
+ $5 5967 (a =) sata’ % - 


Um eine der Formel (3) analoge abzuleiten, denken wir uns 


f@,f (a — x): Cee en (a —5) re 


gegeben. Sind alle Differenzen gleich Null, so ist: 
fa tn) =S (0. 
_ Betrachtet man nur f' (« — 3) und schreibt diese Grésse in H9 (Fig. 19) ein, so 
fallen f (a) und f (a2 + 1) in D8 und D6. Das zweite Glied ist also: 
1 he 1 
(a3 


Beriicksichtigt man nur f" (a) und schreibt diese Grésse in 7 ein, so kommen / (a) 
und f (a + 1) in C7 und C5 m stehen. Das dritte Glied wird demnach: 


eed) 


10* 


Ng (7 ee ake 


2 
und f (a + 1) in B8 und B6. Das vierte Glied wird also: 


aa (« aes 5) UL Seas 


age 1 , 
Betrachtet man endlich nur das Glied f™ (« — 5 und setzt es in HY, so stehen f (a) 


2 a 


Man erhalt so: 
1 
rot) =s4+ 4s (a4) 
ie a a Can Ra 73 ve (n use : ie 1) rf (« 3 5) a 


(4) 


n+ 2)(7 +1)”7(m—1) w 
(n + 2) (w + 1) n _- - (n — aN “(a bis: 5) 
1 Ike 3 ok 2 
1 ; ‘ 
Indem wir in (4) @ durch @ + 1 und » durch — oy ersetzen, ergiebt sich folgende 
Formel zur Interpolation in die Mitte: 
; 1 sips Lae 1 
tats) =f@+D—ZF (4435) 
1 i 1 Wd 1 
Sra p @+)+ 7% Wane, 
Iv el 2 aoe 
aie = (a af eS fa r(a aie 5) 
5 1 (4’)° 
~ 1024 NE sal (« +3) ? 
35 vaint 3D a 
ey OP ass («+ 3) 


63 
= mei Me 


Die Formeln (3’) und (4’) haben alle ungeraden Glieder mit entgegengesetzten Vor- 
zeichen gemeinsam. Man kann dieselben daher zum Verschwinden bringen, indem man 
aus beiden Formeln das Mittel nimmt. Wiur setzen der Kiirze halber: 


2h (a 2k 1 
(a 4) =f Oke iy 


Eine Verwechselung ist hier nicht zu befiirchten, da gebrochene Argumente nur 
in den ungeraden Differenzreihen vorkommen (siehe Fig. 15). In analoger Weise ver- 
steht man z. B. unter f'(a + 1) die Grésse 


r(at+5)tr(at5) 


2 


Auch hier ist ein Irrthum ausgeschlossen, da jf" (a + 1) in Fig. 15 tiberhaupt nicht 
vorkommt. 


Nimmt man also aus (3’) und (4’) das Mittel, so erhilt man unter Einfiihrung obiger 
Bezeichnungsweise : 


8 
= 5 (« slg 5) i. ae (« + =) fe eA 


a years 1 63 < 1 
+ 397687 (« 1 x)— 962 1447 (a +5)- 


Diese Formel unterscheidet sich durch ihre schnelle Convergenz von (1’), (2’), (3) 
und (4’) und wird daher vorwiegend zum Zwecke der Interpolation auf die Mitte ver- 
wandt. 

Hat man innerhalb eines und desselben Intervalles eine gréssere Zahl von Inter- 
polationen auszufiihren (was z. B. vorkommt, wenn man mehrere Beobachtungen eines 
Kometen an demselben Tage mit einer Ephemeride vergleichen will), so ist es vortheil- 
hafter, die Formeln (1), (2), (3) und (4) nach Potenzen von » zu entwickeln und die 
Coéfficienten derselben ein- fiir allemal auszurechnen. Wir fiihren diese Entwickelung hier 
vollstandig durch. 

Wir beginnen mit der Entwickelung der Formel (2) nach Potenzen von ». Man 
findet unschwer, indem man jedesmal mit dem neu hinzutretenden Factor multiplicirt: 


an 
I. nw+1)—=n+% 
Tl. n(m + 1) (wm + 2) = m3 + Bn? + Qn 
IV. n(n + 1) : + 2) (n + 3) = nt + 6n3 + Il n? + 6n 
V. n(w+1)...(~ + 4) = n5 + 10nt 4 35n3 + 50n? + 24n 
VI n@w+1)...(1+ 5) = né + 15m) + 85nt 4+ 2253 + 274n2 + 1200 
VIL nfm +1)...(~+ 6) = n7 + Q1n6 + 175n5 + 735 nt + 16243 + 1764 n2 
+ 720 
VUL n(n 4+ 1)... (nm + 7) = m8 + 28n7 4+ 322 n8 4+ 19600 + 6769 nt + 1313203 
+ 13068 n? + 5040» 
IX. n(w + 1)... (v7 + 8) = n9 + 36 n8 + 546 07 + 4536 v6 + 22449 05 + 67 284 n4 
+ 118124? + 1095842 + 40320 
X. n(w + 1)... (m7 + 9) = n+ 45 n9 + 870 n8 + 9450 n7 + 63 273 n6 + 269325 n> 
+ 723 6804 + 117270023 + 1026576 n2 + 362880n. 
In jedem dieser Ausdriicke ist dic Summe der Coéfficienten der geraden Potenzen 
von » gleich derjenigen fiir die ungeraden Potenzen (wegen der Theilbarkeit durch 


m + 1). So ist in (V.): 


Ve oo a242e= 60 —— 10 +> 50! 
Durch diese einfache Controle werden vereinzelte Rechenfehler sofort aufgedeckt. 
Die vollstiindige Entwickelung der Formel (2) ergiebt: 


fla ae ») = f(a) + f' (« —5) [vn] + f" (a — 1) E +3 
4p OS ios Bee n? 4 | HP (a= 3) a+ 3 Te ee a Sis 4 


n> nN Tn} jn? n 
a: («— Dia ae 
S 17 n4 5 ni 137n2 n 
+f" (a—8) lzo5 + Ts a Me ae 360. ‘| 


a 5 7 n* 29 n8 Tn? n 
eo (— ion Sa eee ree || 


a 
ay | gee 
, 5 ni 23 n8 Tn 967 n4 469 n3 
eV ie oa bt | REE ee 
TD, ae) Gransi  Tqa0* 3880 + Tad © 5760 1440 
363? =| 
1120-8. 
= 9 mon 13h? | n& | 1069n> , 89nt | 2953108 
ames (a 7 362880 * 10080 7 8640 * 80 7 17280 480 90 720 
7617? =| 
5590 "9 
te fs 910 Kaen: 29 ns ni 3013 né& 19 05 45235 n4 
and ) Fiasees 530640 + 120960 + B84 > 172800 256 ' 22680 
1303 n3 7129n2 n 
+ “4039 35200 + ak 
Ordnet man diesen Ausdruck nach Potenzen von n, so ergiebt sich: 
f(a+n) =f (a) 
it I 1 i oT 1 Wd 3 1 AV ‘ ‘aI 
f(a-s5)+5/ (@re Day (a—5) +4 (a — 2) 
1 “Vv ; 5 1 VI 1 vil At 
+ n Tey (0-3) +47 (Gi--3) s («—5) 
1 Vili 1 IX wy) 1 x 4 
Been Com ay oo” 
Li 1 om 3 11 ay D ome 5\] 
sf") +5F"(0-5) +A D4 Gr (4-5) 
TEs (es 7 363 _, 
a2 pee Vi as. psa Vil ay aw eV oe 
ae’) =e 360 1 (a — 3) aaah (« x) ++ 7120 / (a — 4) 
TEL oe 9 7290.2 é 
| + 35507 (ag) Papa eem 
; 1 “v1 3 1 Iv vf “Vv if 5 5 Dg . a 
hae Lae Pas PkN ode, 2 Jee A, ane I alah 
of ¢ r) hae (ase Aen igaa te a) + igf" 3 ee 
29 | 7 469 29531 9 
3 et VI Bal is VIII home A, fy Ait IX hie 
Be) aay (« 2) + tot @—9 + go7904 (« 3) 
1303 x, 
+ q93 7 2) 
i. Vv ¢ 1 Vv B) 17 ais | » fal 
ga: AOA) slag (og) at ee) 
Te 7 967 oy 89 9 
; 4 aa Vil eral Vill pie pee OIxX ees 
cae + ¥8 (a x) Vp7e0 oe eae (a 7 
ASDo an 
+ a56594 Ae = 
Lins 5 At a . 9 wii 7 ’ 
| p07 (a— 3) tga MO asa (a—5) 
ap 10 : 
(ease uk roe 9 i ee ; 
ia te Oe ren («—5) + ong) ONT 


en gay Ome 2 


ae 7 re i 
‘ 707 ies (o—5) gauge 4) 
ae 9 3013 
he :. a) + tizs00 7 @ — *) 
Wek 1 VIIT “ ™X >) 
ee sol 5) vee aie sn («— 5) 
i ‘iW (a5) pees 


me [aa bay) 4) 4 (« 5) se f* (a 5)] 
ee smnasy f(a n. s ae bess 5)| 
as mol? aa “wan 
In ahnlicher Weise findet man aus (1) mit Benutzung der vorstehenden Rechnungen: 


f(at+ i ay § tae 


1 
+ % 5 eae 5 ee ae 8 =—— Gh 3) + — oo ( (a ne 


s = Gee aye (a tr 3)-] at Cpeees, 


137 VI NALA 363 ee 
+m) +P @ + 3a) — rn (at eee (a + 


ol 7129 
— 95007 (« a iy ee gy 


: (a 
rail ( 1) a (« a) +3 fp. - eee C 2) at’ ( 
4) 


|r" (a - 5) =se" G+)+5F (« a) ®)- i Grae (1) 


‘iegem 7 469 29531 
$m) + 5S" (4+ 5) pa +4) + Ga" (+5) 
1303 


Te ae 
ea @+)—Br(et+s)+ r+ | 
tml Er" (at sear @ +) —F («+ 3) 
Brora 
lao (¢+ S)— Bret ote (et Ff) 


7 vut 1069 1x 9 
mera) + 4) + tyog0 (a = z)- oat (3) 


Nee aoe 


fee: a“ Terese 1 
a Cees 5 ee ae ee) 


+ n° ta] La) 
1 9 3013 ” 
mgne0 “(a 7 = + T2800 7 @ + 5) | 
Vise: vil 7 i Gah IX 9 . 
ee eels ar @+ Ota (« a 7 : 
n! 
a7 f* @ + 8) Bes 


f-% il x 9 29 x 
+ | a55 390% + 4) — F080 7 («4 ae sop 


9 1G ee : 
+ ” 1369 88 a0 F(a ug a — socan Or 5) 


a 15 ee]. 


Die Formeln (1”) und (2”) convergiren verhialtnissmissig langsam. Formel (1”) 
kann aber trotzdem mit Vortheil am Anfang, (2”) am Ende einer Ephemeride ver- 
wendet werden. Hat man hingegen alle in der Nahe der Zeile a befindlichen Differenz- 
werthe zur Verfiigung, so verdienen die aus (3) und (4) folgenden Formeln den Vorzug. 

Zur Entwickelung von (3) hat man zunichst: 

Lt 

I. 2a —)l)=n—n 

WW. w@+1)@ @—l)l=—=#—n 

IV. (» + 1) (n) (» — 1) (wm — 2) = nt — 2n3 — n2 + 20 

V. (n + 2) (w + 1) (n) (» — 1) (m — 2) = ni} — 5n3 + 40 

VI. (n + 2) (w+ 1) (») @ — 1) (@ — 2) (n — 8) ae 

= né — 3n' — Bnt + 15n3 + 4n? — 12 

VIL (nm + 3) (nm + 2) (n + 1) (nm) (w — 1) (mn — 2) n — 8) 
= ni — 14n') + 49n3 — 36n 
+ 8) (w+ 2) (» + 1) (”) (xn — 1) (» — 2) (w — 3)  — 4) 
= n§ — 4n7 — 14n6 + 56n5 + 49n4 — 1963 — 360? + 144” 
+ 4) (n + 3) (vn + 2) (w+ 1) n (xn — 1) (n — 2) (n — 38) (&w — 4) 
= n? — 30n7 + 273 n> — 820n3 + 576” 
(n + 4) (wn + 38) (nw 4+ 2) (wv + 1) n(n — 1) (wm — 2) (w — 3) (wn — 4) @ — 5) 
= nl — hn? — 30n8 + 150n7 + 273 n' — 13655 — 820n4 + 4100n3 + 576n?— 2880n. 


Vill. (x 


IX. (7 


a. 


In Folge der Theilbarkeit dieser Ausdriicke durch n2 — 1 muss die Summe der 
Coéfficienten der geraden Potenzen von » und diejenige fiir die ungeraden Potenzen 
von ” gleich 0 sein. So ist z B. fir (V.) 1— 5 + 4 = 0 und fir (VL) 1 —5 4+ 4 
= — 3+ 15—12=0. Mit Hilfe dieser Ausdriicke wird Formel (8): 


forvasorer(ets) +ro[F—s]+o G+ Dea 
trom a] +0 (e+ 3) [oma * a 


“VI ne n° nt n n2 n | 
PAO one een ab a a 


Ot ae 


eat 1 ni n? Tn n | 
in (« ai 5) Ese — 360 * 790 T40. 


yu ni n8 n? Tn Tn n? nN | 
ve <2) (zoss0 320 ~—«10 080 2880 at 720 1 5760 1440 1120 “tr 280 


ae 1 n? nit 13 n 41 3 n 
te (« 4 5 [eae — 75096 + 1798 — Isi4a T 630 


n10 ie ms ni 136 | 
3 628 800 725 760 120 960 4 24.199 "172800 
Sete) os . 
13 n° 41 n4 41 3 n? n 


~ 34560 181440 ' 36288 ' 6300 1260 


Ordnet man diesen Ausdruck nach Potenzen von n, so ergiebt sich: 


faa+n =f@® 


of as sh MZ" (+a) tyro | 


nv: I Va if 1 Vil 1 
0 f 2, e500 a (a a) 


vu 1x 1 x 
i Iv VI 1 vill 1 x 
+e [er @—p rr @ + + Ta! eee a! 2 
1 + is Iv / 1 x 1 Ne 


Vit 7 Vu 4] IX AEX. 
|e ra" ( Tne 1440 (2) e144 7 ces 


se a at Os: aa oe, Saat a («)| ie) 
sO apf (+a) 
ee Oe a? Co) ae | 

+2§| 295 7" @ — Ole ase tS (| 

Pte (+3) Gia (+3) 

+5 300 a ore’ (| 

ae | saa e0 6 (« $ ah — i («)| 

+ 00] eal (a) .. | 


Aus dieser Formel leitet sich leicht die (4) entsprechende ab: 
Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 


fa+n=f@ 


IP(e-s) +5" O- ae ca Ser toe 
ae a % ; (« —5) +3 mL OX ar uy («—5) 
— sf 0) + Fa ny + rept On 
+e P@—Ar Ot Hl O- aml" Ot got Ol] 


[te (ot) + EP O-—gSt (0-7) - gO] 


F i Vir vit 41 1X a =) 
oe etapa (a— a, - a (@) — e744 I (« 2 
Ay pe 
— 369885 () 


1 7 VI 7 VIII 41 x 
+ nA Ee ff" (a — ae) (a) + at (a) — isiaso’ (| 


lPuniecgue a vi i 
al Om 5) + ap" © am (a5) 
n°? 
1 VIII 13 1x 1 13 x 
— oF OT ay 2a 3) + 37560 7 © | 
41 ng & =) ae (a) — a yin (a ) ae — = “fe («)| 
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3 (4) 


Die Formeln (1”), (2”), (3”) und (4”) sind hier viel weiter entwickelt, als sie ge- 
wohnlich gebraucht werden. Man sollte, wie oben aus einander gesetzt, wurde, die 
Intervalle einer Ephemeride stets so eng wiihlen, dass sich héchstens siebente Differenzen 
fiihlbar machen. 

Hat man also eine grosse Zahl von Interpolationen auszufiihren, so berechnet man 
nach einer der vier obigen Formeln die Logarithmen der Coéfficienten von », n? u. 8. W. 
mit der néthigen Stellenzahl fiir alle Epochen der Ephemeride. 

Zur Controle dieser Gréssen empfichlt es sich, die so erhaltenen Interpolations- 
formeln fiir den Fall n = + 1 anzuwenden, d. h. durch Interpolation den nachst- 
folgenden Functionswerth zu berechnen. Ausserdem miissen alle diese Gréssen durch 
Bildung von Differenzreihen gepriift werden. Man schreibt also z B. die Logarithmen 
der Coéfficienten von n* fiir die verschiedenen Epochen unter cinander und tiberzeugt 


sich, dass ihre Differenzen ‘einen geniigend regelmissigen Gang zeigen. Bei der Inter- 
polation selbst sollte man zur Controle stets vom vorhergehenden Functionswerthe 
nach vorwirts (7 positiv), und vom folgenden nach riickwirts (” negativ) interpoliren. 

Bei den bisher aus einander gesetzten Interpolationsverfahren wurden die Argument- 
werthe als &quidistant vorausgesetzt. 

Lagrange hat ein Verfahren gegeben, welches von dieser Voraussetzung frei ist 
und alle im Vorhergehenden entwickelten Formeln als Specialfiille in sich schliesst. 
Seien fiir die beliebig vertheilten Argumentwerthe ¢,, f, ...t, die Functionswerthe 
iheto us o> a gegeben, so hat der Ausdruck: 


alg et) 4): sate — tia) (¢ — tgs) t — tiga)... = ty) 
f Ss =a) (i — &) © (= Ga) G — fia) G— hee)... (Ge by) 


die EKigenschaft, fiir jeden Argumentwerth ¢; den Werth f; anzunehmen. Vorstehende 


Gleichune stellt also eme Curve » — lten Grades in ¢ dar, welche durch die gegebenen 
f=) y) o's 
Punkte hindurcheeht, oder die gesuchte Interpolationsformel. — Des Interesses wegen 
5S 2 5 if 


sei hier noch der beriihmte Encke’sche Aufsatz iiber Interpolation mitgetheilt, den 
dieser auf Grund von Vortraigen, die er bei Gauss gehért, ausgearbeitet hat. 


B. Ableitung der Interpolationsformeln von Encke (nach Gauss). 


Interpoliren heisst im Allgemeinen das Verfahren, wodurch man aus gegebenen 
numerischen Werthen irgend welcher Function einer Grésse, oder nach dem astronomi- 
schen Sprachgebrauch, eines Argumentes, den Werth dieser Function fiir einen anderen 
gegebenen Werth des Argumentes bestimmt, ohne die Form der Function selbst zu 
kennen, ja ohne sie kennen zu wollen. Als Hiilfstheorem dient hierzu der Taylor’sche 
Lehrsatz, insofern er allgemein die Entwickelung jeder Function umfasst. Nach ihm 
lasst sich jede Function einer zweitheiligen Grésse in eine Reihe auflésen, die zum 
ersten Gliede die Function des ersten Theiles selbst hat, und in den folgenden nach 
Potenzen des zweiten Theiles fortschreitet, wobei die Coéfficienten aus den derivirten 
Functionen oder den Differentialen des ersten Theiles gebildet werden. Um die Reihe 
schnell convergiren zu machen, nimmt man gewéhnlich diesen zweiten Theil sehr klein an. 
Man muss daher auch bei der Anwendung auf das Interpoliren den Werth, von welchem 
man ausgehen will, so nahe als méglich dem gegebenen zu bringen suchen. 

Die Fille, in welchen der Taylor’sche Satz eine Ausnahme erleidet, kommen bei 
der Interpolation nicht vor, wenn man sie nur so anwendet, wie sie allein angewandt 
werden sollte, das heisst, wenn der gesuchte numerische Werth der Function von den 
gegebenen eingeschlossen ist, und sie innerhalb dieser Grenzen nicht unendlich oder un- 
méglich wird. 

Der leichteren Uebersicht wegen soll angenommen werden, dass vier Werthe gegeben 
sind. Das Verfahren wird sich ohne Miihe auf jede gréssere Zahl ausdehnen lassen. 
Die vier Werthe des Argumentes sollen mit p, q, 7, 8, die zugehérigen der Function mit 
P, Q, R, S bezeichnet werden. Fiir das Argument x sucht man den numerischen Werth 
der Function X. 

Nach dem Taylor’schen Lehrsatze ist: 


f(A S 0) =e = C; + Cy 00? + CCR Se 
Nimmt man einen Werth a nahe an a, so dass 


o—%— 4a, 


f(«) =«a+ B(#—a)+ y (a — a)? + 0 (« — a)? 


so wird: 


1 Ni 


eee eV ae 


wo «, B, 7, 0 unbekannte Coéfficienten sind. Zu ihrer Bestimmung dienen die vier 
Bedingungen, dass fiir 
Cp Hn) a2 
aa fGY =40 2. 8. 
Man hat also die vier Gleichungen: 


Paa+B(p—a) +7 (p— a + 8 (p— ay 
Q@—at+ Bg a) + » (q — a)? + 0 (q — a)3 
R= eo +6 (r a) + y (r a)? + 0 (r — a) 
S=a+ 6B (s —a) + » (s a)? + 0 (s — a), 


aus welchen sich die vier Coéfficienten «, B, y, 0, aber auch nicht mehrere, durch Elimi- 
nation bestimmen lassen. Folglich erhilt man auch nur die Entwickelung von f (@) bis 
zu (@ — a) inclusive, und muss annehmen, dass die folgenden Glieder der Reihe als 
verschwindend betrachtet werden kénnen. 

Die Elimination ist leicht zu iibersehen, und bedarf nicht einer weiteren Ausfiihrung. 
Statt indessen die Werthe «, 6, y, 0 in jedem einzelnen Falle zu suchen und dann in 
f (e) zu substituiren, kommt man durch eine andere Betrachtung kiirzer zum Ziele. 

Aus der Uebersicht des Geschaiftes der Elimination ergiebt sich sogleich, wie die 
Werthe von « 6, y, 0 in Bezug auf die Potenzen von P, Q, R, S beschaffen sein werden. 
Bei der linearen Form der Gleichungen werden P, Q, R, S nur linear darin vorkommen, 
mugleich wird es aber auch in a, B, y, 0 kein Glied geben, welches nicht eine der Gréssen 
P, Q, R, S als Factor enthielte. Oder die Form von a, 6, y, 0 wird im Allgemeinen sein: 

cP +¢6Q04+ @Rk + 658. 
Substituirt man diese Werthe nun in f(x), so wird auch in f(x) kein Glied ohne eine 
der Gréssen P, Q, R, S vorkommen, oder es wird 


X=uP+74Q0+4+ ORF + GS, 
wo 2, 4%, Q, 6 bis jetzt noch unbestimmte Coéfficienten sind, welche indessen, wie sic 
auch beschaffen sein mégen, x nur auf die dritte Potenz inclusive enthalten diirfen, weil 
in der urspriinglichen Gleichung nur (« — a)? vorkommt. 
Wendet man nun auf diese letzte Form die vier Bedingungen des Problems an, 
so hat man offenbar fiir: 


Aha 0 pail j) 0) o = 0 0, ==) 

in == 0 TA) ff mst vil 0:0 0 

Cia ohi=—al(() yo") Oge—ail Ci) 

i ea () il o= 0 Ola 
Soll aber 7 — 0 werden fiir 7 = q, =r, « =s, so lehrt die Algebra, dass w die 
Factoren « — q, « — 1,  — s enthalten muss, und zwar wenn, was hier stillschweigend 


vorausgesetzt wird, q, 7, s verschiedene Gréssen sind, alle drei Factoren zugleich. In dem, 
was a sonst noch enthalt, darf kein « mehr vorkommen, weil x sonst gegen die Voraus- 
setzung die dritte Potenz iiberschreiten wiirde, Nennt man also C den Inbegriff der 
iibrigen constanten Factoren von 2, so ist 


uw = Cx — qu—re—s. 
Nach der ersten Bedingung ist aber 7 — 1 fiir « = p, folglich 
Lie Ces Gp a pias 
oder: 1 
C= ; 
y Uae! hand Urano 
und also: ge Ya aes 
re, 


—q p—rp—s 


’ Dieselben Schliisse auf 7, 9, 6 angewendet, geben den allgemeinen Ausdruck: 


Sue ee ee ge e's 
elias GP ES p= § Ue AU sean 2G = ai8 (1) 
a p & q « a fet a ; 

yr—p r—qr—s $S—ps—@ s—r 


welcher die gegebenen Bedingungen nicht nur erfiillt, sondern auch, wenn » die dritte 
Potenz nicht iiberschreiten soll, der einzige ist, der sie vollstindig erfiillt. Die Differenz 
eines jeden anderen nicht damit identischen von (I) miisste nimlich, den Bedingungen 
der Aufgabe zufolge, Null werden fiir die Werthe: 
ee en he 8, 

folglich die vier Factoren x —p 4 —q “x —r «& — 8 wzugleich enthalten, oder x auf 
die vierte Potenz erhoben, gegen die Voraussetzung. 

Man kann der Gleichung (I) noch eine elegantere Form geben, wenn man auf 


beiden Seiten mit 
“—-p e@—-yu—re—s 


dividirt. Sie wird dann: 


OX 12 
0 = + 
2—p @©—qu—ru—s p—@p—qp—rp—s 
fe Q | i 
ee ae gs, rt er a rs 
S 
sig ; s 
fees | sp Gis — + 


Nimmt man hier, da die Form von f(#) ganz willkiirlich gelassen ist, fiir X... 
an, wodurch also P...p™.Q...q” u.s. w. wird, so lasst sich diese Gleichung auch 
so ausdriicken: Wenn  Gréssen a, b, c,d gegeben sind (statt der vorigen a, p, q, r), 
und die mte Potenz einer jeden derselben dividirt wird durch das Product aller Diffe- 
renzen der zur Potenz erhobenen Grésse von jeder der iibrigen, so ist die Summe aller 
nm Quotienten jedesmal = 0, so lange m zwischen 0 und » — 2 beides inclusive liegt. 
Diese letztere Beschrankung wird durch die Bedingung herbeigefiihrt, dass bei der 
Herleitung der Reihe die Potenzen héher als xv ausgeschlossen wurden. | 

Die Untersuchung iiber den Werth der Reihe: 


en HE 4 bv 
a—ba—ca—d... b—a b—c b—d... rn 
~ Ae Fe (A) 
é 
> ae C= 6b rola es 


bei » Gréssen fiir jeden beliebigen Werth von m, fiihit zu einer naheren Schitzung des 
Fehlers einer Interpolation. Zu diesem Ende entwickle man den Bruch 
de ey 1 
Y  y—ay—by—ce yd... 
auf zweifache Weise. Zuerst, indem man ihn ansieht als das Product der einzelnen 
Briiche il 1 ii 
y—a y—bdb’ y—e 


ete. 


jeden von diesen fiir sich entwickelt, und dann alle multiplicirt. Da 
1 

Ye 
1 

Jaa. 


= Hay + ays. 


Oe pr OY ne, 


ee AR ee 


so wird: 1 Es Ass Pa oy wey ‘ 

Rea Mok ba mse (Ot) ee a (B) 
Fiir den gegenwartigen Zweck braucht man die Coéfficienten A, B... nicht weiter zu 
kennen. Sie sind iibrigens nach combinatorischen Lehren fiir die —(n + r)te Potenz 


von y, die rte Classe der Combinationen mit Wiederholungen aus » Elementen, nach 
Posselt’s Bezeichnung, welcher diese Reihen (A) naher untersucht hat !), 


"(0)", 


Lést man zweitens ¥y in dieSumme der einzelnen Partialbriiche auf, deren Nenner 
respective y — a, y — b, y —e sind, so lehrt das bekannte Verfahren, dass die Zahler 


dieser Briiche erhalten werden, wenn man in die tibrigen Factoren von —, fiir y bei 


Ye 
jedem Partialbruchc den Werth substituirt, der entsteht, wenn man den Nenner des 
Partialbruches = 0 setzt, insofern a, b, ¢, d alle von einander verschieden sind. Folg- 


lich wird: 1 1 


Yb Sb 


Entwickelt man hier wieder die Briiche 


in Reihen, so wird: 


! 1 
a6 Ups =P) 24—8 
eed ba Ca ml OY 4% =. ay? ie 
! a 
1 —2 ons 
D Gb Ub 1 fy sa, iin al Miers : 
: fini ti 1 ay — 2 2, 
C ac be seni te Cys C2 are eae 


Summit man alle diese, so werden die Coéfficienten der verschiedenen Potenzen von y 
lauter Reihen von derselben Form wie (A). Bezeichnet man also die Summe einer 


solchen Reihe mit [0], [1]... [m], je nach dem Grade der Potenz, zu welcher die 
Zihler der Briiche erhoben sind, so wird: 
1 


7 = ly es 2 eae 
+ [nm — 2]y-@-) + [wn — y+ + [wn ter — yo 


und die Vergleichung der Coéfficienten derselben Potenz von y in (B) und (C) giebt 


(C) 


sogleich tibereinstimmend mit dem Obigen 
LOT 0 tr Ore otaee Dv oN eee ra 
dagegen aber: 
[7 —1] = 1 und allgemein [nm + r — 1] = "(0)" 
Aus dem ersten Resultate: 
[n — 1] =1 
wird sich das fiir die Interpolation Verlangte ergeben. 
Gesetzt nimlich, es sei in dem vollsténdigen Ausdrucke von f(x), das vierte oder 


*) In seiner vortrefflichen Dissertation: ,De functionibus quibusdam symmetricis*. Auctore 
Posselt. Géttingen 1818. : 


— —_ 


merklichste Glied ausser den angewandten noch 

+ €.(* — a), 
so werden auch P, Q, Q, R, S, da sie aus dem vyollstiindigen Ausdrucke berechnet sind, 
noch die Glieder ¢(p — a)*, e(q — a)!, e(r — a)*, €(s — a)* enthalten, und der Aus- 
druck (1) wird ausser den Werthen, die von den niederen Potenzen bis zur 3ten 
inclusive herriihren, noch das Increment haben: 
| (p — a)t 


lp — a p—aq p—r p—s 


—é&."4—p &©€—qu—ruze—s 


i (Cs 
q—®@ g—pq—rgq—s 
(r — a)* 
a ppl ——¢ rs 
5, fies | 
a a 


Es werden aber die Nenner dieser Briiche nicht geaindert, wenn man in ihnen die Werthe 
von 2, p, q, 7, § sammtlich um @ vermindert, folglich wird man nach dem eben bewiesenen 
Theorem den in { } eingeschlossenen Theil auch so schreiben kénnen: 
(« — a) 
L——P #£—g e—7 2—Ss 
und die Formel (1) giebt folglich den Werth: 
X=a+ B@—a)+7@—a)? + 8(e—a) 
+ # (a — a) — ex — pe —qu—raz—-s. 
Oder in Bezug auf die vierten Potenzen allein, ist der Fehler der Interpolation, d. h. 
das, was man hier noch hinzufiigen miisste, um den wahren Werth zu erhalten: 
+ ¢ (a — p) («© — q) («—r) («4 — 5). 

Die Bedingungen der Aufgabe lehren zwar nichts iiber den Werth von é, allein, 
wenn man die Wahl hat, welche Argumente man zur Interpolation anwenden kann, so 
kann man sie wenigstens so wiahlen, dass das Product 


tose 


L—p &©—gQu—r e—s 
ein Minimum wird. Offenbar aber wird das der Fall sein, wenn einer der Werthe p, g, 7, s 
dem a so nahe als méglich liegt, und die anderen zu beiden Seiten so gleichférmig, 
als die gegebenen Daten verstatten, vertheilt sind. Wollte man z B. fiir « = 41/, 
interpoliren, so wiirde, wenn man die Argumente 40, 41, 42, 43 wahlte, der Fehler der 


kleinstméglichste 40 

= + SL é, 
< 3 8 ey - 56 
fiir 41, 42, 45, 44 wiirde er — — 81 é, und fiir die Argumente 39, 40, 41, 42 —=— a ® 
so dass das Verhiltniss der Fehler, abgesehen yon dem Zeichen, sein wiirde: 

WO) 8 PAD a alee 


Diese Regel, die anzuwendenden Werthe », q, 7, s stets so zu wihlen, dass 2 mig- 
lichst nahe ihrer Mitte fillt, sollte nie ausser Acht gelassen werden. 

Die allgemeine Formel (I) kann bei einer einzelnen Interpolation manchmal mit 
Nutzen gebraucht werden. Sie hat den Vortheil, dass, wenn vielleicht eine der Gréssen 
P, Q, R, S feblerhaft sein sollte, man bei ihr sogleich iibersieht, wie gross der Einfluss 
dieses Fehlers auf X sei. Sie hat aber den Nachtheil, dass man gewoéhnlich nicht weiss, 
wie yiele Glieder P, Q, R, S zur genauen Interpolation hinreichen und néthig sind, und 


ae eee tee 


darum auch bei ihrer einzelnen Anwendung nicht sicher ist, ob man die dusserste 
Genauigkeit erreicht hat. 

Um diese Uebersicht zu erleichtern, entwickele man die Formel (I) in eine Reihe, 
die successive von dem Gebrauche zweier Gréssen zu dem von dreien u. s. w. aufsteigt. 
Nennt man den Werth von X aus ” Gréssen hergeleitet X,, so hat man: 


L—p &£—q &£—?r 


$—p s—q s—r 
+R(—2 %—gq &£—s %—p 4) 
r pr q 7 s yr—p r—q 
£—p w«—r L£—s x£—p £—Y 
+ 9 22 SS SS 
qd bq PM 8 qY Pq y 
4: p (== “—rx—s %—q "—*) 
P= 1 Pi pe pS Gs 
oder wenn man zusammenzieht: 
DG GE eS q & ) | cs 4 @ 
ae a l»>—q p—rp—s ' @—p (=F = 
| = 2 | 
y—p r—qr—s S—p § dias r| 
Ebenso wird: 
P Q R \ 
Ki hg SS [eo ee a fe 
; d ‘pap t dp ae? ) Ce 
oe Q@ | 
X, — X, = « — p ;————_ - 
; i Dp ag See 
X, = P, da bei einem gegebenen Werthe von Interpolation eigentlich nicht die Rede 


sein kann. Ebenso ist X, — X, nichts Anderes als der einfache Proportionaltheil. 

Die in { } eingeschlossenen Gréssen sind ganz symmetrische Functionen von 2, 3, 4 
und, wie man ohne vyollstindigen Beweis doch bald iibersieht, von fiinf und mehreren 
Gréssen. Jeder Functionswerth ist in ihnen dividirt durch das Product aller Differenzen 
des zugehérigen Argumentes von jedem der iibrigen. Man nenne sie Differenzgréssen 
und bezeichne sie, je nach den Gréssen, die zu ihrer Bildung beitragen, durch [p gq], 
[pqr| us. w. Bei der Symmetrie der Formeln sind [pqr]| und [qrp] identisch, oder 
die Buchstaben lassen sich willkiilich vertauschen. 

Durch die Addition der verschiedenen Werthe erhilt jetzt die Formel (1) die zum 
Gebrauche bequemere Gestalt: 

Be ee (11) 
+a—p x«—q x—r[p.gq.r.s| 
Am leichtesten wird die Bildung der Differenzgréssen iibersehen, wenn man zwei von 
denselben Dimensionen, in welchen alle Elemente bis auf eines dieselben sind, von ein- 
ander abzieht. So z. B. ist: 


S 1 I 
lq.7.s] [p-q-7] Sg POTN lr —a@ (P= § Lees, 7a 
(ss Bie eee 
ey 
BB Sa EE ae Ce Te SCP SR) Pot a 
Ey Ss Ee Sip 
= 3 ee foie pr qr 8 
Q@s—p P 


Leen pECR urs rer eeen we ee 
@ =) 1 Se 8 ape 


= (s—p)[p.q.r.s] 


—— © 


et 80) ee 
und wie man bald tibersieht, ganz allgemein: 
[q---yz] —[p-.-y] = (@ — P) [p... ye]. 


Denkt man sich also die Differenzgréssen, wozu man der Symmetrie wegen P, Q, R, S 
selbst rechnen kann, so unter einander gesetzt: 


no [p- 4] 
p . 
q|@ [p. ger] 
r|R la [q.r.s] : be i i [p.q-r.s.t], 
s ae fate st 8] s 
[srs 3] 
tif 


so entsteht jede folgende Verticalreihe, indem man ein Glied der vorhergehenden von 
dem darunter stehenden abzieht, und diese Differenz dividirt durch die Differenz der 
Argumente, auf welche die beiden durch die niichst héhere und niichst tiefere Differenz- 
grésse gezogenen Diagonalen hinweisen. Es ist namlich: 


ae Oe? 
[pg] == carer 
7 pide Cho Le - a) 
[preg oF | = cea 
; ere te Patt) 
Poco. i. § |) === ag? 8. W. 


Bei dieser Anwendung der Formel (11) wird man immer von oben herunter interpoliren, 
und auf die verschiedenen Zeichen Riicksicht nehmen miissen. Vortheilhafter und 
leichter zu iibersehen ist es, wenn man aus der Mitte, oder aus der Gegend, wo « sich 
befindet, heraus interpolirte. Bei allen Formeln ist bisher auf eine bestimmte Anordnung 
gar keine Riicksicht genommen worden. Man wird also auch eine andere Grésse als P 
mur ersten machen kénnen. Wahlt man die Anordnung R, Q, 8, P, 7, so wird die 
Formel (II): 
X=R+a—r(lr.q|\+-2 r 2 g4[r ig .:s| 


+a—r2xe—gq e«—s([r.q.s.p| 


oder mit erlaubter Vertauschung der Buchstaben : 


Xy=R+2e—rl(q.-rlt+«—r ez qlq-7-s] | 
L—¥ £—gG¢ £—s[p.g.r.s| | 
und wenn man einen Blick auf das obige Schema wirft, so sieht man, dass die hier 
gebrauchten Differenzgréssen [q.r], |[q-r.s|, [p-@-7. 8] alle wechselweise iiber und 
unter einer horizontalen Linie liegen, die man zwischen R und [q.r]| mitten durch- 
zichen kann. Ebenso wiirde die Anordnung R, S, Q, 7, P die Formel geben: 


xX =R+a—rl[r.s] + 4—r «—s[q.r.s]) 

+a—r2xe—s «—qlq-r.s.t] j 

wo die horizontale Linie zwischen R-und [r.s]| durchgezogen werden muss. Die 

Formel (II) gilt fiir den Fall, wo # zwischen g und r, (IV), wo # zwischen r und 
s liegt. 

Man kann beide in einen Ausdruck zusammenfassen, wenn man alle Gréssen 


(IIT) 


(IV) 


Pp, % 7 U. &. W., die auf der einen Seite von wz liegen, mit a, dns... a, a bezeichnet, 
wobei a dem # am nichsten, die auf der anderen Seite liegenden s, t... mit b, by, by... Bn 


wobei wiederum b dem w am nichsten. Setzt man nun iiberhaupt fest, dass unter a 
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mG 6) 


immer die dem # nihere Griésse, unter b die entferntere verstanden werden soll, so 
werden beide Formeln: 7 


X=—A+2a—ala.d]+2 at a b [a a b| 
2—@ 2—b ©— a ty wo] a ae 
x Ch ae (i) 4 a, « b, [ap a, ab nT 


Zur Berechnung ist es am bequemsten, die Differenzgréssen successive durch die 
folgenden zu verbessern, oder die Formel, mit Absonderung der gemeinschaftlichen 


Factoren, so zu schreiben: 


X=—A+t+a— a{[av] +a— b {fa ab] +a4—a{[a,abbd].. AH}. - (VI) 


Man gebraucht dabei die Factoren in folgender Ordnung: 


% — bay © — Gn, & — Opa, © — Gi -..- 4 — &, & — b, © — a. 
Wenn man also von % ausgeht, und zuerst das nichste Glied nimmt, um 4 — a 
m erhalten, dann auf der andern Seite « — b bildet, jetzt wieder # — a, und so immer 


abwechselnd, so muss man beim Gebrauch die Reihe der Factoren giinzlich umkehren. 

Diese letzteren Formeln haben den erheblichen Vorzug, dass man bei ihnen die 
Zeichen nicht zu beriicksichtigen braucht, wenn man sich nur zur Regel macht, die 
Differenzgréssen immer so zu verbessern, dass sie dadurch dem friiher erwihnten Striche, 
iiber und unter welchem sie wechselseitig liegen, stets niher gebracht werden, oder dass 
die Correction sie der jenseits des Striches liegenden Differenzgrésse annihert. Den 
Grund hiervon ersieht man, wenn man die beiden Fille, wo der Correctionsfactor von 
der Form # — a, und wo er von der % — by ist, unterscheidet. Im ersteren Falle ist 
die Correction stets 

+B =p, [On Ona 3 @ Oa 5 2 Bgl yk 

Wiahlt man der Kiirze wegen ein bestimmtes Beispiel, wo » etwa = 1, und entwirft 
sich das gehérige Schema, so wird man finden, dass die angegebene Regel verlangt, dass 


[a, ab] + @—a){a,a60,]) .:. . . . . Sa 


[ab b,| und [a a Dd}. 
Nun ist aber nach dem friiher Bewiesenen 
ia 6 bo, | — 
ee la b by | [a, a b| , 


b, — a, 


immer falle zwischen 


folglich wird der Ausdruck (C): 


Ca, 


= [a, a db]-+ -eajaiitgn? {{a b b,] — [a, a b]} 
by — Oy 
und der Factor: 
3 0) | 
b, — a 


ist in allen Fallen, vermége der angenommenen Bezeichnung, positiv und kleiner als 1. 
Da man nun statt [@ b b,| auch schreiben kann: 


[a, ab] + {[ab b] — [aq a DI}, 
so sieht man, dass die Correction stets, der Regel gemiiss, nach [a b b,] zu, die Ditffe- 
renzgrésse [a, a b| hin corrigirt, den einzigen Fall ausgenommen, dass dureh eine 
frithere Correction die Differenzgrésse [a, a b b,| in ihrem Zeichen geindert wire. In 
diesem einzigen Ausnahmefalle wird eine Entfernung stattfinden. Allein bei einiger 
Aufmerksamkeit wird man besonders bei mehreren Interpolationen sich hierin nicht 
irren kénnen. : 


ergy; ate 
Dasselbe findet bei dem zweiten Falle, wo der Correctionsfactor yon der Form 
xz — dy ist, statt. Die Correction ist dann: 
Ca) Onin Os ch 10s. Opts 
wird angebracht an [a,...ab...d,|, und soll dieses der Differenzgrésse : 
ji VG sas 1G te Oye | 


niher bringen. Die beiden Ausdriicke werden hier: 


- oe Dn : 
na C02 Dy] ego see Geet a Pal = (Gna as 00 +. Onsy]) 
On, —— by : 
fag 2-40... dy] — anaes 20. On) ol Unig sto OO.» Oya} 
wobei wiederum der Factor 
LZ — Dy 
Un+1 ancl by 


stets positiv und kleiner als 1 ist. Diegelbe Ausnahme findet auch hier wie oben statt. 

Wendet man nun diese allgemeinen Formeln auf den bei astronomischen Inter- 
polationen haufigsten Fall an, wo p, q, 7, s eine arithmetische Reihe bilden, so sieht man 
sogleich, dass die Differenzgréssen in die sogenannten ersten, zweiten, dritten und 
folgenden Differenzen iibergehen, jede respective durch das Product aller ganzen Zahlen 
bis zu ihrem Zeiger inclusive dividirt. Oder es wird: 


[p.q|] = 4P 
ee! Pag 
i AP 
|p qd Vi s| 1 ») ate 


wobei die gleichen Intervalle ¢— p, r—q ete. als Einheiten angesehen werden, Setzt man 
i Sf) = Us 


in diesen Kinheiten ausgedriickt, und schreibt iiberall statt 


ede 0 == (9 — p) 
=r... 2—p—(r —p)’ 
so wird die Formel (II): 
We yes Se ap ep ahs (DY 
ie 2 3 
die gewéhnliche Interpolationsformel. 

Versteht man dagegen unter 4, 42, 43 die Differenzen, welche wechselweise unter 
und iiber dem horizontalen Striche liegen, der von der Gegend des # aus gezogen wird, 
so wird bei aufsteigendem Argument aus (IJ), wenn r — # = f¢, oder @ zwischen ¢ 
und r liegt: 


i ata IL, 1 ; 
tt. 494 pr — ; eet saee wie (LI) 
a “a o 
und aus (LV), wenn 2 — r —t, oder x zwischen r und gs liegt: 
“t— Ptah, ie x, 
ee eg pa... ».. (ly) 
a Li iD) 


Ware das Argument bei den letzten Formeln nicht aufsteigend, sondern nieder- 
steigend, so wiirden die Zeichen der Glieder in beiden nur zu vertauschen sein, wenn 
man ¢ immer als positiv ansehen will. Fiir die successive Verbesserung der Diffe- 
renzen erhalt man: 

12* 


a“ 


{| — 1 t— 2 
pap an Noe {arn — 5 fare — aR. all 


eee vila S Jans SE Lng +S? tan... 


eat ; ee ; 
Wenn ¢ genau gleich —, oder wenn x genau in der Mitte zwischen q¢ und r legt, 


2 
so ist es, in Hinsicht auf die Genauigkeit, einerlei, ob man von q aus vorwirts, oder 
von ¢ aus riickwirts interpolirt. Der erste Ausdruck wiirde nach (I1V)* werden: 


mee Le 
1 D) 2 Rn ay mere 
— sate meee, ?} », irene 5 3 
und der zweite nach (III)*: 
a 1 1 1 3) 
1 Se gy Dias Oper Oe 
X=R-—54Q + [—5 R- 7, _5 0. 


Bei der Verbindung beider fallen alle ungeraden Differenzen heraus, und wenn man die 
jedesmaligen Summen der geraden Differenzen, die auf derselben horizontalen Linie mit 
Q und R stehen, durch k’, k” wu. s. w. bezeichnet, oder setzt: 


Q+ 1 == ib 
2Q4+MR=—H 
44194 4R = kus. w, 
so heisst die Formel: 
LTS Sh del one Ba 5 ye 
DATG Sma DANG SHLOMO 


it Ik’ 
Bag r= eo 


(Vv) 


Bei dieser Formel kann man sich wieder die Riicksicht auf die Zeichen durch eine 
andere Betrachtung ersparen. Bezeichnet man nimlich die beiden Differenzen, die 
irgend welches k bilden, mit 6 und 6’, und die nichstvorhergehende und folgende mit 
‘B und 6", und bildet sich das Schema: 


18 
Elna 
8! bee 
BN B" RD p' 
m= B+ pw = BY BB +'B 
== p" a 'B — he", 
ke + rtd — Bp” 4+ 'B. 
Die Correction hat aber immer die Form: 
ke — plier 


wo % positiv und kleiner als 1, Folglich wird die an k” oder B + £'. angebrachte 


6 26 +'8 
Bie eat B 


so wird, wenn 


oder es ist immer: 


93 


Correction stets so wirken, dass sie die Summe f + f’ von der Summe der nichst- 
folgenden und nachstvorhergehenden Differenz entfernt, den Fall ausgenommen, wo 
k*t durch eine friihere Correction sein Zeichen geindert haben sollte, was bei mehreren 
auf einander folgenden Interpolationen leicht zu iibersehen ist, und nie zu Irrthiimern 
fiihren wird. Diese letzte Formel (V)* ist so genau, und zugleich so bequem, dass bei 
Berechnung einer Tafel man immer wohl thun wird, fiir Intervalle, die um eine ganze 
Potenz von 2 yon einander entfernt sind, die strengen Werthe zu berechnen, und dann 
die zwischenliegenden dieser Formel zu suchen. 

Als Beispiel mége die Linge des Mondes fiir die im Berliner Jahrbuch fiir 1830 
berechnete Sternbedeckung Apr. 5. dienen. Aus der Ephemeride hat man: 


r 4 a? 4S dt 
epi. ORT 1520 15" 56”,6 45 59 489 
12. 158 15.45 5 en he SG SO) 4931 
pee © On el640513- 46.,2 BY Be ie 1 25,1 ae » 
ieee 170) 20218 set Ba 3,2 194 2,5 
Meme. OF whT6) 54-9 EN ae 0 43,0 
1182. 10-128 s 


Wollte man hier die Linge fiir Apr. 5. 7" haben, so miisste man von Apr. 5. 12" 
ausgehen und die Formel (III)* anwenden. Die Factoren 7 — a « — 0 ete. nach (V) 
und (VI), immer durch die Ordnungszahl der Differenz dividirt, sind dasselbe, was in 


(III)* durch ¢, = : ete. ausgedriickt wird; man hat also die Correctionsfactoren: 
5 7 17 19 
12 24 36 48 
und wenn man die Reihe umkehrt: 
19 Li. uf 5 
TE eC een Spa ae 
Die Verbesserung der dritten Differenz durch die vierte wird: 
Pia ale 
aan 1,0 


und ist, ohne weitere Riicksicht auf das Zeichen zu nehmen, so anzubringen, dass 21,9 
dem 19,4 genihert wird. Folglich wird die verbesserte dritte Differenz 20,9. Hiermit 
wird die zweite: 
1 3,2 + ome 
36 
weil die Verbesserung eine Anniherung an | 25,1 bewirken soll. 
wird jetzt: 


20,9 — 1° 13,07, 


Die verbesserte erste 


peg 6030.6. — ar 73,07 = 5 56 14,29 


aus dem niimlichen Grunde. Nimmt man hiervon 


und subtrahirt sie von 170 10 21,8, 


12 
so hat man: 
Wee an 16s 41555" ,80: 
Wiire man von Apr. 5. 0" nach der Formel (IV)* ausgegangen, gegen die obige Regel, 
so wiirden die Factoren gewesen sein: 
7 
12 


Apr. 5. 


19 
36 


17 
48 


Jo 


bo 
RSG 


ee NG fers 


und die verbesserten Differenzen nach der Ordnung 
22:3 TA D3. > DOG usa. 

wodurch ebenfalls dieselbe Linge erhalten wiire. Dass die gegebene Regel vollkommen 

mit dem Wechsel der Zeichen in diesem Beispicle iibereinstimmt, wird Jeder bei ent- 

sprechender Riicksichtnahme darauf finden. 

Um die Leichtigkeit der Interpolation in die Mitte hinein nach der Formel (V)* 
zu bemerken, suche man die Lingen fiir Apr. 5. 6" und 18% Da die vierten Diffe- 
renzen unsicher sind, so braucht man sie eigentlich nicht einmal mitzunehmen, auch wird 
ihr Einfluss nur dann merklich sein, wenn sie betrichtlicher sind wie hier, da die 
Summe i” multiplicirt wird mit 


i ah oad 
22 Bi 1G" 5 a256 
Man hat folglich fiir: 
; ae 

6B + WM 2 OBB ae a eleot 
> ! loi 1 U 2 9Q 
18h... = — 1] 47,0----—-=— & = + 13,38 

fo) 


Und dann: 


6: 161 113 ",5. A _ = 186 
D8 - 855 a 
12 LOO 21658 3 15,6 
DT 52,9 
IS 17s 8 1447 Li erie es 13,4 
ane 57 39,5 
6.. OMT O 5 2545,2 
Interpolirt man wieder in die Mitte hinein, so hat man fiir: 
1 
Qh 2 2s ff == 4A ag ea ae ye 
Apr. 3, 6" 1670512 ia. 
29 6,4 
9 168 41 19,7 — 4,3, 
29 2,1 
12) 1101024758 
1 


woraus nach der gewoéhnlichen Interpolationsformel (I1)* fiir 7* ¢ = 
167 12 13,3 
+ 29 42,13 
+ 0,48 
ikem: Koy fee: Heath 


wie oben. Die Riicksicht auf die Zeichen hiitte man sich bei der Interpolation in die 
Mitte hinein wieder ersparen kénnen, weil ein Blick zeigt, dass die k vergréssert werden 
mussen, 

Hat man nicht fiir ganze Stunden zu interpoliren, sondern fiir eine Zeit, die einzelne 
Secunden enthilt, so kann man sich erlauben, bei den Correctionsfactoren der hdheren 
Differenzen einen geniherten echten Bruch statt des wahren ¢ zu substituiren. So wenn 
man die Linge fiir den Austritt von 82 Leonis 75 24’ 16” haben will, so wird, wenn 
man von Apr. 5 12 ausgeht: 

4h 35! 44” 
t — ee Oi 
wofiir man aus den Kettenbriichen den geniherten Werth a7 erhilt. Die Factoren 


werden also: 5 18 it 


die yvyerbesserten Differenzen: 


20,9 1 12,8 5° 56’ 137,20. 
Wendet man bei dieser letzten den genauen Werth von ¢ an, so erhilt man: 
RENO ot, LOL? 094/00", 1 


iibereinstimmend mit der Interpolation aus den gefundenen Werthen fiir 6", 9% und 125, 


c=) 


Awolfte Vorlesung. 


Die Parallaxe. 


Im Vorhergehenden sind alle zum Berechnen einzelner Oerter oder ganzer Epheme- 
riden néthigen Formeln entwickelt worden. Um dieselben in Schirfe mit den Be- 
obachtungen vergleichen zu kénnen, ist noch die Wirkung der Parallaxe, sowie die- 
jenige der Aberration der Himmelskérper zu beriicksichtigen. Wir behandeln zuerst 
die Parallaxe, wobei wir die ,,tagliche“ und ,jaihrliche* Parallaxe zu unterscheiden 
haben. Die erstere tritt nur auf bei den Oertern derjenigen Kérper, die zu unserem 
Sonnensystem gehéren, die zweite nur bei den Oertern der Fixsterne. 

Die tagiiche Parallaxe ist die Verschiebung, welche der Ort eines Gestirnes dadurch 
erleidet, dass man es nicht aus dem Mittelpunkte der Erde, sondern aus einem Punkte 
auf deren Oberfliche beobachtet, anders ausgedriickt, der Winkel, welchen die vom 
Gestirne nach dem Erdmittelpunkte und nach dem Beobachtungsorte gezogenen Linien 
mit einander bilden. Bei den Fixsternen verschwindet die tiigliche Parallaxe wegen der 
grossen Entfernung vollkommen. 

Die jaihrliche Parallaxe ist nichts anderes, als der Unterschied zwischen helio- 
centrischen und geocentrischen Orten, oder anders ausgedriickt, der Winkel, den 
die yom Gestirn nach dem Erdmittelpunkte und nach dem Sonnenmittelpunkte gezogenen 
Linien mit einander bilden. Bei den Kérpern unseres Sonnensystemes ist dieser Winkel 
aber keine kleine Grésse, sondern kann unter Umstiinden sogar bis 180° betragen und 
darum hier nicht als Parallaxe bezeichnet werden, sondern wird durch die Formeln 
der zehnten Vorlesung beriicksichtigt. Bei den Fixsternen ist diese jahrliche Parallaxe 
ausserordentlich klein und nur bei den niichsten Fixsternen nachweisbar. 

Wir betrachten zunichst die jihrliche oder ,Fixsternparallaxe* in Linge a 
und Breite fp. 

Bezeichnen «, 0, 7 die heliocentrische Rectascension, Declination und Radius 
vector, «, 0’, J die geocentrische Rectascension, Declination und Entfernung des Ge- 
stirmes, X, Y, Z die geocentrischen Coordinaten des Sonnenmittelpunktes , indem die 
azy-Ebene mit dem Aequator zusammenfillt, die w-Axe durch den Friihlingspunkt, die 
z-Axe durch den Weltpol geht, dann hat man allgemein die folgenden bekannten Re- 
lationen, welche den Uebergang vom heliocentrischen zum geocentrischen Orte darstellen : 


4 cos 0' cos! = rcosdcosu + X 
A cos0' sine’ = reosdsinn + Yer «+ + + + s+ + + Q) 
A sin 0! = rsind a Z| 


PICO Ren en 


Dabei muss die Drehung von der positiven #-Axe zur positiven y-Axe, vom Nord- 
pol aus gesehen, der des Uhrzeigers entgegengesetzt sein (directer Sinn in unserem 
Sonnensysteme). 

Seien nun A, 6 und J die heliocentrische \Linge, Breite und Entfernung und ferner, 
indem man sich zu diesem heliocentrischen ein paralleles geocentrisches Coordinaten- 
system denkt, 4’, fp’, J’ die Entfernung eines Fixsternes von der Erde, so sind ja die 
Coordinaten des Gestirnes beziiglich beider Systeme 


“2 —= AcosB cosh ! == 4’ cos B cosh 
y = AcosB sind y' = 4'cos B' sini! 
2 = AsinB ee ss. 
wahrend die geocentrischen Coordinaten der Sonne 
Xe F005 1@) 
Y = Rsuv© 
Zi ==") 


sind, wobei R den Radius vector der Erdbahn, und © die wahre Linge der Sonne 
bezeichnet. 


Unser allgemeines System wird daher: 
4' cos B' cosM = AcosBcosd + Reos© | 
A cos B' sin’ = 4 cos B sind 4 Resin G) \. 222) (2) 
M' sin B = AsinB j 


Multiplicirt man jetzt einerseits die erste Gleichung in diesem Systeme mit — sind, 
die zweite mit + cosd und andererseits die erste mit + cosa, die zweite mit + sind 
und addirt, so folegt: 

J cos B' sin(h) — 2) 
J cos ' cos (MV — 4d) 


Rsin(© — A) 
4AcosB + Reos(©O — A). i 


Nun sind aber siimmtliche Fixsterne so weit entfernt, dass 4’ — 4 eine sehr kleine 
Grésse ist, deren Betrag noch nie iiber eine Bogensecunde stieg. Man kann somit in 
der zweiten Gleichung cos(A’ — A) = 1 setzen, und findet so 
, i} 
4' cos B' = AcosB + Rcoos(© — A), 
wihrend in der ersten Gleichung der Sinus von (4' — 4) mit seinem Bogen vertauschbar 


ist. Durch Multiplication ferner dieser letzten Gleichung mit — sin B, sowie der dritten 
des Systemes (2) mit + cosB und Addition folgt: 


A' sin(B’ — B) = — Reos(O — A) sin B. 
Als Formeln fiir die Parallaxe eines Fixsternes findet man somit: 
| Nv — —. Overs 
‘ ad + (3) 
BL Bie ear cos(A — ©) sinB 
oder in endgiiltiger Gestalt: 


A= A == — w sm(A— ©)secB\ | a (4) 
B' — B = — a! cos(A — ©)sinB f 
wo dann 

; R 

re ari 


die Fixsternparallaxe ist, die cine Bogensecunde nie ibersteigt. Nimmt man den 


— 9 — 
Radius vector der Erdbahn als Einheit, so ist 

i pe 
Die Fixsternparallaxe z’ variirt also von Stern zu Stern. 

Aus letzteren Formeln ersieht man zugleich, dass das Maximum der Fixstern- 
pavallaxenwirkung fiir die Linge eintritt, wenn © — A = 90° oder 270°, d. h. wenn 
4A = ©F 90° ist, mit anderen Worten, wenn die Sonne und das Gestirn in 
Quadratur stehen, wenn wir uns gestatten wollen, diesen Ausdruck auch von Fix- 
sternen zu gebrauchen; und fiir die Breite, wenn © — A = 0 und 180, da. h. 4 = © 
oder = © + 180° ist, also dann, wenn Sonne und Stern die gleiche oder 
eine um 180° verschiedene Lange haben. 

Die Formeln fiir die jahrliche Parallaxe in Rectascension und Declination 
folgen direct, indem wir mit «, 0’, J’ die geocentrische Rectascension, Declination 
und Entfernung des Fixsternes, mit «, 0, J die analogen Gréssen fiir die Sonne, mit ¢ 
die Schiefe der Ekliptik bezeichnen und das dann resultirende System: 


A' cos 0' cosa’ —= Acosdcosa + Rceos© 
4' cos 8! sine! = Acosdsinu + Rsin@cosep > * * * & + () 
M' sin 0! = JAsind + Rsin© sine 


analogen Operationen unterwerfen : 


» 


a — % = — m'(cos© sina — sin © cos cos €) sec 0 ) 


0’ — 0 = — a'(cosesinusind — sinécosd)sin© — x! cos © sind cosa J 


+ 6) 


Ausdriicke, welche man durch Hinfiihrung der Hiilfsgréssen hk, 1, K, Z vereinfachen kann, 
die durch folgende Bedingungsgleichungen gegeben seien: 


— cosécos“a — ksin Kk 


— sina = koos K 
sina sind cose — cosdOsinée —= lsin L 
— cosasind = leos L. 


So erhalt man: 
a — «% = m'keos(K + es Pete CE) 


0’ —d =2' les(L + ©) 


Bei den Kérpern unseres Sonnensystemes kommt die Verschiebung der Richtung 
dieser Kérper durch die Lageninderung auf der Erdoberflache, die tagliche Parallaxe, 
die man als ,Parallaxe“ schlechthin, oder als ,allgemeine Parallaxe“ zu_be- 
zeichnen pflegt, in Betracht. Dieselbe behandeln wir nun allgemein, indem wir die 
Erde als Rotationsellipsoid voraussetzen. 

Zuerst leiten wir diese allgemeinen Parallaxenformeln in Rectascension 
und Declination ab. Dazu denken wir uns ein Coordinatensystem, dessen Anfangs- 
punkt im Erdcentrum liegt, dessen wy-Ebene mit dem Aequator zusammenfallt, so 
dass die positive x-Axe durch den Friihlingspunkt geht und von dem aus gesehen 
die Rectascension, Declination und Entfernung des Gestirnes «, 0, 4 seien. Die 
Coordinaten des Sternes, bezogen auf dieses System, sind dann: 


“2 = Acosdcosu 
y = 4cosd sina 
Z2= Asino. 


Seine Coordinaten beziiglich eines zweiten, dem eben genannten parallelen Systems, 
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2 Ge ae 
dessen Anfangspunkt im Beobachtungsort liegt, bezogen auf welches seine Rectascension, 
Declination und Entfernung o’, 0’, 4’ seien, aber sind: 
x! = 2' cos 0" cos a! 
y’ = 4' cos 0' sina! 
2 = Asin. 


Die Coordinaten schliesslich des Erdmittelpunktes beziiglich des Beobachtungsortes werden: 


x = — e cos g’' cos O 
Y = — ecos gy’ sind 
2= — esing’, 


wobei § der Winkel, den die Meridianebene des Beobachtungsortes mit dem Deeli- 
nationskreise, der durch die Richtung nach dem Friihlingspunkte geht, einschliesst, d. h. 
nichts Anderes als die Sternzeit des Beobachtungsortes ist, @ die Entfernnng der 
Anfangspunkte beider Coordinatensysteme, d. h. der Abstand des Beobachtungsortes 
vom Erdmittelpunkte und g’ der Winkel von @ mit der zy-Ebene (dem Aequator), 
d. h. die geocentrische Breite ist. 

Dann hat man wieder die Beziehungen zwischen den Coordinaten beider Systeme 


' cos 0' cos a! = A cos 0 cosa — @ cos y' cos 6) 
A' cos 8! sina! = Acosdsina — ecosy'sinO; + - + + + + (8) 
A sin 0! = JAsind — esing’ 


Aus ibhnen ergiebt sich unmittelbar die Parallaxe in Rectascension, indem man 
einerseits die erste Gleichung mit — sina, die zweite mit + cosa und andererseits die 
erste mit + cosa, die zweite mit + sina multiplicirt und dann beide Male addirt. 
So folgen die Relationen: 


(a) A' cos 0" sin(a' — a) = — ecosg'sin(O — a) 
(b) ' cos 8! cos (a! — «) = 4cosd — @ cos g' cos(0 — «), 


durch deren Division sich die strenge Formel fiir die Parallaxe in Rectascension 
ergiebt, indem man gleich noch mit 4cosd dividirt: 


@ cos g' sin(@ — «) 


A cos 0 
tg (a — — <3 ns 
gc ®) 1 @ cos y’ cos (0 — &) (9) 
A cos 0 
Entwickelt man jetzt, da o eine kleine Grésse ist, deren héhere Potenzen wir ver- 
nachlissigen kénnen: 
i 
1 2 08 gy’ cos () — a) 
v7) cos 0 


in eine Taylor’sche Reihe und vertauscht die Tangente mit dem Bogen, so folgt: 


7 
of — a4 = — 2 BF ging — w) -. os oe 


\2 
indem rechts die folgenden Glieder + ; (& ay) sin2(9 — a) ete. fortgelassen sind. 


Allgemein driickt man ja nun @ in Einheiten des Aequatorealhalbmessers der Erde, 
4 in solchen der grossen Halbaxe der Erdbahn aus. Da aber unsere Formel ein und 
dieselbe Kinheit voraussetzt, miissen wir sie noch mit dem Verhiiltnisse dieser beiden 


Fp) 
se 

% * 
6 


ee OOM eat 


Kinheiten multipliciren. Bezeichnet x die Aequatorealhorizontalparallaxe der Sonne, d. h. 
den Winkel, unter welchem der Halbmesser des Erdaquators von der Sonne aus gesehen 


Fig. 20. 
Pm te es 
R 


Aequator 


wird, mit anderen Worten, ist a der grésste Halbmesser der Erde von der Sonne 
aus gesehen, wenn der Abstand R beider Korper gleich 1 ist, so ist der Aequatoreal- 
halbmesser der Erde: 
a= Rhsnaw = sin. 
Oder, da a sehr klein, nimlich nach den besten modernen Untersuchungen von Gill: 
ma == 8",802 (wahrscheinlicher Fehler 0”,005), 
also der Winkel selbst mit dem Bogen vertauschbar ist, so wird: 


ge! 


206 264,8...’ 
indem # gleich 1 gesetzt ist. Mithin hat @, ausgedriickt in Einheiten des Erdbahn- 
halbmessers, den Werth: 


a (in Sec.) = 


on" 
2062648... 
Jetzt darf man in: ; 
o! — @é4= — @ 2 cos g' sin (0 — @) v ° ° ° . . . (11) 
A cos 8 


eine Formel, die durch Multiplication mit dem Verhiltniss der beiden Einheiten des 
Aequatorealhalbmessers und des Erdbahnhalbmessers : 


ee 
Sigs 


aus unseren vorhergehenden hervorgegangen ist, @ in Einheiten des Erdaquatorealhalb-— 
messers und J in solchen des Erdbahnhalbmessers ausdriicken. 


Um noch die Parallaxe in Declination zu berechnen, ersetzen wir in Gleichung (b) 


le 2 
cos (a! — a) durch 1 — 2 (sin 2 =) 


2 
und erhalten: a — 
pi aie 2 cos Sr 
4' cos ' = 4 cosd — @ cos g' eos (9 — «) + 2 (sin =) J’ cos 0’! ——, ==) 
Oe 
oder GY Ae 
sin —> 
4' cos 0' = Acosd — ecos gy’ cos(@ — a) + sin(a! — «) A'cosd! ae SER 
wa ; cos —5— 
oder auf Grund von Gleichung (a) yee 
sin ee 
4' cosd' = Acosd — @cosg’ ) cos(O — «) + sin(0 — a) esa ) 
cos —5 
13* 


96229 
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/ 
oder ae (0 _ a a) 
4' cos 0’ = Acosd — ecos g' , 


7 ° 
a — 


2 
Fiihren wir jetzt noch die Hiilfswinkel 6 und y ein durch die Gleichungen: 
Bsiny = sing! 
. ( “ + o 
cos y' cos {| 6 — — ~— 


B = : 
cosy = 
? ao — a 
cos 


2 


cos 


so wird unsere Gleichung schliesslich: 
4' cos 0' = Acosd — of ocosy. 
Aus (8) folgt 1 sind’ = Asind — oBPsiny. 
Und wenn man einerseits die erste dieser zwei Gleichungen mit + cosd, die zweite 


mit + sind und andererseits die erste mit — sind, die zweite mit + cosd multiplicirt 
und addirt, so folgt: 

A' cos (8' — 0) = 4 — oBeos(y — 0) 

d' sin(’ — 0) = — eBsin(y — 9). 


Gleichungen, durch deren Division sich die strenge Parallaxenformel in Declination ergiebt: 


— + Bsin(y — 0) 
tg(0’' — 0) = ag ee 
1 — = Beos(y — 9) 


Entwickelt man hier ganz analog wieder in eine Taylor’sche Reihe, deren hdéhere 


Glieder — “ (27) sin 2(y — 96) etc. man vernachlissigt auf Grund der Kleinheit 
von <, vertauscht die Tangente mit dem Bogen und fiihrt fiir B gleich seinen Werth ein: 
p= 

so folgt fiir die Parallaxe in Declination: 
sack astess as 
Shc ee pe es 0) a (13) 


wobei sich y aus der Gleichung: 
Bey, 
oe cos (8 — «) 
ergiebt, wenn man mit Hinblick darauf, dass die Parallaxe ein kleiner Winkel ist, 
a + 0 
2 


setzt. 


Die allgemein giiltigen Parallaxenformeln ausser beim Monde, wo “ nicht eine 
kleine Grésse ist, und die héheren Glieder der Taylor’schen Entwickelung nicht ver- 


uachlissigt werden diirfen, sind also: 


[ee pete Me pe 
0, % = — oxcosp er P 
eed (ee sing’ sin(y — 0) a: 


siny 4 


Aus der Gleichung: 


ergeben sich zwei um 180° verschiedene Werthe von y; (6’ — 0) aber ist fiir beide 
dasselbe nach (14), und daher kann fiir y immer der Werth zwischen 0° und 180° 
angewendet werden. 

Die zweite der Relationen (14) hat Hansen noch in einer anderen Form gegeben. 
Setzt man gleich von vornherein: 


“ + o 
ee LY 
2 
o! — 0 
Tee Soe | 
cos 5 
so wird: 4 
4' cos 6' = Acosd — ocosg'cos(f — «) 
d' sind’ = Asind — osing’. 
Addirt man nun das Product der ersten dieser Gleichungen in — sind zum Producte 


der zweiten in + cosd so folgt: 

4 sin(8’ — 6) = ecosg' cos(O — a) sind — esing'cosd, 
oder, wenn, da es sich nur um eine Naherungsformel handelt und 0 und 0’, sowie 4 und 2’ 
sich nur wenig unterscheiden, statt des Sinus der Bogen gesetzt und wieder mit x multi- 
plicirt wird, um @ und 4 in den gewéhnlichen Kinheiten zihlen zu kénnen, so resultirt: 


é— dé = os [cos gp’ cos(9 — a) sind — sin 9 88) 


_ 9% cosg'sin() — a) 


eo —a= 
4d cos 0 
Oder, wenn noch ey a anG ic) 
D = — excos gy’ cos(§ — %) 
T’ = oxsing’ 


gesetzt wird, so lautet die Hansen’sche Form der allgemeinen Parallaxengleichungen in 
Rectascension und Declination: 


ile ce ie ae ed 
ee eee Se NC CORSE (1G 
qo 5 — —_ sind a ce 
A 4 


Hat man fiir eine bestimmte Sternwarte (fiir die also 9, der Abstand vom Erdcentrum 
und g’, die geocentrische Breite, bestimmte, gegebene Werthe haben) eine grosse Zahl 
von Beobachtungen, so kann man wie folgt verfahren. Man bringt die Grésse 7 in 
eine Tafel mit dem Argument (§—«). Diese giebt dann gleichzeitig auch D, weil D aus 
T folgt, wenn sich 6 — % um 90° andert; 7’ aber hat fiir jeden Beobachtungsort und 
also fiir jede Sternwarte einen bestimmten constanten Werth. — Gewohnlich werden 
jedoch die Formeln (14) angewendet. 

Fir den Mond hingegen, dessen Aequatoreal-Horizontalparallaxe zwischen 54’ und 
61’ betrigt, gelten, wie schon erwihnt, die abgeleiteten Naherungsformeln nicht, sondern 
es sind die strengen Parallaxenformeln anzuwenden, also bei Einfiihrung des durch die 
astronomischen Jahrbiticher gegebenen Aequatorealhorizontalparallaxenwinkels p, 
der definirt ist durch die Gleichung: 


’ 1 
sin p = Wp 
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wo 1 der Aequatorealhalbmesser der Erde, 4 die Entfernung des Erdmittelpunktes vom 
Mondmittelpunkte ist, in Rectascension: 

0 cos g! sin p sin (a — 0) secd 
1 — ecos gy! sinp cos(a — 0) secd 


tg (a — a) = 


(17) 
wihrend man in Declination beim Monde nicht die Differenz 6’ — 0, sondern 0 direct 
rechnet, indem sich durch Division von: 


M' sind! = A(sind — @ sinpsing') 
4' cos 8' cos(v' — «) = Al[cosd — osinpcos y' cos(% — 0)] 


beziiglich : 
nie (sind — gsinp sing’) secdcos(o! — a) (18) 
ee Mae SG 0 sin.p cos gy’ cos(a — 0) secd 

ergiebt. 


Da aber der Mond eine sichtbare Scheibe hat, so wird sein scheinbarer Halb- 
messer, vom Beobachtungsorte aus gesehen, wenn er fiir den Erdmittelpunkt gegeben 
ist, durch die Parallaxe auch geindert. Indem der Mondhalbmesser unter dem Winkel 
w vom Erdmittelpunkte und unter dem Winkel w' vom Beobachtungsorte aus gesehen 
erscheint, verhalt sich: 


sin w a 
sinw' a 
Bei Gestirnen mit kleiner sichtbarer Scheibe ist: 
/ A 
ns or 


Durch Multiplication der ersten der bereits abgeleiteten Gleichungen: 
4' sind’ = Asind — oBpsiny 
4' cosd' = Acosd — ofcosy 


mit cosy, der zweiten mit — siny und Addition folet dann fiir solche Gestirne:: 
or et sin(d — y) 
sin (0’ — y)’ 
also: (st 
pn ee 
ts «92 Gee 


Fir den Mond hingegen, wo der Halbmesser gross erscheint, also der Sinus nicht mit 
dem Bogen vertauschbar, ist: 


: ‘ | 
sinw' == sinw- ete Se (20) 
a is cos 0' cos (a! — o) secd 


4 1 — @sinpeos g! cos(o — O)seeS © = | Gh 
Fiihrt man noch die Hiilfsgréssen A und C ein durch die Gleichungen 


@ sin p cos y cos (% — 0) 


cos A = 
cos 0 
sin C = esinpsing’, 


so ergeben sich die fiir die logarithmische Rechnung bequemen Formeln, aus denen 
man, wenn &% und 0 fiir den Erdmittelpunkt gegeben sind, die wahre Lage des Mondes, — 
gesehen von einem beliebigen Erdorte aus, allgemein berechnen kann: 
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0 cos g' sin p sin (a — ) 


tg(o — a) = mp AN? 
2 (sin 3) cos 0 
2 
sin Z = 2 cos a > 2 cos (0: — 0) 
ig 0! = Berar ae 2) 
(sin =) cos 0 
2 
y [Eyes 
Coit ee ee cos 0” cos (% 0) 


2 
2cos 0 (sir 5) 


In den vorhergehenden Formeln traten iiberall die beiden Gréssen @ und g’ auf 
und wir haben also noch zu zeigen, in welcher Weise dieselben fiir jeden Erdort all- 
gemein berechenbar sind. Dabei ist 
die geographische Breite m durch die 
Richtung der Schwerkraft (Lothrichtung) 
gegeben; die Lothlinie aber steht auf 
der Erdellipsoidoberflache senkrecht; 
die geocentrische Breite g’ ist durch 
die Richtung nach dem Erdmittelpunkte 
gegeben. Die beiden Gréssen g’ und 
gm sind fiir fast alle Sternwarten im 
Berliner Jahrbuche vorhanden, an dessen 
Stelle man néthigenfalls auch die 
Connaissance des Temps, den Nautical 
Almanac, oder die American Ephe- 
meris zu Rathe ziehen kann. Findet 
man die betreffende Sternwarte nir- 
gends erwahnt, so bestimmt man gy genadhert und berechnet dann g’ und @ mittelst 
folgender Formeln. 

Wir betrachten die Erde als abgeplattetes Rotationsellipsoid, dessen grosse Halb- 
axe a, wihrend die kleine b sei. Dann ergiebt sich zuniachst die geocentrische Breite g’ 
als Function der geographischen Breite g und der Abplattung « Diese ist: 

o Re 1 
el he) 99,1508) 


indem nach Besse] fiir die Erde: 
a = 6377397,15; 
b = 6356078™,96. 
Die Gleichung einer Meridianellipse, deren y-Axe durch den Nordpol der Erde 


geht, wahrend die x-Axe durch den Schnittpunkt vom Aequator und der Ellipse gebt, 
ist definirt durch die Gleichung: 


2 2 


Qa (p23 ee 
Die Coordinaten eines Punktes der Ellipse sind: 
x= ecosy’, y = osing’, 


wobei @ der Abstand des Punktes vom Erdcentrum und g’ die geocentrische Breite 
des Punktes sind. Durch Differentiation der Ellipsengleichung folgt: 
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2Qadu 2ydy 0 


a? b? 
woraus: 
i aS Se aE tats 
Co Gi ty” ee a ; 
da aber auch: 7 
ou = — cotgp 


indem: 


190 5 — Up 


ist, — d.h. die Lothlinie, welche die geographische Breite bestimmt, steht auf der 
Ellipsoidoberfliche senkrecht, — so wird: 


b2 
tg ere ce? 
cotgg' — cotg g’ 
also: igg’' = (l— @)tigo-. . >... ae 


Der Radius o@ lasst sich ebenfalls als Function von o, gm und von g’ darstellen, 
indem nach der Figur 


ea tear fis “Vas tor = 


cos g' 
ist, und sich fiir x aus der Ellipsengleichung : 
a a 
aie ~ Vl + yptag! 
a 2 
ie a 3) tg p”? 
ergiebt. Daher wird: 
ne a sec - 
V1 + 99 tgg’ 
. oder: 
COS —P 
es oa” eo ee Se 94 
° i /= gy’ cos (p' — ¢) ; eo 


In dieser Formel ist @ in Einheiten der grossen Halbaxe der Erde, a, ausgedriickt. 


Die Parallaxe in Azimuth und Héhe spielt fiir die Bahnberechnung keine Rolle, 
sondern kommt bei manchen Beobachtungen in Betracht. Nichtsdestoweniger wollen 
wir die diesbeziiglichen Formeln hier noch kurz mit anfiihren, zumal sie nach den vor- 
hergehenden Auseinandersetzungen eigentlich sofort hingeschrieben werden kénnen. Denkt 
man sich, wie friiher, ein Coordinatensystem durch den Erdmittelpunkt und ein zweites, 
paralleles durch den Beobachtungsort gelegt, dessen xy-Ebene aber jetzt nicht mit dem 
Aequator, sondern mit dem Horizont zusammenfallend, so dass also die z-Axe durch das 
Zenith, die #-Axe durch den Siidpunkt und die y-Axe durch den Westpunkt geht, und 
seien beziiglich A’, 2’ und 4 das Azimuth, die Zenithdistanz und Entfernung eines Ge- 
stimes bezogen auf den Beobachtungsort, A, z, J aber auf den Erdmittelpunkt, so folgt, 
indem die #z-Ebene in beiden Coordinatensystemen dieselbe ist, aus der Anschauung: 


A' sin z' cos A! = Asinzcos A — esin(g — g’) 
A' sin z' sin A’ = Asinzsin A 


Z' cos z' = 4cosz — ocos(p — g’). 
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Multiplicirt man jetzt die erste dieser Gleichungen mit — sin A, die zweite mit 
+ cosA und hierauf die erste mit + cosA, die zweite mit + sin A und addirt beide 
Male, so folgt: 


4 sing sin(A' — A) = esin(p — o’)sin A | 
4' sin z' cos(A' — A) = Asinz — osin(p — g')cosA (25) 
A cos 2 = Jdcosz — ecos(p — ¢’) | 
i -_— 
Multiplicixt man nun die erste dieser Gleichungen mit sin meg ho! die zweite mit 
' —— 
cos ae und addirt, so folgt: 
' 
cos A 
4 sine’ = Asinze — esin(p — g’) 7 aetoe 
cos 5 
ferner: 
4' cosz' = Acosz — ocos(g — g’), 
oder: 
4' sine’ = Asine — ocos(p — g')igy 
4' cosz' = Acose — ecos(p — g’), 
indem wir zur Abkiirzung: 
U 
bog Hat A 
eg fp = wp!) = 
C08 
2 
gesetzt haben. Und multipliciren wir nun noch einmal die erste der zwei letzten Glei- 
chungen mit + cosz, die zweite mit — sinz und dann die erste mit + sing, die 


zweite mit + cosz und addiren beide Male, so folgt leicht nach einer kleinen Reduction: 


: n sin(e—¥) 
1 sin(e’ — 2) = ocos(m — RAN Saal ti 
analog: ( ) CLP ¥) cos Y 
cos(z— ¥) 
cos Y 


(26) 
4' cos(z' — 2) = 4 — ecos(g — g') 


Gleichungen, durch deren Division sich, wenn man noch mit 4 dividirt und wieder den 
Aequatorealhorizontalparallaxenwinkel  einfiihrt mittelst der Gleichung: 
sinp = 7’ 
die Formel fiir die Parallaxe in Zenithdistanz ergiebt: 
Q sin p cos(p — ') ae 
tg(e’ — z) = is oe sta t5( 27) 


pr COS \& — 
Wee Q sin p cos (~ — pt) BE—) 


Fir den Mond ist dieser strenge Ausdruck wirklich anzuwenden. In allen iibrigen 
Fallen aber ist geniigend genau, indem das zweite Glied im Nenner so klein, dass wieder 
nach dem Taylor’schen Satze entwickelbar und die Tangente mit dem Bogen ver- 
tauschbar: : 

BOE Rei he iy oa (28) 
cos y 
Indem nun aber in unserem Ausdruck fiir tgy, da tg(~ — ’) klein ist und A sich, wie wir 


bei Herleitung der Parallaxe im Azimuth sehen werden, nur wenig von A’ unterscheidet: 
Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 14 


ze’ —z = esinpcos(y — g’) 
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Pca copa 
0 9 — 
oop $F A o05 A 


gesetzt werden kann, so folgt fiir: 
tgy = cosAty(p — g’) 
oder: 
y= (9 — g’)cos A. 
Mithin wird: 
ze’ — ¢ = osin poos(y — g')sin[z — (py — g')cosA]. . . . (29) 
Vernachlassigt man noch die Abplattung des Erdkérpers, wodurch gy — g’ = 0 
wird, so wird in diesem Specialfalle die Parallaxe in Zenithdistanz: 


eo— 2 == osinpsing.... ss ai 


Die Parallaxe im Azimuth hingegen folgt ganz = durch Division der beiden 
ersten Gleichungen yom System (25), naimlich: 


Fe mal o sin(py — g')sin A 
GG Ase A sine — osin(y — g')cos A 
oder bei Einfiihrung von p: 
rae hE 0 sinp sin(y — g’)sin A 
te ; 0 sinp sin(p — g') cos A GY 
Sin é (1 = hie ee es ae Tee ) 


Das ist die strenge Formel, die beim Monde anzuwenden ist. 
Um die genaherte Formel fiir die Parallaxe in Azimuth zu erhalten, bedenken wir. 


dass fiir eine kugelférmige Erde, wo « =— 0 ist, auch A’ — A = 0 wird, dass also 
A' — A vom Range der Abplattung und mithin ein kleiner Winkel ist, dessen Tangente 
mit dem Bogen vertauscht werden kann. Ferner ist gm — g’ und ebenso yp fiir alle 


Himmelskérper ausser beim Monde sehr klein, also das zweite Glied im Nenner sehr klein 
und folglich wieder auf Grund einer Taylor’schen Entwickelung, deren héhere 
Glieder man vernachlassigt: 
fig Cae Q sin.p sin(g — g’)sin A W's. ope 
SiN & 
Sehen wir von der ellipsoidischen Gestalt der Erde ab, setzen also my = g’, so wird 
in diesem speciellen Falle die Parallaxe im Azimuth: 


Ay Al 22.00 ae yo ae 


Die Parallaxe in Hohe ist somit im Zenith Null, im Horizont ein Maximum 
und im Uebrigen dem Sinus der Zenithdistanz proportional. 

Schliesslich wollen wir noch zeigen, dass sich die Griésse 4’ durch die Entfernung J, 
»Erdmittelpunkt — Stern“, ausdriicken lasst. Multiplicirt man dazu im System (26) die erste 


, ko Gob mer : : a — 8 i gta 
Gleichung mit sin , die zweite mit cos —-_— , und addirt die Producte, so folgt: 


2 2 
U 
Cle LACE ee] eis 
cos y cos ———— 
Ausserdem findet man aber auch: 2 
A= AY BD cd: vengent oe 


sin (e& — 7) 
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; Zusammenstellung. 


Zum Schlusse dieser Vorlesung seien die verschiedenen Parallaxenformeln der 
Uebersicht halber zusammengestellt : 
I. Jahrliche Parallaxe (Fixsternparallaxe). 

A. In Lange und Breite: 

NV — 4 = — a'sin(A — ©)secB 
B' — B = — a'cos(A — ©) sinB. 
In Rectascension und Declination: 

o' — % = n'koos(K + ©)secd 

0’ — 0 = az'leos(L + ©). 


ca 


- Il. Tagliche Parallaxe (allgemeine Parallaxe). 
A. In Rectascension und Declination. 


a) Streng (fiir den Mond): 
0 cos gy! sin p sin(% — ()) 


tg (oe! — ow) = A\2 
2 (sin —) ¢os 0d 
D, 
sin = cos e ae e cos(a’ — a) 
tg 0! = - ; 
(sin 5) cos 0 
5} : 
' / ate 
sinw’ = sinw eee die 


2 
2 cos 0 (sin 5) 


b) Genahert (fiir die iibrigen Himmelskérper): 


i . 
A On ee , sin(@ — a) 
O = OF. cay! 
ek oe sin gp’ sin(y — 9) 
. Par al siny 4 : 


Nach Multiplication der rechten Seiten mit J sind das die gewéhnlich gegebenen 
Parallaxenfactoren paJ und ps2. 
Oder nach Hansen: 


T 
f aT Ss —— 
PENT A in5 8 wo ZT und D aus Tafeln, 
5 3 cod D sin 0 T' cos) | I’ constant. 
ee aes Ta Af y) 


B. In Azimuth und Zenithdistanz. 
a) Streng (fiir den Mond): 
o sinp sin(y — g') sin A 


ig (A' — A) = ae 
sins (1— Q sin p sin (~ E) a8) 
sin 2 
5 , sin(# — 7) 
gsinp cs (p — 9’) EC — 
Boone) = ¢ F cos (2 — 7) 
1 — esinpcos(p — g’) Sige 


14* 
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b) Genihert (fiir die iibrigen Himmelskérper): 


o sinp sin(y — g')sin A 
Sin & 


A’— A= 


(? 


ze! — ¢ = osinpcos(p\— g’) AS wed) 


cos Y 
c) Speciell fiir eine kugelférmige Erde: 
A'’—A 0 


zg — 2 = oOsinpsine. 


Ill. Werth der Sonnenparallaxe nach Gill: 
x = 8,80 w. F. + 07,005. 


Dreizehnte Vorlesung. 


Die Aberration. 


Nicht weniger nothwendig fiir astronomische Rechnungen, als die Riicksichtnahme auf 
Parallaxe, ist die Beriicksichtigung der Aberration des Lichtes, Es ist bekannt, dass 
der Lichtstrah] merkliche Zeit gebraucht, die Zwischenraume zwischen den Himmelskérpern 
zu durchlaufen, und zwar nach Glasenapp: 498,5 Secunden mittlerer Zeit fiir den Halb- 
messer der Erdbahn, der in der theoretischen Astronomie als Langeneinheit angenommen 
wird. Hat ein Himmelskérper gegen die Erde den Abstand @, so ist. ein Strahl dieses Gestirnes, 
welcher zur Zeit t unser Auge trifft, zu der Zeit t — 4985,5 9 von demselben ausgegangen. 
Wenn also der vom Gestirn ausgehende Strahl im Beobachtungsorte anlangt, so hat dasselbe 
seinen Ort im Raume oft schon sehr merklich gedndert. Aber auch der Beobachter selbst 
bewegt sich mit der Erde im Raume und ihm scheint daher der Lichtstrahl aus einer anderen 
Richtung zu kommen, als einem ruhenden Beobachter, da er nur die relative ‘Bewegung 
des Strahles wahrnimmt, weil er sich selbst ruhend glaubt. Man hat demnach zwei Arten 
von Aberration zu unterscheiden, oder besser gesagt, zwei Ursachen, welche zusammen 
die Ablenkung des wahren Lichtstrahles bewirken und uns nur den scheinbaren liefern. 
Namlich erstens die durch die translatorische und rotatorische Bewegung der 
Erde gemeinsam bedingte , Fixsternaberration“, die indess nicht die Fixsterne allein, 
sondern ebenso die Planeten, d. h. alle Gestirne iiberhaupt betrifft. Zweitens die 
durch die Bewegung des Objectes selbst, von dem der Strahl ausgeht, bedingte Aber- 
ration. Diese dadurch, dass das Licht die Aberrationszeit braucht, um vom Planeten 
auf die Erde zu gelangen (event. mehrere Stunden), verursachte Lageninderung eines 
Sternes, bezeichnet man mit ,Planetenaberration“. Dieselbe beeinflusst eigentlich 
sowohl Planeten- wie Fixsternbeobachtungen, kann aber, da wir die Entfernung der — 
Fixsterne im Allgemeinen nicht kennen, nur bei ersteren beriicksichtigt werden. Um die 
Gesammtwirkung beider Aberrationen geometrisch zu veranschaulichen, sei in Fig. 22 
C der Ort des Gestirnes im Weltenraume zur Zeit ¢ — 498°,59, ZT) der Ort der Erde 
za derselben Zeit, Z' aber der Ort, an welchem die Erde und das Auge zur Zeit ¢ von 
dem von C zur Zeit t — 498°,5@ ausgegangenen Strahle ereilt wird. Das Auge wiirde 
das Gestirn in der Richtung 7'C erblicken, wenn die Erde in dem Punkte 7 in Ruhe. 
wire; es verursacht nun aber die Bewegung der Erde die von uns als Fixstern- 
aberration bezeichnete Tauschung iiber die Richtung des Strahles, vermége deren — 
auch der Strahl (7 eine andere, die Richtung von C’ 7, zu haben scheint. Es ist erstens 
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ersichtlich, dass die Richtung O'T des scheinbaren Strahles mit den Richtungen von 
CT und der Erdbewegung in dieselbe Ebene fallen muss, also in die Ebene, in welcher 
das Dreieck 7, 7'C liegt; zweitens, dass jene Tiu- Fig. 22. 

schung, oder der Winkel C7'C’, gleich dem Winkel o' 

TCT wird. Denn die trigonometrische Tangente 
der Fixsternaberration ist gleich dem Verhiltniss: 
die zum Strahle senkrechte Componente der Erd- 
bewegung dividirt durch die Geschwindigkeit des 
Lichtes. Den Weg der Erde 7%) 7 wahrend der 
498*,5 @ Secunden wird man als mit gleichmissiger 
Geschwindigkeit zuriickgelegt ansehen diifen, wenn 
das Gestirn zu unserem Sonnensystem gehdért; es 
kann also fiir das obige Verhiltniss der Geschwindig- 
keiten das der in 498%,5'@ Secunden zuriickgelegten 
Wege gesetzt werden, oder, wenn Z’ der Fusspunkt des von Z) auf CT gefillten 
Perpendikels ist, das Verhaltniss: 


bis auf Unmerkliches gleich dem Verhaltniss: 

Ey 

ro a 
oder gleich der trigonometrischen Tangente des Winkels 7) CT’. Folglich ist 7'C’ parallel 
T,C, d. h. es wird unter dem Einflusse der Erdbewegung das Gestirn zu der Zeit ¢ in 
derjenigen Richtung oder an demjenigen Orte der Sphire beobachtet, wie sie der Ver- 
bindungslinie von Erde und Gestirn zu der Zeit ¢ — 498%,5 @ entspricht. 

Es mégen hier noch der Gauss’schen Erklarung der Fixsternaberration einige 
Worte gewidmet sein, da sie eine sehr klare Anschauung giebt. Man nennt ein Fern- 
rohr auf einen Fixstern gerichtet oder eingestellt, wenn das Bild des Sternes in das 
Fadenkreuz des Fernrohres fillt. Gesetzt, diese Bedingung sei fiir ein ruhendes Fern- 


Fig. 23. 


rohr erfiillt, so wird sie es nicht mehr zu sein scheinen, sobald das Fernrohr, an der 
Bewegung der Erde theilnehmend, eine zum Strahle senkrechte Geschwindigkeit hat, 
und das Fadenkreuz, wahrend der Strahl die Axe des Fernrohres durchlauft, einen 
gewissen Weg zuriicklegt. In Fig. 23 zB. wird durch das Objectiv o in f ein Bild 
des unendlich entfernten Sternes S entworfen, welches mit dem Fadenkreuze zusammen- 
fallen wiirde, wenn nicht eben, wihrend der Strahl den Weg of zuriicklegte, das Faden- 
kreuz von f nach f’ gelangte. Das Bild in das Fadenkreuz zu bringen, wiirde es einer 
Drehung von dem Betrage des Winkels fof’ bediirfen, dessen trigonometrische Tangente 
offenbar das Verhiltniss der gegen den Strahl senkrechten Erdgeschwindigkeit zur 
Geschwindigkeit des Lichtes ist. 

Ehe wir den Einfluss der durch die translatorische Bewegung der Erde be- 
dingten ,jahrlichen“ (Fixstern-) Aberration, sowie denjenigen der durch die rota- 
torische Bewegung der Erde bedingten der ,tiglichen“ (Fixstern-) Aberration auf 
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die Coordinaten der Ekliptik und des Aequators feststellen (die durch das gemein- 
same Vorwartsgehen der Erde mit der Sonne im Raume bedingte sogenannte saculare 
Aberration ist nicht berechenbar, weil man die Kigenbewegung der Sterne nicht gentigend 
kennt), wollen wir uns die Entstehung und ‘Bedeutung der allgemeinen, fiir jede 
beliebige Bewegung des Beobachters giiltigen Aberrationsformeln vergegenwartigen, 
durch deren Specialisirung sich die Formeln der taglichen und jahrlichen Aberration 
fiir Rectascension und Declination und fiir Lange und Breite sofort ergeben. 

du dy dz 
dt? at ae 
die Geschwindigkeitscomponenten des Beobachtungsortes in Bezug auf ein rechtwinkliges 
Coordinatensystem, « und 0 die Polarcoordinaten des wahren, a’ und 0’ hingegen die- 
jenigen des scheinbaren Strahles (der in die Richtung des Fernrohres fallt) in Bezug 
auf dasselbe System. Dann sind die Componenten des Lichiweges des scheinbaren 
Strahles im Fernrohre nach den drei Axen: 


Sei 7 die Linge des Fernrohres, u die Geschwindigkeit des Lichtes, 


I cos a’ cos 0 
I sin o' cos 0" 
Lsin 0", 
wibrend die Componenten des Lichtweges des wahren Strahles im Fernrohre nach 


den drei Coordinatenaxen: 
u(t’ — t)cosacosd 


u(t’ — t)sinacosd 
u(t! — t)sind 


sind, wenn die Lange des Fernrohres in der Zeit (¢/ — ¢) vom Lichte durchlaufen wird. 
Schliesslich sind die Componenten der Bewegung des Beobachtungsortes: 
dx dy dz 
jee ee Re OF. Dae Ne. 
daher ergeben sich unmittelbar die folgenden allgemeinen Aberrationsformeln: 
(t) — t) wcosacosd = 1c0s 0' cos a — “<< (’ — £) 
, eer dy ,, 
(¢ — t)wsinacosd = cos 0' sino! — ap — fps + + + aD 
; es 5 ade ., 
(' — t)wsind == Tsind _ rr — t) 


oder, weil bis auf unmerklich kleine Glieder héherer Ordnung: 


1=(t — t)w 
ist, da die Linge des Fernrohres in der Zeit (i' — ¢t) mit der Geschwindigkeit u gleich- 
massig durchlaufen wird: 


cos 0’ cos &' — cosacosd = i dx 
u dt 

cos 0' sine’ — sinacosd = a a4 - (2) 
: ae, 
sin 0! — ts) SS ck, ae 
i sin ae 


Da nun aber die Lichtgeschwindigkeit sehr gross, also = sehr klein ist, so ist 


der Richtungsunterschied des wahren und scheinbaren Strahles sehr klein, d. h. die 


— 
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Gréssen a — «% = 4a und 0’ — 0 = JO sind kleine Winkel, deren Cosinus gleich 1 
und deren Sinus mit dem Bogen vertauschbar ist. Fiihren wir das ein und setzen fiir 
o und 0’ beziiglich 


o —-a+ doa 
O10. 40" 
so werden unsere Gleichungen : 
1 
— cosd sina 4a — cosa% sind Ad = — ae) 
uw dt 
f : : I asl & 
+ cosd cosw Ma — sina sind AO = aan (3) 
lz 
§ 48 = —< te 
+ 08 Gide 
Durch Multiplication der ersten dieser Relationen mit — sina, der zweiten mit 


+ cos% und Addition folgt direct der Unterschied des wahren und scheinbaren Ortes 
in Rectascension: 


dt dt 


Durch Multiplication hingegen der ersten Gleichung mit cosa, der zweiten mit sina und 
Addition folgt: 


C—O dau = —— | sina — Tt cosa sec 0. 


daz 


’ 1 dy 
sind 40 = — ie (3 cosa + an sin) 


Und wenn wir diese Gleichung mit sind, die dritte des Systemes (3) mit cosd multi- 
pliciren und addiren, ergiebt sich als ae in der anderen Coordinate: 


Veda dz 
Ad = — — ae Seen EAS A) 
5 (F cos & sind nee z ! sino sind qe 098 6) 
Die allgemeinen Aberrationsformeln sind also: 
of — o = — a oe BH. COS U ay\ sec 0 
uw | dt dt} (4) 
: ie lf Ae ds : meets a ; dz 
oo) = — - Cee: sin 0 ar + sina sind aie cos 6 A i 
Oder, wenn man bis zu Gliedern zweiter Ordnung inclusive geht, wie leicht abzuleiten : 
oe —“4 = — 2 \sina 2 — cose aM sec 0 
uw | i) 
l foo o% a da ON fo 
+ we i Frou COS 0 dif ea it + sina dif sec 
. 1 ie dz 
o' — 0 = — — (cose sind "+ sina POE ead — cosd — 
z \ on at 
ue : - (Aa) 
dy 
— — tg 0 
5 ra ino COS % at{ g 
E { dz\ 
zsh eae (vik no — 
a \ aw cos 0 < Zs Sree sin &% Cos a dif 
i. Ue es de\. 
x ee sin a? = + sina oie 7 cos role 


Je nachdem wir nun die wy-Ebene als Ekliptik oder als Aequator wihlen und 
die drei Geschwindigkeitscomponenten fiir die translatorische und die rotatorische 
Bewegung der Erde bilden, und in die allgemeinen Formeln einsetzen, erhalten wir die 


ois ee 


jihrliche und tigliche Aberration beziiglich in Linge und Breite und in Recta- 
scension und Declination. 

Zunichst wollen wir den Einfluss der jihrlichen Aberration auf die Coordinaten 
beider Systeme betrachten, und zwar zuerst auf diejenigen des Systemes der Ekliptik, 
auf Linge und Breite. Die wy-Ebene sei also die Ekliptik und die #-Axe gehe 
durch den Widderpunkt, so dass sich die Erde jetzt in der Fundamentalebene selbst 
bewegt. Fiihren wir nun an Stelle der heliocentrischen Linge der Erde, d. h. des 
Winkelabstandes der Erde vom Frihlingspunkte, da man nicht von der Sonne die Erde 
beobachten kann, sondern umgekehrt nur die Sonne von der Erde, den Winkel ein, 
unter dem die Sonne von der Erde aus gesehen erscheint, so hat derselbe offenbar eine 
vom ersteren um 180° verschiedene Linge. Bezeichnen wir also mit ,©“ die Linge 
der Sonne von der Erde aus gesehen, so wird der Winkel des Radius vectors R nach 
der Erde mit der w-Axe beziiglich 180 + © sein und die drei Coordinaten der Erde 
bezogen auf die Sonne als Anfangspunkt werden: 


a = Roos (180 + ©) = — Reos © 
y = Rsin (180 + ©) = — Rsin© 
ep a (())- 


Mithin die drei Geschwindigkeitscomponenten der translatorischen Erdbewegung: 


1 a <* os® + Rsin@ &? Se 


dt 
dy dk - MEE a |S 
3, = ay m0 — Bas —~ (5) 


Sa: 


Tragt man diese drei Differentialquotienten in die allgemeinen Aberrationsformeln (4) 
ein und ersetzt in denselben % und 0 beziiglich durch 4 und B, so ergiebt sich die Ab- 
weichung des wahren Ortes vom scheinbaren in Linge und Breite. 

Sei, wie gewohnlich, die grosse Halbaxe der Erdbahn a —1, I die Lange des 
Perihels der Sonnenbahn, v die wahre Anomalie der Sonne, © ihre Linge, R der Radius 
vector der Erdbahn, so ist: 


O=e+f, 
also, wenn man von den kleinen Stérungen absieht, d. h. I” = const. setzt: 
d UAC) dv 
(ai dis 


Um die obigen Differentialquotienten berechnen zu kénnen, miissen wir R und 
» durch bekannte Grédssen ausdriicken. Die diesbeziiglichen Relationen ergeben sich 
aber aus der Theorie der elliptischen Bewegung (cf. Vorlesung 4) sofort. Es ergiebt 
sich namlich einerseits durch Differentiation der Ellipsengleichung : 
a cos 
1 + ecosv 
nach einer leichten Transformation: 


Mi = a(l — ¢€ cos E). 


a COs 
Wipe dE, 
ir 
wihrend durch Differentiation der Kepler’schen Gleichung: 


aE = ~ dM 


= tos 
folgt. Mithin wird: 


a? cos @ 


dy = ~~ aM. 
3 


Setzen wir diesen Werth in die differentirte Ellipsengleichung ein: 


ah a@ cos gp eat 
ar = Gesaecscy oe esinvdy, 
so folgt: 
ae a? cos ps . 
¢ if Wei coward esinvd M. 
Da aber: 
acospt 


b 


(1 + ecosv)? 


so folgt, wenn wir dr mit acosg multipliciren und dividiren und fiir r gleich die Be- 
zeichnung R wahlen: 
dR = atgp snvd lM. 


Durch Einfiihren dieser zwei Werthe: 


dQ __ dv _ w@esp dM 
Pn een eas 


dt 

- OS GPE Ths woes ace (6) 

und Mie ay, ou 
hy Oe ea dt 

in die obigen drei Ausdriicke fiir die Geschwindigkeitscomponenten, werden diese nach 


entsprechender Reduction, indem wir die grosse Halbaxe der Erdbahn gleich 1 setzen: 


—— asp ar eine sin DY + On| 

a 1 GIES ~ 
a ic kat Cost cos Geer Fe 7) 
ds 

Gi | 


Tragen wir schliesslich diese drei Relationen in die allgemeinen Aberrationsgleichungen 
(4) ein, wobei in denselben noch 4 und 6 an Stelle von o und 0 zu setzen ist, so er- 
geben sich als Formeln fiir die Unterschiede der wahren und scheinbaren Oerter in 
Lange und Breite nach kleiner Reduction analytisch die Ausdriicke: 


1 gech dat... 
deed pe aS ea eee: ae Lae 
V—1A= F Beer {sin p cos(A — I’) + cos(A — ©)} 


lsnBadmM ,. } . 
iB cog dt {sin p sin(A —T) + sin(A — ©)} 


(8) 
p—p= 


In diesen Formeln haben wir, damit sie numerischen Rechnungen zu Grunde gelegt 
werden kénnen, noch die betreffenden Constanten durch Zahlen auszudriicken. Auf 
Grund der am Pulkovaer Passageinstrument im ersten Vertical angestellten beriihmten 
Beobachtungen von Struve ermittelte dieser den constanten Factor in letzteren 
Gleichungen, die sogenannte Aberrationsconstante (deren geometrische Bedeutung 
siehe 8. 115) zu: 


US yin? 5 ase ee 
usp dg =F = 20s, 


Weitere gleichfalls in Pulkova angestellten Beobachtungen ergaben folgende Werthe: 


Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 15 
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20",507 + 04,021 .°... Peters 
20 469 4- 0-026) .2.°.. Gyldén Verticalkreis 
20: 3495 St 0.021... ON yrén. 


Mittel: 207,495 + 0,013 


Ferner: 
20”,498 + 0012 . . . Sehweizer 
20 433 + °07,012" . . (7 WWaemer 


Mittel: 20”,491 + 0”,009 


DOU AGS sata OO Ta ee ena Our Ue Passageinstrument im 
200,517 a 0 014) . =. sou danen ersten Vertical 


Mittel: 20’,490 + 07,011. 


In seiner Abhandlung: ,|’Aberration des étoiles fixes‘ (Mém. de lPAcad. imp. des 
sciences de St. Petersbourg, Tome XXXI, 9, 1883) hat Nyrén, auf Grund dieser zuver- 
lassigen Beobachtungen, fiir die Aberrationsconstante den Werth: 


iS = OC; = 20"A92 + 0",006 

u cosp dt 
gegeben. Auf Grund dieses Werthes ergiebt sich fiir die Zeit, die das T.icht braucht, 
um die astronomische Lingeneinheit,’den Halbmesser der Erdbahn, a = 1, zu durch- 


laufen, der Werth: 


Meridiankreis 


a = 498,92, 
wahrend der Glasenapp’sche etwas abweichende Werth: 
- = 498,46, 


das Mittel aus verschiedenen Beobachtungen ist. 
Fiir die Sonnenparallaxe a aber ergiebt sich aus dem Nyrén’ schen Werth der 
Aberrationsconstanten und dem Newcomb’schen Werth der Lichtgeschwindigkeit: 


uw = 299860 km 
«== B19; 
wahrend der friiher schon erwihnte Gill’sche, etwas abweichende Werth: 
x = 8”,80 
von der Pariser Conferenz adoptirt ist. Fiir den Factor: 
as ; i devs dM 
u cos p “dt 
in den Gleichungen (8) aber ergiebt sich nach Nyrén der Werth: 
C; sin p = 0",343, 
Die Formeln fiir die jahrliche Aberration in Lange und Breite werden bei 
Annahme des Pariser Conferenzwerthes der Aberrationsconstanten numerisch: 
uM — 4 = — 20',47 cos (© — A) see B — 0,343 cos (A — Hane (9) 
B’ — B = — 20",A7 sin(© — A)sinB + 0”,343 sin(A — T)sinB 
Beriicksichtigt man in diesen Gleichungen nur die ersten Glieder, indem man die 
Constante 20,47 mit ¢ bezeichnet: 


NM — 4 = — ccos(dA — ©)sec B 
6’ — B= + esin(A — ©) sinB 


der Werth: 


sin p = CO; sing 


— 415) — 


und denkt sich an der scheinbaren Himmelskugel an den mittleren Ort des Sternes 
eine Tangentialebene gelegt, deren Schnittlinien beziiglich mit einem Parallel- und einem 


Breitenkreise : 
— = cos B (A! — A) 
ep ap 
nichts anderes als die Coordinaten des wahren (mit Aberration behafteten) Ortes in 
Bezug auf den mittleren darstellen, dann ergiebt sich durch Quadriren und Addiren 
obiger Gleichungen mit Riicksicht auf die Werthe von & und 9 die Gleichung: 
e ey 
e esin B2- 
Es beschreibt mithin ein Fixstern in Folge der jahrlichen Aberration um seinen mittleren 
Ort eine Ellipse, die sogenannte Aberrationsellipse, deren grosse Halbaxe, die 
sogenannte Aberrationsconstante: 
be aM. 
pee es Se OH 
wu cosp dt oa, 
und deren kleine Halbaxe, csinB, das Maximum der Aberration in Breite ist. Ein 
Stern im Pol der Ekliptik, wo 6 =— 90°, aber beschreibt einen Kreis vom Radius 
20",47 um seinen mittleren Ort, ein Stern hingegen, der in der Ekliptik steht, wo 
B = 0, beschreibt eine gerade Linie. — Speciell fiir die Sonne, wo 4 = ©, 6 = 0, 


also seeB = 1 ist, wird die jahrliche Aberration in Linge und Breite: 
ND eee ee 20,47 as 0”,343 cos (© —F);) F (10) 
p’—p=0 
d. h. die Sonne entfernt sich durch die Aberration nicht aus der Ekliptik, waihrend die 
wahre Sonne der scheinbaren stets um den Winkel 4’ — A voraus ist. 


Um den Einfluss der jaihrlichen Aberration auf Rectascension und Decli- 
nation festzustellen, waihlen wir wieder die Sonne als Anfangspunkt des Coordinaten- 
systems, als xy-Ebene aber den Aequator, die w-Axe gehe wieder durch den Widder- 
punkt. Dann zeigt die raumliche Vorstellung leicht, dass x als Hypotenuse, die 
y- und g-Coordinate aber als Katheten eines rechtwinkligen Dreieckes folgende Werthe' 
haben, wenn © wieder die Linge der Sonne bezeichnet: 


—t-==Ri cos (180 + ©) = — Koos O 
y = — Rsin© cose 
zg = — Rsin© sing. 


Also, da © =v + JI, durch Differentation: 


ax ak s dv 
priate. pp esin®: a. 
dy 3 aR dv 
i i sin ©) COS & Fr Ros © cos € AL 
dz ; ery , dv 
ot ee sin @® siné ae ee Rceos@® sing Fe 
oder, da: ' 
dv _ woop aM 
Cha R? dt 
LE ene at. supe 
Te ee ay 
ist, auch; wenn wir wieder @ — 1 setzen: 
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We GhAib a. ' 5 
_= an Shire {sin p sin’ + sin ©} 
oY (sing cos I’ + cos ©} cosé i 
Seas GT ine cosI’ + cos ©} sine 


Fiihren wir diese Werthe in die allgemeinen Aberrationsformeln (4) ein, so ergiebt 
sich als Unterschied der wahren und scheinbaren Rectascension und Decli- 
nation: 


(A eS ie : Lees: cos é cos + sin®© sina} secd 
u cos dt 
Eel ieee a ing {cos ou cosé cosI’ + sina sinI} secd 
le cosp at 
v7 —do = LS {cos © (sina sind cose—cosd siné) — cosa sind sin@} 
Ww cosp dt 
+ ata ee sin y {cosI'(sina sind cos e—cos 0 sin €)— sinI cosa sin 0 | 
& cosp dt 


oder, mit Hinblick auf die angegebenen Zahlenwerthe numerisch: 


oe’ — a = — 20,47 {cos© cosa cose + sin© sina} secd 

— 0,343 {cosI cosa cose + sinI’ sinc} secd . (12) 
o’ — 6 = + 20,47 {cos © (sina sind cose — cosd siné) — sin © cosa sind} 
+ 0343 {cosI° (sina sind cose — cosd sine) — sin I cosa sind} 


Zum Schlusse haben wir noch den Einfluss der taiglichen Aberration auf die 
Coordinaten der Gestirne festzustellen. Da derselbe in Lange und Breite nicht ge- 
braucht wird, so behandeln wir hier nur die tagliche Aberration in ihrer Wirkung 
auf die Rectascension und Declination. Dazu verlegen wir den Mittelpunkt des 
Coordinatensystems in das Erdcentrum, wahlen wieder die wy-Ebene als Aequator, 
so dass die z-Axe mit der Rotationsaxe der Erde zusammenfillt und die w-Axe durch 
den Widderpunkt geht. Die Coordinaten irgend eines Beobachtungsortes der Erd- 
oberfliche mit der Entfernung @ vom Mittelpunkte sind dann, wenn @ die geographische 
Breite, 9 die Sternzeit, d. h. den Winkel zwischen dem Meridian des Beobachtungsortes 
und demjenigen des Frihlingspunktes bezeichnet: 


x = @cos y cos 8 
yY = ocos y sinB 
£= osmg, 
also die drei Geschwindigkeitscomponenten des Beobachtungsortes rotatorisch: 
Ld, Dy el cos p sin 8 ches 
Gt. hy eae eee 
dy dé \ 
a Ses OO Wg 2 
Aa + @ cosy cos6 dt (13) 
dz 
doe 


Durch Substitution dieser Ausdriicke der rotatorischen Geschwindigkeitscompo- 
nenten in die allgemeinen Aberrationsformeln (4) folgt: 
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a! — ou =< = @ cos p cos(# — a) secd 
0’ — 0 =F = Q cos p sin(9 — a) sind 


Als Constante der taglichen Aberration ergiebt sich aber unter Zugrunde- 
legung des schon angefiihrten Newcomb’schen Werthes fiir wu: 


uw = 299 860 km, 
ferner des Bessel’schen Werthes fiir den Erdhalbmesser Q: 
o = 6377,4km, 
sowie des Werthes fiir die Winkelgeschwindigkeit der Erde in einem Tage: 


COO 


— wo V das Verhiltniss von einer Secunde in mittlerer Zeit zu einer Secunde in 
Sternzeit : 
log V = 0,00118 
ist, — der folgende Werth: 
@ 40 _ 4 _ 9399 
aA lige C, = 0,320. 
Unter Beriicksichtigung dieses Werthes ergeben sich als Unterschiede des wahren und 
scheinbaren Ortes in Foige der tiglichen Aberration in Rectascension und 
Declination die Werthe: 
a! — «% = + 0",320 cos yp cos (96 — a) secd | 14) 
d’ — 6 = + 0",320 cos w sin (9 — a) sind f ( 


Man ersieht hieraus, dass die taigliche Aberration von der Breite (my) und Sternzeit (0) 
des Beobachtungsortes abhingig ist. 

Ebenso erkennt man leicht aus diesen Gleichungen, dass ein Stern analog wie bei 
der jahrlichen Aberration im Laufe eines Jahres, so in Folge der tiglichen Aber- 
ration im Laufe eines Sterntages um seinen mittleren Ort eine Ellipse beschreibt, , 
deren grosse Halbaxe 0”,320cosq und deren kleine Halbaxe 0,320 cos sind ist, die 
fiir einen Stern im Weltpol in einen Kreis fiir einen solchen, der im Aequator stinde, 
aber in eine gerade Linie degenerirte. 

Speciell im Meridian, wo 9 = «, also sin (9 — ~) = 0 und cos (9 — a) = 1 ist, 
findet offenbar keine taigliche Aberration in Declination statt, indessen ihr 
Maximum in Rectascension, namlich: 


a — «% = + 0",320 cos p sec d, 
eine Grésse, die man bei Reduction von Meridianbeobachtungen in Abzug vom Colli- 


mationsfehler bringen kann in der Art, dass man gleich Collimationsfehler minus dieser 
Grésse als Correction an die Beobachtung anbringt. 


Mit Hinblick auf die vorstehenden Entwickelungen lassen sich drei Methoden 
angeben, um den Ort eines Planeten oder Kometen vom LEinflusse der Aberration zu 
befreien. Zur iibersichtlicheren Darstellung derselben fassen wir das Bisherige noch 
einmal kurz zusammen. 

Wir haben gesehen, dass die Aberration ihre Ursache darin hat, dass die Ge- 
schwindigkeit des Lichtes zwar sehr gross, aber nicht unendlich gross ist gegeniiber 
derjenigen der Erde. Die zunichstliegende Folge hiervon war, wie wir sahen, die, dass 
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man einen von einem Objecte S ausgehenden Lichtstrahl erst nach Ablauf der Aber- 
rations- oder Lichtzeit erblickt, d. h. nach Verlauf der Zeit, die das Licht braucht, 
um vom Objecte bis zum Auge des Beobachters zu gelangen. Da das Licht in einer 
Secunde circa 300000km durchliuft, so braucht es nach den besten Bestimmungen 
498,46 mittlerer Zeit, um die astronomische Lingeneinheit, d. h. die grosse Halbaxe 
der Erdbahn zu durchlaufen. 

Sei also @ die Distanz des Objectes in mittleren Erdbahnradien, so braucht das 
Licht: [7,76112 —10]@ mittlere Sonnentage, um bis zum Beobachter zu gelangen. Diese 
Grésse muss man also von der Beobachtungszeit abziehen, um die wirkliche Ausgangs- 
zeit der Strahlen zu erhalten. Von der Sonne erhalt man demnach das Licht in cirea 
acht Minuten, von den 4usseren Planeten erst nach Stunden und von den Fixsternen 
nach Jahren. Da man aber die Entfernung dieser letzteren meist nur ungeniigend kennt, 
muss man sich darauf beschriinken, die Zeit, zu der sie beobachtet wurden, anzugeben. 
Diese Aberrationserscheinung, die also nur fiir unser Sonnensystem von Wichtigkeit ist, 
bezeichneten wir im Vorhergehenden als die Planetenaberration, Zu ihr kam, wie 
wir gesehen, noch eine Art von optischer Tauschung, die Fixsternaberration. 

Nach den heute in der Physik herrschenden Anschauungen der Undulationstheorie 
wird die Bewegung eines Lichtstrahles im Weltraume von derjenigen seines Ausgangs- 
punktes nicht beeinflusst. Welches also auch die Bewegung 
des beobachteten Objectes § sein mag, in jedem Augenblicke 
gehen von ihm Lichtstrahlen mit gleicher Geschwindigkeit 
nach allen Seiten aus. Sei § das lichtaussendende Object 
(Fig. 24) 1), C das optische Centrum des Fernrohrobjectivs und 
AB die Focalebene (in der sich das Fadenkreuz befindet), so 
bringt der betrachtete Strahl SC im Punkte J der Focalebene 
AB ein Bild hervor, welches mit Hilfe des Oculars O beob- 
achtet wird. Diese Betrachtung ist aber nur dann richtig, 
wenn sich das Fernrohr selbst in Ruhe befindet. Da dies 
indess nicht der Fall ist, weil das Fernrohr in Folge der 
translatorischen Bewegung der Erde in die Lage 0'C’ ge- 
langt, wenn die Lichtstrahlen die Erde erreichen, so trifft 
nicht der Strahl SC das Centrum des Objectives, sondern 
vielmehr der Strahl SC’, Derselbe durchlauft dann noch 
die gesammte Linge des Fernrohres, um zur Focalebene zu 
gelangen, Fassen wir den Schnittpunkt J” der Linien SC’ 
und JI’ ins Auge, so durchliuft demnach der Punkt Z des 
Fadenkreuzes die Strecke JI', wihrend das Licht den Weg SC’ 
zuriicklegt. Es ist somit JJ’: SC’ das Verhiltniss der Ge- 
schwindigkeit der Erde zu derjenigen des Lichtes. Nun ist 
aber (indem wir nur die translatorische Bewegung der Erde ins Auge fassen) IC 
parallel 1'C’, Es verhilt sich daher I'I" zu C’ I’ wie die Geschwindigkeit der Erde 
zu derjenigen des Lichtes. Mit anderen Worten, der Punkt J des Fadenkreuzes kommt 
gleichzeitig mit dem Strahle SC’ in J” an. 

Die erste Methode beruht darauf, dass der Beobachter das Object S an der- 
jenigen Stelle des Himmels zu sehen glaubt, wo es sich zur Zeit, wo der Lichtstrahl 
von ihm ausgeht, wirklich befindet. Der scheinbare Ort zur Zeit der Beob- 
achtung ist mithin gleich dem wahren Ort der reducirten Beobachtungs- 


8 Fig. 24, 


*) Die Linie JI’1” ist, da bei der ganzen Betrachtung von der Kriimmung der Erdbahn ab- 
gesehen wird, als Gerade aufzufassen. 
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zeit (Beobachtungszeit minus Lichtzcit). Will man also die Beobachtung eines Objectes 
(dessen Entfernung naherungsweise bekannt sein muss) mit einer Ephemeride, die stets 
wahre Orte giebt, vergleichen, so ergiebt sich erstens die folgende wichtigste Methode 
zur Beriicksichtigung der Aberration bei Kérpern unseres Sonnensystemes. 

Man berechnet die Lichtzeit, zieht dieselbe von der Beobachtungszeit ab und ent- 
nimmt fiir diese reducirte Zeit der Beobachtung die Stellung des Kometen (die 
Rectascension « und die Declination 6) der Ephemeride. Diese Gréssen kann man 
dann direct mit den durch die Beobachtung gegebenen, scheinbaren, vergleichen. 

Bei ersten Bahnbestimmungen ist die Distanz des beobachteten Objectes un- 
bekannt. Neu entdeckte kleine Planeten befinden sich gewéhnlich in dem der Sonne 
entgegengesetzten Theile des Himmels (also in der Nahe der Opposition), weil hier die 
Sichtbarkeitsbedingungen am giinstigsten sind. Da man ferner weiss, dass ihre Bahnen 
nur wenig geneigt sind und sich zwischen denen von Mars und Jupiter befinden, so kann 
man in der ersten Annaherung eine Aberrationszeit von circa 18 Minuten voraussetzen. 


Man koénnte also diese Grésse von der Beobachtungszeit abziehen, und die Rechnung 


mit der so reducirten Beobachtungszeit durchfiihren. Dieses Verfahren hatte aber den 
Nachtheil, dass man bei jeder folgenden Anniherung (welche ja einen verbesserten 
Werth fiir die Lichtzeit liefert) eine andere reducirte Beobachtungszeit erhalten wiirde 
und fiir diese jedesmal die Sonnencoordinaten und die davon abhingigen Gréssen von 
Neuem berechnen miisste. 


Um dies zu vermeiden, kann man in Anwendung einer zweiten Methode die 
Beobachtungszeit beibehalten und kleine Correctionen an die beobachteten Coordinaten 
des Planetoiden anbringen. Man sucht also so gut, als dies mit Hiilfe der vorhandenen 
Beobachtungen mdéglich ist, die Bewegung des Planeten in Rectascension und Decli- 
nation in der Nahe der zu reducirenden Beobachtung zu bestimmen. Sind diese 
Gréssen bekannt, so ist der wahre Ort zur Zeit der Beobachtung gleich dem 
scheinbaren Orte des Planeten 18 Minuten spiter. 

Obgleich diese zweite Methode nicht auf dusserste Genauigkeit Anspruch machen 
kann, so liefert sie doch meist bei Anwendung auf kleine Planeten schon in erster 
Annaherung ganz gute Resultate. 


Um noch eine dritte Methode zur Beriicksichtigung der Aberration bei ersten 


‘“Bahnbestimmungen zu finden, betrachten wir von Neuem Fig. 24. Der Beobachter, 


welcher den Lichtstrahl in I” sieht, glaubt, dass derselbe die Richtung IC oder I'C’ 
habe. Es wird also jeder Lichtstrahl, der die Richtung SC’ hat, um den Aberrations- 
winkel y von seiner urspriinglichen Richtung abgelenkt, eine Erscheinung, die wir als 
Fixsternaberration bezeichneten. Unter der scheinbaren Stellung eines Fixsternes 
versteht man also die scheinbare Richtung der von ihm ausgehenden Strahlen, in unserem 
Falle die Richtung IC resp. J'C', wihrend der wahre Ort die Richtung SC’ ware. 
Man hat also an den wahren Ort eines Fixsternes noch eine Correction, die 
»Aberration*, kurz gesagt, anzubringen, um den scheinbaren Ort zu erhalten. 

Hieraus ergiebt sich die dritte Methode, um bei ersten Bahnbestimmungen die 
Aberration zu beriicksichtigen. Der Beobachter giebt die scheinbare Stellung des 
Kometen oder Planeten zur Zeit der Beobachtung im Punkte I" (d. h. die Richtung 
IC resp. I'C’). Wiirde sich in derselben wirklichen Richtung SC’ ein Fixstern be- 
finden, so wiirde ihn der Beobachter ebenfalls in der scheinbaren Richtung I’ C’ sehen. 
Zieht man also von der scheinbaren Stellung des Kometen beziiglich Planeten (ent- 
sprechend der Richtung I’ C’) die Fixsternaberration ab, so erhilt man die Richtung 
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SC’, oder die wahre Stellung des Objectes S zur reducirten Beobachtungszeit (d. h. 
zur Ausgangszeit des Lichtes, wo sich das Fernrohr in JC befand), aber gesehen vom Orte 1’ 
aus, in welchem sich die Erde zur Zeit der Beobachtung befand. Die Formeln fiir die 
Fixsternaberration, d. h. diejenigen Correctionen, die man an den wahren Ort eines Fix- 
sternes anzubringen hat, um den scheinbaren zu erhalten, sind im Vorhergehenden gegeben. 

Auch bei dieser Methode muss man zuerst einen Wert fiir die Aberrationszeit an- 
nehmen und ihn allmilig, den im Laufe der Rechnung gefundenen Entfernungen der 
Himmelskérper von der Erde entsprechend, verbessern; dagegen bleiben die von der Stellung 
der Sonne abhingigen Gréssen ungeindert. Hingegen hat man den Vortheil, nicht ge- 
zwungen zu sein, die Bewegung des Objectes an die Beobachtung anzubringen, was bei 
schnell beweglichen Objecten (Kometen) zu wesentlichen Ungenauigkeiten fiihren kann. 


ZLusammenstellung. 


I Formeln der jahrlichen Aberration. 
a) in Rectascension und Declination: 
a! — «% = — 20",47 {cos © cosa cose + sin© sina\ secd 
— 0",343 {cos I’ cosa cose + sinI sina\ secd 
6’ — 0d = + 20,47 {cos © [sina sind cose — cosd sine] — sin © cosa sind} 
+ 0,343 {cos I” [sina sind cose — cosd sine] — sin I’ cosa sind}: 
b) in Linge und Breite: 
M— 24= — 20",47 cos (© — A) sec B — 0",343 cos(A — I’) sec B 
Bi — B= — 2047 sin (© — A) sinB + 0,343 sin (A — I) sin B. 


Il. Formeln der taglichen Aberration 


a) in Rectascension und Declination: 
a’ —o% = + 0",520cos p cos (9 — a) secd 
0’ —d = + 0",320 cos p sin (0 — a) sind. 


UI. Werth der Constanten der jihrlichen Aberration. 
a) nach Struve: 
CG; = 20",445. 
b) nach Nyrén: 
C;-== 207,492 + 0/006. 
IV. Werth der Constanten der tiglichen Aberration, 


a) nach Nyrén: 
C; = 0"" 320. 


Durch die Pariser Fundamentalsternconferenz (1896) adoptirte Werthe: 


Aberrationsconstante: 20,47, 

Aberrationszeit: 4988,5. 

Geschwindigkeit des Lichtes pro Secunde: 299860km (m. F. + 30 km). 
Mittlere Entfernung ,Erde—Sonne*: 149465000 km, 
Sonnenparallaxe: 8,80. 
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Vierzehnte Vorlesung. 


Die Theorie der Bewegung der Erdaxe und ihre Anwendung 
in der Bahnrechnung. 


Die Lage der astronomischen Fundamentalebenen Aequator und Ekliptik im 
Ranme ist gewissen Verinderungen unterworfen, die in erster Linie durch die anzichende 
Wirkung der Sonne und des Mondes auf das abgeplattete Erdspharoid, sodann 
durch die stérende Einwirkung der Planeten auf die Erdbahn bedingt sind. Den 
Inbegriff dieser sicularen und periodischen Stérungen, welche der Aequator und die 
Ekliptik erleiden, fasst man unter dem Namen der ,Pricession und Nutation* zu- 
sammen. Um die wahren Coordinaten der Himmelskérper von diesen Bewegungen der 
Coordinatensysteme befreien zu kénnen, miissen wir diese Bewegungen fiir sich unter- 
suchen. Bei diesen Untersuchungen ist, wenn sie verstindlich und einigermaassen voll- 
stiindig sein sollen, ein Kingehen auf die Mechanik des Himmels unvermeidlich. Zuniachst 
miissen wir auf gewisse Begriffe und Relationen der reinen Mechanik, wie  diejenigen 
der ,,Haupttragheitsmomente“, der ,,instantanen Drehaxe“ eines Kérpers, der ,,invariabeln 
Normalen“, ferner auf die Euler’schen Gleichungen zuriickgreifen, weil dieselben den 
Ausgangspunkt und die Basis fiir die Theorie der Pricession und Nutation bilden, 
deren Endformeln wir spater in der Bahnrechnung brauchen. Die Pracessionstheorie 
soll im Folgenden analytisch von Grund auf, in der numerischen Ausfiihrung hingegen 
nur insoweit, als es fiir die Anwendung wirklich erforderlich ist, entwickelt werden. 


I. Die allgemeinen mechanischen Grundlagen des Problems der 
Erdaxenbewegung. 


Die Bewegung eines beliebigen starren Kérpers wird, wie aus den ecinfachen 
Anfangsgriinden der Mechanik bekannt ist, allgemein durch folgende sechs Bedingungen 
charakterisirt : 


Bm Te = BX 

Em So = BY} spa Sages = olin (1) 

Em SE EZ | 
Em(« oh 9 Gr) =Z@Y—9X) = 6 - 
Bm(y Te — 2 St) = By7— er) = Gy Aes) 


d*% d? z 

am\|z——— *« —~)=— 2Z(e¢X —4#Z) = 0, 
m( qe Ta) (eX — “#Z) C. 
von denen die drei ersten die translatorische Bewegung des Schwerpunktes (in den 


man sich die ganze Masse des Kérpers, wie in der ersten Vorlesung besprochen, concen- 
Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 16 


trirt denken kann), die drei letzten hingegen die rotatorische Bewegung des Kérpers 
um seinen Schwerpunkt charakterisiren. 

Wenn sich dabei der Kérper vollig frei bewegt, so findet seine Drehung um den 
Schwerpunkt so statt, als ob derselbe fest ware. Wir denken uns also ein Coordinaten- 
system durch den Schwerpunkt gelegt, welches sich nicht mit dem Kérper dreht, 
sondern stets im Raume parallele Richtungen behilt. Man kann daher ein solches 

‘oordinatensystem bei Rotationsuntersuchungen, wo man von der translatorischen Be- 
wegung des Schwerpunktes absieht, als ein festes betrachten, wenn auch nicht als ein 
absolut festes, da sich der Schwerpunkt eben noch translatorisch bewegt, und ein fester 
Punkt, wie schon in Vorlesung 2 erwihnt, iiberhaupt nicht existirt. Kin solches, ,festes 
Coordinatensystem* liegt den simmtlichen folgenden Untersuchungen zu Grunde. Fiir 
die Himmelskérper ist dabei die getrennte Betrachtungsweise der translatorischen und 
rotatorischen Bewegung, wie schon in der ersten Vorlesung erwahnt, deshalb méglich, weil 
dieselben einerseits nahezu kugelférmige Gestalt haben, Kugeln sich aber nach der 
Potentialtheorie so anziehen, als ob ihre ganze Masse im Schwerpunkte vereinigt ware, 
und weil andererseits ihre Durchmesser verschwindend klein sind im Vergleich zu ihren 
Entfernungen. Daher kann man sie in der Stérungstheorie als materielle Punkte an- 
sehen, umgekehrt aber in der Rotationstheorie ihre Drehung um den Schwerpunkt fiir 
sich betrachten. 

Dass die Drehung eines frei beweglichen festen Kérpers wirklich so vor sich geht, 
als ob sein Schwerpunkt fest ware, wollen wir noch zeigen. Dazu denken wir uns den 
Kérper auf ein beliebiges festes Coordinatensystem 2, y, ¢ bezogen und legen durch 
seinen Schwerpunkt S, der sich zu einer beliebigen Zeit irgendwo im Raume befinde, ein 
zweites, dem ersten paralleles System a’, y’, 2’. Seien nun die Coordinaten von § be- 
ziiglich des ersten Systemes €, 7, € und diejenigen irgend eines Punktes des Kérpers 
beziiglich des zweiten Systemes a’, y', 2’, so ist zuniichst: 


a = 2 — § oy 
y =y— 7 
eS 16, 


Denkt man sich jetzt den Schwerpunkt einen Augenblick fest, so wiirde das zweite 
System «’, y', 2’ fest im Raume sein und die urspriinglichen Bewegungsgleichungen (2) 
gélten, wenn auch nur rein momentan, so lange S fest, auch fiir das zweite System, also: 


d2y! , aa’ ' 
Zu (2! Te — 4 Ga) = Z@L— ID 


da? Zz! d2y! 
Em (y qe a! ia) = ZZ — HY) 


d2 x! 2 >! 
am (¢ a ao! Ga) = 2X — #2) 


Da aber in Wirklichkeit bei bewegten Kérpern der Schwerpunkt nicht fest ist, so wissen 
wir vorliufig noch nicht, ob die letzteren Gleichungen allgemein giiltig sind. Offenbar 
ist aber ihre Giiltigkeit dann bewiesen, wenn gezeigt wird, dass sie aus dem urspriing- 
lichen System (I) folgen. 

Durch Multiplication der zweiten und dritten Gleichung von System (1) beziiglich 
mit € und 9 und Subtraction folgt aber: 

d? zg d? 
Dm (n ee op) = B(ynZ— EY). 


Und wenn wir diese Gleichung von der zweiten Gleichung im System (2) abziehen, er- 
giebt sich: 


255) aes 


Sm ly — 1) F5 —@ —9 4] =210- 2-6-9 41 


oder: 
az dry 
' olipeweke Ni pee hige. 2) pe 
Bm (yf Se FY) az Ue a} 
Da nun aber fiir das zweite System, weil S Ursprung: 


ane = 2mwy = Dm = 0, 
also auch: 


ag 
Day / dp =— 0) 
d?y 
ame Ee 
und mithin: 
d2€ Ob 
En SG — ez 7 = 0 


ist, so ergiebt sich durch Subtraction dieser letzteren Gleichung von der zuvor erhaltenen: 


Bm[y A(z — 9) pa oy] ae Ziyi Ze Y) 


dt dt 
oder: 


dt? dt? 

und analog fiir die iibrigen Gleichungen. Somit folgen aus den wirklichen Bewegungs- 
gleichungen des Kéorpers thatsaichlich diejenigen, welche gelten wiirden, wenn der 
Schwerpunkt S fest wire und die Rotationsbewegung des Kérpers gegen ein durch § 
gehendes System findet mithin thatsichlich so statt, als ob dies System fest im Raume 
ware. Bei der Pracession liegt, wie gesagt, stets ein solches durch den Schwerpunkt 
gehendes Coordinatensystem zu Grunde, welches man als solches kurz als ,das im 
Raume feste System“ zu bezeichnen pflegt, im Gegensatze zu einem, mit dem in 
Drehung begriffenen Kérper fest verbundenen, welches man kurz als ,das im Raume 
bewegliche System“ bezeichnet. 

Denken wir uns nun den starren Koérper nur einer Rotation um eine einzige 
feste Axe, etwa die z-Axe, ausgesetzt, und ziehen eine Senkrechte von einem beliebigen 
Punkte m des Kérpers auf diese Axe, deren Lange r und deren Winkel mit der 
xy-Ebene eines Systemes x, y, 2, auf welches wir den Kérper beziehen, @ sei, dann sind 
die rechtwinkligen Coordinaten von m: 


Diah Darl 
my ae —¢ | = 202-44) 


y = rose 
2=Prsinn 
und folglich: cyt dt 
Te a r sin (0) at 
dz 


d 
ay ae + 1 cos (%) at’ 


wo man, analog wie bei der translatorischen Bewegung, in welcher der erste Differential- 
quotient von Raum und Zeit als SCS CN definirt erscheint, auch bei der rota- 


torischen Bewegung: 

de 

a= 
als die ,Winkelgeschwindigkeit* des Kérpers um seine Drehaxe bezeichnet. Wir 
werden spiter bei der Theorie der Priicession sehen, dass @ fiir die Erde so gut wie 
constant ist. 
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Worauf es uns jetzt ankommt, ist die natiirliche Ableitung ciner grundlegenden 
Definition. 
Zunichst ist ersichtlich, dass die Gleichungen (2), wahlen wir z. B. die zweite: 
ad? z vy. : 
nichts anderes als der Ausdruck des Flachensatzes fiir die rotatorische Bewegung sind, 
wenn keine Ausseren Krifte wirken, indem man offenbar auch schreiben kann: 
d dz dy 
— Sm —— a 7 
din (V5 dt gee yy 
ein Ausdruck, der, wenn keine dusseren Krafte wirken, d. h. Y und Z und also auch 
das , Drehmoment* L(yZ — zY) = 0 ist, in 
dz dy 
am (y aac te <t) = constans 
iibergeht (cf. Vorlesung 2). 
Bilden wir nun fir unseren Fall der Drehung des Kérpers um die feste 7-Axe 
die Constante des Flachensatzes, so wird dieselbe: 


dz dy 
— — «¢ — = r'cosa?.a@ + 1 sina?.@ = r.o 
Dey & a y + Wn 0? . GO r 
und folglich, weil r bei dem starren K6érper constant bleibt: 


a 2 d?y » ao 


Uae mea Aiea 
d 
Da aber = fiir alle Punkte des starren Kérpers denselben Werth hat, wahrend m 
und y variiren, so folgt als Bewegungsgleichung fiir den in Rotation um die feste 


: : : do 3 
xz-Axe begriffenen Kérper, indem at vO das Summenzeichen gesetzt werden, kann: 


do 
ae _lImr = LZ (yZ— zY) = Cy. 

Die Grésse 2 mr? ist es, welche man als das ,, Tragheitsmoment“ des Kérpers 
beziiglich der x-Axe zu bezeichnen pflegt. Ersetzt man r durch die rechtwinkligen 
Coordinaten, so erhalt man als Ausdriicke fiir die Tragheitsmomente beziiglich 
der «, y, ¢-Axe allgemein: 


Zim (y? + 22) = | 
2m (a2 + 2?) Ce ees 
2m (#2 + y?) = “| 
Beilautfig soll hier noch auf eine zweite Analogie der rotatorischen Bewegung mit 
der translatorischen hingewiesen werden. Die Gleichung: 


do 
G ae oe 


weist offenbar eine véllige Analogie mit der Gleichung auf, die man dadurch erhilt, 
dass man den ersten Differentialquotienten von Geschwindigkeit und Zeit, oder, was 
auf dasselbe hinausliuft, den zweiten Differentialquotienten von Weg und Zeit bei der 
translatorischen Bewegung als Beschleunigung definirt: 


| 
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Nur dass bei der rotatorischen Bewegung das Tragheitsmoment a an Stelle der 
Masse m, die Winkelgeschwindigkeit @ an Stelle der progressiven Geschwin- 
digkeit c tritt, wahrend die Kraft P durch das Drehmoment C, ersetzt wird. 

In den spateren Grundgleichungen der Praicession treten aber nicht die Trig- 
heitsmomente a, b, c selbst, sondern ihre Maximal- und Minimalwerthe A, B, C 
auf. Daher miissen wir unsere einleiten- 
den Betrachtungen noch etwas fortsetzen, 
um zu diesen Begriffen zu gelangen, denen 
eine bestimmte geometrische Bedeutung 
zukommt. 


Fig. 25. 


Offenbar existiren ebenso gut wie 
beziiglich der w, y, ¢-Axe auch noch in 
Bezug auf die unendlich vielen tibrigen 
Geraden, die durch den Kérper gezogen 
werden kénnen, Tragheitsmomente. Das 
Problem, alle diese unendlich vielen ver- 
schiedenen Traigheitsmomente separatim 
zu finden, lasst sich indessen auf zwei 
Aufgaben zuriickfiihren. Es kann nim- 
lich, wenn das Tragheitsmoment beziiglich einer bestimmten Axe bekannt ist, erstens 
das Trigheitsmoment zu einer anderen, der gegebenen Axe parallelen, und zweitens 
dasjenige zu einer solchen Axe, welche die erstere Axe schneidet, gesucht werden. 

Den erstgenannten Fall kénnen wir sofort erledigen. Denken wir uns dazu eine 
beliebige Axe %, durch den Kérper gezogen (cf. Fig. 25) und die zu ihr parallele Y, 
gleich durch den Schwerpunkt gehend und seien r; und ry beziiglich die senkrechten Ent- 
fernungen eines Massentheilchens m von diesen Axen, deren Abstand n sei, 0 der Winkel 
zwischen » und 72, dann sind zunichst die Trigheitsmomente beziiglich beider Axen 


W, und %,: 


2 mre 
Gs = amr, 
und ferner ist: 
LO esa 2 
rf = re + 0? — 2n7r, cos 0. 


Multiplicirtt man diese Relation mit m, so erh&lt man mit Hinblick darauf, dass die ent- 
stehende Relation fiir jedes Massentheilchen gilt und dass: 
Nh 
die Gesammtmasse des Kérpers reprasentirt: 
Smr? = Lmry + WM — 2nAmrzy cos. 

Wahlen wir jetzt den Schwerpunkt S als Ursprung und sei die von § auf die Axe % 
senkrechte Gerade die x-Axe, die durch § gehende Axe die z-Axe, so ist die Dreiecksseite 
m der x-Axe parallel und folglich 0 der Winkel zwischen der w-Axe und r,. Mithin 
ist r,cosd die z-Coordinate von m, also: 

dy = a + WM — 2nDmu. 
Da nun aber, wenn & 7, € die Coordinaten des Schwerpunktes S sind: 


ames= ME omy = Mn, Ome = ME 


ist, in unserem Fall jedoch, wo S Ursprung, § = y7 = € = 0 und folglich auch 
amex = 0 ist, so ergiebt sich: 
ay — As + n? M. 
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Die Axe %, geht durch den Schwerpunkt. Wir kénnen uns nun eine Axe %, denken 
und uns fragen, welche Bezichung besteht zwischen der Axe %, und der Axe %;, 
deren Abstand vom Schwerpunkte m, sei; das Trigheitsmoment beziiglich derselben 
ist dann: \S, 

a, = dt, + Me 
also, da: td =a — wm 
ist, so wird: a = a + (ni — n*)M. 


Durch diese Relation ist, wenn das Trigheitsmoment beziiglich irgend einer Axe 
gegeben, dasjenige beziiglich einer parallelen Axe aus ersterem findbar. 


Uns interessirt nun aber weit mehr der zweite Fall, dass sich die beiden Axen 
schneiden, weil er uns direct auf den Begriff der Fe ae und Haupt- 
trigheitsmomente fiihrt, die wir spiter brauchen. 

Wir denken uns einen ganz beliebigen Kérper und durch einen beliebigen Punkt 
in ihm ein vorliufig auch noch beliebiges Coordinatensystem a, y, 2 gelegt, das wir erst 

Fig. 26. spiter specialisiren werden. Durch diesen 
Kérper legen wir beliebig viele Axen, die 
sich alle im Ursprunge O schneiden. Denken 
wir nun die Tragheitsmomente a1, a2, a3, .-. 
beziiglich aller dieser unendlich vielen Axen 
berechnet und auf allen Axen vom Ur- 
sprunge aus Gerade aufgetragen, die zu- 
nichst in noch unbestimmter Vorstellung 
etwa gerade die Langen von ay, dy, @3,...- 
selbst haben mégen, so liegen die Endpunkte 
aller dieser Geraden jedenfalls auf, einer be- 
stimmten Fliche, die vielleicht im Stande 
sein kénnte, uns tiber den Verlauf der Trig- 
heitsmomente eine anschauliche Vorstellung 
zgeben. Jedenfalls kénnen wir den Charakter 
dieser Fliche durch die Art der Auftragung 
der Trigheitsmomente selbst bestimmen. 

Zunichst miissen wir den analytischen Ausdruck des Tragheitsmomentes 7 beziig- 
lich einer beliebigen durch O gehenden Geraden G, deren Richtungscosinus mit den drei 
Coordinatenaxen kurz a, B, y seien, allgemein aufstellen. Es ist: 


= Zmri = Zm(s? — 82). 


Die Fig. 26 ergiebt aber, wenn w, v, w die Richtungscosinus der Geraden s, mit den 
drei Axen sind: 


= S8,Sv, 
ferner : cosov =—au+ Bout yu, 
also: sinv? = 1— csv? = 1—(au+ But yw) 
Mithin das Tragheitsmoment: 
T = Jms}sinv? = Lms? — Lms; cosv?. 


Nun wird aber, indem 8,4, 83%, s,w beziiglich die #,y,z-Coordinate vom Punkte m 


sind, emerseits: 


| 


— 127 — 


s2cosv? = sj(au + Bo + yw)? 
= 82 0020? ae 82 B20? 4. 83 y? w? -f 2 s3 a Bur to... WS 0 (4) 
= oy? + Bry? + ye? + 2ZaBay + Zayas + AWByyz 


Und Padbrerscita ergiebt sich: 
8) = @ + y? + 2 
oder, da: ee gee es 1 
at sy = (@? + y+ 28) OF + B+ 7%), 
also: gf = ote? ty fe) + Pty toe) te e@ty+ 
oder: sf? = a4? + w2(y2 + 2?) + Bry? + B2 (a? 4 2%) + p22? + y2(~? + y?). 
Zieht man von dieser Gleichung (4) ab, so folgt: 
87 sin V2 == o®(y? + 27) + B2(a? + 23) + y?(a? + y?) — 2Byye — 2ayue — 2a pay. 


Multipliciren wir jetzt mit m, summiren iiber alle Massentheilchen und setzen noch 
zur Abkiirzung, wie schon friiher: 

am (y? +, 2?) = a 

2m (a2 + 22) = b 

Zim (a? + y?) =e 
und ferner: 


amys = a 
MuULs = e 
LIMLY =| 


so wird der allgemeine Ausdruck fiir das Tragheitsmoment beziiglich der be- 
liebigen durch O gehenden Geraden G: 


T = ao? + bP? + cy? — 2d By — 2ecay — 2faf, 
oder, wenn wir an Stelle der abgekiirzten Schreibweise die Cosinus wirklich ausschreiben, 
unter o, B, y selbst also die Winkel verstehen: 


T = acoso? + bcos B? + ccosy? — 2dcosB cosy — 2ecosucosy — 2fcosucosB (5) 


Statt jetzt auf Grund dieses Ausdruckes uns sogleich durch Auftragung einer 
gliicklich gewihlten Function von 7 ein geometrisches Bild vom Verlaufe aller Trig- 
heitsmomente zu verschaffen, wobei sich die drei in den Gleichungen der Pracession 
auftretenden Haupttragheitsmomente ergeben werden, wollen wir fiir das Tragheits- 
moment 7’ noch einen zweiten ebenso allgemeingiiltigen Ausdruck, der spiater bei der 
Pracession gebraucht wird, ableiten auf Grund der Hesse’schen Normalform der Ebene, 
fiir welche das vom Coordinatenursprung gefillte Lot die Linge s, und die Richtung 
%, B, y hat, in welcher Ebene die Gerade R liegt (cf. Fig. 26) und wollen dann in 
Parallele zeigen, wie beide Ausdriicke das gewiinschte Resultat ergeben. 

Gehen wir vom Ausdrucke 

T = Zm(s? — s?) 
aus und bedenken, dass fiir jeden Punkt 2, y, ze der Geraden R die Gleichung: 


acosm + ycosB + ecosy — & 


gilt, wo s, bekannt, wenn a, 6, y und 2, y, 2 gegeben sind, so schreibt sich das Trig- 
heitsmoment auch: 


LT = Lm[x? + y2 + 22 — (xcosau + ycosB + zecosy)?| 
oder, da mit Hinblick auf die eingefiihrten Abkiirzungen a,b... f, wie leicht zu sehen: 


2 
e c+a—bd 
aim y? ee an . ° . ° (6) 
Smet = — 
wird, auch: 
Sr eo be 
= a sin oe? + a ran sin B2 + snus Sree sin y? (7) 
— 2dcosB cosy — 2ecosy cosa — 2fcos B cosa 


Die Relationen (6) werden spiter bei Ableitung des Potentials der Sonnen- und Mond- 
anziehung gebraucht. 

Offenbar kénnte man nun jede beliebige Function des gefundenen allgemeinen 
Ausdruckes fiir das Trigheitsmoment (5) oder (7) auf den unendlich vielen von 
O ausgehenden Axen auftragen, z B. das Quadrat oder die dritte Potenz von T ete. 
Die zwischen simmtlichen Trigheitsmomenten bestehende Gesetzmissigkeit erkennen wir 
jedoch am besten, wenn wir lings aller von O ausgehenden Geraden nach Poinsot 
die reciproke Quadratwurzel des Trigheitsmomentes: 

1 


+ VT 
auftragen. Dann wird einerseits unsere Gleichung fiir Z’ besonders einfach und darum 
andererseits auch das geometrische Abbild fiir den Verlauf der 'Tragheitsmomente 


1 
besonders anschaulich, d. h. die Fliche, welche von den durch Auftragung von + Vr 


bestimmten Endpunkten aller unendlich vielen von O ausgehenden Axen gebildet ist, 
wird eine verhiltnissmissig einfache. 

Wenn die Gerade G ihre Lage im Raume beliebig Andert, so andern sich auch ihre 
Richtungswinkel «, B, y, allein die Gréssen a, b, ¢, d, e, f bleiben constant, wenn ‘wir die 
Traigheitsmomente beziiglich anderer und anderer Geraden berechnen. Tragen wir nun 


auf einer Geraden von O aus ganz allgemein das Stiick OP = g auf, wo also: 
1 
UA es Vr 
ist, so sind die drei rechtwinkligen Coordinaten von P: 
E == gcoso. 
n = gcosB 
== OCOS 
und folglich wird, weil: A ; i 


ist, die zwischen den Coordinaten des Punktes P bestehende Gleichung, indem jetzt: 


T = acoso + beos B? + ccosy? — 2dcosBcosy — 2ecosaucos y — 2fcos a cos B =5 


ist, ganz allgemein: 
ag? + by? + cf? — 2dng — 2eEf — 2féy = 1. 
Diese Gleichung der von uns gesuchten und durch unsere Annahme iiber 7 vorgeschrie- 
benen Fliche ist aber eine Gleichung zweiten Grades, 
Wenn nun die einzelnen Massentheilchen des Kérpers nicht in einer Geraden 
liegen, so sind stets welche vorhanden, fiir die g nicht Null wird. Dann kann also auch 


— 129 — 


T nie Null werden und ebenfalls nicht unendlich, falls der Kérper eine endliche Grosse 
besitzt. Und daher ist auch g, der Radius vector dieser Fliche zweiten Grades, stets end- 
lich und deshalb muss die Fliche selbst endlich und von Null verschieden sein. Diese 
Eigenschaft hat bekanntlich von den Flachen zweiten Grades aber nur das Ellipsoid 
(speciell die Kugel) und so sehen wir schon a priori, dass unsere Fliche ein Ellipsoid 
ist. Jedes Ellipsoid hat nun aber drei auf einander senkrechte Axen und diese kénnen 
wir als Coordinatenaxen wahlen. Thun wir das, d. h. specialisiren wir unser zu Anfang 
willkiirlich gelassenes Coordinatensystem in diesem Sinne und verlegen O in den Schwer- 
punkt, so reducirt sich die Gleichung des Ellipsoides, welches den Verlauf der Trig- 
heitsmomente charakterisirt, auf: 


af + by + c= 1 3 
oder, wie wir, um den Charakter des Coordinatensystemes, auf welches sich das Ellip- 
soid bezieht, zu kennzeichnen, schreiben wollen: 


eee ey a OCA eet ee Se ee (8) 
indem die drei Coordinatenebenen Symmetrieebenen werden. Dieses Ellipsoid, dessen 
drei Axen also: 1 1 ae 

Vela: VC 
sind, nennt Poinsot das zu Punkt O gehorige ,Centraltrigheitsellipsoid“ des 
K6rpers, seine drei Axen bezeichnet man als die ,,.Haupttrigheitsaxen* und die drei 
Trigheitsmomente beziiglich dieser Axen: 
A= 2m(n? + §2) 
B= Lm(§& + £2) 
C = Lm(& + 7?) 
als die ,Haupttragheitsmomente“ des Kérpers. Die Haupttragheitsaxen sind somit 
auch definirt als die reciproken Quadratwurzeln aus den Haupttrigheitsmomenten. 
Genau zum gleichen Resultate waren wir natiirlich auch gelangt, wenn wir vom 
zweiten alleemeinen analytischen Ausdrucke fiir das Tragheitsmoment: 


a slay Seer 


T= 
2 ai)! 
| 


sin 02 + eee sin B? + 


— 2dcosPcosy — 2ecosycos% — 2f cos B cos % 
ausgegangen waren. Denn diese Gleichung schreibt sich auch, da: 

1 

— — —— coso 

Vr 

1 

Ya) 608 
ramen 
1 

¢ == cosy 


Vr 
a+b+el b + ¢€—@ cosa? 
2 sh 2 oh 


<1 pce! 
My + f= = 


ist: 


oder, weil: 


ist: 


eta 4 £2) Os BEN 


— = & — 2abq — deff — afin = 1, 


Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 9; 
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oder gekiirzt wieder: 
a& + by? + cl? — 2dyf — 266 — 2féy = 1. 
Das ist aber unsere friihere Fliche zweiten Grades, die, wenn wir unser urspriingliches 


Coordinatensystem erstens durch den Schwerpunkt gehen lassen und zweitens so 
drehen, dass es ein Hauptaxensystem wird, die Gleichung des Centraltragheitsellipsoides: 


Ag + By + C= 1 


reprisentirt, welches somit, um es nochmals hervorzuheben, bloss eine geometrische 
Interpretation des Trigheitsmomentes T beziiglich einer beliebigen Geraden ist. 


Speciell fiir die Erde, welche ein Rotationsellipsoid ist, werden die beiden Haupt- 
trigheitsmomente beziiglich der Aequatoraxen, A und B, gleich. Fiir die Erde kommen 
also bloss die Haupttrigheitsmomente A und C in Betracht. 

Ausser der Haupttragheitsaxe § des Erdkérpers, welche nach dem Nordpol 
zeige, spielen nun in der Theorie der Bewegung der Erdaxe noch zwei andere Begriffe, 
die mit den folgenden mechanischen Untersuchungen aufs Innigste zusammenhangen, eine 
grundlegende Rolle: die Begriffe der ,momentanen“ oder ,instantanen* Drehaxe, 
4, der Erde und der ,invariablen* Normalen, N. Fasst man namlich das 
Gesammtbild der Bewegung der Erdaxe im Erdinneren und im Raume ins Auge, 
wie es einerseits durch den Euler’schen Cyklus und andererseits durch die Pra- 
cessions- und Nutationsbewegung dargestellt wird, so zeigt sich, wie wir sehen 
werden, dass die instantane Drehaxe J gegen die Haupttragheitsaxe § und die invariable 
Normale NV eine ausserst complicirte Bewegung beschreibt, fiix die ein anschauliches Bild 
zu gewinnen der Zweck der folgenden Untersuchungen ist. 

Zum Begriff der momentanen Drehaxe (Instantanaxe) eines Korpers gelangt 
man am natiirlichsten bei der folgenden Ableitung der Euler’schen Grundgleichungen 
fiir die Rotation. Man kann nimlich die gewéhnlichen Gleichungen der Rotation: 


dy a4 
dz d*y 


2 2 
am (« ce — 2 Fa) = 2X — #2) = C; 
durch eine analytische Transformation iiberfiihren in eine andere, zuerst von Euler 
gegebene, dann von Lagrange verbesserte Form, in der die Haupttrigheitsmomente 
A, B, C auftreten, dann aber noch gewisse andere Gréssen, niimlich die drei Rotations- 
componenten p, g, r der Drehung um die Momentanaxe 4, um die der Kérper jeweilig 
bloss einen unendlich kleinen Zeitmoment dt rotirt, indem diese Axe ihre Lage im 
Korper stetig andert. 

Wir wollen im Folgenden jedoch die Euler’schen Gleichungen, welche die Grund- 
lage der Theorie der Bewegung der Erdaxe bilden, nicht durch diese analytische 
Transformation ableiten, die auch im Oppolzer’schen Werke wiedergegeben ist, 
sondern wollen sie aus den mechanischen Vorstellungen selbst entwickeln, ein Weg, 
der zugleich eine Vorstellung von den drei unendlich kleinen Componenten p, q, 7 
der Drehung um die, in jedem Augenblicke ihre Lage im Erdkérper verschiebende 
Instantanaxe J ergiebt. 

Wir denken uns einen beliebigen starren Kérper, in dem nur ein einziger Punkt, 
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der Schwerpunkt, fest sei und legen durch diesen erstens ein im Raume festes 
Coordinatensystem 4, y, 2 und zweitens ein im Raume bewegliches &, », & das mit 
dem Ké6rper fest verbunden ist. Die Aufgabe besteht allgemein darin, die Drehung des 
K6rpers am besten zu cha- Fig. 27. 
rakterisiren. Um die Winkel 
zwischen beiden Systemen 
durch Bogen darstellen zu 
kénnen, construiren wir um 
den Ursprung O eine Kugel 
vom Radius 1 (Fig. 27), 
deren Durchschnittspunkte 
mit den festen Axen beziig- 
lich X, Y, Z, mit den be- 
_weglichen Axen aber 4, H,Z 
seien. Die Linie vom Ur- 
sprunge nach dem einen der 
zwei Schnittpunkte der bei- 
den gréssten Kugelkreise, die 
durch X, Y und 4, H gelegt 
werden kénnen, sei OL, d.i. 
also auch die Schnittlinie 
der wy- und &y-Ebene. Den 
Winkel dieser Geraden OL mit der festen x-Axe bezeichnen wir mit W,, denjenigen von 
OL mit der beweglichen §-Axe dagegen mit W,. Der Winkel zwischen der xy- und 
—&y-Ebene, d. h. der Winkel zwischen der g- und €-Axe, sei W;. ZL ist also der auf- 
steigende Knoten der 4 H-Ebene beziiglich der X Y-Ebene, W, die Neigung. Zugleich 
erhellt, dass A SOL = 90°, ferner 4 4 0 = 90°, also ASOn = ALOE = W, ist. 
Die drei Winkel W,, W,, W;, welche die Lage des beweglichen Systemes gegen 
das feste vollstandig charakterisiren, kénnen wir somit im Lagrange’schen Sinne 
als generalisirte Coordinaten betrachten, d. h. wir kénnen setzen, wenn nach La- 
grange p; allgemein generalisirte Coordinaten und q; gencralisirte Geschwindigkeiten 
bezeichnen: 


~§ 


: 2 dp, _— «dW, 

A= Ws H=Z=az $= 6M, 
ap: dW, 

Po = Ws; 2= a = GP dp, = OW, 
d dW: 

Pp, = W33 oo s— a == Se op; = 0W;, 


wo die ,0“ im Sinne der Mechanik virtuelle Verschiebungen bezeichnen. 

Die y-Axe ist in der Figur nach hinten liegend gedacht. Um nun zunichst die 
virtuelle Verschiebung unseres Kérpers allgemein zu untersuchen, ertheilen wir: 

l. W, den virtuellen Zuwachs 0 W,, wobei jedoch W, urd W, constant bleiben 
sollen, so dass also 0W, = OW; = 0 ist, und der Kérper nur eine Drehung um 
die zg-Axe um den Winkel 0W, macht. Diese Drehung zerlegen wir in zwei Compo- 
nenten, namlich erstens in eine Drehung um die momentane ¢-Axe, deren Componente 
OW, cos W; ist, und zweitens in eine Drehung um eine auf der £-Axe senkrechte mit 
z€ in einem grossten Kreise liegende Axe OS, welche offenbar 0 W, sin W, ist. Setzen 
wir zur Abkiirzung in der ganzen folgenden Ableitung: 

: ilgie 
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snW, = & cosW, = 4 
sinW, = B cosW, = b 
sin W3 = cos W;, == 


so sind also die beiden Componenten der Drehung um die z-Axe 0 W,, cd W, beziiglich 
O€ und yOW, beziiglich OS. 

Die Drehung ydW, zerlegen wir nun abermals in zwei Componenten, in eine 
solche, um die n-Axe und in eine zweite um die §-Axe, deren Werthe byd W, und 
— BydW, sind, indem A SOn = W,, wie aus der Figur ersichtlich ist. Mithin 
macht der Kérper, wenn W, variabel, aber W, und W, constant sind, um die §,1,¢-Axe 
beziiglich die Drehungen: 

= OW 
+ bydW, 
+ cd, 


welche umgekehrt wieder zur Resultante 0 W, um die z-Axe componirt werden kénnen. 

Wenn II. W, den virtuellen Zuwachs OW, erhilt, jedoch OW, = OW; = 0 ist, 
so wird die -Axe in der §, 7-Ebene etwas fortriicken, der K6rper sich also bloss um 
die -Axe um OW, drehen. Da aber die €-Axe mit dem Kérper fest verbunden ist, so 
findet eine Drehung von der positiven y-Axe gegen die positive §-Axe statt; allein 
diese Drehung geht dem Sinne der Zahlungsrichtung entgegengesetzt vor sich. Denn 
wenn die Drehung um die €-Axe stattfindet, so ist die von der positiven §-Axe zur 
positiven 7-Axe erfoleende Drehung positiv. Der Drehungswinkel ist jetzt also negativ 
und gleich —0dW,. Da die Figur hopfenwendig, so sind positive Drehungen: xy, y 2, 
za, En, nf, €&, LS, SE, €L. Die Drehungen erfolgen also entgegengesetzt dem astro- 
nomischen Gebrauch im Sinne des Uhrzeigers. 

Wachst III. W; um 0 W,; und bleiben dabei W, und W, constant, so dass OW, = 
OW, = 0 ist, so wird sich die €-Axe verschieben, und da sie fest mit dem Kérper 
verbunden ist, so wird sich der ganze Kérper jetzt um die Axe OZ um den’ Winkel 
OW, drehen, wobei jedoch diese Drehung positiv ist. Diese letztere Drehung ist offen- 
bar in zwei Componenten zerlegbar, in eine solche um die §Axe: bOW, und in eine 
solehe um die y-Axe: 60 W;. 

Ueber jede mégliche virtuelle Verschiebung des beweglichen Systemes &, , € (das 
wir, weil es fest mit dem Korper verbunden, nun statt seiner ins Auge fassen) orien- 
tirt uns also in iibersichtlicher Weise folgende Tabelle: 


° Dreh 
pues | OW, | OW, | OW, | SW,, IW, OW, 
é-Axe | — pydW, _— + bdW, — pyOW, + bdOW, = dy 
nm » |+oyew,| —. | +eew, | + bd, + pd, = 89 
Fan ltine de wale Caen Pi 4+ dW, — dW, = by 


Dieselbe zeigt, was spiter fiir den Begriff der Instantanaxe J wichtig ist, in welcher 
Weise die gesammten um die &, , ¢-Axe stattfindenden Drehungen 07, Og, Ow charak- 
terisirt sind. 

Auch die ,generalisirten* Krafte P; (wie sie in den Lagrange’schen Bewegungs- 
gleichungen I. und II. Gattung auftreten), in unserem Fall die Momente, lassen sich 
jetzt fiir unser Problem berechnen. Aus der Mechanik ist bekannt, dass, wenn sich 
ein beliebiger fester Kérper um irgend eine Axe um den unendlich kleinen Winkel dw 
dreht, die geleistete Arbeit stets 0wmal der Momentensumme ist. Folglich sind jetzt, 
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wenn D, E, F die Momentehsummen beziiglich der &,, €-Axe reprasentiren, die durch 
die Drehungen 07, dp, Oy geleisteten Arbeiten beziiglich: 
Dody, Edgy, Foy. 
Wachsen also alle drei Winkel gleichzeitig, so ist die geleistete Gesammtarbeit: 
) DoyY - HOp + Foy = POW, + POW, + P;0W;, 
mithin durch Substitution der Werthe von dy, dg, Ov: 
P, OW, + P, dW, + P,6W; = (—ByD+byE+cF)OW, — FOW, + (D+ PE)OW:. 


Da aber diese Relation fiir jede beliebige virtuelle Verriickung besteht, so muss sie 
auch gelten, wenn 0W, = OW, = 0, hingegen OW, nicht Null ist u.s. f. So folgen 
fiir die generalisirten Krafte bei unserem Problem die Ausdriicke: 

Pi =— ByD + dyE 4+ cF 

P= —F 

P,=+0D4 BE. 

Um nun zum Begriff der Momentanaxe zu gelangen, miissen wir von den vir- 
tuellen Zuwiichsen ,0“ zu den wirklichen unendlich kleinen Zuwiichsen ,d“ iiber- 
gehen. Diese wirklichen Zuwiichse der drei Winkel in der Zeit dt sind dW,, dW,, dW; 
dW, dW, dW, 

cee dt 
geleiteten Relationen fiir ganz beliebige virtuelle Verschiebungen gelten, so miissen sie 
auch fiir wirkliche bestehen und daher sind die 0 mit den d vertauschbar. Seien also 
dy, dy, dy die Winkel, um die sich der Kérper wirklich um die momentane &,n, €-Axe 
dreht, dann sind die drei Winkelgeschwindigkeiten um diese drei mit dem Kérper fest 
verbundenen, im Raume beweglichen Axen &, y, €: 


dy dW, dW; 


und mithin die drei Winkelgeschwindigkeiten: Da aber die ab- 


ae ee ag 

dy dW, dW, 

a SS i >. . . . . . - : 9 
uy ene rea dear alee ®) 
dy dW, dW, 

ae BUMS Saat ae f 


Diese drei unendlich kleinen Drehungen dy,dq, dw, welche der Kérper im Allgemeinen 
wahrend der Zeit di gleichzeitig um die drei Axen &, y, € ausfiihrt, sind nun aber nach 
dem Gesetz der Zusammensetzung von unendlich kleinen Drehungen so zusammensetzbar, 
wie gewohnliche Kriafte. Die einzige aus ihnen resultierende Drehung erfolgt dann um 
eine Axe, welche gegen die Coordinatenaxen geneigt ist, und diese Axe, um welche 
bloss die augenblickliche rein momentane Drehung erfolgt, weil sie selbst sich 
mit der Zeit andert, ihre Lage im Kérper fortwahrend verschiebt, ist die in der Theorie 
der Pracession auftretende instantane Drehaxe. Indem also die gesammte resulti- 
rende Drehung 

do =Ydy2 + dg? + dy? 
ist, erhalt man fiir die augenblickliche Winkelgeschwindigkeit der Erde (die wir uns 
gleich an Stelle des allgemeinen Kérpers denken) um ihre momentane Drehaxe den Werth: 


do 4//dx? , (dg? , (av? 
aL Kes 1 (3 5 Ge 
oder bei Hinfiihrung der in der Astronomie gebriuchlichen Abkiirzungen: 


iW PB GPE PL. Seok oh aN. (10) 
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Sind «, B,y beziiglich die Richtungswinkel der Instantanaxe mit dem beweglichen Axen- 
system, wobei eine Verwechselung mit den eben momentan eingefiihrten Abkiirzungen 
a, B, y ausgeschlossen sein diirfte, so ist: 

p = ocosh 

q = wcosB 

x == 608 Y, 


d. h. p,q,7 sind berechenbar, wenn man die Winkelgeschwindigkeit o der Erde um ihre 
momentane Drehaxe, sowie deren augenblickliche Lage kennt. Es ist also auch: 
| gayi Eee 
cos —= ree 
q 
mh = ep ge 
r 
Ma hog Vp? + q? + 9 
Diese Betrachtungen sind fiir das Folgende fundamental. 


Lést man das Problem der Drehung eines Kérpers um eine feste Axe z. B. mittelst 
der Hamilton’schen Bewegungsgleichungen, indem man den Winkel w, um den sich 
der Kérper bloss drehen kann, als die einzige existirende generalisirte Variable auffasst, 
so ergiebt sich leicht als Ausdruck fiir die lebendige Kraft der Drehung: 


1 /dw\? 
ald ef GA 2, 
ua 9 () mr 


Dieser Ausdruck gilt also auch beziiglich der momentanen Drehaxe der Erde. 

Specialisiren wir jetzt das bisher beliebige bewegliche System & 7, § so, dass es 
ein Haupttrigheitsaxensystem wird, um den allgemeinen Ausdruck fiir das Trag- 
heitsmoment: 


T = acoso? + beos B? + ccosy? — 2dcosa cos B 
— 2ecosau cosy — 2fcosB cosy 
in der vereinfachten Form: : 
T = Acosw + BceosB? + Coeosy? 
zu erhalten, so wird der Ausdruck fiir die lebendige Kraft der Drehung um die instan- 
tane Drehaxe in unserem Probleme, wo cosa == p etc. ist, sofort: 
L= - (Api as 2a Cr) 


oder auf Grund der Bedeutung der drei unendlich kleinen Drehcomponenten p, q, r: 


(— by is sa ee kt am 4 p Sey 


dt. dt 
2 2 


dW, ait 


di wat 
ap OS tee ae ks ae 


Di A 


Jetzt kénnen wir die bekannten Lagrange’schen Bewegungsgleichungen zweiter 


Gattung, in denen p; die generalisirten Coordinaten, gq; die generalisirten Geschwindig- 


keiten, P; die generalisirten Krifte und ZL die lebendige Kraft bedeuten: 


EEE EEO ———— 
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pow 4 PL) _ 2L(m9) 
5 dt 04 Oni 


auf unser Problem der Rotation eines Kérpers, in dem nur ein Punkt fest ist, direct 
anwenden, um sofort die allgemeinen Grundgleichungen der Rotation in der in der 
Astronomie gebrauchten Euler’schen Form zu erhalten, welche Poisson und La- 
place der Liésung des Problems der Erdaxenbewegung zu Grunde gelegt haben. 
: dW, dW, dW, . : 

Indem jetzt W,, W,, W; und ebenso Sais , re ae independente Variable, also Z 
eine Function dieser sechs Gréssen und 0, 6, c¢,y, nur Functionen von W,, W2, W,, 
nicht aber solche von den Ableitungen dieser drei Gréssen sind, wird: 


OL ie dW, AWN ¢ 
pam a7 oC Sea 
dt 
Og dW, dW, dW, 068 , dW, od 
ow; = 4( pleas! aie dit OW, dt ae 
+ B(by ieee PAmOW. db ew.) 
oder, da: 
B = sin W, 
b = cos W, 
bedeutet, also: 
Op. i> oes CU a. ; be 
eee nie ee 


ist, so wird: 
oL 
eh ia (B — A) pa. 


Durch Substitution dieses Werthes in die Lagrange’sche Gleichung: 


poeme POL ls, 
dt |, dW, 1) pete : | 
dt 
unseres Problemes folgt:— 
d 
Sara) CB A) pd Ds, 


oder, da das Haupttrigheitsmoment C von der Zeit unabhingig ist: 


dr 
dt 

In dieser Gleichung kommen die urspriinglichen Winkel Wj, W,, W;, die beziiglich 
der drei Coordinatenaxen nicht symmetrisch sind, gar nicht mehr vor. Die drei momen- 
tanen Drehcomponenten p, q, 7, ferner die drei Haupttragheitsmomente 
A, B, C und schliesslich die drei Drehmomente D,, D2, D; verhalten sich aber 
beziiglich der Coordinatenaxen véllig gleich. Daher erhalten wir aus letzterer Gleichung 
mit Umgehung der etwas complicirten Rechnung die beiden anderen einfach durch 
eyklische Vertauschung. Die Euler’schen Grundgleichungen der Rotation 


werden somit: 


C + (B— A)pq=D,. 


— 136 — 


42 (GES By Ree) a, 


dt 
BA+U4— Ow =2C8— =D). aw 


wobei also D,, Do, D; die Drehmomente beziiglich der beweglichen Axen §&, 9, § 
und 7, H, Z die Krifte sind, analog wie friiher C,, C,, C; die Drehmomente beziiglich 
der festen Axen reprasentirten. 

Mit Hiilfe dieser Gleichungen kénnen wir den Begriff der invariablen Nor- 
malen, der, wie schon erwihnt, beim Problem der Erdaxenbewegung gleichfalls auf- 
tritt, fast unmittelbar ableiten. Nehmen wir niamlich an, dass keine dussere Krafte 
wirken, in welchem Falle, wie wir schon friiher sahen, die allgemeinen Rotations- 
eleichungen in der urspriinglichen Form nichts Anderes als der Ausdruck des Flachen- 
satzes waren, so werden die Euler’schen Gleichungen: 


dp __ 
dG aie 

B a (C A)rp 
ar : 

C aru a (A — B)pgq. 


Auf die Integration dieser Gleichungen mittelst elliptischer Functionen, eine Auf- 
gabe, die in der Theorie der Mondaxe eine Rolle spielt, indem beim Monde als nahezu 
dreiaxigen Ellipsoid alle drei Haupttrigheitsmomente verschieden sind, gehen wir hier 
nicht ein, da diese Untersuchungen uns von unserer Aufgabe, dem Problem der Erd- 
axenbewegung, abfiihren wiirden. Wir wollen nur zeigen, dass der Ausdruck, den man 


durch Multiplication der drei letzten Gleichungen beziiglich mit Ap, Bq, Cr und Addi- 
tion erhialt: 


dp dq dr 
Ap 4, * BG + Ed ry aa 
oder: 
a ee 4+ B%g2 + ee) pen 
dt 2 wii 
alg Nts8 


Ap? + Bq? + Cr? = const. 
nichts Anderes als das Princip der Erhaltung der Flachen fiir die Rotation unseres 
Kérpers ausdriickt, welches hier etwas complicirter erscheint, da die Coordinatenaxen 
beweglich sind. 
Der Begriff des invariablen Vectors ergiebt sich hierbei direct. 
Allgemein lauten ja die Flichensitze in Polarcoordinaten: 


amr; = ¢@ 


d 
Lmrs 


Un 
dt 
Dies 
dt eo 


d 
Amr; - as 


Ausdriicke, die nach dem Fritheren (Vorlesung 2) die Projectionen der doppelten unend- 
lich kleinen, in der Zeit dt vom Radius vector bestrichenen Dreiecksfliichen dividirt 


durch dt sind. Man sieht aber direct, dass im Falle der Rotation die ersten Factoren 
in obigen Ausdriicken nichts Anderes als die Haupttragheitsmomente A, B, C, die 
zweiten nichts Anderes als die drei Drehcomponenten um die Instantanaxe, p, q, 7 
sind. Mithin ist der Ausdruck, der sich aus obigen Gleichungen durch Quadriren und 
Addiren ergiebt: 
e2 + f2 + g? —= A%p? + B%q? 4+ C27? 

wirklich gleich const. und der Ausdruck des Flachensatzes. 

Es wird also auch eine vom Ursprung O ausgehende Gerade, der wir die Linge: 


ye a 4g? = +. YAtp? + Beg? + Cir? = 
geben und deren Richtungscosinus mit den mit dem Kérper beweglichen Hauptaxen 
&, 7, § beziiglich: - 


ss Ap _ Ap 
gets) VA2p? + Bg? + Cr? N 

2 es peed 
ks) VA? p? + B%g2 + Cr? Ve (Es eae te oe (12) 
patty a= Cr peer 


V Ap? + Bq? + Cr N 


seien, erstens eine vollstindig constante Linge und zweitens eine véllig unver- 
anderliche Richtung im Raume haben, und dasselbe wird fiir eine Ebene der Fall 
sein, die auf dem genannten Vector senkrecht steht. Diese Ebene nennt Laplace die 
unverainderliche Ebene und eine durch das Vorhergehende gekennzeichnete Gerade, 
die eine Richtung darstellt, nach welcher die Summe der Flichenmomente ein 
Maximum ist, ist es, die man als die invariable Normale bezeichnet. Dieselbe hat 
also die Linge: 


ie Ara hai oe O82 = fy 2 hapa ai (18) 
Der Winkel, den die invariable Normale mit der momentanen Drehaxe bildet, den 
wir spaiter auch brauchen, ist: 
cosm == cos(N, &)cosa + cos(N, 4) cos B + cos (N, §) cosy 
oder, da: 
P 


cosa == = cos B — £ cosy = — 
i es @? (2 0” 


mit Benutzung der eben fiir cos(N, &) etc. gefundenen Werthe auch: 


_ Ap? + Be + Cr? 
eee ee, (14) 


wobei also: 
N? = A%p? + Bg? + Or 


OF pe ae 4 


und 


ist. 

Somit sind jetzt die Begriffe der Haupttrigheitsaxe €, der instantanen Dreh- 
axe J und der invariabeln Normalen WN, die simmtlich in der Theorie der Pri- 
cession auftreten, definirt. Bei der Erde liegen diese drei Linien, wie hier beiliufig 
gezeigt werden soll, fiir alle Zeiten in demselben grissten Kreise dei” scheinbaren Himmels- 
kugel. Durch die Schnittpunkte der Trigheitsaxe € der Erde, ihrer momentanen Dreh- 
axe J und der invariabeln Normalen N auf der scheinbaren Himmelskugel erhilt man 
das sphiirische Dreieck NE 4 (Fig. 28), indem wir zur Illustration des folgenden Be- 
weises die drei Axen absichtlich nicht als in einer Ebene liegend gedacht haben. Sei A 


Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 18 


sae RRO ee 


der Winkel des gréssten Kreises NG mit dem gréssten Kreise ££, wu derjenige von 
4 & mit demselben Kreise, so ist: 
Im Dreieck § Vé: 
a 
cos (N,&) = P = wos cos (&, €) +4 sing sin (€, €) cosh = sin@ cosh. 
Im Dreieck N& 7: 


cos (N,n) = #4 = cos6 cos(§,n) + sino sin(§,y) cos(90° — A) = sing sind. 


Schliesslich: 
Cr 
cos(N,£) = WW = 0085: 
Ferner im Dreieck & 47€: 


C080, == z = cos (&,£) cosy + sin(&,€) siny cosu = siny cosu. 


Im Dreieck 47f: 


cos B = 4 = cosy cos(n,§) + siny sin(y,€) cos(90° — u) = siny sing. 


COS/B == = = cos (f, 4) cos (n, §) + sin (€, 4) sin (n, §) cos (90° — w) = sin y sin u. 


Schliesslich: Fig. 28. 
i 
UNI 
Diese Formeln ergeben direct: 
Ap? + Ba? 
sin siny cos(A — Ww) = Sas 


sin6 siny sin(A — vw) = — (B — A). 


LCs de we 


Ferner wird: 


sing = 
N 
aE (15) 
2 2 
Siny ee ae al aS 


@ 
Diese letztere Formel wird spater gleichfalls gebraucht werden. 

Durch diese Formeln ist die gegenseitige Lage von §, 7, N bestimmt. Zugleich 
folgt durch Division : 

iho) gee 
Also fiir die Erde, wo A — B ist, 
ig (A _ ) = 0, 

dems == [lh 
[dass 2 — w nicht — 180 ist, kann man in der Figur voraussetzen]. Es liegen | 
mithin die drei Linien §, 4 und N, wie zu Anfang behauptet, bei der Erde stets in 
derselben Ebene. — 


Die drei Componenten der augenblicklichen Drehung um die momentane Dreh- 
axe 4 kann man nun auch ausdriicken durch die neun Richtungscosinus a, b, ¢; a’, 0, ¢; 
a’, vb", c", welche die Lage des beweglichen Hauptaxensystemes §&, y, § gegen 
das im Raum feste System 2, y, ¢ bestimmen. Seien wie bisher 2, y, 2 feste Coordi- 
natenaxen, & , € die Lagen der drei Haupttrigheitsaxen des Kérpers zur Zeit t, &, /, &' 
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diejenigen zur Zeit t + dt, ferner p, q, r die Componenten der augenblicklichen Dreh- 
geschwindigkeit um é, 7, € (Fig. 29), und gebe das folgende Schema die Richtungs- 
cosinus zwischen den festen und beweglichen Axen: 


x y z 
é a a’ ql 
v7 b bp! b” 
(6 c c (AM 


Dann mégen, wenn sich der Kérper um die §-Axe um den Winkel pdt dreht, y und 
€ beziiglich in die Lagen 7” und €” kommen. So wird: 


Zor 46) = 90° — pdt, 


also: z 
cos (n",€) = pdt. 


A (6",1) = 909 + pdt, 


cos (§",n) = — pat. 
Durch die Drehungen q und r aber 4ndern 
sich cos (n",€) und cos (€”, 4) nur um unend- 
lich Kleines héherer Ordnung. Daher ist 
auch: 


Fig. 29. 


_ cos(’,€) = pdt 
cos (¢', 1) = — pat. 
Es hat aber die €-Axe die Richtungscosinus 
ce, c', e”, die '-Axe aber: 


b + db, b' + ab, vo” + dd”. 
Daher ist: 
cos(n’,§) = c(b + db) + c'(o' + db’) + c"(o" + db”). 
Da aber § senkrecht auf 7, so ist: 
cb + cb! + cb" — 0, 


also : cos (y',§) = edb + edd’ 4+ ec’ db". 
Und da: cos(y’,£) = pat, 
db db! ab” 
SO: 5 / | Aedes 
CSS Fy aie, Fama kadar & 


Wierfir kann man aber auch, da: 


aA (cb + ¢b' + c'b") = 0 


ist, setzen: s ra 
p= Baw wt 
Hs ergeben sich somit folgende Gleichungen: 
ee = (10) 
ee 
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In der Theorie der Pracession braucht man aber diese Gleichungen in einer anderen 

Form, die gleichfalls schon Euler gegeben hat dadurch, dass er an Stelle der genannten 

neun Richtungscosinus a,b... ¢’ drei unabhingige Winkel einfiihrte. Denkt man 

sich nimlich, wie wir es bereits bei Ableitung der Euler’schen Gleichungen thaten, 

um den Ursprung eine Einheitskugel construirt, so schneiden auf dieser das im Raume 

feste System «, y, g und das im Raume bewegliche System §, 7, € zwei Kugeloctanten 
Fig. 30. 


aus, aus denen man — wenn € den Winkel zwischen der im Raume festen wy- Ebene, 
also einer festen Ekliptik fiir eine bestimmte Anfangsepoche und der beweglichen 
—En-Ebene, d. h. dem Aequator, 180 + # den Abstand des Knotens vom Widderpunkte, 


bedeutet (cf. Fig. 30) — folgende Relationen auf Grund der drei Fundamentalformeln 
der spharischen Trigonometrie gewinnt: 


a = + cosgp cosy — sing sin wy cosé 

b = — sing cos — cos @ sin  W cose 

Cc = — smw siné 

a = + cosy sin + sing cos cosé 1 ee 

b' = — sing sin + cosy cos cosé 1p ae 
ce = 4+ cosy sine 

a’ = — sing sine 

b” — — cos@ sing 

c' = + cosé 


Bei Euler selbst treten diese Relationen in einer etwas anderen Form auf, weil er an 
Stelle der Gréssen gm + 180 und » + 180, die dem astronomischen Zusammenhange 


entsprechen, m und w selbst gewahlt hat. Durch Differentiation letzterer Gleichungen 
beziiglich aller Winkel erhilt man nach einer kleinen Rechnung: 


da = + bdg — addy — csingde 
db =— adg — U'dt — coospde 
dec =—d¢ddwp 4+ ccotge dé 
da’ = + d'dy + adv — csingde 
dbl’ =— addg + bd¥ — cdospde ¢- +++ + = (18) 
dé =+ cdy + ccotge de 
da" = + b/dg— c'sing dé 
db" = — a'dy— c'cosy dé 
dc’ = — c'tge de 
Wenn man nun in diesen drei Systemen beziiglich die zweite Gleichung mit c, c’, ¢”, 
hierauf die erste Gleichung mit —c, — c, —c und schliesslich die erste noch mit 
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b, b’, b” multiplicirt, die dritte des dritten Systemes aber mit p, qg, 7, dann erhalt man 
auf Grund bekannter Relationen der analytischen Geometrie nach einigen Rechnungen, 
die wir hier tibergehen, unschwer die folgenden Gleichungen: 


pat = — sing sme dp — cos dé 
qdt = — cosy sine dy + sing dé 
rdt = + dg + cosé dy, 


aus denen man einmal durch Multiplication der ersten und zweiten mit — sing und 
— cosy, sodann mit — cos und sing, das folgende, bei der Lésung des Problems der 
Erdaxenbewegung ausser den Euler’schen Gleichungen gleichfalls gebrauchte System 
erhalt: 


St pa Gee sing — 

me = — psing q cos 
dé F 
dp TT PSY + asin y wee aoe ot) (19) 
ag 


Ae + (psing + qcos @) cotg é 

Die Euler’schen Gleichungen sind nun aber, wie wir an dieser Stelle nur bei- 
laufig bemerken wollen, keineswegs die allgemeinsten Rotationsgleichungen, die denkbar 
sind. Dies sind vielmehr die sogenannten Liouville’schen Rotationsgleichungen, die 
indess schon yon Poisson abgeleitet, von Liouville aber aus seinem Nachlasse (cf. 
Journal Liouville, III. Bd., 2. Serie) verédffentlicht worden sind. Man erhilt diese 
Gleichungen, indem man, was auch den modernen geologischen und astronomischen 
Anschauungen iiber die Natur unseres Erdkérpers entspricht, diesen nicht als véllig 
starr, sondern als elastisch betrachtet. Diese allgemeinsten Formen der Rotations- 
gleichungen, die iiberhaupt denkbar sind, die also fiir einen nicht starren Korper gelten, 
in dem das friiher fest mit diesem verbundene, im Raume bewegliche System &, n, 
jetzt selbst veranderlich ist, da sich die einzelnen Punkte des Korpers nicht allein mehr 
gegen das im Raume feste System a, y, 2, sondern nunmehr auch gegen das System 
—, 7, § verschieben, sind die folgenden (den sich hierfiir interessirenden Leser ver-| 
weisen wir auf Liouville’s Journal): 


2 +0)—Or+Rat+ay—rp =D, 
= (@4 B) Rp + Pr + rea Dyan pe 8 ee = (20) 


(R47) — Pat Op + 76 — 4a =D, 


Wie complicirt diese Gleichungen sind, erkennt man sogleich, wenn man sich die Be- 
deutung der in ihnen auftretenden verschiedenen Gréssen vergegenwirtigt. Es bedeutet 
namlich in ihnen zunichst allgemein: 
A = Lm(n? + §) 
B= Um(@ + #) 
C= 2m (& +7). 
E= 2m nt P= Ap— qH—rG@ 
G = Ime und: Q@=— Bqa—rF — pH 
im Fy R= Or — pG — qf. 


Ferner ist: 
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Die p, g, r sind die Euler’schen Componenten der Drehung um die instantane Axe: 


ete hd Ny Taga bok “ard 
OF Soggy hf dagen of ae 
ya de jade yy ae 
4 fae Se Vang at 
bie Be! , aa! Pe sae 
Cag teens aes 


Die «, 6, y sind die Ausdriicke fiir die Flachensatze: 


a= Em (q G6) 


dt dt 
pane (fae 
y= Em (Ey SI, 


Und schliesslich sind D,, D;, Dg die Drehmomente beziiglich der beweglichen Axen &, y, €: 

Dipoauss (yn Zo God) 

Dy, = 2 (64 =) €Z) 

D; =.) (6 He = 9): ’ 

Streng genommen kann der nicht mehr starre Kérper, in dem sich die einzelnen 

Theile gegenseitig verschieben kénnen, freilich nicht mehr auf ein mit ihm fest ver- 
bundenes Hauptaxensystem im Sinne des friiheren bezogen werden. Jedenfalls aber 
hat er in jedem einzelnen Moment gewisse Haupttrigheitsaxen, die allgemein also 
Functionen der Zeit sind, ebenso wie sich die A, B, C mit der Zeit andern werden, 
wenn sich die Gestalt und Dichtigkeitsverhaltnisse des Kérpers andern. Nehmen wir 
aber, um die Beziehung des beweglichen &, 7, €-Systems zum Kérper, wenigstens fiir 
jeden einzelnen Moment zu bestimmen, an, dass &, 7, € die momentanen Haupttrig- 
heitsaxen des elastischen Kérpers seien und entsprechend die A, B, C die momen- 
tanen Haupttrigheitsmomente des veranderlichen Kérpers, dann ist offenbar, 
entsprechend den frither bei Discussion des Centraltragheitsellipsoides fiir die Haupt- 
traigheitsaxen gefundenen Definitionen: 

Lea n& c=) 

G1 GO 

(gl Ss" PS 77) En = 0, 
wodurch sich aber die P, Q, R auf: 

P=Ap Q=8BG, kRk=Cr 

reduciren. Die Liouville’schen Gleichungen gehen bei dieser, durch die bisherigen 


Betrachtungen nahe gelegten Specialisirung, dass §, 4, § cin momentanes Haupt- 
axensystem sein soll, tiber in die folgenden: ; 


itAp +) _ por + Gar + ay— rh =D, 
SBT A) Ory + Arp + ra—py =D eee (21) 
atCr +”) _ Ang + Boa + vB — 4a =D, 


die, wie ersichtlich, wenn die Erde absolut starr und folglich « = 6B = y ae wire, 
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sofort in die Euler’schen tibergehen. Diesen Gleichungen hat Darwin dadurch eine 
fiir die geometrische Discussion geeignetere Form, welche den Ausgangspunkt der 
neuen theoretischen Untersuchungen iiber die Schwankungen der Polhéhe gebildet' hat, 
gegeben, dass er sechs neue Gréssen, @,, 0), @3, “, V, @ in sie einfiihrt, die Functionen 
der Zeit sind, indem er setzt: 


Ap +a — Aa, 


Ba + B= Ba, 
Cr+y= Ca.,, 
also : a ‘ 
(2 == Uy a 
Sl gh OS 
q rer 095 B 
Y = 0, — ze 
Daraus ergiebt sich fiir: 
Co = A 
B= — Bv 
y= — Co; 


mithin werden die Euler’schen Drehcomponenten ausgedriickt durch die Darwin’- 
schen Gréssen: ; 


p=U+ 
d= VY + @ 
r= 0 + @,. 


Durch Einfiihrung dieser Gréssen in die letztere Form der Liouville’schen Gleichungen 
folgen die allgemeinen Darwin’schen Rotationsgleichungen: 


IA) _ Bar(e + @,) + Cas(v + 0) = D, 
0a, + o:) Am, (0 + 0) = Df + 02) 
OC) 4a (v + @) + Boy (ue + @) = Dy 


Der Begriff einer momentanen Drehaxe im friiheren Sinne existirt jetzt streng genommen 
also eigentlich nicht mehr, da sich die einzelnen Theilchen im elastischen rotirenden Kérper 
im Allgemeinen mit verschiedener Geschwindigkeit und Richtung bewegen werden. Fiir 


einen starren Kérper, wo « = 6 = y = 0 und folglich auf Grund der Relationen: 
“= — Au 
p= — Bv 
y=— Cog, 
auch @, Vv, @ gleich Null wiren, wiirden @,, @, 0, wirklich entsprechend den Relationen: 
p=eH+ 
q=Vv-+ , 
r= oe + @, 


die Drehcomponenten um eine ,instantane Axe“ im Sinne des Friiheren darstellen. Da 
sich aber bei der Erde alle Theilchen doch um eine gewisse Mittellage einer Axe mit 
nahezu constanter Geschwindigkeit bewegen, so hat man doch auch beim elastischen 
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Erdkérper noch das Recht, von einer Axe, die durch den Schwerpunkt geht und die 
ihrer Richtung nach durch @,, @), , definirt ist, als momentaner Drehaxe mu 
sprechen. 

Diese letzteren Formen der Rotationsgleichungen haben wir einerseits mitgetheilt, 
weil sie eine Verallgemeinerung des Problems der Rotation eines beliebigen K6rpers, 
in dem nur ein Punkt fest gedacht ist, sind, andererseits aber auch, weil sie den 
Ausgangspunkt und die Basis fiir jene Untersuchungen bilden, welche die tiber- 
raschenden modernen Beobachtungsresultate, aus denen Chandler auf eine 430tigige 
Periode an Stelle der 304tagigen Euler’schen schloss, theoretisch bestatigt haben. 
Liegt auch ein weiteres Hingehen auf diese von Darwin, Sir William Thomson 
und Newcomb gemachten beriihmten Untersuchungen, die sicherlich zu den be- 
deutendsten Errungenschaften der theoretischen Astronomie in neuerer Zeit gehéren, 
ausserhalb der hier gesetzten Grenzen, so sollte doch, um ihrer Wichtigkeit willen, wenig- 
stens hier auf dieselben hingewiesen werden. 


II. Die Theorie der Bewegung der Erdaxe. 


Ziehen wir das Resume der bisherigen Betrachtungen, so ist das Rotationsproblem 
fiir den starren Erdkérper in seiner Allgemeinheit charakterisirt durch folgende sechs 
Differentialgleichungen erster Ordnung: 


A fo (Caen) 
B=—+(A— C)rp = D, > tka (fe, Tel ie (1) 
C+ (B— A) pa — D, 

; Ute ; 

sin € ——- = — psing — qcos 


= = — peosp + qsing ‘+ 4 rs 


=i =r + (psing + 4 cosq) cotg é 

Die Integration des nicht linearen Systems (I), bei welcher die Drehmomente 
D,, Dz, D; (und somit die Coordinaten und Kriifte, aus denen sich D,, Dj, D,; zusammen- 
setzen) als Functionen der Zeit gegeben und ebenso die Haupttrigheitsmomente 
A, B, C bekannt sein miissen, wiirde dann die drei gesuchten Componenten p, g, r der 
augenblicklichen Drehung des Kérpers um die &, 7,§-Axe ergeben und folglich seine 
Winkelgeschwindigkeit um seine momentane Rotationsaxe 4 selbst, gemiss der friiher 
abgeleiteten Formel: 


oa=Vr+etr 
Auf Grund des so erhaltenen Werthes von @ ergiben dann aber die Formeln: 
p = 0 Cosa 
q = wos B 
r = 0 COS Y 
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unmittelbar die Winkel «, B, y als Functionen der Zeit, welche ihrerseits die Lage der 
momentanen Drehaxe gegen das fest mit dem Kérper verbundene System £&, 1, € und 
folglich gegen ibn selbst bestimmen. So dass mit anderen Worten die Integration 
der Euler’schen Gleichungen (I) die Axenbewegung im Innern des Koérpers 
ergiebt. 

Ware nun die Bewegung der momentanen Drehaxe im Innern des Kérpers in dieser 
Weise allgemein bestimmt, so hiitte man die fiir p, g, r gefundenen Functionen der 
Zeit in das System (II) einzusetzen, dessen Integration dann die drei Euler’schen 
Winkel y, €, m allgemein als Functionen der Zeit ergibe, die ihrerseits die Lage des 
im Raume beweglichen (weil mit dem Kérper fest verbunden gedachten) Haupt- 
trigheitsaxensystemes §€, 7, € gegen das im Raume feste System 2, y, z 
bestimmen. Und da auf Grund der Integration von System (I) die Lageninderung 
der Momentanaxe gegen das &, 7, €-System bekannt, so wiirde die Integration von 
System (II), welche die Lageninderung des & 7, §-Systemes gegen das 2, y, z-System be- 
stimmt, zugleich auch die Lageninderung der Instantanaxe selbst gegen das im Raume 
feste System «, y, 2, mit anderen Worten die Axenbewegung des Kérpers im 
Raume ergeben. 

Wahrend nun aber diese Integrationen mathematisch allgemein und streng iiber- 
haupt nicht durchfiihrbar sind, erméglicht sie die Astronomie zur Ermittelung der Axen- 
bewegung der Erde, auf welche simmtliche in Abtheilung I. entwickelten Gleichungen 
und Begriffe buchstiblich Anwendung finden, geniigend streng dadurch, dass sie von 
gewissen Umstanden Gebrauch macht, welche in der Natur fiir die Erde herrschen und eine 
Weiterbehandlung von System (1) und (IJ) iiberhaupt erst erméglichen. 

Betrachtet man nimlich die Bewegung der momentanen Drehaxe der Erde im 
Raume (Pricession und Nutation), die durch die iusseren Krafte der Sonnen- 
und Mondanziehung hervorgerufen wird, so zeigt sich das merkwiirdige Resultat, welches 
im Folgenden wirklich abgeleitet werden soll, dass diese iusseren, von Sonne und 
Mond auf den Erdkérper ausgeiibten Anziehungskrafte die Lage der momentanen 
Drehaxe der Erde im Innern der Erde so gut wie gar nicht verindern, so dass der 
Euler’sche Cyclus (die Kreiskegelbewegung der momentanen Drehaxe um die Haupt- 
triigheitsaxe € im Erdkérper) trotz der Ausseren Krifte bestehen bleibt; vorausgesetzt 
jedoch, dass man gewisse kleine Glieder, deren numerischer Betrag indessen zwei 
Hundertstel Bogensecunden nicht. iibersteigt und in denen gerade die winzig kleine Drehung 
der momentanen Drehaxe um die Haupttrigheitsaxe, also thatschlich eine Schwankung 
der Erdaxe im Erdinnern enthalten ist, vernachlissigt. Macht man also diese kleine, 
voéllig zulassige Vernachlissigung von 0”,019, so kann man bei Betrachtung der Be- 
wegungen der Erdaxe im Raume von ihren Schwankungen im Erdkérper selbst véllig 
absehen und die erstere Bewegung unabhingig fiir sich allein untersuchen. 

Betrachtet man aber umgekehrt die Bewegung der instantanen Drehaxe der Erde 
im Innern des Erdkérpers, wie sie durch den Euler’schen Cyclus definirt ist, so 
zeigt sich — und im Folgenden wird dies nachgewiesen werden —, dass die Neigung der 
Instantanaxe der Erde gegen eine im Raume feste Linie, die im Vorhergehenden 
definirte invariable Normale N, beinahe constant bleibt, indem nimlich die 
Schwankungen der momentanen Drehaxe der Erde gegen die invariable Normale 
ein Fiinftausendstel Bogensecunden nicht tibersteigen. Macht man also diese kleine Ver- 
nachlissigung von 0”,0002, so kann man bei Betrachtung der Schwankungen der momen- 
tanen Drehaxe der Erde im Erdinnern von ihren Bewegungen im Raume véllig absehen 
und die erstgenannte Bewegung wieder unabhingig fiir sich allein untersuchen. 

Bei der Erde gestalten sich also beide Probleme der Axenbewegung im Erd- 
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innern und im Raum, véllig unabhingig von einander. Man kann nach dem Gesagten 
mr Ermittelung der Bewegung der momentanen Drehaxe im Erdinnern (des Euler’- 
schen Cyelus) von den anzichenden fusseren Kriiften der Sonne und des Mondes 4, H, Z 
ginzlich absehen, d. h. aber nichts anderes, als man kann die rechten Seiten der 
Euler’schen Gleichungen, die Drehmomente, die, aus 4, H, Z zusammengesetzt sind, Null 
setzen und unter dieser Annahme die Integration von (1) durchfiihren. Wie schon er- 
wihnt, ist aber eine strenge Integration der Euler’schen Gleichungen bei Ausschluss 
fiusserer Kriifte gerade méeglich, und zwar hat man sie mit drei verschiedenen Trag- 
heitsmomenten fiir den Mond (der nahezu ein dreiaxiges Ellipsoid bildet), einfacher mit 
bloss zwei verschiedenen Trigheitsmomenten aber fiir die Erde, die ein Rotations- 
ellipsoid ist, durchzufiihren. Das Resultat ist eben bei der Erde fiir die Erdaxen- 
bewegung im Erdinnern der Euler’sche Cyclus, fiir die Erdaxenschwankung im Raume 
der Maximalwerth von 0”,0002, von dem man giinzlich absehen kann. 

Hierauf aber hat man die Erdaxenbewegung im Raume zu betrachten, die jedoch 
durch Einwirkung iiusserer Krafte bedingt ist, bei deren Discussion man also die rechten 
Seiten der Euler’schen Gleichungen nicht mehr Null setzen darf. Um dann um die 
strenge Integration der beiden Systeme (I) und (II), die nicht ausfiihrbar ist, herum- 
zukommen, halfen sich Poisson und Laplace, wie im Folgenden gezeigt werden wird, 
in einer genialen Weise und gelangten zu Differentialgleichungen in é und wy, welche die 
Axenbewegung im Raume allgemein bestimmen. Dabei ist das Gesammtresultat dieser 
Untersuchung, die also von den Euler’schen Gleichungen (I) ohne Vernachlissigung 
von deren rechten Seiten ausgeht, auch wieder sowohl eime Axenbewegung im Raum, 
wie eine solche im Erdinnern, nur dass die letztere eben im Maximum 0,019 nicht 
iibersteigt, also vernachlassigt werden kann, so dass der Euler’sche Cyclus trotz der 
Sonnen- und Mondanziehung im Wesentlichen unalterirt bestehen bleibt und aus diesem 
Grunde eben die Bewegung der Erdaxe im Erdinnern unter Ausschluss ausserer Krifte 
tiberhaupt behandelt werden durfte. ; 

Dies ist in grossen Ziigen der allgemeine Gang, den man zur Lésung des‘Problems 
der Erdaxenbewegung in toto, sowohl derjenigen im Erdinnern, wie derjenigen im 
Raume, einzuschlagen hat. 


A. Die Bewegung der Erdaxe im Erdinnern. 
(Der Euler’sche Cyclus.) 


Zunichst erledigen wir den Euler’schen Cyclus, da unsere eigentliche Aufgabe 
darin besteht, die fiir die Bahnrechnung gebrauchten Pricessionsformeln zu gewimnen, 
doch um einer vollsténdigen Charakteristik der Erdaxenbewegung willen in aller Kiirze. 

Bei Vernachlassigung der anziehenden Krifte der Sonne und des Mondes werden 
die Differentialgleichungen (I), welche die Bewegung der momentanen Drehaxe im 
Innern der Erde bestimmen, da diese ein geschichtetés Rotationsellipsoid ist und des- 
halb nur zwei verschiedene Haupttrigheitsmomente besitzt: 


dp C—A d 
Gi nuned aad cata 
dq A— C0 
Adal rp 0 
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Indem also die Winkelgeschwindigkeit, um die Haupttrigheitsaxe &: 
r = constans 


ist, werden die Gleichungen des Problems, wenn man den constanten Theil der Kiirze 
_halber mit: 


C—A 
” fo = Ve ne AL eae per ee ee (23) 
bezeichnet: 
ee +iqg= o| 
: Ste ee rca ett! (D4) 
balk ive = 


deren Integrale einfach: 
p = acos(aAt + b) (25) 
gq = asin(At + b) 
sind. 
Die Winkelgeschwindigkeit der Erde um ihre momentane Drehaxe wird hiernach: 


o = fp?+@+r = Ya? + rf? = constans; 
und folglich werden die Richtungscosinus, welche die Lage der instantanen Drehaxe 4 


gegen das mit der Erde fest verbundene Haupttragheitsaxensystem £, 7, € bestimmen, 
entsprechend den friiheren allgemeinen Formeln: 


acos(At + b) 


cosh = 
Ya + ri 
seats asin (At + b) 
yo? + vr? 
r 
cosy = ——"—. = _ constans. 
a+r; 


Hieraus folgt zunaichst, da y der constante Winkel ist, welchen die momentane Dreh- 
axe 4 mit der Haupttragheitsaxe € bildet, dass die Instantanaxe im Erdkérper um die 
Haupttrigheitsaxe € einen sehr schmalen Kreiskegel mit dem Winkel y an der Spitze 
im Schwerpunkte beschreibt. Der Winkel y, den Laplace und Lagrange bei den 
unvollkommeneren Beobachtungsmethoden der damaligen Zeit noch fiir unendlich klein 
und vernachlassigbar hielten, betragt nach den Bestimmungen, die C. A. F. Peters 
auf Grund yon ihm in Pulkova angestellten Beobachtungen des Polarsterns ausfiihrte: 


aN) OT Se ne 
2 15 


Bestimmt man, um besser an die geometrische Vorstellung ankniipfen zu kénnen, 
die Lage der momentanen Drehaxe im Erdinnern, die also mit der Hauptaxe € den 
constanten Winkel y einschliesst, an Stelle von « und #6 durch y und wy, wo wy der 
Winkel der durch die € und /-Axe gehenden Ebene mit dem ersten Meridian bezeichnet, 
dann werden die beiden ersten der drei obigen Relationen: 


cos% = siny cos 
cos = siny sinh, 
oder, da aus der dritten 
a 


ny SS 
‘ ja2 + vr? 


folgt, auch: 
19* 
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cos % == 


tobi 7a 

ya seat Aye (26) 
a 3 
cosp = je por sin | 
womit die geometrische Bedeutung des Argumentes sich durch Vergleich der beiden 
fiir cosa und cosB gefundenen Ausdriicke sofort ergiebt, n&mlich: 

At + const. = 3 

d. h. aber, die durch die momentane Drehaxe J und die Haupttriigheitsaxe € der Erde 
gehende Ebene dreht sich gleichférmig mit der Zeit herum. Der Schnittpunkt der 


Instantanaxe mit der scheinbaren Himmelskugel beschreibt also an dieser einen kleinen 
”" 


Kreis vom Radius y = “5 um den Schnittpunkt der Haupttrigheitsaxe € mit der 


Himmelskugel und zwar mit einer gleichférmigen Geschwindigkeit, die bestimmt 
ist durch: 
er! 
a ae! 
indem bei der Erde a so klein gegen r ist, dass gentigend genau @ = Ya?+ ry = 1 
gesetzt werden kann in der Formel (23) fiir 4. 

Die Periode eines Umlaufs der Drehaxe im Erdkérper ist offenbar: 


A 


@, 


__ 360° 
=: 
Da nun aber die Abplattung 
ae — 0,003272, 
also: 
Ase Se) = A — 0,003283 ‘ 
und @ — 360° in einem Sterntage ist, so wird auf Grund des Werthes von 2: 


i= 360 . (366,2422) .0,003283 — 4328 
die Periode: 
365,2422 


432.8 360 = 303,8 Sonnentage = 10 Monate circa. 


Diese zehnmonatliche Periode der Drehung der Erdaxe im Erdinnern, welche man 
den Euler’schen Cyclus nennt, muss sich offenbar dussern in den Schwankungen der 
geographischen Breite, deren Periode also zehn Monate betragt und im Maximum um 
den Betrag + y schwankt. Denn wenn o die durch Beobachtung gefundene sogenannte 
instantane, g’ aber die mittlere geographische Breite bedeutet, so ergibt sich aus 
dem sphirischen Dreieck : Zenith, instantaner Pol, mittlerer Pol ohne weiteres die Be- 
ziehung: 

cos (90° — ) = sing = sing’ cosy + cosg' siny cosy, 
oder da  nahe gleich g’: 
siny = sin (y’ + ycoswp) 


p= 9 + ycos(t> + At), 
wodurch die Polhéhenschwankungen charakterisirt sind. 
Die Zeit ¢ ist dabei in tropischen Sonnenjahren ausgedriickt. 


und folglich: 
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Dass dabei, wenn man von 4usseren Kraften absieht, wie wir es nach dem Zuvor- 
gesagten vorlaiufig thun, die Neigung der momentanen Drehaxe der Erde gegen eine im 
Raume feste Linie, wie schon erwahnt, so gut wie véllig constant bleibt, ersieht man 
unmittelbar, indem man an den friiher gegebenen Winkelwerth der Instantanaxe mit 
der Normalen N der unveranderlichen Ebene, Formel (14), ankniipft. Dieser Werth: 


Ap? + Ba? + Cr 
@ \ A? p? + B? q? -- C2 r2 
wird, wenn zwei Haupttragheitsmomente gleich sind und man statt des Cosinus den 
Sinus einfiihrt, nach einer leichten Rechnung strenge: 


cosn = 


2 2 
smn == r Ve? + 4 KOg eA En fn ceiz ae ne (20) 
co YA? (p+ 42) + Or? 
" 
Da nun, wie gesagt, bei der Erde y = = sehr klein (cirea 75) also a sehr klein gegen r 


und folglich, mit Hinblick auf w = Ya? + 1;, sehr nahe r = @, mithin also p und g 
nahezu gleich Null sind, so wird noch geniigend genau: 


VA (p? + @) + Or = Yor 


Sy Py 2 
per’ yee: 


und folglich: 


C pie 
oder bei Hinfiihrung des friiher in der ersten Abtheilung durch Gleichung (15) fiir siny 
gefundenen Werthes, der sich jetzt auch wie folgt schreibt: 


Sy —— 


pe tg? 4qfa 
eels 


wird: 


indem man, da y sehr klein ist, den Sinus mit dem Bogen vertauscht. Numerisch 
folgt: n = 0",0002. 

Das ist aber eine nicht in Betracht kommende Grésse, und wir kénnen somit bei Be- 
trachtung der Bewegung der momentanen Drehaxe im Erdinnern von ihrer Bewegung 
im Raume, d.h. ihrer Schwankung 0,0002 gegen die im Raume feste Normale der 
invariabeln Ebene thatsachlich ginzlich absehen. 

Vor einer Reihe von Jahren ergaben nun aber, wie schon angedeutet, von Chand- 
ler auf Grund moderner Beobachtungsreihen iiber die Schwankungen der Polhéhe 
angestellte Rechnungen, dass der Euler’sche Cyclus gar nicht 303,8 mittlere 
Sonnentage betragt, sondern in Wirklichkeit, auf Grund zuverlissigster neuerer Beob- 
achtungen, thatsichlich eine Periode von etwa 430 Tagen hat. Diese, angesichts der 
im Vorhergehenden gewonnenen, scheinbar einwurfsfreien theoretischen Resultate, gewiss 
im héchsten Grade iiberraschende Erscheinung, wurde dann durch die schon erwahnten 
Untersuchungen Newcomb’s und Sir William Thomson’s theoretisch wirklich bestatigt. 
Dieselben ergeben, dass, wenn man die Erde nicht als starren Kérper betrachtet, sondern 
ibr circa die Elasticitat des Stahles beimisst, auf Grund von zwei weiteren Hypo- 
thesen, auf die wir hier nicht niher eingehen kénnen, die aber, trotz einiger berechtigter 
Einwande, im Grossen und Ganzen plausibel sind, thatsachlich eine 430tiagige Periode 
der Erdaxenschwankung im Erdinnern. Doch sind diese Untersuchungen, welche als 
Ausgangspunkt die viel complicirteren, zu Anfang erwahnten Darwin’schen Gleichungen, 


= 0 


an Stelle der einfacheren Euler’schen haben, keineswegs so einfach wie die eben zuvor 
durchgefiihrten. Vielmehr bilden sie eines der schwierigsten Capitel des rotatorischen 
Theiles der Mechanik des Himmels. Und da es uns in diesem Bande fiir die Zwecke 
der Bahnrechnung vorziiglich auf Gewinnung der Pracessionsformeln ankommt, der 
Euler’sche Cyclus vielmehr nur der Vollstindigkeit der Charakteristik der Erdaxen- 
bewegung halber erwaihnt werden musste, so sehen wir hier von den genannten Unter- 
suchungen ab und gehen zur Entwickelung der Theorie der Pracession und Nuta- 
tion tiber. 


B. Die Bewegung der Erdaxe im Raume., 
(Pracession und Nutation.) 


Die Grundlagen der folgenden analytischen Entwickelungen haben bereits Poisson 
und Laplace in ihren Werken im Allgemeinen vollstandig gegeben. Zu untersuchen 
ist wieder die Bewegung der momentanen Drehaxe der Erde, sowohl im Erdinnern 
wie im Raume, aber jetzt bei Einwirkung der Sonnen- und Mondanziehung. Das 
Resultat wird, wie schon erwihnt, dass trotz der dusseren Krafte der Euler’sche Cyclus 
so gut wie bestehen bleibt, dass man daher jetzt von der Bewegung der momentanen 
Drehaxe der Erde im Erdinnern ganz absehen kann und bloss ihre Bewegung im Raum 
zu betrachten hat; dieselbe besteht, wenn man an Stelle der Erdaxe den zu ihr senk- 
rechten Aequator und die 23 Grad gegen diesen geneigte Ekliptik ins Auge fasst (welch’ 
letztere sich in Folge der Planetenanziehung ebenfalls verschiebt, was aber mit der 
Bewegung der Rotationsaxe der Erde wohlgemerkt nichts zu thun hat), in ziemlich 
complicirten sicularen und periodischen Schwankungen des Aequators gegen die 
Ekliptik, deren erstere sich in dem ungeheuren Zeitraume von 24500 Jahren abspielen, 
waihrend die Periode der letzteren, die hauptsachlich von der Mondanziehang herrihren, 
diejenige eines totalen Umlaufes der Mondknoten, namlich 19 Jahre circa betragt. Dabei 
hat also, wie gesagt, die Bewegung der Ekliptik mit der Bewegung der Erdaxe, die der 
Lagenverschiebung des Aequators entspricht, nichts zu thun. Man _ bezeichnet aber 
nicht die Erdaxenbewegung im Raum (oder Aequatorbewegung) allein, sondern die 
gemeinsame Bewegung von Aequator und Ekliptik allgemein mit ,,Pracession und 
Nutation“. 

Bevor wir die analytische Entwickelung durchfiihren, deren Discussion das geo- 
metrische Abbild der Bewegung der Erdaxe im Raum ergiebt, wollen wir letzteres 
indess gleich allgemein im Voraus charakterisiren, damit dem Leser eine concrete 
Vorstellung schon wahrend des Verlaufes der folgenden analytischen Entwickelungen 
gegenwartig sei. 

Wahrend die Bewegung der Erdaxe im Raum an sich eine einfache ist, fiihrt 
die mathematische Behandlung des Problems, wie schon angedeutet, zu einer getrennten 
Betrachtung von sacular und periodisch erfolgenden Schwankungen derselben, die in 
Wirklichkeit stetig in einander gehen. Dieselben sind also bedingt durch die sicularen 
und periodischen Aenderungen, welche der Aequator in Folge der stérenden Einwirkung 
der Sonne und des Mondes in seiner Lage im Raum erleidet. Diese fassen wir zuniachst 
ins Auge und sehen dann zu, wie sich dieselben auf die Rotationsaxe iibertragen. 

Die hauptsichlichste Lagenverinderung erfahrt der Aequator in Folge der 
starken Sonnen- und Mondanziehung auf das abgeplattete Erdsphiroid. Dieselbe besteht, 
wenn wir zunachst die sicularen, d. h. der Zeit proportionalen, innerhalb grosser 


Zeitperioden verlaufenden Bewegungserscheinungen fiir sich allein ins Auge fassen, die 
man allgemein als Pracessionserscheinungen bezeichnet, in einem langsamen Zuriick- 
gehen des Aequators auf der Ekliptik, derart, dass der Aequator, wie die Fig. 31 zeigt, 
wenn er zur Zeit ¢, die Lage A, gehabt hat, zur Zeit tf, sich in der Lage A, befindet, 
wobei also der Schnittpunkt des Fig. 31. 
Aequators und der Ekliptik, Y,, Ba E, 
um das Stiick #, im Jahre etw: 
50”, auf der Ekliptik zuriick- 
gegangen ist. Diese Bewegung 
ist durch Sonne und Mond allein 
bedingt und wird deshalb auch 
kurz die ,Lunisolarpricession“ 
genannt. Vorausgesetzt wird da- 
bei, dass die Liangen von Sonne 
und Mond in derselben Richtung 
zunehmen, in der gezahlt wird. 
Weil somit die Liingen, indem 
der Frihlingspunkt zuriickgeht, 
grésser werden, so bezeichnet 
man die Bewegung als Prices- 
sion (d. i. wortlich  iibersetat 
eigentlich: Vor wiirts gehen). 
Ausserdem erleidet aber auch die Ekliptik durch die stérende Einwirkung der 


Planeten eine sicular erfolgende Lagenverschiebung im Raum, welche geometrisch darin 
besteht, dass die Ekliptik, welche zur Zeit t, die Lage FE, gehabt hat, zur Zeit t, in die 
Lage Ey in siicularer Weise iibergegangen ist, wobei sich offenbar der Widderpunkt, der 
durch die siculare Aenderung des Aequators allein von Y, nach Yj; gelangt, noch um das 
Stiick Yi VY. = a, die sogenannte ,Pricession durch die Planeten“, nach vorn 
verschoben hat. In toto wird also der Friihlingspunkt durch Anziehung von Sonne und 
Mond einer- und Planeten andererseits, die jede fiir sich eine besondere Wirkung 
auf Aequator und auf Ekliptik hervorrufen, den Weg Y, Y, beschreiben, vorausgesetzt, 
dass man yorliufig die sicularen Bewegungen allein ins Auge fasst. 

Gleichzeitig sind die Coordinatenebenen aber auch noch periodischen, d. h. um 
cinen mittleren Zustand oscillirenden, mathematisch durch Sinus- und Cosinusfunctionen 
(welche ¢ nicht als Factor, sondern nur im Argumente enthalten) dargestellten Be- 
wegungen unterworfen. Diesen periodischen Bewegungen denkt man aber den Aequator 
allein unterworfen. In Wirklichkeit schwankt zwar natiivlich auch die. Ekliptik 
(die, wie wir sahen, auch eine siiculare Bewegung machte) ebenfalls periodisch hin 
und her um sehr kleine Betrige. Da man aber, wenn man dieselbe mit in Betracht 
ziehen wollte, keme ebene Erdbahn erhielte, auf die man, wie es spiter néthig wird, 
alles beziehen kann, so abstrahirt man von den periodischen Schwankungen der Ekliptik 
vollstindig und beriicksichtigt dieselben dadurch, dass man sie als Breitenstérungen 
der Erde auffasst. Dieselben sind also von den folgenden Untersuchungen  aus- 
geschlossen, wir werden aber zu Anfang von Theil III dieses Capitels auf diesen 
Punkt zuriickkommen. In diesem Sinne definirt man in unserem Probleme die 
Ekliptik als eine mittlere Ebene, die sogenannte ,mittlere Ekliptik“, welche 
mitten durch alle kleinen Schwankungen hindurchgeht. Und zwar leet man spiter 
der numerischen Rechnung, als ein- fiir allemal bestimmte Ekliptik, nach Leverrier 
die mittlere Ekliptik zu Anfang des tropischen Jahres 1850, d. h. die ,,mittlere. Ekliptik 
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1850,0¢, zu Grunde; oder man wihlt nach Laplace die mittlere Ekliptik Januar 
1750,0. 

Der Winkel, den dabei der Aequator mit der fest gedachten Ekliptik 2, fiir 
1750 + ¢ macht, ist fast constant und betrigt nach Bessel: 


& <= 23°28'18",0 +\0",000 009 8423 #2, 


Die mittlere Schiefe der Ekliptik, d. i. der Winkel des Aequators mit der wirk- 
lichen, in Folge der Sicularstérungen durch die Planeten beweglichen Ekliptik £,, 
hingegen iindert sich starker und betragt nach Bessel: 


& == 23928'18",0 — 0,48368t — 0,000 002 722 95 #2. 


Fassen wir, der besseren geometrischen Vorstellung halber, zunichst wieder diese 
periodischen Bewegungen des Aequators, die als , Nutation“ bezeichnet werden, 
fiir sich allein ins Auge, so bestehen dieselben also in einem periodischen Hin- und 
Herpendeln des Aequators auf der Ekliptik. Dabei hat man zwei verschiedene solcher 
periodischen Bewegungen zu unterscheiden, namlich eine ,Lunisolarnutation in 
Linge“, JA und eine ,Lunisolarnutation in Schiefe“, de. Die erstere besagt 
geometrisch, dass der Widderpunkt, wahrend die Ekliptik fest bleibt, um einen 
gewissen mittleren Widderpunkt (den jeweilig durch die Pracession bestimmten) auf der 
Ekliptik hin- und heroscillirt. Die Nutation in Schiefe hingegen besagt, dass der 
Aequator ‘ausserdem noch um seine, durch die Pricession jeweilig gegebene mittlere 
Lage eine periodisch hin- und herschwankende Lagenainderung in Schiefe beschreibt, 
indem er seine Neigung gegen die Ekliptik periodisch Andert. 

Allgemein wird nun bei der analytischen Behandlung des Problems die Pra- 
cessionsbewegung von Aequator und Ekliptik im Ganzen, da sie sicularer Natur ist, 
durch eine Potenzreihe der Zeit dargestellt: 


P=@m +at+a?+ ah +---, 


waihrend die Nutationsbewegun g, entsprechend ihrer periodischen Natur, offenbar 
durch eine Fourier’sche Reihe reprasentirt wird: 
= Xb;cos(i© + iC). 
Im Ganzen ist also die Bewegung des Schnittpunktes von Aequator und Ekliptik, 


wie sie durch die Sacularstérungen und periodischen Stérungen zusammen bedingt ist, 
ganz allgemein dargestellt durch eine Reihe der Form: 


a + mt + at? +--+. + Ldbcs GO + iQ), 
die jedoch nur bei Beriicksichtigung aller Glieder die Bewegung strenge darstellt. Die 
im Vorhergehenden gegebene geometrische Versinnlichung der Bewegung 
wird also tiberhaupt nur dadurch erméglicht, wie ausdriicklich hervor- 
zuheben ist, dass man von der sicularen und periodischen Reihe je nur 
ein Glied, das alle anderen tiberwiegt, allein beriicksichtigt hat. 

Es tiberwiegt nimlich einerseits bei der die Pricession darstellenden Reihe das 
der Zeit direct proportionale Glied a,t, dessen Coéfficient a, die sogenannte Pri- 
cessionsconstante ist (genau genommen nur fiir die Epoche ¢ = 0), derartig die 
folgenden Glieder, dass man in friiheren Jahrhunderten, wo nur dies eine Glied bekannt 
war, die Pracession direct der Zeit proportional annahm, bis man dann spiter bei der 
mathematischen Behandlung des Problems die Pricession strenger durch die ganze 
Potenzreihe definirte. Ebenso iiberwiegt, wie wir spiter sehen werden, in der Fourier’- | 
schen Reihe, welche die Nutationserscheinungen repriisentirt, ein Glied, die sogenannte 
Nutationsconstante, alle folgenden Glieder. Wollte man dagegen alle Glieder der 
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Reihe fiir die Pracession und Nutation in Betracht ziehen, so wiirde eine geometrische 
‘Vorstellung nicht mehr zu erméglichen sein. i 

Fasst man nun an Stelle von Ekliptik und Aequator die auf dem letzterem senk- 
rechte Erdaxe selbst ins Auge, deren totale Bewegung also auch durch eine Reihe der 


Form: 
m +at+t+a?+t---+ LbeosiO + iC) 

definirt sein wird, so erkennt man leicht, dass, wenn man die Pracession fiir sich 
gesondert in Betracht zieht und zwar allein das iiberwiegende Glied a,, dass dann der 
Pol des Aequators um den Pol der Ekliptik einen Kreis mit constanter Geschwindigkeit 
beschreibt. Bei dieser Vorstellung eines festen Kreises sehen wir also von der sehr 
kleinen stérenden Einwirkung der Planeten auf die Erdbahn, d. h. von der Pracession 
durch die Planeten, ab. Zugleich schwankt aber, wenn man die Nutation fiir sich ins 
Auge fasst, der Pol des Aequators noch in zwei auf einander senkrechten Richtungen 
periodisch um seine, durch die Pracession gegebene, jeweilige mittlere Lage (Fig. 32) derart, 


Fig. 33. 
Fig. 32. 


dass in circa 19 Jahren von ihm eine kleine Ellipse beschrieben wird, die sogenannte 
Nutationsellipse, die also in Folge dessen jeder Stern scheinbar im Laufe von 
etwa 19 Jahren am Himmel beschreibt. Die Periode eines Umlaufes des Weltpoles um 
den Pol der Ekliptik, oder, wenn man, wie zuvor, die Coordinatenebenen selbst ins Auge 
fassen will, die Periode eines totalen Umlaufes der Erdknoten auf der Ekliptik hingegen 
ist grésser und betragt, wie schon erwihnt, circa 24500 Jahre. 

Fasst man, der Wirklichkeit entsprechend, diese beiden, den Verlauf in der Natur 
sehr genaihert wiedergebenden Bewegungsformen gemeinsam ins Auge, so resultirt 
durch Combination der cyclischen und elliptischen Bewegung eine geschlossene Schlangen- 
linie, welche der Weltpol in circa 24500 Jahren um den Pol der Ekliptik an der 
scheinbaren Himmelskugel beschreibt (Fig. 33), wobei die in Fig. 33 gerade gewihlte 
Anzahl von Ausbiegungen natiirlich willkilich ist. 

Schliesslich kann man noch nach Poinsot das Gesammtbild der Bewegung der 
Erdaxe im Raume auch dahin deuten, dass die momentane Drehaxe der Erde die Mantel- 
flache eines kleineren Kegels beschreibt, der selbst auf einem grésseren Kegel, dessen 
Mantelflaiche durch die Haupttrigheitsaxe § der Erde beschrieben wird, in seinem Innern 
in schmiegender Bewegung rollt, wobei die Oeffnung des grossen Kegels circa 2 23°, 
diejenige des kleinen hingegen verschwindend schmal ist. Voraussetzung dieser ganzen 
Betrachtung, die Bewegung durch das Abrollen eines beweglichen Kegels auf der 
Innenseite eines festen darzustellen, ist jedoch, wie ausdriicklich hervorzuheben, dass 
man sich auf das der Zeit direct proportionale Glied der Pricession a,¢ beschriinkt, 
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jedoch mit Ausschluss der Nutation. Wollte man die Nutationsglieder hier mit in Be- 
tracht ziehen, so wiirde jede genaue geometrische Vorstellung aufhéren. 

Nach diesen allgemeinen Bemerkungen iiber das Wesen der Priacession und 
Nutation gehen wir zu ihrer analytischen Darstellung tiber, welche die in der Bahn- 
rechnung gebrauchten Rechenformeln ergiebt. Voraussetzung ist dabei ein starrer 
Erdkérper. Fiir diesen ist das Problem bis jetzt nur gelést. Freilich deuten, wie erwahnt 
wurde, die Untersuchungen Darwin’s und Thomson’s auf eine geringe Elasticitat der 
Erde hin, indem ja unter dieser Voraussetzung der auf Grund der modernen Beob- 
achtungsreihen iiber die Schwankungen der Polhéhe zu 430 Tagen sich ergebende 
Euler’sche Cyclus theoretisch bestaitigt wird. Es ist daher nicht ausgeschlossen, dass die 
folgenden von Poisson und Laplace gegebenen Resultate iiber die Schwankungen der 
Erdaxe im Raume, die allgemein verwendet werden, noch einer geringen Modification 
fahig sind. Im Grossen und Ganzen geniigen sie indess jedenfalls. 


Den Ausgangspunkt der Pracessionstheorie bilden die Euler’schen Gleichungen: 


AD (Oke Bra = 2 (yz = oa) in, 


Bp! 4 (A— Cpr = = (CR — £2) =D, 
adr 


CF + (8 — A)ap = = (EH — 15) = Dy. 
Kine Weiterbehandlung dieser Gleichungen wurde von Poisson durch Einfiihrung des 


»Potentiales“ der ausseren Krafte 4, H, Z in die rechten Seiten ermdglicht. 


Der Begriff des Potentiales folgt unmittelbar aus dem Princip der lebendigen 
Kraft. Dasselbe besagt, wie wir in der zweiten Vorlesung gesehen haben, dass der 
2 
Zuwachs der lebendigen Kraft emes Punktes in der unendlich kleinen Zeit dé, a(") 
gleich ist der in der Zeit dt geleisteten EHlementararbeit Xda + Ydy + Zdz. Allge- 
mein, dass die Summe aller Zuwiichse, welche die lebendige Kraft waihrend des ganzen 
Weges erfihrt, gleich ist der Gesammtarbeit, die wahrend der ganzen Bewegung 
geleistet wird: 


. 2 aw 2 ‘ 
| (7) = es > = | (waz + Ydy + Zde) = | Pan, 


wobei tiber den ganzen endlichen Weg zu integriren ist und X, Y, Z Functionen der 
Coordinaten sind. 


Es ist nun jedenfalls méglich, dass eine vierte Function der Coordinaten, F'(a,y,2), 
von der Beschaffenheit existirt, dass die Grésse Xdx + Ydy + Zdz gerade das voll- 
standige Differential dieser Function F ist. Dasselbe ist: 

OF OF OF 
RF == a — dz. 
dE (x, y, 2) Aa da a By dy + De dz 
Tritt dieser mégliche Fall wirklich ein, so ist, indem wir dann die Function F mit V 
bezeichnen wollen: 


dV = Xdx + Ydy + Zdz. 


Es sind dann also die Kraftcomponenten in Richtung der drei Coordinaten- 
axen die partiellen Ableitungen der Function V nach den drei Coordinaten: 


OV 
Ox 
OV 
oy 
OV 
oe 
so dass: < 


OV OV OV 


y= 


i 


ist. Man nennt aus diesem Grunde V die ,Kraftefunction®. Allgemein ist, wie 
leicht zu beweisen, wenn & eine beliebige Richtung im Raum und XK die in dieser 


Richtung wirkende Kraft ist: 


OV 
ma 


Wenn nun ein beliebiger fixer materieller Punkt w mit den Coordinaten & 7, § auf 
einen anderen beweglichen materiellen Punkt m mit den Coordinaten x, y, 2 und der 
Entfernung r vom ersteren Punkte mit einer Kraft wirkt, deren Intensitaét bloss von r 
abhangt, jedoch in beliebiger Weise, f(r), dann sind, wie wir in der zweiten Vorlesung 
sahen, die Componenten dieser Kraft nach den drei Axen: 


2G 
Zz = fr) £5. 


Dass eine Kraftfunction existirt, ersieht man sofort, wenn man den Ausdruck der 
Arbeit bildet: 


ge fe) Ca LS dy + eH be 


ip 


Da namlich: 


p= @ > bt wm + © — 
ee) ra Oy eb) de a 


Yr 


so ist die Arbeit f(r)dr ein vollstindiges Differential. Denn es ist, wenn: 
\/@ar = 90) 
r dg (r) = f(r)dr 


Xdx + Ydy + Zdz = dg(r); 
es existirt also eine Kraftefunction: 


also: 


und mithin: 


V = 9(*); 
deren Zuwachs gleich ist der geleisteten Arbeit und deren partielle Ableitungen nach 
den Coordinaten mithin die Krafte sind: 
OV Op (r or a—é 
eo HO = 1 AS =, 
wobei, da y und ¢ constant und bloss 2 variabel: 


rdr = (« — é)dz, 


20* 


also jetzt: pea ep ee nd 


Oe A tae © ur 
ist. Analog fiir die y und ¢ Coordinate, so dass also: 
OV. Wy © 
cc On f(r) r 
BLE peo4 
is ia tae f(r) yr 
OV z— € 


(a 02 mre: 


In dem in der Astronomie in Betracht kommenden Falle Newton’scher An- 
zichung ist die von Punkt w auf Punkt m geiibte Kraft: 


ir) = 


wo k? die Gauss’sche Constante und f(r) negativ ist, da f(r), wie schon in der zweiten 
Vorlesung erwihnt, positiv gerechnet wird, wenn die Kraft in der Verlangerung 
von r wirkt, die Gravitation als Anziehung aber eine nach Punkt m hin gerichtete 
Kraft ist. In diesem speciellen Falle des Newton’schen Gravitationsgesetzes 
wird also die Kraftefunction: 


p() = — me | 


indem die Integrationsconstante, da bloss die Ableitungen von g(r) eine Rolle spielen, 
von vornherein Null gesetzt werden kann. Diese Grosse: 


Ve — i 


ist es, welche man das ,,.Potential* des Punktes w auf den Punkt m nennt. 
Im Falle von » fixen Massenpunkten uw, und einem beweglichen’ Punkte m wird 
das Potential, wie leicht ersichtlich: 


a Ht Me ese 
V = hm fees re 4 aa aoe > + 9) 


_ mu 


fe” 


adr k?m 
=F + Ss 


pa y 


wobei die Klammergrésse M auch im engeren Sinne als die , Potentialfunction “ 
bezeichnet wird. 

Die Kraftcomponenten, d. h. die partiellen Differentialquotienten des Potentiales 
nach den drei Coordinaten aber werden im Falle des Newton’schen Gravitationsgesetzes: 


OV Ws (a — &) 
—_— __. — — 2 (RA i Bohr, 
2. a k2m > 7B 
LOW eee So 
Va Oy = — k?m —— ne * ° ¢ (30) 
i OV Ss Ui (2 — &) 
Lis ay = — kh?m VF, geared 


wobei an Stelle des Summenzeichens ein-, zwei- oder dreifache Integrale treten, je nach- 
dem die Massen im ein-, zwei- oder dreidimensionalen Gebiete vertheilt sind, wenn sie 
continuirlich eine Linie, eine Fliche oder einen Kérper erfiillen. In der Potentialtheorie 
fiihrt man in diesem Falle in letzteren Relationen beziiglich noch die Liingen-, Flichen- 
und Volumdichte ein. Doch gehen wir hierauf nicht weiter ein, da dies fiir das Fol- 
gende nicht in Betracht kommt. 

Bezeichnen wir, im Hinblick auf das Problem der Erdaxenbewegung im Raume, 
die Coordinaten irgend eines Massenpunktes u des Erdkérpers in Bezug auf das beweg- 
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liche Hauptaxensystem &7,€ mit &,7,§, diejenigen eines 4usseren Massenpunktes m, 
des Mondes, mit §, 7, £,, so wird zunichst: 


k2mu k?m 
ene hs | “( — 9. 
Die erste dieser Gleichungen mit — §, die zweite mit 7 multiplicirt und addirt, folgt: 
k 
nZ— CH= 6). 


Bei Hinfiihrung des Potentiales!) V = k?m DS = aber ergiebt sich aus: 


OV u OV w 
eo) coy a's ed pi — rss ae ey Bae —s 
on k2m > - (n, n), Ae k2m > a Gi f) 
nach Multiplication der ersten ae Gleichungen mit §,, der zweiten mit — 7, und Addition: 


OV 
F On, Ny o eee iam >) & (6.0 Saal C=); 


also in toto: 


OV OV OV OV OV 
D, ones sees — ee — = —) — ee 
eg on Ny Ot,” D, & OE, o OF, D; ny 0€, é, On, (31) 


Ks nehmen somit die Euler’schen Gleichungen auch die folgende Form an: 


dp 2 ee 
r a (Cc B) rq o On, Ny ae 
aq Be ee ia ipo V asters 
at + (A — C) pr g, 06, C A Z : (32) 


a + (B— Aap =n oe 

In diesen Gleichungen hat Poisson an Stelle der rechtwinkligen Coordinaten 
£1, 41, §&; die Polarcoordinaten gy, ~, é eingefiihrt, welche, wie im ersten Theile dieses 
Capitels gezeigt worden, die Lage des beweglichen Hauptaxensystemes &, n, € 
gegen das im Raume feste System 2, y, ¢ und mithin die Bewegung der Rotations- 
axe im Raume bestimmen, wenn ihre Lage gegen das &, 9, €-System bekannt ist. 
Da das Potential V lediglich von der wechselseitigen Entfernung r der Erde und des 
Mondes abhingt, so wird es bloss eine Function der Mondcoordinaten &, 4, € sein. 
Es wird daher, indem die Coordinaten 2, Yn» Zn VON Q, Y, & rete unabhangig, ihre Ab- 

leitungen nach g, w, € also gleich Null sind: 
OV 000-0, OV Oe OV Of, 
Op = 0, :O@ On, OP 0b, Op 
oy - “eV O€, ialaip Se a deli as 
ov 08 Ov | om, OY * Of, OW 
OV: POV Ot OV on, OV of, 
Oe 0%, Os a On, O€ T OE, 06 
Fiir die neun partiellen Differentialquotienten der Mondcoordinaten &,,,,€, nach den drei 
Euler’schen Winkeln g, y, € ergeben sich jetzt durch eine kleine Rechnung auf Grund 

der Formeln: 


- (33) 


') Beziiglich des Potentiales vergleiche man iibrigens das auf $. XXI, Anm. 1 der Vor- 
bemerkungen zur 3. Ausgabe des vorliegenden Werkes citirte Buch: 

,Das mechanische Potential nach Vorlesungen von L. Boltzmann bearbeitet und die Theorie 
der Figur der Erde.“ Erster Theil. Mit 137 Textfiguren. Leipzig, Verlag von Johann Ambrosius 
Barth, 1908, 


Pete ae 


fi =2 08 oy ae 6a SO ti Oe 
Ny == 0 brs 00 Heroes ee a eye ay A eres 
f= ¢§ + en yf e's f= a + Om + "Ss, 
unter Beriicksichtigung der Gleichungen (17) in der ersten Abtheilung, folgende Werthe: 

d " 

Sh = bE + Un Oe om, 

= ayn — at = (ad’ — ba’)y, + (acd — ca')&, = on, — OG, 

dé, bats “ E J ee _ . t 

Te ees + cn + cf) = — sng k, 

dn, pa lq ' ne ae 

oe ne GG ia ey 

ce = bn — VE = (ba — ad)é, + (be — cb')§&, = a", — o's, 

any U yt 

Th = — wosp(ck + dn + ¢'f) = — cos ph 

ag, 

gt an 

dg, Es Li ee ' ! ! ! Sa " 

Pepe —¢i= (ca — ac)é, + (co’ — be), = 0" §, — a’, 

at 


SL = sing (a& + an + a"&) + cosp(bé + Ug + WE) = sing, + cospm. 


Durch Substitution dieser Ausdriicke in die rechten Seiten der Gleichungen (33) erhalten 
die partiellen Differentialquotienten des Potentiales folgende Form: 


OU ON omen 
bp OE bool oh, 
dV oV 6V) OW “ar, JCOVR e| OV ov | 
Se ed b pieces | eta pesioce a Paes 
ow a fe On, Ny Our (; - {é 0b, ci 0&, J a ¢ 1 0, g N { 


een OV Vv) 
aro ioe (2 


Fihrt man in diese Gleichungen die Werthe der Drehmomente D,, D,, D; ein wie sie 

durch die Gleichungen (31) gegeben sind, unter Beriicksichtigung der Werthe von a,b”, c", 

wie sie durch die Gleichungen (17) im ersten Theile gegeben sind, so erhalt man: 
ole 
op 
ce 
ow 
We 
O& 


aS Dz, 

= — sngsineD, — cospsine D, + cose D; 

= sng D, — cosy Dj. 

Aus diesen drei Gleichungen folgen aber die drei Drehmomente, dargestellt durch die 


partiellen Differentialquotienten des Potentiales nach den drei Polarcoordinaten , w, 6, 
wie wu sie suchten: 


A a ae, 


__ sing { OV ov \ OV 
ean snd fee og Ow | Pe ee 
_ cos f OV oV'\ iS OV 
Gi, z yer og ows Tae? O€ 
dV 
ep 


Die strengen Grundgleichungen der Rotation eines Kérpers bei Einwirkung 4usserer 
Krifte nach dem Newton’schen Gesetze, wie sie der Lisung des Praicessions- 
problems von Poisson und Laplace zu Grunde gelegt werden, schreiben sich somit 
auch wie folgt: 


ie os Beefs OV a OV es OY, 
A dt sar’ eee sin € tame Oy Ov { ie Obes 
dq __ cos@p OV ov \ # COVEN ‘ 
es Og EL {58 3 — op (ae eter (34) 
dr dV 
ea Pi Apa = ap 


Um diese Gleichungen integriren zu kénnen, miisste zunichst das Potential V des 
Mondes auf die Erde als Function der Zeit entwickelt sein. Von dieser Entwickelung, 
die wir spiter geben werden, nehmen wir fiir den Augenblick an, sie sei geleistet. 
Gelinge es dann, die Differentialgleichungen (34) zu integriren, so erhielte man p, q, r 
als Functionen der Zeit und mithin zunaichst die Richtungscosinus der momentanen 
Drehaxe der Erde mit den drei Haupttraigheitsaxen: 


p 
Oe aa Vp? ++ Pr 
en qd 
“itera 
r 
COSY = 


Ve +2 + P+’ 
somit die Bewegung der Rotationsaxe im Innern des Erdkérpers bei Einwirkung 
fiusserer Krafte. Wie wir sehen werden, geht diese aber auch jetzt, wo wir die Ein- 
wirkung der Sonnen- und Mondanziehung in Betracht ziehen, fast genau so vor sich, 
wie ohne Riicksicht auf dieselbe, d. h. der Euler’sche Cyclus, den wir zuvor unter 
Vernachlassigung der ‘usseren Krafte erhalten, bleibt auch jetzt, trotz der Sonnen- 
und Mondanziehung gewahrt. 

Wiire diese Integration, die p, q, 7 als f(t) liefert, aber ausgefiihrt, so hatte man 
immer noch p, g, r in das Gleichungssystem 


av ; 
siné —- = — psing — qcosy 
dt 
dé ; vie eee re 
ie =) = pcos (Pp + q sin @ ; (35) 
oF =r + (psing + qos ) cotyé 


einzusetzen und dieses zu integriren, um g, vy, € als f(t) und somit die Bewegung 
der instantanen Drehaxe der Erde im Raume zu erhalten. Da aber in den 
rechten Seiten der Fundamentalgleichungen (34) bereits g, ~, é enthalten sind, so 
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miisste man diese noch schwerer zu leistende Integration der Gleichungen (35) bereits 
ausgefiihrt haben, um g, wy, & in (34) als f(t) einsetzen und die Integration von 
(34) vornehmen zu kénnen. Diese Operationen sind indess fiir die Gleichungssysteme 
(34) und (35) allgemein itberhaupt nicht ausfiihrbar. 


Fiir die Erde als Rotationsellipsoid sind bloss zwei Tragheitsmomente verschieden, 
indem A = B ist. In Folge dessen kann man die §-Axe ganz beliebig wahlen, und - 
mithin kann das Potential des Mondes V auf den symmetrischen Erdkérper g nicht 
enthalten, d. h. es muss: 


OV 
OF ==) () 
sein. In Folge dessen wird die dritte Gleichung des Systems (34) einfach: 
dr 
OCG 
das Integral derselben also direct: 
ry == constans. 


Die Winkelgeschwindigkeit der Erde um die Haupttraigheitsaxe €, welche mit 
der Winkelgeschwindigkeit um die momentane Drehaxe 4 fast vollig zusammenfallt, 
ist somit constant. 

Die Grundgleichungen der Rotation werden daher fiir die Erde noch véllig streng: 


d sin OV cosy OV 
ap the ee aa a | 3 
day a OE woo or [" 
dt Asiné Ow A 06 
indem: 
{Foi | 3 
ist. 


Wenn nun V als Function der Zeit entwickelt und ebenfalls g,y,é als f(t) bekannt, 
mithin die rechten Seiten dieser Gleichungen als Functionen der Zeit gegeben wiren, 
so ware die Integration derselben durchfiihrbar mittelst der Variation der Constanten. 
Setzte man nimlich die rechten Seiten zur Abkirzung beziiglich gleich m und m, so 
waren die Integrale der Gleichungen: 


: * (36) 


ot ap =m | 


falls die rechten Seiten » und m gleich Null wiren, was mit der Bedingung identisch 
ist, dass keine 4usseren Krifte wirken: 

p = feosht — gsinit \ 

q=fsindt + gcos At f a 
wobei f und g zwei willkiirliche Constanten. Unter dieser Annahme findet also der 
Euler’sche Cyclus strenge statt. 

Ks reprisentiren nun aber die Integralformen (37) noch die Integrale der strengen 
Gleichungen (36), in denen m und n nicht Null sind, falls man nur f und g nicht als 
Constanten, sondern, als Functionen der Zeit betrachtet. Um die Form dieser Functionen 
der Zeit zu bestimmen, hat man zuniichst durch Differentiation: 
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gaa aS, eel yy, 
= = — Agt a cos At a sin At 
A Cee ao 
— = + Apt+ a sindt + dt cos At. 


Sollen aber diese Gleichungen mit den zu integrirenden (36) identisch sein, so muss sein: 
af dg 


pete — — snht = 

Ai cos At qe i” t +n 
Cifae dg 

ml — cost = . 
ai sin dt + qi 0% t +m 


Durch Multiplication dieser Ausdriicke mit cosAt und sin At, respective mit — sin At und 
cos At, und Addition ergeben sich fiir f und g die folgenden Differentialgleichungen, 
aus denen f und g als Functionen der Zeit folgen, wenn n und m als f (t) gegeben sind: 


oe = + neosdt + msinit 
dg : 
Ap ee a a m cos At. 


Die allgemeine Lésung der Differentialgleichungen (35a) ist mithin gegeben durch 
die Relationen: 
p = f coskt — gsin it 


q =f sindt + goosit, 
in denen f und g durch folgende Ausdriicke bestimmt sind: 
f=fAt | (ncos At + msin it) dt 
tee {(Consindt + mecosit)dt, 
zu deren Ausfiihrung jedoch: 


aes A sin & ow iene crs 
ie csp OV sing OV 
OS t Asine OY Rajon’ 


also nicht nur V als f (f), sondern auch y, ~ und é¢ allgemein als Functionen der Zeit 
gegeben sein miissten, was aber voraussetzt, dass das System: 


CE? ; 
sine —- = — psing — qcoosp 
dt 
dé : 
ap a POP asin yp ius hopes aru ON) 
ay 


Fee + (psing + qcos@) cotgs 


bereits integrirt ist. Man steht hier also vor der Schwierigkeit, p und gq durch Inte- 
gration von System (35a) finden zu sollen, wihrend man, um diese Integration leisten zu 
kénnen, bereits das System (35) integrirt haben, d. h. y, y, € als f(#) gewonnen haben 
miisste, wozu p und q aber ihrerseits wieder schon als f(f) bekannt sein miissten. 

Kine Lésung erméglicht Poisson trotzdem dadurch, dass er zunichst die ersten 
beiden Differentialgleichungen von System (35) nochmals differentirt, wodurch sich die 
Ableitungen von p und g und somit p und g selbst ganz eliminiren. So erhilt. er inte- 


grable Differentialgleichungen fiir ~ und ¢, welche die si&cularen und periodischen Be- 
Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 21 


— 162 — 


wegungen des Aequators auf der Ekliptik bestimmen. Nach Ausfiihrung dieser Inte- 
gration aber wird dann auch eine solche der Gleichungen (35a) fiir die Bewegung der 
Erdaxe im Erdinnern bei Einfluss der Sonnen- und Mondanziehung méglich, deren Er- 
gebniss, wie schon angedeutet, darin bestehen wird, dass die dusseren von Sonne und 
Mond herriihrenden Anziehungskrafte den Euler’schen Cyklus so gut wie gar nicht 
alteriren, so dass derselbe also trotz der Sonnen- und Mondanziehung fast genau so vor 
sich geht, wie wenn diese gar nicht vorhanden ware. 

Wir behandeln zunichst den erstgenannten Theil des Problems. Die Differentiation 
der beiden ersten Gleichungen von System (35) oe 


ee UE dp dg Sei 
Se (sine 7) = mere sin Pp —-—— cos p ta a ZG pcosp + asing)] e 


d dé wae ap 
at (a) = dt g + - Z sin g +2 * (psing + 40039) Fy 


Multiplicirt man jetzt die erste, respective zweite Gleichung von System (35a) einmal mit 
— sing und — cos g, dann mit — cos p und + sin g, und addirt beide Male, so folgt: 


ap .. dg 1 ey 
Dik tO Pee ec Lt OED ee eee 
dp dq . 4 ik Go) i 

— — coop + — sing= Je ieee ee 
qe OOP qt ne Ap sing + Aqcosp +t ene 


also eingesetzt: 


A sig g AY) ng) (42 Lem 
dt (sin « ) pede yg as OY e ty ) + ae oe 


S (=)= (p sin p + q¢0s 9) ( + 1) + : ae 


oder mit Hinblick auf System (35): 


coe ee dwy\ dé G2 iy @ iy 
dt (sin « =F it. tN+955 55 
dé . ay (dy IL Oe 
a — {| — A te 

(3 ag ye A 06& 


Es ergiebt nun aber die Combination der dritten Gleichung von System (35) mit der 
ersten: 


dp dy 
a @ — COSE ae 
ferner ist: 
aes Oe A es Lo. 
aed aap ama 
also: 
dg Wiig G, dw 
dt +21 Zo — ese ae 
Daher werden die letzten Gleichungen auch: 
d (e. , ae 0 dé de dw 1 av 
Fra ae Boe dt edi oe aay Gay" 
Che ce cent Bay dv\? 1 av yy 
qi oe 2 sine GP + sine cose (TE) eree 
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Aus diesen Gleichungen, die streng nicht integrirbar sind, leitet man nach Poisson 


durch Multiplication der ersten mit a und der zweiten mit lien ES direct solche in 
Coo Co siné 
Aa und a ab: 
Pensa. A .  adp\ , Acose de dy 1 OV 
dt Ow dt (sin dig Oe di dt. Cm sins 0¥ 
dy A ars. A COSE (sy i av 
Po = Cosme dt" Ca \dt Cosine de 
In diesen Gleichungen kénnen nun aber die zweiten Glieder der rechten Seiten: 
Acosé de dw Acose (dw 
Co dt di “ “Ca Gal 


da sie nur verschwindend kleine Betrige ergeben, weggelassen werden. Dass diese 
Glieder dusserst klein sind, ergiebt sich schon daraus, dass sie von der zweiten Ordnung 


in Bezug auf die kleinen Grissen he und ae sind. Um ihren Einfluss abzuschitsen, 
bringen wir sie auf die linke Seite der Gleichungen: 
g Aled é dw 1 dV 
rae a ae Co az (sine dt) Caosinedwb 
dw my A d? 1 dV 
ae Cea > Cae Cosine as’ 
wobei: 
Seas dw 1 dw 
OSS oy OE Tara ae 
A ay 
ae CG a 
Nun ist ab BLY. in einem Tage rund ou und @ == 22, also: 
peat. ao 365 
10) 1 
yl < 


6. 365. 200000 ~ 8 Millionen’ 
d. h. die genannten Glieder kommen thatsachlich nicht in Betracht. 

Hierdurch fallen aber enorme mathematische Schwierigkeiten weg und man erhalt 
als Differentialgleichungen fiir die Pricession noch vollstindig geniigend genau: 


dé A d . dw 1 OV 

= Ge ("* Gt) — Gomes 4 
ch re! A dé il OV ey 
dt. Owsine dt? Casinée 0€& 


Integrirt man jetzt zwischen zwei beliebigen Grenzepochen ¢) und ¢, wobei fiir tf) nume- 
risch gewéhnlich die Anfangsepoche 1850 angenommen wird, so werden die Integrale 
unserer Gleichungen, indem & und 7 die Anfangswerthe der Coordinaten fiir die 
Epoche 1850 sind: 


sr 1 OV “ dy \ 
p= — | come ay dt + —— Be (sine SE) 


(41) 


1 OV PAGEE aml mee No 
a Ve +| j ae. t! Ca Cr 7) 


Co sing 
to 
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Sehr wesentlich ist es nun hervorzuheben, dass in diesen Gleichungen y und € 
indess noch gar nicht die Bewegung der momentanen Drehaxe J der Erde gegen 
das im Raume feste System a, y, 2, sondern nur die Lage der Haupttraigheitsaxe ¢ 
gegen 2, y, 2 bestimmen, da ¢ und w ja die Lage des beweglichen Hauptaxensystemes 
&, 7, € gegen das im Raume feste System a, y, ¢ bestimmen. 

Indem wir die momentane Drehaxe 4, die mit der Trigheitsaxe ¢ bis etwa auf 
zwei Zehntel Secunden zusammenfallt, einfiihren, erlangen wir den Vortheil, dass dann 
noch obendrein die zweiten Glieder in den Differentialgleichungen (40) fortfallen, wodurch 
man die von Poisson stammende Form der Pricessions- und Nutationsgleichungen 
erhilt, welche die Bewegung der instantanen Drehaxe der Erde im Raume vollstindig 
geniigend genau bestimmen. 

Seien ~' und é’ fiir die Rotationsaxe der Erde giiltig, so wie es bisher ® und ¢é 
fiir die Tragheitsaxe § waren, und denken wir uns, wie friiher bei Ableitung der Euler’- 
schen Gleichungen, das feste System 2,y,z durch einen Kugeloctanten reprisentirt, wobei 
xy die Ebene der Ekliptik, und nehmen weiter an, dass das bewegliche Hauptaxensystem 
&, 7, der Erde durch einen zweiten Kugeloctanten gekennzeichnet ist, der sich gegen 
den ersteren fortwihrend verschiebt, wobei der Schnittpunkt € sehr nahe bei dem 
Schnittpunkte J der betreffenden Axen mit der Himmelskugel liegt, so hat man: . 


cos(4,a”) = cos(4, &) cos (é,a") + cos(4,n) cos (n, x) + cos(A,&) cos (§, 2), 


da aber nach der ersten Abtheilung: 


uo iy 
Ee ie oe a 
oe eer ete Seer 8 
cos (J,n) p? a @? ai 2 
cos (4, €) = — peas a 


Wi+edr 
C08. (E,-%) ==" 
cos (Nj, %) = 6 


Gos (€,,a) == 0 


ferner: 


COS:| Co?) lens 

so werden die Richtungscosinus der instantanen Drehaxe mit dem im Raum festen System: 

Scos (4,2) =ap + bq + er 

Sicos (J, 9) =a p. 0G. + cy 

8.cos( 4,52) == alo. b'g 4 e's, 
wobei zur Abkiirzung Vp? + g? + 7? = S gesetzt ist. In diese Ausdriicke fihren 
wir nun an Stelle der neun Richtungscosinus a, a’,... ¢’ wieder die drei Euler’schen 
Winkel g, #, € ein.. Setzt man dazu zur Abkiirzung: 


pcos p — gsngp = M Sey 
psny + qeosyp = N — 
so werden die beiden ersten Gleichungen von System (35): 


are a N 

ee ae ae 4 
Lee eey Ar 
dE ie 
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Auf Grund der Gleichungen (17) in Abtheilung I dieses Capitels, in welche die a, b,c. . 
durch g, w, é ausdriicken, erhalt man jetzt bei Einfiihrung von M und W nach einer 
kleinen Rechnung: 
ap + bqa = Moosy — Nsinw cose | 
ap + bq = Msiny + Neosp cose > - + + + + + + (48) 
ap + bg = — Nosine. | 
Die Richtungscosinus der Instantanaxe J der Erde mit den im Raume festen 
Axen 2, y, 2 aber werden auf Grund der Gleichungen (17): 


cos(4, x) = — siny’ sine! 
cos(J, y) = cosw’ sine! 
cos(4, 2) = cosé'. 
Somit ergiebt sich auf Grund der vorstehenden Systeme: 
Ssinw' sins' = — Mcosw + Nsinw cose + wsinwd sine 
Scosy’ sine) = + Msinw + Neosy cose + weosy sine (44) 
Scose' = — Nsine + wcose. | 


Um jetzt die momentane Drehaxe der Erde, 4, an Stelle ihrer Haupttrig- 
heitsaxe, §, in die vorausgehenden Untersuchungen wirklich einzufiihren, ist es bloss 
nothig, mit Hiilfe der letzterhaltenen Relationen yp’ und é’ an Stelle von 7 und € einzufiihren. 
Wir wollen jedoch gleich ~’ — w und «’ — é¢ in die analytische Entwickelung einfihren, 
weil dies sehr kleine Winkel sind, deren Sinus mit dem Bogen vertauschbar und 
deren Cosinus gleich 1 gesetzt werden kann, was vortheilhaft ist. Durch Multi- 
plication der beiden ersten Gleichungen des letzterhaltenen Systemes beziiglich mit 
cosy und — sinyw, sodann mit sind und cosp und Addition folet: 


Ssin(v' — p) sine’ = — M | fe 
Scos(w' — wp) sine’ = + Neose + wsine | ia eee) 


woraus: 
M 


N cose + © siné 


gv —v = V—v= 


Indem aber mit Hinblick auf die Gleichungen: 


By © 

Lan rare res N 
dé 
lahore 


N sehr klein ist gegen o, da a circa 50” pro Jahr, die Winkelgeschwindigkeit der 


Erde @ im Jahre aber (365 < 360 x 3600)” betragt, so wird kurz, indem WN und also 
auch Ncosé gegen @ zu vernachlissigen ist: 


Yeas 8) 


‘ Sin & 
Auf Grund dieser Gleichung und der beiden anderen: 
Ssine'’ = + Neosée + wsine 
Scosé’ = — Nsine + cose, 


die man leicht aus (45) erhilt, folgt durch passende Multiplication mit siné und cosé 
ebenfalls: 

Ssin(e' — 8) = N 

Scos(é’ — €) 


I 


09, 
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also: ; pie raed 47 

tg (é o)ieae Nase (47) 
Kennt man somit ~ und ¢, d. h. die Lage der Haupttraigheitsaxe, so kann man auf 
Grund dieser Kenntniss auch ~’ und ¢é’, d. h. Lage der instantanen Rotationsaxe 


der Erde bestimmen mittelst der Gleichungen: 


de 
; dt 
v ee @ Sin & 
(48) 
, ew 
sin dt 
é —é =— 


die allgemein giiltig sind fiir die beliebige Zeit 4 Setzen wir sie fiir die Anfangszeit f, 
an und bilden die Differenzen, so erhalt man: 


at 
@ Sin & 


P de a\* 
wv — =v’ —wWt+ “| 
to 
vt 
hoa hh SS FS) ee 
to 


00 


Fir die Bewegung der Trigheitsaxe € der Erde hatten wir nun aber die Glei- 


chungen gefunden: ; 


1 OV A 1S Gha NG 
ame A oi. | coame o5 ee (= a) 
to 
; Lt ee 
il OV A ; dwt 
ame =| cas ov Ss Co (sin 77), 


t 
Mit Hinblick auf die beiden letzten Systeme (49) und (50) erhalten wir somit 
fiir die Bewegung der instantanen Drehaxe im Raume folgende Bewegungs- 
gleichungen in #’ und ¢’, die wir aber der Einfachheit halber nunmehr gleich als 
solche in ~ und é unter Weglassung der Accente schreiben: 


de\' (/A—C 
v= 04 [aotae Oe at— (Sa self C )| 


ey sine dw A—C 
eas + frat S5et+ CS SiGe ) 


Da aber der Mie cnn der Gréssen: 


(51) 


id Brit, 2 p cos p — qsing 
ah ieee @ 
sine dw psing + qeosy 
vd oe @ : 


der folgende ist: 
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2 2 
al aria lg A 
Ve +@+r 
dieser aber angesichts unserer friiheren Untersuchungen nichts Anderes ist als die 


Amplitude des Euler’schen Cyklus, die 0”,079 betrigt, und da die Abplattung der 
Erde sich zu: 


C—A 
C 
ergiebt, so ist die Gréssendimension der zweiten Glieder in unseren letzten Gleichungen 
im Maximum beziiglich gleich 0”,0005 und 0”,0002. Diese Glieder kénnen also voll- 
stindig weggelassen werden. Die Fundamentalgleichungen fiir die Bewegung der 
momentanen Drehaxe der Erde im Raume (die allen Anforderungen geniigen) werden 
somit in definitiver Gestalt: 


— 0,00327 


Peet ls. OF 
io Cosine O€ 
: (52) 
cee ee | 
SOS Co sine Ow. 


Thre Integrale: 


1 
eo hae ia Casine 0& eM £5 
coe aw “ 


: : ; : : : OV 
aber sind vollstiindig auswerthbar, da die Differentialquotienten des Potentiales —— 


ow 
und Ba? wie wir zum Schlusse noch zu zeigen haben, als Functionen der Zeit dar- 
é 


stellbar sind. 


Ehe wir diese Entwickelung, die unsere Untersuchungen iiber die Bewegung der 
Rotationsaxe der Erde im Raum abschliesst, geben, zichen wir ein kurzes Resume. Es 
Fig. 34, : 


Norden 


bestand unsere Aufgabe darin, die Bewegung der augenblicklichen Drehaxe der Erde 
in Bezug auf ein festes Coordinatensystem zu entwickeln. Als Grundebene des- 
selben wihlten wir die augenblickliche Erdbahnebene (Kkliptik) von 1850,0. Zunichst 
erhielten wir durch Einfiihrung eines beweglichen Hauptaxensystems &7,§ nur Formeln, 
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welche die Bewegung der Haupttraigheitsaxe € des Erdkérpers definirten. Durch 
Einfiihrung der Richtung der momentanen Drehaxe wurden diese Formeln einfacher, 
indem wegen des Factors ees wie wir sahen, gewisse Glieder so klein wurden, dass 
sie vernachlissigt werden konnten. Nennen wir dann Aequator diejenige Ebene, die 
auf der instantanen Drehaxe der Erde senkrecht steht, ~ den Knoten und ¢€ die 
Neigung des Aequators gegen die feste Ebene der Ekliptik von 1850,0, so gelten die 
Poisson’schen Gleichungen (53) so gut wie vollkommen streng. 

In ihnen reprisentirt V das Potential der Sonnen- und Mondanziehung. Die 
Anziehung der Planeten kann vernachlassigt werden und dies geschieht bei dieser 
Entwickelung thatsichlich. Man kann nun V auf Grund 
der Mondtheorie, und da Naherungswerthe von w und & 
bekannt sind, entwickeln und damit q# und ¢ selbst. 
Die sorgfaltigsten und umfassendsten numerischen 
Entwickelungen, die in dieser Beziehung bisher durch- 
gefiihrt worden sind, sind die von Oppolzer gege- 
benen. Der Umfang und die Genauigkeitsgrenze dieser 
Entwickelungen geht indess iiber die durch die Praxis 
gesteckten Anforderungen und Grenzen weit hinaus. Wir 
wollen nur die ersten Glieder entwickeln, was fiir die 
principielle Seite des Problems ausreicht und verhaltniss- 
massig einfach geschehen kann, und die numerischen 
Entwickelungen nur insoweit geben, als sie in der 
Praxis der Bahnrechnung wirklich gebraucht werden. 

Von vornherein muss man aber in den Entwicke- 
lungen die gréssten Mondglieder, so die schnelle Be- 
wegung der Mondknoten beriicksichtigen. Thut man 
dies, so zeigt sich, dass in der ersten Naherung in ¢ 
keine sicularen (mit ¢ multiplicirten) Glieder auftreten, 

0 sondern nur in-y. Wie bereits zu Anfang erwahnt, 

nennt man diese sdicularen Glieder Pricession, die 

periodischen aber Nutation, und da dieselben nur von der Anziehung der Sonne 

und des Mondes herriihren, so setzt man eben, um dies zu bezeichnen, , Luni-Solar“ 

davor. Es giebt also in erster Naherung keine Luni-Solar-Pricession in Schiefe, 

sondern nur eine solche in Linge, dagegen eine Luni-Solar-Nutation in Linge und 

eine ebensolche in Schiefe. Bei der zweiten Naherung [ef. Formeln (69)| tritt jedoch 
auch eine Pracession in Schiefe, freilich von verschwindend kleinem Betrag, auf. 

Hinsichtlich der geometrischen Darstellung beschreibt, wie schon erwahnt, die 
instantane Drehaxe J einen Kegel um den Pol der festen Ekliptik H, (Pricession). 
Auf dem Mantel 0 4' dieses Kegels rollt ohne Reibung ein kleinerer Kegel 0 4N 
(cf. Fig. 35). Dadurch beschreibt 4, welches auf der Mantelflache dieses kleinen 
Kegels liegt, am Himmel eine Schlangenlinie. Dieser kleine Kegel ist in erster 
Anniherung, wenn man nur das erste Glied der Nutation mitnimmt, ein elliptischer. 

Nimmt man hingegen die weiteren Glieder mit, so indert dieser kleine Kegel 
seine Gestalt und der Vorgang ist nicht mehr so einfach geometrisch darzustellen. Das 
ist die Theorie der Rotation der Erdaxe. 

Die sphirische Astronomie aber hat mit dem wahren Aequinoctium zu rechnen. | 
Die Erdbahn wird nun durch die Anziehung der Planeten sicular und periodisch in 
ihrer Lage verindert. Diese Verainderung giebt die Sonnentheorie (z B. Leverrier) 
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und aus ihr muss also die Lage der Erdbahn entnommen werden, wobei man aber nur 
die sacularen Veranderungen beriicksichtigt, worauf wir zu Anfang von Abtheilung III 
dieses Capitels zuriickkommen. UHierdurch wird erst der Begriff ,Pracession 
durch die Planeten“ eingefiihrt, der mit der Theorie der Rotation der 
momentanen Drehaxe der Erde an sich nichts zu thun hat. 


Um unsere theoretischen Untersuchungen zum Abschluss zu bringen, haben wir 


dw 


passende Reihenentwickelungen fiir die Differentialquotienten —— und , Wie sie 


dé 
dt dt 
durch die Poisson’schen Gleichungen (53) definirt sind, aufzustellen und dazu muss 
das Potential der Sonnen- und Mondanziehung: 


Vik? m >2 


auf die Erde, und seine beiden in den Poisson’schen Gleichungen auftretenden Deri- 
virten, nach der Zeit entwickelt werden. Sei r’ die Entfernung des fusseren Punktes 
m mit den Coordinaten £,, ,, §, r’ diejenige des beliebigen Punktes w des Erdkérpers 
vom Ursprung, mit den Coordinaten &, 4, €, schliesslich r die gegenseitige Entfernung 
beider Punkte, so ist ja: 


eae Pa 2(&&, ong | 66) 


oder: 


earl — 3G tam +66) + ah 


mithin: 
ip, 


1 it Disks 12 
o=a|l— ai Gh ton + 6) + 5, 


U 


Indem nun -, fiir den Mond etwa fiir die Sonne hingegen gar nur circa ist, 
r 


1 L 

60’ 20000 

so reicht es selbst fiir die scharfsten Rechnungen vollstindig aus, wenn wir bei der 
U 


Entwickelung von me indem sich in bekannter Weise fiir V eine Entwickelung nach 
Kugelfunctionen ergiebt — bloss bis zu Gliedern zweiter Ordnung incl. gehen. Es © 
wird somit: 


1 1 1 1 r? a I : 
Soll + mb tom +6) — 5 m+ gE tm + 6)I 


Da aber die Entfernung ,,.Erdcentrum — Mondcentrum“ ganz unabhingig davon ist, wel- 
chen aller unendlich vielen Punkte des Erdkérpers man ins Auge fasst, so wird das 
Potential: 

__ k?m 1 


1 2 Sri : : 

if = om >>) w [6+ on &+umt £6) Shona i ae Dp) re (S7 8s nni| 
+ 86) + 280m +-->]| 

Weil é,7, € Haupttrigheitsaxen, also entsprechend den in Abtheilung I. dieses Capitels 


abgeleiteten allgemeinen Relationen A, B,C Haupttrighcitsmomente sind, und folglich 
nach dem Friheren: 


.. (64) 


Zim (y? + 6?) = A 
Zim (6? + #1) = B 
Zim (& + 9?) = C 


Klinkerfues, theoretische Astronomie. 22 
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Spa Che Se 
Sait eae ee 
me = ee ew 
ist; und da ferner &, y, € durch den Schwerpunkt gehende Axen, also: 
Zim &4 == 0 zm ~é = 0 
ate ye ==70 am n = 0 
Wietyeaar 2m Ce 0) IG ga) 
ist, und mithin: 
Sm r'2 — See 


wird, so resultirt bei Kinfiihrung der Haupttrigheitsmomente fiir das Potential folgender 
allgemeine Ausdruck: 


kom ., k?m 
v= rat 2 7] l- 3 
yr! V8 


Spied 
ENON Broete = pala 


Cw ete (55) 


Fir die Erde, fiir die als eee. zwei ease a gleich sind 
(A = B), wird das Potential indess einfacher: 


k2m hk? yl 1 
Var Sut oe |G Tae + 0+ 97Q4—o}—Le@44 c)| (56) 
BLis 2 ¥ 1D 2 
oer Eee + po [et + 2684 — © 


Die ersten beiden Glieder hangen nicht vom Coordinatensystem ab. Da nun nur 
OV 


ow 


Winkeln # und ¢ ganz unabhingig ist, d. h. da w und ¢ die Grosse rt gar nicht ent- 


und a gesucht werden, und die Entfernung Mittelpunkt ,Mond— wisi von den 


halten, so kénnen wir vom ersten Gliede in: 


3 k2m 


Viz fp") + 5 ie (A — C) & 


bei Aufstellung der Differentialquotienten a und on in den rechten Seiten der Poisson’- 


O€ 
° schen Gleichungen ganz ab- 
sehen und fir das folgende 
also einfach: 


3 k2m 
yy 


Fig. 36, 


" A— 


(A— ©) 67 
setzen. 

Indem nun bei Einfiihrung 
Bkliptik > der geocentrischen Linge 7 und 
es Breite b des Mondes, welche 

ate. auf dieselbe Fundamentalebene 
y wie w und ¢, also auf die 
feste Ekliptik Jan. 1850,0 zu beziehen sind (Fig. 36): 

—E = r" cosbd cos, y =r” cosb. sini, = r" sinl 
ist, so folgt, da nach den allgemeinen Formeln (17) von Abtheilung I: 


,=c&+ cn + c’& = — sind sineE + cosh sinen + coses 
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ist, fiir €, der Werth: 
€, = r” [cos b sine sin(I—w) + sind cos é]. 
Das Potential wird somit: 


3 Ke? 
Vi 5 on (A— C) [cos b sin € sin(I—w) + sind cose]? . . . (57) 
oder wenn man zur Abkiirzung: 
3k?m C—A _ 
ui. 0re ve 


setzt, wo @Q constant ist, wenn man den mittleren Radius vector der Mondbahn r” als 
constant betrachtet, so lautet der Ausdruck fiir das Potential in endgiiltiger Form: 


tains ae 5 Ca Q[cosb sine sin(L—w) + sindbecose}? . . . . (58) 
Daher ergeben sich durch Differentiation fiir die rechten Seiten der Poisson’schen 
Gleichungen folgende Werthe: 


1 OV : i 
Cw sine dv Q[cosb sine sin(I—w) + sinb cose] cosb cos(I— v) | 


2 ae aL 
Co siné 0€ 


(59) 
= — Q[cosb sin € sin (I—w) + sind cos €] [cos b cotg € sin (I— ) — sin Hl 


Diese Ausdriicke hat man nun einmal fiir die Sonne unter Einfiihrung von Linge, 
Breite und Radius vector der Sonne: 


lo be TO» 
sodann durch Einfiihrung derselben Gréssen fiir den Mond: 

Iq bq rq 
m bilden, indem man fiir Lange, Breite und Radius vector die Werthe aus den 
Leverrier’schen Sonnentafeln und den Hansen’schen Mondtafeln als f(t) entnimmt 
und in letztere Gleichungen einsetzt. Ebenso ist Q mit Hiilfe dieser Tafeln leicht als 
Function der Zeit zu entwickeln. Betrachtet man dabei die Breite, die fiir die Sonne 
direct gleich Null ist, héchstens einige Secunden betraigt, und fiir den Mond, wenn auch 
nicht direct Null, so doch gering ist, als so klein, dass man setzen kann: 


sD = ig b = b 
co5.0. ==" I 
sib? == 0, 


was schon eine sehr starke Annaherung ergiebt, so wird: 


> 20 <a Pass ks 
Gainey als sin é sin 2(1— wp) + sinb cose cos (I v)| 

1 OV lowe. Us . , CoSé?—sing? , 
ee ag | cos « sin (l— p)? + sind ay: sin (—v)|. 


Da aber nach Fig. 36: 
tgb = tgi sin(l— 82) 
ist, oder weil: 
tgb = sinb 


auch: sinb == tgi sin(I— 82) 


ist, so werden die rechten Seiten der Poisson’schen Gleichungen auch: 
22* 


— 172 — 


1 OV 1 ; :; :, 
Casi eo | sine sin2(I—w) + tgi cose sin(21— 2 — yp) 
— tgi cose sin(Ss—yp)] 


1 OV sad 1 “ se Pees (60) 
UP OES a [cos cose cos (21 iy 


a reyy 2 
is COS & SUN E ign cos (21-2 —¥)| 


SINE 
Betrachtet man nun Q als constant, was jedoch nur in erster Naherung richtig ist, wenn 
man die Mondbahn nicht als elliptisch, sondern als Kreisbahn ansiecht, so treten in W 
bloss siiculare Glieder auf und man erhilt: 


dw 
gis a Q C08 Eo, 


cos €2 — sin &? 
SiN & 


tgi cos(3— wy) — 


indem naherungsweise auch € = &, da sich auch die Schiefe der Ekliptik wenig Andert; 
integrirt folgt also: 

Y= %% + Qe. 
In ¢ hingegen treten bei diesen Vernachlissigungen nur periodische Glieder auf, gar 
kein constanter Theil, es ist: 


dé 
—— i) 
dt 

€ = &) 


d. h. die Schiefe der Ekliptik bleibt beziiglich s&cularer Glieder constant bis auf Glieder 
hoherer Ordnung. Fiihrt man hingegen die Rechnung mit allen Naherungen durch, so 
hat man @ als mit der Zeit verinderlich zu betrachten und dann treten in w sowohl 
siculare wie periodische Glieder auf; man erhalt die ganze zu Anfang erwahnte Reihe, 
die sich aus einer Potenzreihe der Zeit plus einer Fourrier’schen Reihe zusammensetzt: 
V=htatteaht+--+ 2a csiO+iO; 
wobei der erste Theil die Lunisolarpracession in Linge, der zweite die Luniso- 
larnutation in Lange reprisentirt und sich in der Rechnung, wie wir sehen werden, 
w additiv zusammensetzt aus %o und we; ¢,, die schon erwihnte Pracessions- 
constante, stellt das Hauptglied dar. Ebenso setzt sich € zusammen aus ég und €&¢ 
und man bezeichnet wieder das grésste in € auftretende Glied als die Constante der 
Nutation. Es existirt also in erster Naherung nur eine Lunisolarnutation in Schiefe, 
aber keine Lunisolarpracession in Schiefe [cf. Formeln (68) und (69)]. 
Wir berechnen zunichst die von der Sonnenwirkung herriihrenden Glieder fiir ein 


constantes @, d. h. bei Vernachlassigung der Excentricitat, setzen also r = a, d. h. 
2 — 
i Dial ce ee ee AY 
2 2a30 C 


Da die Bewegung in der Kreisbahn gleichférmig, so ist die Sonnenlinge Io dargestellt 
durch eine lineare Function der Zeit: 

lo = iS + NO t, 
WO Nq die mittlere tagliche Bewegung der Sonne und et der Anfangswerth yon Ig zur 
Zeit t) ist. Die Neigung 7 fiir die Sonne, d. h. die Neigung ihrer augenblicklichen 
Ekliptik gegen die vom Jahre 1850, ist so klein, dass man ganz von ihr absehen kann. 
Somit ergiebt sich fiir die Sonnenwirkung: 


dw er iG 
(F aut Bro: QO [eos é—coseé cos (215 + 2not— 2y)] 
dé — 1 (0). é (0) 
(a= 5} sine sin(2l> + 2ngt—2v) 


oder: () Spee QS [cos e— cose cos(219 + 2not)] 
© 


Ga) =~ 3 


Als Pracession und Nutation in Lange, wie sie durch die Sonne allein hervor- 
gebracht wird, folgt also durch eae 


z 4 
(61) 
— — Q& [sine sin(219 + 2not)] 


(0) 
oe 


(W)o = const. — = ~ & cosé Xt aya Bone SU Alou ati As (62) 
Die Nutation in Schiefe wird: 
__ @ sine 
(Feo = roa cos 21g. 
Fiir den Mond ist: 
1¢ — he — NE t 
und: 
& => $39 — at, 
wo % = 199,342¢ (¢ in Jahren). In Folge dessen wird der Mondantheil an der Priicession 
und Nutation, indem die Mondknoten in circa 18 Jahren von 0 bis 360° wechseln: 
ee (0) , 8 &2— sin &? 
coke ~ a [eos cos € cos 21g + tg ar cos &3 
. COS 2? — sin €? 
— tgi ee cos (21¢ —8)| 
dé (63) 
Ga — > ~ sin & ae — = =o tg i cos é€ sin(21g — 8&2) 
+> oo tgi cos sin 83 
wobei: 
6 == Mees 
ist. 
Da, wenn $3 an Stelle von ¢ Variable und 2 = 2,— at, also d2 —— cdf, somil: 
t 
} 1 
[cos ae = — 7 | 83d = — ae und [cos Sat Sa ar (sin 8 — sin 29), 


0 
so folgt durch Integration, bei der man sogar die starke Mondknotenbewegung ver- 


nachlassigen kann: 


(0) 
(~)@ = const. — — 5 oe cose xt + a cos € sin 21¢@ 

NE 

Q? . COS 2 — sin &? (9) cos €2— sin é? 
ioe sins i PU aeara gene (02 tc =, 5) 
Q? ci (64) 
(4 e)\¢ = ae Sin & cos2le + 7 ae cos € cos(21g@ — 8) 
NE 
O 
a 2 >< 199,349 tgi cosé cos &3 


wobei in den Nennern « gegen ” vernachlissigt ist: 
2ng =f “a = 2n¢. 
Das Glied: 
__ {9",2231 (nach Peter s) | 


Qe 
~ \9",2365 (nach Nyrén)f . .. . (65) 


332190345 9? cos € cos 8&4 = 
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ist die ,Constante der Nutation“, auf deren geometrische Bedeutung wir bei An- 
fiihrung der separaten Werthe der Nutation in Linge und in Schiefe in Abtheilung HI 
dieses Capitels nochmals zuriickkommen werden. 


Da nun bei Einfiihrung der einzelnen Zahlenwerthe und bei Annahme des Werthes 
fiir die Abplattung: 
Ca 
C 


— 0,00326 


Q” sich fiir den Mond zu: 
19 Q = 1,8779 
ergiebt und da in einem Tage: 
ne = 138 TT 
ist, so findet man durch eine leichte Rechnung aus letzteren Gleichungen numerisch: 
(W)¢ = — 34,63t + 0,20 sin 21¢@ + 17,29 sin 83 + 0,03 sin (21g — 8) 


66 
(4é)¢= 9",24 cos 83 + 0,08 cos2i¢ + 0,01 cos (21¢ — 82) cD 


Um noch eq und (4é)q numerisch zu erhalten, hat man zunachst das unbekannte 
Yo m bestimmen. Dazu bestimmt man zunichst die gesammte Priacession: 


vi) = %)c + Mo 
empirisch durch Beobachtung der Fixsterne und Bestimmung von deren Langen. 
Hierauf kann man das s&culare Glied der Pricession, die Pracessionsconstante, be- 
stimmen. So ergiebt sich aus Sternértern allgemein: 


0 aiits 
Da aber fiir den Mond ~ bestimmt wurde zu: 
(W)¢ a 34.68 1 
so bleibt in q fiir die Sonne: 
(W)o = — 15,741. 


Auf Grund hiervon findet sich: 
1g QQ = 1,5355 


und die Gesammtpracession und Nutation fiir die Sonne in Linge und Schiefe wird 
mithin numerisch: 


(vo = — 15,74t + 125 sinQlo 
(de)o= + 0754 cos2Io. 


Als Zahlenwerthe fiir die Gesammtpracession und Nutation in Lange und 
Schiefe, die schon eine praktisch gute Naherung darstellen, erhalt man somit fiir das 
Jahr 1850,0 (indem man Glieder < 0,05 fortlisst): 

Y= Wot Wa = —50",37t + 17,29 sin &3 + 0,20 sin 21¢ + 1",25 sin 21g +: (67 
Ae= (4e\y + (Fe)¢ = 9,24 cos 5d + 0,08 cos21g + 0,54 cos2lo ) 
Setzt man nicht, wie es im Vorhergehenden zur Vereinfachung geschehen ist, 

I —— i) 

cosb == 1 
und vernachlassigt ¢gi? nicht, so erhalt man nach Peters als numerische Werthe, in 
denen auch auf die Lagenverschiebung der Ekliptik im Raume in Folge der Sicular- 
stérungen, d.h. auf die Pracession durch die Planeten Riicksicht genommen ist, von 


der im Vorhergehenden abgesehen wurde, die folgenden, in der Praxis geniigend genau 
zu Grunde zu legenden Ausdriicke: 


— 17% — 


= — 50",37t + 17,24 sin 83 + 07,20 sin2I¢ 
+ 11,24 sin 2h — 0,21 sin 27 88 me 
é = 9",24 cos 83 + 0,09 cos 21¢ + 0,55 cos 2Io i bi yt eae 
— 0,09 cos 2 82, 
wobei ¢ in Julianischen Jahren gerechnet ist, und ein Jul. Jahr bekanntlich 365,25 
mittlere Sonnentage betrigt. 
Das Resultat der zweiten Niherung ist nach Oppolzer, wenn man alle Glieder, 
die kleiner als 0,01 sind, weglisst, fiir die Epoche 1850,0: 
w = 50,3703 t— 0”,000 108 88 #2 
— 17",274 sin 2% + 0,209 sin 2 % + 0",068 sin € + 0",011 sin(C + 2 +28) 
+ 0,015 sin((—2© + 20—20’) 
— 0,204 sin(2( + 2+ 2 $3)— 0",026 sin(3 C+ 2+ 2 2) 
— 0,034 sin(2€ + 2+ 8) + 0,012 sin(2© +20! + &) 
+ 0,127 sin ©@ —1",263 sin(2© + 20! + 284) —0",049 sin (3 © + 20! + 282) § (69) 
+ 0”,021 sin(© + 2a' + 2 8) 
€ = & + 0”,00000713 # 
+ 9,236 cos $4 — 0,090 cos 2 83 + 0,089 cos(2€ + 2@ + 2 8) 
+ 0,011 cos(8€ + 2@ + 2 8) + 0",018 cos(2C + 2@ + 8) 
+ 0",548 cos(2© + 20’ + 2 83) + 0,021 cos(8 © 4+ 2e' + 2 £2) 


In diesen Formeln bedeutet: 


die mittlere Anomalie des Mondes, 

die mittlere Anomalie der Sonne, 

die Linge des aufsteigenden Mondknotens, 

den Abstand des Mondperigiums vom aufsteigenden Mondknoten, 

den Abstand des Sonnenperigiums vom aufsteigenden Mondknoten, 

die seit 1850,0 verflossene Zeit in Einheiten des julianischen Jahrhunderts. 


+ £8 DOA 


Die Theorie der Pricession und Nutation ist durch das Vorhergehende im Prin- 
cipe erschépft. Es eriibrigt zum Schluss nur noch, die auf S. 162 dieser Abtheilung 
aufgeworfene Frage nach der Bewegung der Erdaxe im Erdinnern unter Einwirkung 
der Sonnen- und Mondanziehung zu erledigen, indem die Berechtigung der vorstehenden 
Betrachtungsweise, welche von der Erdaxenbewegung im Inneren ginzlich absieht, die- 
selbe vielmehr allein im Raume verfolgt, erst dadurch evident wird, dass man sieht, dass 
die ausseren Krafte der Sonne und des Mondes in der That keine wesentliche Aenderung 
des Euler’schen Cyklus zur Folge haben. Die Voraussetzung, dass sie den Euler’schen 
Cyklus nicht alteriren, ist dabei, dass man gewisse kleine Glieder von einigen hundertstel 
Secunden vernachlassigt, in denen gerade die winzig kleine Drehung der momentanen 
Drehaxe um die Triagheitsaxe der Erde, also thatsichlich eine Schwankung der Erdaxe 
im Erdinneren enthalten ist. Es sind dies, worauf ausdriicklich hingewiesen sei, 
jedoch nicht, wie Herr Folie sagt, Nutationsglieder; denn mit Pracession und Nu- 
tation zusammen bezeichnet man ja die Schwankungen der Erdaxe im Raum; wahrend hier 
solche im Erdinneren in Frage stehen, die Herr Folie falschlich der Axe im Raum zuschreibt. 
[Vergl. Astr. Vierteljahrsschr., 31. Jahrg. (1896), 8.293, sowie 35. Jahrg. (1900), S. 332.] 

Indem wir der Kiirze halber hier nur eine niherungsweise Abschitzung vornehmen 
wollen, deren Endergebniss indess numerisch nicht betrachtlich vom Resultat der strengen 
Rechnung abweicht, lassen wir wieder Glieder vom Range der Excentricitat der Mond- 
bahn weg, betrachten letztere also als Kreisbahn. Analytisch besagt das, dass wir: 


l= n't +1 
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setzen, wo n’, die mittlere Mondbewegung, circa gleich 1/., der Rotationsgeschwindigkeit 
der Erde und 7, die Mondlange zu einer bestimmten Zeit ist; ferner wollen wir die 
Mondbreite b, die 5° betrigt, Null setzen. Die rechten Seiten der Poisson’schen 
Gleichungen werden dann: 


Lo Vales 
eS he } in 2 (1 Ne 
Co sine Ow zy Qsine sin2(l, + 2 ¥) 
oem 


ee 1 
Cow sine 0& 2 Q cos € [1 — cos2 (ly + n't — y)]. 


Sehen wir auch noch von der kleinen Grésse w ab, so hat man noch einfacher: 
1 OV ] 

ibe Lis Co ; (21 ; 

RE 5 Q sine sin(21, + 2n't) 

i» Soy 

Cosine 0& 


(70) 


: Q cos é [1 — cos(2l, + 2n't)| 


Als Integrale der Kuler’schen Gleichungen bei Kinwirkung der Sonnen- und Mond- 
anziehung, wie sie die Lage der instantanen Drehaxe 4 der Erde gegen das mit der 
Erde fest verbundene Hauptaxensystem &1,€, also die Lageninderung der Rotations- 
axe im Erdkérper bestimmten, fanden wir nun (s. 8. 161) die Formen: 

p = foosdt — gsinit 
q = fsinaAt + geosit, 


wobei sich f und g durch Integration der Gleichungen: 


a = + neosit + msinit 
dg : 
fie nsindt + mcosat 


ergaben, in denen n und m die folgende Bedeutung hatten: 

sing OV cos p OV 

A sine OW Amos 

coop OV sing OV 

Asiné dw Aloes 

Multiplicirt man jetzt beziiglich einerseits die erste Gleichung mit + cosAt, die zweite 
mit + sinAt und andererseits mit —simAt und + cosdt und addirt beide Male, so 
ergiebt sich: 


Yi) SSS 


== 


df _—-_s siém(P+At)OV  cos(p+At)oV 
Dt Asine Ow A Oe 
dg _-—-—scos(p + Atl OV | sin(p+At)aV 
i Asne Ow” A Oe 


In das Argument der trigonometrischen Functionen dieser Ausdriicke lasst sich jetzt 
aber leicht die Rotationsgeschwindigkeit o der Erde um ihre momentane Drehaxe ein- 
fithren mit Hilfe der friiher abgeleiteten Gleichung: 

C dw 


dp 2 
reer ty ree ry 


Die strenge Integration derselben, die schwierig sein wiirde, da ¢ mit der Zeit ver- 
anderlich ist, gestaltet sich fiir unseren Zweck indess einfach, wenn man bedenkt, dass 


das zweite Glied der rechten Seite @ gegeniiber offenbar ganz vernachlassigt werden — 


kann, da ~ in einem Jahre circa 50” betrigt, in einem Tage also verschwindend klein 
ist, wahrend die Rotationsgeschwindigkeit der Erde in einem Tage 360° = 2a aus- 
macht. Integrirt folgt also sofort: 
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C 
oder einfach: 
At+p=ot+y, 


indem: 
cy ae 
A 300 
gesetzt werden kann. Somit erhalt man: 
df _—s sién(mt + vy) OV  cos(mt + y) OV 
dt Asine + 6) 60 A OE 
dg __—«-—scos(mt + vy) OV , sin(wt + y) OV 
hie | 2A sine Ow A Oe 


In diesen Ausdriicken kénnte man jetzt die Differentialquotienten des Potentiales 
auf Grund der Gleichungen (70) unmittelbar einsetzen und streng integriren. Da wir 
es hier aber bloss auf eine Ueberschlagsrechnung absehen, so kénnen wir im Argu- 
ment der trigonometrischen Functionen, welche in den rechten Seiten von (70) auf- 
treten, 2n’t vernachlissigen, indem die Periode des Sinus und Cosinus von 21) + 2n't¢ 
etwa einen halben Monat betragt und da n’ = 27, 

20 = ve circa 


14 


ist. Ebenso unterscheidet sich wo + nn’ vom Mittelwerth o bloss um a circa seines 
Werthes, da: ee ON 360 

pa Come | 
ist; auch die Schiefe der Ekliptik andert sich im Jahrhundert nur wenig. Man wird 
also schon eine gute N&dherung erhalten, wenn man von den Gleichungen folgender 
Form ausgeht: 


eon 1 Ca ; : 
Asne oe ee a Q sin € sin 21, 
71 
OAL ee oe Q sin € cos € sin 12 a 
cee ee 0 


Auf Grund dieser Gleichungen ergeben unsere Differentialgleichungen fiir f und g | 
unmittelbar das folgende Integrationsresultat: 


fa fo + ee Q sin é sin 2 1p cos (wt-+-y)+ , Q sin é cos é.sinl; sin(wt+ 7) | 
1¢ C © 
te oie Qsiné sin 2ly sin(w t+-y)+ i Q sin € cosé.sinly cos (at + 7) | 
In diesen Relationen entsprechen die Gréssen f) und g, dem strengen Euler’schen 
Cyklus, die zweiten Glieder vom Argument (wt + y) aber, welche die tiglichen 
Schwankungen des Erdkérpers gegen seine Rotationsaxe, d. h. eine Axenschwankung im 
Erdinneren darstellen, geben die Abweichung vom Euler’schen Cyklus in Folge der 
Sonnen- und Mondanziehung. Diese Schwankungen” der astronomisch bestimmten 
geographischen Breite, welche natiirlich durch die Beobachtungen nie constatirt 
werden kénnen und die eben Herr Folie als Nutation bezeichnet, d. h. fialschlich der 
Axe im Raum zugeschrieben hat, sind aber so unbedeutend, d. h. die zweiten Glieder 
unserer Ausdriicke fiir f und g sind so verschwindend klein, dass man von ihnen ganz 
absehen kanu, Mithin wird der Euler’sche Cyklus durch die Sonnen- und Mond- 
anziehung thatsiichlich nicht in einer in Betracht kommenden Weise geiindert und aus 


Klinkerfues, Wheoretische Astronomie, 23 
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diesem Grunde konnte eben die Pracessionstheorie, wie es im Vorhergehenden geschehen 
ist, unabhingig vom Euler’schen Cyklus entwickelt werden, eine Trennung, die, wie 
gesagt, erst die Lésung der Probleme der pxchech wanes’ im Innern und im Raume 
fiir die Erde erméglicht. 

Dass die genannten Glieder in letzteren Gleichungen fiir f und g als gentigend 
klein vernachlissigt werden diirfen und deshalb das Problem, wie angegeben, behandelt 
werden konnte, erhellt in folgender Weise. Setzt man zur Abkiirzung: 

Ot yo 
c Q sin é sinl) = m = mM sinh, 
so wird: 
(73) 

Es gentigt ersichtlich die Behandlung des ersten Ausdruckes. Da der Maximal- 

werth vom absoluten Werthe eines Ausdruckes der Form: 
| asine + deose | max =—Va + B 


ist, So ist in f der Maximalwerth der zweiten Glieder gleich: 


f = fo + m(cosly cosz + cosé sinly sin) 
I = go — m(cosl, sinz — cosé sinly cos x) 


m Y cosl? — cos é sin]? = m Y. 


Es wichst nun aber Y fortwahrend, wenn man J) von 0 bis — v wachsen lasst, denn der 


2 
Ausdruck: 
2 
a = 2sinly cost) {1 — 2 sinl? sin e} 
0 
ist positiv zwischen 7) = 0 und Jy) = + weil 2siné? immer <1 ist (indem ¢ circa 
2895), Daher ist: 
(1% VY) man == Ig €0S & = _ Q sin & cos &, 
was mit Hinblick auf die numerischen Werthe einige Hundertstel Secunden bedeutet. 
Es ist namlich numerisch geniigend genau, wo Sonne = ©, Erde = 6, Mond =, 


Masse = UM, mittlere Entfernung = r bezeichnet: 
Sem CAC eee 
OF CL) | OC e300 

Nach Hansen’s ,Darlegung“, S.177, ist ferner fiir den Mond: 


circa, @ = 207, Mo = 320000 MH, Mo = 5 Me 


log © = 7,4034757 also: “2 = [2,5965243] = 394,933; 
Ys "¢ 


oder, da rs die Langeneinheit, in runder Zahl: rg = a 
Daher ergiebt sich auf Grund dieser’ Werthe als Maximalbetrag fiir die Sonne beziig- .. 
lich 0,04, fiir den Mond 0,08, in Summa also als Maximalabweichung 0”,12. Die 
Abweichung der Erdaxenschwankung im Erdinnern vom Euler’schen Cyklus in Folge 
der anziehenden Wirkung der Sonne und des Mondes auf das abgeplattete Erdsphiroid 
wird also, da der Winkel der instantanen Drehaxe mit der Haupttrigheitsaxe € nach 
Gleichung (15) in Abtheilung I dieses Capitels: 


Yye+@ 


sny = 
? @ 
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ist, in maximum: 


0”,12°¥2 
QU eS yee 5 a =O". 019 y2 == ()',026 


betragen, oder bei genauer Rechnung, wenn man die im Vorhergehenden der Einfach- 
heit und Kiirze halber gemachten Vernachlissigungen nicht zulisst: 0”,019. Das ist 
aber in der That eine nicht in Betracht kommende Grdsse. 


III. Der Einfluss der Bewegung der Aequinoctien auf die Coordinaten 
und die Bahnlage der Himmelskorper. 


A. Die Pracession. 


Die im Vorhergehenden theoretisch abgeleitete Bewegung der Erdaxe oder des 
Erdaquators in Folge der Anziehung von Sonne und Mond auf das Erdellipsoid hat zur 
Folge, dass die Langen und Breiten, resp. die Rectascensionen und Declinationen 
der Sterne im Laufe der Zeit gewisse Veriinderungen erleiden. Wir wollen im Folgenden 
zunachst nur den sicularen Theil dieser Erscheinung betrachten. Sei also (Fig. 37) E, 73 


die Ekliptik einer bestimmten Ausgangsepoche, z. B. fiir das Jahr 1750,0 oder 1850,0. 
Sei ferner A, die Lage des mittleren Aequators zu dieser Zeit und A, seine Lage 
t Jahre spiter. Dann wiirde fiir die erstere Epoche die Linge des Sternes S gleich 
YC sein, wahrend sie fiir die letztere }C wire, da der Frihlingspunkt von Yj, nach 
F zuriickgewichen wire. 

Hierzu kommt aber, wie im Vorhergehenden gleichfalls schon erwahnt, noch 
eine zweite Lageniinderung: die scheinbare Sonnenbahn (d. i. die wirkliche Erdbahn) 
wird durch die Anziehung der Planeten auf die Erde im Laufe der Zeit derart ver- 
schoben, dass die Sonne am Himmel eine mit zahlreichen kleinen Unregelmissigkeiten 

23* 
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behaftete Bahn beschreibt. In Folge dessen wiirde eine wahre Ekliptik (d. h. ein 
grésster Kreis, welcher durch zwei unendlich nahe Lagen der Sonne hindurchginge oder 
die Sonnenbahn osculirt) schon im Laufe eines Jahres eine ganze Reihe sehr schnell 
wechselnder Lagen annehmen. Da andererseits\ die Beobachtungen stets Aaquatoreale 
Coordinaten geben und die Ekliptik nur fiir theoretische Fragen in Betracht kommt, so 
hat man es vorgezogen, eine ,mittlere Ekliptik* einzufiihren, welche fiir ihre Epoche 
die Sonnenbahn insoweit vollstiindig darstellt, als sie durch die von den Planetenstérungen 
herriithrenden SA&cularglieder bedingt ist. Die kleinen Unregelmassigkeiten der 
Sonnenbewegung, welche von den periodischen Stérungen der Erde durch die Planeten 
hervorgerufen werden, lisst man dann ganz einfach in die Breite der Sonne gegen die 
betreffende zu Grunde geleete Ekliptik eingehen. (Dabei werden in den Astronomischen 
Jahrbiichern die Breiten der Sonne fiir jeden Tag des Jahres, im Berliner Jahrbuche 
fiir mittleren Berliner Mittag, bezogen auf das mittlere Aequinoctium des Jahresanfanges 
gegeben.) Diese kleinen Gréssen verdanken also einer doppelten Ursache ihre Ent- 
stehung: erstens dem Umstande, dass die mittlere Ekliptik fiir den betreffenden Tag 
des Jahres nicht mit der mittleren Ekliptik zu Jahresanfang zusammenfallt; zweitens den 
periodischen St6rungen der Erde durch die Planeten. 


‘Diese mittlere Lage der Sonnenbahn, die also im Laufe der Zeit sich verschiebt, 
wiirde mithin, wenn sie sich zur Ausgangsepoche in e9#, befand, nach der Zeit ¢ in 
die Lage 99H, gelangt sein. In Folge dessen liegt der Friihlingspunkt zur Zeit ¢ in 
Y. und die Linge des Sternes ist in Wirklichkeit Y,C,. Die Gesammtheit beider 
Erscheinungen fasst man, wie gesagt, allgemein unter dem Namen Pricession zusammen. 
Das Stiick /,, um welches in Folge der Anziehung von Sonne und Mond der Aequator 
auf der festen Ekliptik e9 #, zuriickgewichen, ist die Lunisolarpracession, fiir die 
wir eine numerische Entwickelung bereits erhalten haben. Fiir das kleine Stiick a, 
welches die beiden Ekliptiken auf dem beweglichen Aequator ausschneiden, die 
»Pracession durch die Planeten“, werden wir den numerischen Werth noch ab- 
leiten. Die Winkel ¢, und @ sind die Neigungen beziiglich der festen und der 
beweglichen Ekliptik gegen den beweglichen Aequator. 


Man denkt sich nun ferner einen Punkt D construirt, indem man das Stiick 99 VY, 
von ¢3 aus auf 99 Hy abtrigt, so dass also e97D = 99, wird. Das so erhaltene Stiick J 
ist die sogenannte ,allgemeine Pricession“, die wichtigste dieser Gréssen. Das Stiick 
V1i¢9 setzt man gewohnlich gleich 180° — II. Da die Zahlungsrichtung der Liingen Y,E, 
resp. Y2H, ist, so ergiebt sich, dass e9 der niedersteigende Knoten der beweg- 
lichen Ekliptik auf der festen ist. Demnach ist IJ die ,Linge des aufsteigen- 
den Knotens der beweglichen Ekliptik auf der festen*, gezithlt auf der festen 
Ekliptik von Y, aus gegen E,; a endlich ist die gegenseitige Neigung der festen und 
der beweglichen Ekliptik. 

Die von Laplace in der Mécanique céleste fiir die Aenderungen des Aequators 
und der Ekliptik gegebenen allgemeinen Ausdriicke hat Bessel nach Potenzen der 
Zeit entwickelt und so die folgenden numerischen Werthe abgeleitet. Es be- 
deutet dabei: 


lL die allgemeine Priacession, 

1, die Lunisolarpriacession, 

é, die Schiefe der festen Ekliptik gegen den jeweiligen Aequator, 

é; die Schiefe der beweglichen ,mittleren Ekliptik“ gegen den je- 
weiligen Aequator, di, die sogenannte ,mittlere Schiefe der 
Ekliptik*, 
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I. Nach Bessel ist die jahrliche Lunisolarpracession fiir die Zeit 1750 4 ¢: 
a = 50",37572 — 0”,000 243589 t. 


Als Aenderung in der Zeit 1750 bis 1750 + ¢ selbst erhalt er: 
1, = 50",37572¢ — 0”,0001217945 #2, 


d. i. also das Bogenstiick der festen Ekliptik zwischen den beiden Aequatorlagen von 
1750 und 1750 + ¢. 
Fiir die jahrliche allgemeine Pracession giebt Bessel den Werth: 
dl 


Fae 50”,21129 + 0,0002442966¢ 


und fiir die Aenderung selbst in der Zeit von 1750 bis 1750 + ¢: 
1 = 50”,21129¢ + 0”,0001221483 22. 
Das ist also das Bogenstiick der beweglichen Ekliptik zwischen den beiden 
Aequatorlagen fiir 1750 und 1750 + ¢; und dabei versteht man, um es nochmals 


hervorzuheben, unter dieser Ekliptik nicht die wahre, sondern, wie eingehend aus- 
einandergesetzt, die mittlere Ekliptik. 
Ferner giebt Bessel den Winkel zwischen dem Aequator und der festen 
Ekliptik zu: 
& = 23928'18",0 + 0”,0000098423 #2, 
hingegen den Winkel zwischen dem Aequator und der mittleren Ekliptik, d. h. die 
mittlere Schiefe der Ekliptik, zu: 


& == 23°28'18",0 — 0”",48368¢ — 0”,000002722 95 #2, 
so dass also: 


= — + 000001968466 t 
= — — 048368 — 0”,000005 4459 t 
Neben diesen Bessel’schen Werthen fiir 1750,0: 
: 1 = 50’,21129¢ + 0”,0001221483 42 
1, = 50",37572¢ — 0",0001217945 #2 
g, = 23998'18",0 + 0”,0000098423 #2 fomee (08) 


&, == 23028/18",0 — 0’,48368¢ — 0”,00000272295 i? | 
hat man noch die folgenden, unter etwas anderen Voraussetzungen abgeleiteten: 


II. Nach Peters fir 1750,0: 


1 = 50",21484¢ + 0”,0001134¢ 
1, — 50’,37572¢ — 0",0001084 2 
& = 23028/17",9 + 0",00000735 #2 | she ecred b> (75) 
& —= 23928'17",9 — 0",4738¢ — 0”,00000140 #2 | 
Ill. Nach Oppolzer fiir 1850,0: 
1 = 50",23465¢ -- 0”,00011290# 
1, = 50",36924t — 0”,00010888 #2 EA 
& == 23927'31",83 + 0”,00000713 #2 Tae!) 
& — 23°27'31",83 — 0”,47593t — 0”,000001 43 #2 | 


Dabei wird ¢ in tropischen Jahren gezihlt; der Anfang eines tropischen Jahres 
ist bekanntlich, wenn die mittlere Lange der Sonne vermehrt um den constanten Theil 


— 182 — 


der Aberration (— 20",47), bezogen auf das augenblicklich stattfindende mittlere Aequi- 
noctium, den Werth 280° hat. Auf diesen Jahresanfang (der vom Normalmeridian 
der Jahrbiicher unabhingig ist) beziehen sich also die ,mittleren Aequinoctien zu 
Jahresanfane“, d. h. z B. der mittlere Aequator und die mittlere Ekliptik 1890,0. 

Aehnlich, wie man nach der raumlichen Lage der Fundamentalebenen zwischen 
geocentrischen und heliocentrischen Orten unterscheidet, unterscheidet man nach der 
zeitlichen Lage der Fundamentalebenen, zwischen mittlerem, wahrem und schein- 
barem Ort. Der mittlere Ort bezieht sich auf die momentane, beziiglich der Sacular- 
stérungen (Priacession) corrigirte Lage der Fundamentalebenen; der wahre Ort bezieht 
sich auf die beziiglich der sécularen und periodischen Stérungen (Priacession und Nutation) 
corrigirte Lage der Fundamentalebenen; der scheinbare Ort ist der, welcher durch die 
Aberration bedingt ist. 

Welche der obigen Werthe der Rechnung zu Grunde zu legen sind, bleibt dem Gut- 
diinken des Rechners iiberlassen. Die Meinungen iiber ihre Giite sind verschieden, man 
iiberzeugt sich aber, dass die gegenscitigen Abweichungen im Laufe langer Zeitraume 
recht merkbar werden. Herr Dr. Anding hat gelegentlich vorgeschlagen, an der Pra- 
cessionsconstante eine Correction anzubringen und diese letztere zusammen mit den 
Bahnelementen zu bestimmen. Vielleicht kénnten auf diesem Wege kleine Unregelmiassig- 
keiten von lange beobachteten periodischen Kometen erklirt werden. 

Um noch fiir die Pricession durch die Planeten, a, einen numerischen Werth 
zu erhalten, hat man nach Figur 37: 


sina _ (sin 180 — TI — 1) 


Sin 1 SiN E, 


Daraus folgt, dass a ein Winkel von der Gréssenordnung von m ist. Man kann daher 
setzen: 
asiné,; = asin(180 — IT — 1) = asin(II + 1). 
Auf Grund der von Oppolzer aus Leverrier’s Sonnentafeln unter Zugrundelegung der 
Leverrier’schen Planetenmassen abgeleiteten Gleichungen: ; 
tga sin II = + 0",05841¢ + 000001964 ¢2 
tga cos IT = — 0",47593¢ + 0”,000005 68 ¢? 


— wobei wir die mit den dritten Potenzen der Zeit fortschreitenden Terme ihrer 
Kleinheit wegen weglassen, ebenso wie die von den neueren Werthen der Planeten- 
massen herriihrenden Verbesserungen dieser Formeln vernachlissigt werden kénnen — 
findet man: 


asiné, = (+ 0",05841¢ + 0”,00001964 2) cost 
+ (— 0",47594¢ + 0%,000005 68 #2) sin I. 
In dieser Formel kann man aber, in Anbetracht der Kleinheit von a: 
cost == 1 und sinl = 1 
setzen. Ferner ist es hier véllig gleichgiiltig, nach welcher Autoritét man den Werth 
von / nimmt. Wahlt man 7 nach Oppolzer (¢ in tropischen Jahren von 1850,0 ab 
gerechnet) und ersetzt ¢, durch seinen ersten Term: 23927’ 31,83, so ergiebt sich: 
a = + 0",146738t — 0”,00024186 ¢2 

in fast vélliger Uebereinstimmung mit Oppolzer. Auf Grund der Bessel’schen 
Werthe findet Briinnow fiir 1750,0: 


a = 0",17926¢ — 0,0002660398 ¢? 


da 
dt 


und 


| *. Oo . « . . i 
= 0",17926 — 0”,0005320786t j Ge 


Fir die Gréssen x und IJ schliesslich ergeben sich aus Fig. 37 unter Zugrunde- 

legung der Bessel’schen Werthe nach einer kleinen Rechnung die Ausdriicke fiir 1750,0: 
PSN 3610" = 521% 

x = 0",48892¢ — 0,0000030715 #2 


ee = 0",48892 — 0”,0000061430¢ 


| 
| Sass toe - (18) 


Mit Hiilfe dieser Werthe lassen sich jetzt die Aenderungen der Sternérter in 
Folge der Pracession unmittelbar bestimmen. Zunichst berechnen wir den Einfluss 


der Pricession auf die Linge und Breite eines Gestirnes. Dazu denken wir uns auf 
das sphiarische Dreieck zwischen dem Sterne und den beiden Polen der festen und 
der beweglichen Ekliptik (Fig. 58) die Grundformeln der sphirischen Trigonometrie: 


cosa = cosbcose + sinbsinccos A 
sinasinB = sinbsin A 
sinacosB = cosbsine — sinbcosccosA 


angewendet, in denen a, b, ¢ die drei Seiten und A, B, C die drei spharischen Winkel 
bezeichnen. Seien dann 4 und # die Linge und Breite eines Sternes beziiglich der 
wahren Ekliptik 1750 + ¢, Z und B aber beziiglich der festen Ekliptik von 1750, 
so ergiebt die Anwendung obiger Formeln auf das genannte Dreieck auf Grund bei- 
stehender Figur, die Alles besagt, sofort: 


cos Bcos(A — II — 1) = cos Bcos(L — I!) 
cos Bsin(A — II — 1) = cos Bsin(L — II) cosa + sin Bsina 
. sin B = — cos Bsin(L — Il) sina + sin Boosa. 


Das sind die strengen Formeln, aus denen 4 und # folgen, ausgedriickt durch Z, B und 
die Aenderungen des Coordinatensystemes IJ, x, 7. Dieselben sind aber nur néthig, wenn 
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man die Reductionen fiir sehr grosse Zeitriume auszufiihren hat. Sonst erhalt man 
kiirzer, mit Hinblick auf die bekannten Differentialformeln der sphirischen Trigonometrie: 


da = cosCdb + cosBde + sinbsinCdA 
cotgada + cotg BAB = cotgbdb +\cotgAdA 
sinad B = sin Cdb — cosasinBdc — sinbcosCd A 
dA = — coscdB — cosbdC — sinbsinCda 
aus demselben Fundamentaldreieck P,P,S, indem man bei der Differentiation B und L 
als constant betrachtet, so dass ihre Differentiale Null sind: 
d(A — II — 1) d I : adil dx 
SS : — J] — |) — s(A — IT — 1) — 
Fi ai + xtg Bsin(A — II — 1) a + tg B cos( a 
dp : d Il * dx 
ee aE x cos(4 — IT — 1) —— — sin(d — I — 1) Ti 


: ; eae d It a: 
Setzt man jetzt im Coéfficienten von —— beziiglich: 


dt 
_ 4% 
dt 
und bedenkt, dass = und folglich auch ¢ a kleine Winkel sind, so dass man fiir 
i = beziiglich sin (« “Ay und fiir = beziiglich cos ¢ =) he setzen kann, so er- 


geben sich fiir die jihrlichen Aenderungen der Liaingen und Breiten der 
Sterne durch die Pracession folgende allgemeine Formeln: 


di dl OM OLIN Che 


(79) 


P= — sin (a— 1 — SE) & 
wobei unter Zugrundelegung der Bessel’schen Werthe numerisch: 
- = 0",48892 — 0',000006143 0 
LE = 171936) 10 — oe 204 
+t ao == 171° 36'10" =. 1042 '¢ 
adil 


HI + ¢ —— + 1 = 171936'10" 4 39,794 — MF, 


zu setzen ist. 


Wichtiger als die Verainderungen in Linge und Breite sind diejenigen in 
Rectascension und Declination, welche bei Entnahme von Vergleichssternen aus 
Katalogen berechnet werden miissen. Wir bezeichnen wieder mit Z und B die Linge 
und Breite eines Sternes, bezogen auf die feste Ekliptik H, und den festen Aequator 
A, fiir 1750; mit « und 0 aber die Rectascension und Declination beziiglich des 


beweglichen Aequators A, und des wahren Aequinoctiums fiir die Zeit 1750 + ¢ - 


(Fig. 39). Es sind dann auf Grund beistehender Figur, die Alles besagt, die Coordinaten 
des Sternes S, wenn man sich ihn auf einer Kugel vom Radius 1 denkt, in Bezug auf 
die Ekliptik von 1750 und den Schnittpunkt des beweglichen Aequators fiir 1750+¢ 
mit der festen Ekliptik von 1750: 


ee 
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cos Bcos(L + 1) 
cos B sin(L + 1) 
sin B. 
Dagegen sind die Sterncoordinaten beziiglich des wahren Acquators und eben genannten 
Schnittpunktes: Hessen) 
cos.0 sin(%a + a) 
sin 0. 
Die Grundformeln der sphirischen Trigonometrie ergeben daher unmittelbar: 
cos 0 cos(% + a) = cos Boos(L + 1) 
cos 0 sin(a + a) = cosBsin(L + 1,) cose, — sin Bsin a, 
sind = cos Bsin(L + 1h) sine, + sin Bos. 


Fig. 39. 


Wendet man wieder die Differentialformeln an, indem man Z und B als constant 
betrachtet, so erhalt man ecinfacher: 
d(w + a) = [cose, + sine, tgdsin(a + a)]dl, — cos(a% + a)tgdda 
dd = cos(u + a)sine,dl, + sin(a + a)dé,. 
Die jahrlichen Aenderungen der Rectascension und Declination in Folge der Priacession 
sind also gegeben durch: 


aa da , ; dl, : dl, dé, 

— s ——- >> } a3 re as ee 0 co: 

y We + (cose, + sine, tg 0 sina) rr + (asin, Ai 7h) tg 0 cos &% | 
a = COSUSINE uaa ( in & gr i) Sin 0 

Me dt | a a 


oder, da auf Grund der numerischen Werthe, wie sie im Vorhergehenden nach Bessel 
angegeben wurden: 
: dl, dé, 
§ — —- D2 
asin & = Tt 0,000 002 247 1¢ 


eine zu vernachlassigende Grdésse ist: 


Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 24 
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e = — — ; + tee + sin &, tg 3 sind) © — 
be eee oe 
dio ‘at 
Setzt man jetzt zur Abkiirzung noch: 
COS &, aks oe 
dt dt 
Sin &, tl = 
dt ; 


so erhilt man als definitive Formeln zur Berechnung der jihrlichen Pracession fiir 
die Zeit 1750 + #: 


a= i 4 nig sina | 

Ree 
ate a | i 
di aes 


wobei unter Zugrundelegung der Bessel’schen Werthe numerisch: 
m —= 4602824 + 0,000 308 645 0 (t — ae (81) 
nm = 2006442 — 0”,0000970204 (tf — 1750) 

ist. Sind also % und 6 fiir 1750 + ¢ gegeben, so findet man o und 6’ fiir 1750 + ¢ 

durch Integration letzterer Differentialquotienten zwischen den Grenzen 1750 + ¢ und 

1750 + ¢. Indem o und 9) die Integrationsconstanten, ergiebt sich nach dem Taylor’- 

schen Satze: 


/— Reese a pa aS 2 3 ret 
ee Mare inet po Oe a 
a0 1 dd 1 d30 
Nema on. Sp aeaNA ee 
é a © TO tg ga se a 
Die zweiten Differentialquotienten in diesen Ausdriicken werden: g oie 
doa dm dn il N COS 0 n tg 0 cos o 
ped iralp = Nacalets pee 6 . iy ; JN, . 
qa ae + ag 988m Oe + none se Doane * o06a65  \" 7 
d?0 dn M Sin O 
ae = ae °°" — aoe065 (m + ntg 0 sin a) 
ode 
do n? : mntg 0 dm dn 
EY a ee 1 2 Se a ee sees , 
a 706 56B sin 2e[%/, + ty d2] + 306965 05% + a | ai tg 0 sin o 
d20 1? eee 
de = — wares 98 — aERDG5 sina +4 meee 


Diese Gréssen, die sehr klein sind, geben die eRe weil die vielen Nullen die 
Uebersichtlichkeit beeintrichtigen, mit 100 multiplicirt, und man nennt sie das ,zweite 
Glied der Pracession“, oder auch die ,Sicularvariation® oder ,variatio saecularis“, 
im Gegensatze zum ersten Gliede, das die ,jihrliche Pracession“ oder ,variatio 
annua“ darstellt Es ist also: 


a! == o% ++ variatio annua (¢’ — t) + — variatio saecularis 
oder: 
a! — % = J ome y 
h (== yaar annua, ++ 3007 variatio saecularis \ ¢ — | 
analog : ; +m (82H 
é— oh = q variatio annua -+- Sane variatio saecularis | ( — | 


a 


Le 


Zum Schluss wollen wir noch den Einfluss der Pracession auf die Bahnlage eines 
Himmelskérpers im Anschlusse an Watson betrachten, d. h. wir wollen die Formeln 
ableiten, mittelst deren man die Elemente von der Ekliptik zu einer bestimmten Epoche 
¢ umrechnen kann auf eine andere Epoche ¢,. Bezeichnen dazu ,, $3, und 7, die Ele- 
mente, welche die Lage der Bahn im Raume bestimmen, wenn sie sich auf den 
Aequator als Fundamentalebene bezicht, und sei @) die Winkeldistanz zwischen dem 
aufsteigenden Knoten der Bahn auf der Ekliptik und ihrem aufsteigenden Knoten auf 
dem Aequator, die positiv gezihlt werde vom Aequator in der Richtung der Bewegung, 


dann ist: Pe NOG ie in: 
Wendet man jetzt die Gauss’schen Analogien auf das sphiirische Dreieck an, welches 
vom Schnitte der drei Ebenen der Bahn, der Ekliptik und des Aequators mit der 
Himmelskugel gebildet wird (Fig. 40), so ergiebt sich: 
C08 1/5 %, Sin 1/y ($3, + @o) = sin ¥/, 83 cos 1/, (i — &) 
COS 1g COS "Hy (S8, + Go) = cos 1/y 83 cos 1/,(4 + 8) 
sin Wo ay sin 1/4 (83, — @) = sin4/, 8 sin, — e) ( 9 °° (83) 
sin 1/y 4, cos Y/_ ($2, — G9) == cos 1s 82 sin 1/,(i + 8) | 

Um nun das Problem, die Elemente beziiglich der Ekliptik vom Datum ¢ auf die 
Ekliptik eines anderen Datums ¢, zu reduciven, zu lésen, sei IJ wieder die Lange des 
absteigenden Knotens der Ekliptik zur Zeit ¢ und ¢,, a der Winkel, den die Ebenen 
der beiden Ekliptiken mit einander bilden; dann hat man offenbar in den letzteren 
Gleichungen an Stelle von &23 beziiglich 63 — JZ zu setzen, und, damit &3, vom Friihlings- 
punkte aus gezithlt werde, 62, — II an Stelle von 83, zu schreiben. Schliesslich ist ¢ 
durch 2 zu ersetzen und 4@, welches die Veriinderung von o im Zeitintervall t; — t 
in Folge der Lageninderung der Ekliptik reprisentirt, an Stelle von @» zu setzen. 
So erhalt man 

C08 1/y i, sin 1/y (83, — IT + Aw) = sin1/, (68 — ID) cos}/,(i — =) 

C08 "1/5 i, cos Wy (S83, — IT + Aa) = cos 1/,($8 — IT) cos1/,(i + 2) 
ee 3, T= 4a) = sin), (@ —T)smy,@ — x) © ©) 
sin 1/9 %, cos 1/. (83, — I — 4a) = cos ¥/, (63 — ID) sin1/,(i + 2) 

Diese Gleichungen erméglichen es, falls JJ und a bekannt sind, £3,, 7; und Jo, 
welche die Lage der Bahn beziiglich der Ekliptik, die der Zeit t, entspricht, angeben, 
genau zu bestimmen. Die Lingen werden sich dabei jedoch noch auf das mittlere Aequi- 
noctium beziehen, von dem wir annehmen, dass es zum Datum ¢ gehért. Damit sich 
dieselben auf das mittlere Aequinoctium der Epoche ¢, beziehen, muss noch der Betrag 
der Pricession in Linge wihrend der Zeit ¢, — ¢ addirt werden. Wenn indess, wie 
zumeist, die Verinderungen der Elemente nicht bemerkenswerth gross sind, so ist es 
nicht néthig, die strengen Formeln anzuwenden, vielmehr kann man fiir diesen Fall 
andere ableiten, die geniigend genau und viel bequemer in der Anwendung sind. Zu- 
nichst folet aus dem sphirischen Dreieck, welches durch den Schnitt der Bahnebene 
und der Ebene der beiden Ekliptiken mit der Himmelskugel gebildet wird: 

sin. cos(83 — II) = — cosi, sini + sini, cosicos 4a, 
woraus sich leicht ergiebt: 
sin (i, — 7) = sinacos(S& — IT) 4+ 2sini, cosisin'/, 4a 
Ferner ist: 


sin 4 sini, = sina sin(S& — IZ), 
also: age ‘i 
ensue — 
sin do = sina et Mees) : 
sin i 


24* 
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Weiter folgt aus demselben Dreieck: 


sin 4 @ cos iy = — cos(8& — IT) sin(8, — I) + sin(Ss — IZ) cos(8&, — I) cosx, 
woraus sich: 

sin(Ss, — 88) = — sin dacosi, — 2sin(S% — I) cos(Sb, — IT) sin 1/, 22, 
oder: 
sin (8, — &) = — sinwsin(S — I1)cotgi, — 2sin(Ss — IT) cos( 88, — IZ) sin ¥/o 2? 


ergiebt. Schliesslich ist: 


Tw, — @ = 8d, 8 + Ao. 
Da nun 2 sehr klein ist, ergeben diese Gleichungen, wenn wir noch die Pracession in Lange 
addiren, damit die Lingen auf das mittlere Aequinoctium des Datums 4, reducirt werden: 


SS Requator 


eS sin (83 — I) 


sin 4 


A 002 
i, = 1 + xc0s(& — 1) + 1, — sin Qi 


(85 
nowan (amen ey 


; . oe ae 
ere a sin ($& — ID) cotgi, — 3/4 = sin 2 (8% — I) 


2 
um, = a + (t, — 2) a + asin( S83 — IT) tg 3/,%, — Wy = sin 2 (53 — IT) 


in denen die allgemeine Pricession a bekannt und w = 206264”",8 ist. Da es sich 


hier um kleine Gréssen handelt, kann i an Stelle von 7, gesetzt werden. 

Ist die Bewegung retrograd, so ist in den Gleichungen fiir 7, 7, und §3, 180 —i 
an Stelle von i, und 180 — % an Stelle von 7, zu schreiben; 2, dagegen wird in 
diesem Falle: 

al 
0 a 

In den meisten Fallen sind die letzten Glieder der Ausdriicke fiir 7,, $3, und 2, 
von der zweiten Ordnung und kénnen daher vernachlissigt werden. Fiihren wir diese 
Vernachlassigung, die also fiir die meisten Fille der Praxis ausreichende Resultate 
liefert, ein, so erhalten wir auf Grund letzterer Gleichungen, wenn wir die Oppolzer’- 
schen Werthe, die sich auf das Aequinoctium 1850,0 beziehen, einfiihren, die folgenden 
Rechenformeln, denen wir gleich noch die, in analoger Weise fiir den Aequator sich 
ergebenden Ausdriicke der Vollstindigkeit halber zur Seite stellen 1): 


ae (t 


2 
msin(S — IT) t9¥é, — 4 sin 2(& — TD), 


*) ef. Oppolzer, Bahnrechnung I, §, 82, 1. Auflage. 
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Ekliptik: 
By = Bo + 1+ cotginsin(SQ — M1) 
NH, = % + 1 — tg'/,inasin(s — I) 
i, = 4 — xcos(& — 1), 


wobei 
Tl = 17390! 12" + 32/847 (= + to — 1850) - (86) 
: ”" ” ti + t see 
3 —— (0 547950 — 0”,000006 24 (38 — 1850) (t; — to) 
Pe {50",28460 + 0000225 76 (A$ le 1850) —%) 
Aequator: 
2 = i + m — cotgi’ ncos(8' + p) 
mu == « + m + tg1/,incos(S3' + p) 
i, = # — nsin(&' + p), 
wobei 


y= 23",020%, —4,) - (87) 
oe {20",05137 — 0,000086 64 (a5 a 1850)| (4 — to) 


a = (6" 05938 + 0”,00028384 (Az este 1850) (anes 


Diese Formeln reichen selbst bei den kleinsten bis jetzt bekannten Neigungen fiir 
entfernte Epochen aus. Wir erliutern sie noch durch ein kurzes Beispiel, das wir Oppol- 
zer’s Werk entnehmen. Es sollen die Elemente des Planeten (64) Agelina vom mittleren 
oo 1860,0 auf das von 1870,0 iibertragen werden. Die Elemente fiir 1860 sind: 

Ny = 123° af 10", 57 
Soa BL1° 4! A873 
gama 1° 19) DL'S: 
Gehen wir nach dem ersten Rechenschema zuerst vor, so wird: 
hea 15 
a — 4,794 logx = 0,68070 
Le ==" 8 .22"880 


Qo. — Tl = 138° 0! 34" tg 3/9 — 8,06505 

cos (8) — Il) = 9,87114, Ax, = — 0",037 

sin (S39 — I1) = 9,82543 Am, == 8" 22!,343 

m cos (5% — II) — 0,55184, di = + 3"563 
cotg iy —= 1,63383 1/, cotg ig == 1,333 
m sin (8&9 — Il) = 0,50613 {x sin( 8) —IH)}*? = 1,012 
AR, = + 2 187,026 sin 1” — 4,686 
cotg i? — 3,268 log 4i,, = 7,031 

cotg i? + 1/, = 3,268 Ai, = + 0",001 
m sin (%9 — IT)  cos(S%9 — Il) = 1,058, Ai = 3,564 


sinl” = 4,686 
log J 83,,, == 9,012, 
A i ines = — 0",102 
418 = + 10! 40",304 
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Nach dem zweiten Rechenschema findet man, wenn genaherte Werthe von d $i und di 
bekannt sind: 


j= 1909 t8'hG mw = 4" 794 
$3, == SIO 10) 29" 1 == 8! 22,380 
bs WO fel DN" log x == 0,68070 
1S = i> ae ah AUR . cotgi = 1,63368 48 = + 10’ 407308 

sin ($3 — I) = 9,82527 a sin ($4 — I) = 0,50597 Agt-=<=--+ 8! 22" 34g 
cos ($3 — Il) = 9,87127,, tg 1/.% = 8,06522 
mcos( $4 — II) = 0,55197,, 4 $3, == + 2! 17,928 

4i = + 3,564 4x, = — 07037 


Man berechnet jetzt nur Elementensysteme fiir den Anfang eines Jahres und bringt, 
um die wahren Oerter zu erhalten, die Correctionen f, g, sin(G-+ «) ohne Aber- 
rationsglieder an (cf. C. Gemeinsame Beriicksichtigung der Pracession, Nutation und 
Aberration). 


B. Die Nutation. 


Die von der Sonnen- und Mondanziehung herriihrenden periodischen Glieder, 
welche in unseren friiheren theoretischen Entwickelungen die Bewegungen des Aequators 
charakterisirten, traten dort in ~ und in Zé auf. Nimmt man aus 7 die periodischen 
Glieder, welche die Luni-Solar-Nutation in Liinge reprisentiren, gesondert heraus, und 
bezeichnet sie mit JA, die Luni-Solar-Nutation in Schiefe aber mit Zé, so ergeben 
sich nach Peters fir 7A und Ze in Bezmg auf das Aequinoctium 1800 folgende 
Werthe: 


Ah = — 17",2405 sin 2 + 0",2078 sin 2 63 —0",2041 sin 2.( + 0",0677 sin ((—I")) 
— 1",2692 sin2 © +0",1279 sin(O—T) vee 
— 0",0213 sin(O +1) (88) 


Ae = + 9",2231 cos 3 — 0",0897 cos 2 $3 + 0',0886 cos 2 


+ 0”,5509 cos 2 © + 0",0093 cos(©Q +I) 
Und fiir das Jahr 1900: 


Ad = —17",2577 sin 83 + 0",2078 sin 2 83 —0",2041 sin 2+ 0",0677 sin (C—I") 
— 12693 sin2 © + 0",1275 sin(© —T) 
— 0",0213 sin(© +T) (89) 


de = + 92240 cos $4 — 0",0896 cos 2 83 + 0",0885 cos 2 ( 
+ 0",5506 cos 2 © + 0",0092 cos (© +L) 


In diesen Ausdriicken bedeutet, entsprechend der friiheren allgemeinen Theorie, 84 die 
Linge des aufsteigenden Knotens der Mondbahn auf der Ekliptik, © die wahre Linge 
der Sonne in der Ekliptik, d. bh. ihr Abstand vom Widderpunkte, ( die wahre Ent- 
fernung des Mondes vom Friihlingspunkte, bezogen auf die Ekliptik, I’ die Linge des 
Perihels der Sonne und I’' das Perigiium der Mondbahn. Die Werthe dieser sammt- 
lichen Gréssen kénnen aber aus den Sonnen- und Mondtafeln abgeleitet werden und 
somit kann man 44 und 4é selbst wirklich berechnen. Aus den Ausdriicken fiir 44 und 
4é ersieht man, dass die Nutation im Hauptbetrag von der Lage der Mondknoten auf 
der Ekliptik abhingt, und da diese in circa 19 Jahren einmal von 0 bis 360° wechseln, 
so betragt die Periode der Nutation eben diese Anzahl von Jahren. 
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Nach Oppolzer hingegen wird, indem die Sacularglieder in den Ausdriicken von 
S. 175 weegfallen, und die periodischen Glieder beim Uebergang auf die wahre Ekliptik 
ungeindert bleiben fiir das Jahr 1850: 


A = —17",274 sin & + 0,209 sin 2 2% + 0,015 sin(( —2 © +20—2 0) 

+ 0,068 sin € + 0",011 sin(C + 20 +2 8) 

— 0",204 sin (2€ + 20 + 2 2) — 0",026 sin(3C +2042 8) 

— 01,034 sin(2C + 20 + &) +0012 sin (2© +20! + 2) 

+ 0",127 sin © —1",263 sin(2 © + 20! + 2 8) 

— 0,049 sin (3 © + 20 + 2.2) + 07,021 sin(© +20! + 28) 
9!’,236 cos 8&4 —0",090 cos 2 $4 + 0,089 cos (2€ + 2@ + 2 8) 

+ 0,011 cos (3 € + 2@ + 2 8) + 0",018 cos (2 C + 20 + 823) 

+ 0,548 cos(2© + 20’ + 2 8) + 0,021 cos(B© +20! + 282) - 


wobei die Buchstaben die auf S. 175 angegebene Bedeutung haben. 


Ae 


Um nun den Einfluss der Nutation auf die Rectascension und Declination eines 
Gestirnes zu ermitteln, hat man wieder nach Taylor: 


bm = ta = 88 gn ep oa + a anes 
ete. 

*—6 = 40= "8 At SA Sa aa se ee 
es 


In diesen Gleichungen kommen aber rechts je nur die beiden ersten Glieder in Betracht, 
da die folgenden numerisch verschwindende Werthe ergeben. Um die ersten Differential- 
quotienten, deren Kenntniss also allein néthig ist, zu bestimmen, erhilt man zuniichst 
auf Grund der Gleichungen: 


cos 0 cosa == cosB cosh 
cos0 sin = cosB sink cose — sin B sine 
sind = cos B sind sine + sinB cose 


durch Differentiation, indem df — 0 ist, da die Nutation auf die Breite keinen Ein- 
fluss hat: 


cos sinawda + cosa sinddd = cosB sindda 


cos0 cosada — sine sinddd 
cos 0d 0 


Da aber aus der zweiten und 


= cos B cosd cosedd — (cos B sind sine + sinB cose)dé 
= cos B cosa sinedd + (cosB sind cose — sinB sine)de. 


dritten Gleichung des urspriinglichen Systemes: 


cos B sind = cosd sina cose + sind sine 
folgt, so wird: 
cos) sinada + cosa sinddd = (cosd sina cose + sind sine)da 
cos0 cosadd — sina sind dd — cosd cosa coseda — sinddeé 
dd = cose sineda + sinade. 


Aus diesen Gleichungen ergeben sich die gesuchten Werthe der betreffenden Differential- 
quotienten unmittelbar: . 
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dd . 
a = cose + sine sinatgd Th 008% sine 
dO sO do = $n 0. 
dea yan 


Substituirt man diese Ausdriicke in die anfiingliche Taylor’sche Entwickelung, indem 
man von den Gliedern zweiter Ordnung absicht, setzt fiir die mittlere Schiefe der 
Ekliptik 1800,0 beziiglich ¢ — 23° 27' 54”,2, sowie fiir 74 und 4e die mitgetheilten 
Peter’schen Werthe, so erhilt man fiir das Aequinoctium 1800 vollsténdig strenge 
in Gliedern erster Ordnung: 


doa — o« — o = — 15,8148 sin £3 —[6",8650 sin 88 sina + 9",2231 cos & cos a|tg 0 
+ 07,1902 sin2 && + [0',0825 sin2 82 sina + 0",0897 cos2 82 cosa} tg 0 
— 1",1642 sin2 © —[0",5054 sin2 © sina + 0",5509 cos2 © cos a|tgd 
—.0",1872 sin 2 € —[0",0813 sin 2 C sin a + 0”,0886 cos 2 C cosa] tg d 
— 0",0195 sin(© + I) ; 
— [0",0085 sin(© + I)sina + 0",0093 cos(© + I) cosa) tgd 

+ [00621 + 0",0270 sin w tg 0| sin(C — I") 

+ [01173 + 0",0509 sin a tg 0|sin(© — I) (90) 

dd = 0’ — 0 = — 6",8650 sin 8 cosa + 9.2231 cos 8 sina 

+ 0",0825 sin 2 823 cosa — 0",0897 cos 2 88 sino 

— 0.5054 sin2 © cosa + 0.5509 cos2 © sina 

— 0",0813 sin2 € cosa + 0',0886 cos 2 € sina 

— 0",0085 sin(© + I) cosa + 0",0093 cos(© + I) sina 

+ 0",0270 cos « sin(( — I") 

+ 0',0509 cos « sin(© — I) 


Dabei bezeichnen die Glieder mit den Argumenten §3 und € die Lunarnutation, 
diejenigen mit den Argumenten © die Solarnutation, ganz analog, wie wir zwischen 
einer Lunarpricession und Solarpracession unterschieden, je nach den vom 
Monde und den yon der Sonnenwirkung herriihrenden Gliedern. 

Die Gréssen da und dd sind mit der Zeit veriinderlich, da sich die Schiefe der 
Kkliptik mit der Zeit andert und die Coéfficienten von dA und dé selbst siicularen 
Verainderungen unterworfen sind. Diese Aenderungen sind indess so klein, dass sie nur 
in den gréssten Gliedern hervortreten. Fir 1900 sind diese gréssten Glieder nach 
Oppolzer: 

d& = — 15,8321 sin 84 — [6.8683 sin & sina + 9",2240 cos 2 cos a|tgd 
dd = — _ 6"8683 sin 83 cosa + 9',2240 cos 8% sino. 


Die in der allgemeinen Theorie erwihnte geometrische Bedeutung der Nutation 
folgt, indem man bloss die Hauptglieder der Ausdriicke fiir 74 und Zé ins Auge fasst. 
Aus der friiher gegebenen Figur erhellt, dass der wahre Pol des Aequators vom 
mittleren um Zé abweicht, und zwar in einer durch den Winkel 4A bestimmten Rich- 
tung. Es sind also die rechtwinkligen Coordinaten des wahren Ortes vom Pole des 
Aequators in Bezug auf ein durch den mittleren Ort dieses Poles gelegtes rechtwinkliges 
Axenkreuz beziiglich: 
ata A 
y = sine 41. 
Durch Elimination von & ergiebt sich die Gleichung ciner Ellipse, der sogenannten 
»Nutationsellipse“: 
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02 i y? a 
(97,236)2 ' (177,274 sine)? 


welche der wahre Pol des Aequators in Folge der Nutation um den mittleren beschreibt. 


1, 


C. Gemeinsame Beriicksichtigung der Pricession, Nutation und Aberration. 


Ehe wir die allgemeinen Formeln geben, welche die Pricession, Nutation 
und Aberration in sich vereinigen, die auch das Berliner Jahrbuch den Tafeln fir 
die Bessel’schen Constanten vorausschickt, wollen wir allgemein den Process 
charakterisiren, den der Beobachter, beziiglich Rechner vorzunehmen hat, welchen klar 
mi halten von der gréssten Wichtigkeit fiir die folgenden Ausfiihrungen ist. 

Es sieht ja der Beobachter alle Objecte da, wo sie wirklich zu stehen scheinen, 
also an ihren scheinbaren Orten, die von allen Fehlerquellen entstellt werden, und 
vergleicht nun die Stellung des Kometen oder Planeten, den er beobachtet, mit der- 
jenigen eines Sternes, was auf doppelte Weise, entweder mittelst Meridiankreis oder 
mittelst Refractor geschehen kann. 

Der Meridiankreisbeobachter entnimmt die scheinbare Stellung des oder der zum 
Vergleiche dienenden Fundamentalsterne dem Jahrbuche, fiigt, von einigen kleinen 
Correctionen abgesehen, die mit dem Instrumente gemessenen scheinbaren Coordinaten- 
differenzen , Komet minus Fundamentalstern“ in Rectascension und Declination zu 
der scheinbaren Stellung des als Vergleichsstern dienenden Fundamentalsternes hinzu 
und erhalt so die scheinbare Stellung des beobachteten Kometen. Er giebt die Beob- 
achtungszeit (in diesem Falle die Durchgangszeit des Kometen durch den Meridian) an, 
und corrigirt die Declination wegen Refraction. Die taigliche Aberration wird 
dabei immer vernachlissigt. 

Der Refractorbeobachter misst die scheinbare Differenz: Komet minus 
Katalogstern in Rectascension und Declination. Der Katalog giebt die mittlere 
Stellung des Sternes z B. fiir das Jahr 1856,0, wihrend die Beobachtung etwa im 
Jahre 1898 gemacht werde. Zuniichst bestimmt daher der Beobachter durch An- 
bringung der Pracession die mittlere Stellung des Vergleichssternes zu Anfang des 
Beobachtungsjahres 1898,0. Er berechnet hierauf mittelst gewisser Gréssen, a, b, c, d 
und A, B, C, D (der noch-zu besprechenden Bessel’schen Constanten), oder mittelst 
anderer Gréssen, f, g, h, G, H, die in den folgenden allgemeinen Formeln dieses Capitels 
auftreten werden und die Pricession, die Nutation, sowie die Fixsternaberration enthalten, 
den scheinbaren Ort des Vergleichssternes. Addirt er darauf zu der so erhaltenen 
scheinbaren Stellung des Vergleichssternes die gemessenen Coordinatendifferenzen (die er 
schon wegen Refraction corrigirt hat), so erhilt er den scheinbaren Ort des 
Kometen zur Beobachtungszeit. Der so erhaltene scheinbare Ort enthalt noch die 
Parallaxe, welche aber der Beobachter nicht berechnen kann, da er die Entfernung, 24, 
des beobachteten Kometen oder Planeten von der Erde nicht kennt. Daher giebt er nur in 
beiden Coordinatenrichtungen (Rectascension und Declination) ,,Parallaxe multiplicirt mit 
A“, d. i. also die Grésse, die man durch 4 dividiren muss, um die Parallaxe z. B. in 
Reetascension zu erhalten, also diejenige Grésse, die zur scheinbaren Rectascension hinzu- 
gefiigt werden muss, um den ecigentlichen scheinbaren Ort (befreit von Parallaxe) 
zu erhalten. 

Der Bahnrechner thut gut, diese Rechnungen (mit Ausnahme der Berechnung der 
Refraction, die man eben als richtig voraussetzt) zu verificiren. Hierauf berechnet er 
die Parallaxe, wobei natiirlich ein Niaherungswerth fiir die Entfernung 4 gegeben sein 
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muss, indem er entweder die vom Beobachter gegebenen Parallaxenfactoren durch 4 
dividirt, oder diese selbst neu berechnet. Ferner geht der Bahnrechner, da der Beob- 
achter meist die Beobachtungszeit in mittlerer Ortszeit giebt, durch Anbringung der 
Lingendifferenz auf den Normalmeridian, z..B. den von Berlin, tiber und erhalt also 
die der Beobachtungszeit entsprechende mittlere\ Berliner Ortszeit. Hierauf verwandelt 
er die seit dem mittleren Berliner Mittag verflossene Zeit in Bruchtheile des Tages und 
sagt nun: die Beobachtung fand statt z B.: 1898 Juli 84635... Von dieser Zeit 
zicht er dann noch die Aberrations- oder Lichtzeit ab (indem 4 ja als bekannt an- 
genommen wurde) und erhilt so schliesslich die reducirte Beobachtungszeit. Der schein- 
bare Ort des Kometen zur Beobachtungszeit ist nun gleich dem wahren Orte 
des Kometen zur reducirten Beobachtungszeit. Jetzt sind zwei Falle méglich. 

'  Erstens kann es sein, dass der Bahnrechner die Beobachtung mit einer Ephe- 
meride vergleichen will, die als solche stets wahre Orte giebt, denn man berechnet 
sie wie folgt. Das Elementensystem und also auch die Gauss’schen Constanten 
beziehen sich immer auf das mittlere Aequinoctium des Jahresanfanges. Daher 
berechnet man zunichst mit Hilfe der rechtwinkligen Aequatorealcoordinaten der Sonne 
(die sich auf dasselbe Aequinoctium beziehen), # und 0 bezogen auf das mittlere 
Aequinoctium des Jahresanfanges. MHieran bringt man dann die Pracession 
(vom Jahresanfange, etwa 1890, bis zum betreffenden Tage), sowie die Nutation, unter 
Weglassung der Aberration an, mittelst der folgenden Formeln: 


Capp — Sm =f + gsin (G + «a)tgd 
Sapp — Om = gcos (G + a), 

in denen %» und 0,, das mittlere « und 6 z B. fiir 1890,0 bedeuten, die sogleich ab- 
geleitet werden sollen. Die so corrigirten « und 0 bilden die Ephemeride und die von 
dieser gegebenen Orte beziehen sich also auf das augenblicklich stattfindende 
wahre Aequinoctium, d. h. auf die wahre Lage von Aequator beziiglich Ekliptik 
und enthalten keinerlei Aberrationsglieder. Und da der scheinbare Ort zur Zeit der 
Beobachtung gleich ist dem wahren zur reducirten Beobachtungszeit und die Ephemeride 
wahre Orte giebt, so entnimmt man, um die Beobachtung mit der Ephemeride zu ver- 
gleichen, einfach derselben interpolatorisch % und 0 fiir die reducirte Beobachtungs- 
zeit. Zieht man diese Gréssen von dem scheinbaren w und 0 fiir die Beobachtungszeit 
ab, so erhalt man unmittelbar die Correctionen der betreffenden Ephemeride in und 0. 

Zweitens kann es sein, dass die Beobachtung zur Bestimmung von Bahnelementen 
(die sich auf das mittlere Aequinoctium des Jahresanfanges beziehen) verwendet werden 
soll. Was man hat, ist der wahre Ort fiir die reducirte Beobachtungszeit, befreit von 
Aberration. Diesen aber, der sich auf das momentane wahre Aequinoctium bezieht, kann 
man nicht brauchen, da sich die Elemente auf das mittlere Aequinoctium des Jahresanfanges 
beziehen sollen. Vielmehr braucht man den mittleren Ort (d. h. den Ort, der sich auf 
das mittlere Aequinoctium des Jahresanfanges bezieht). Man berechnet daher wieder 
die Pracession und Nutation unter Weglassung der Aberrationsglieder von der Beob- 
achtungszeit bis zum Jahresanfang mittelst obiger Formeln, zieht diese Correctionen 
vom wahren Orte ab, da man ja vom wahren Ort auf den mittleren tibergehen will 
(wihrend das Berliner Jahrbuch diese Correctionen im umgekehrten Sinne giebt), und 
legt dann den so erhaltenen, auf das mittlere Aequinoctium des Jahresanfanges bezogenen 
Ort, zusammen mit der reducirten Beobachtungszeit, der Bahnbestimmung zu Grunde. — 


Um jetzt zum Schluss die Correctionen fiir Pricession, Nutation und Aber- 
ration in Rectascension und Declination allgemein fiir Sterne in Gesammt- 
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formeln zu beriicksichtigen, hat man, wenn « und 0’ die scheinbare Kectascension und 
Declination zur Zeit t, welch’ letztere wieder vom Anfange des Beobachtungsjahres an 
gezahlt und in Bruchtheilen desselben ausgedriickt wird, « und 0 dagegen die mittleren 
Aequatorealcoordinaten fiir den Jahresanfang, uw und w’ die Eigenbewegung des Sternes 
in Rectascension und Declination in einem Jahre bedeutet, die der Zeit proportional ist, 
unmittelbar durch Vereinigung der in der bisherigen Darstellung entwickelten Formeln: 


oe —a—+t+124[m-+ ntgd sina] + tu 
— [15,8148 + 6”,8650tg0 sina] sin 2 
— 9.2231 tg 0 cos a cos 8% 
4+ [0.1902 + 0”,0822 tg 0 sin ot] sin2 
+ 0",0896 tg0 cosa cos 2 83 
— [1%1642 + 05054 tgd sina] sin2 © 
— 0.5509 tg 0 cos % cos 2© 
+ [0",1173 + 07,0509 tgd sino] sin(@ — I) 
— [0",0195 + 0”,0085tgd sina] sin(© + L) 
-— 0,0093 tg 0 cosa cos(© + I) 
-— 20,492 cosé secd cosa cos © Seal) 
— 20,492 secd sina sin© 


oo — 6 = tneosa + tw’ 
— 6”,8650 cosa sin $4 + 9",2231 sine cos 
+ 0%,0822 cosa sin2 § — 0”,0896 sine cos2 8 
— 0.5054 cosa sin2 © + 0",5509 sina cos2 © 
+ 0",0509 cosa sin(© — I) 
— 0",0085 cosa sin(© + I) + 0,0093 sina cos(© +I) 
+ 20,492 [sino sind cose — cosd sine] cos © 
— 20,492 cosa sind sin © 


In diesen Ausdriicken reprasentirt das erste Glied die Correction in Pricession, das 
gweite in Eigenbewegung, die beiden letzten in Aberration, die iibrigen aber in 
Lunarnutation und Solarnutation. Man sieht unmittelbar, dass die einen Glieder 
nur von der Zeit und von den Coordinaten der Sonne und des Mondes ©, ¢, 8, Ty I” 
abhiingen. Diese Glieder, die also unabhingig von den Coordinaten « und 0 des Sternes 
sind, kénnen mithin-fiir sich und dann fiir jeden einzelnen Stern berechnet werden; 
wahrend andere Glieder in o& — «% und 0’ — 0 nur von den Coordinaten des beob- 
achteten Sternes abhangen, aber auf Jahre hinaus fiir ihn Constante sind. Die ersten 
dieser Gréssen, die im Berliner Jahrbuche mit A, B, C, D bezeichnet sind, weisen, wie man 
sich iiberzeugt, fiir jedes neue Jahr starke Veranderungen auf, wihrend die andere Glieder- 
gruppe, die mit a, b, c, d in Rectascension und mit a’, b’, ¢’, d' in Declination bezeichnet 
wird, fiir jeden Stern beziiglich fast die gleichen Werthe in jedem neuen Jahre zeigt. 

Diese neun, in den astronomischen Jahrbiichern enthaltenen Gréssen, durch die 
man der Miihe iiberhoben wird, die Reduction vom scheinbaren Orte auf den mittleren 
und umgekehrt selbst numerisch im Einzelnen auszufiihren, heissen die Bessel’schen 
Constanten, weil sie durch Bessel in seinen Tabulae Regiomontanae berechnet 
worden sind. Dieselben haben folgende Form ?): 


1) Die durch die Pariser Fundamentalsternconferenz adoptirten numerischen Werthe siehe 
S. 210. 


25* 


a =m + ntgd sina 
b = tg 0 cosa 
c = sec0 cosa 
d = secd sina 


A= 1t— wsin 8 + u, sind & — 
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a’ = nose 

vb = — sina 

ce = tgé cosd0 — sind sine 
ad’ = sind cosa 


Uz SiN 2OQ + uz sin(© — I) 


—usin(O +I) \ . (92) 
B= — 9",2231 cos 84 + 0,0896 cos 2 & — 0",5509 cos 2© 
— 0,0093 cos (© + I) 
C = — 20,492 cos-é cos © 
D = — 20',492 sin © 
E = — vsin& + v,sin2 & — wmsin2© + v,sin(© — I) 
— y%sin(© + T) 
indem zur Abkiirzung die Zahlenwerthe in den Formeln fiir « — « und 0’ — 0: 
6”,8650 = nu 15”,8148 — muy = 
07,0822 — nu, 0”.1902 — mu, = % 
0",5054 = nup 1”,1642 — mu, —= % 
0”,0509 = nus 0”,1173 — mu; — »; 
OM 00Sin == rem 0",1195 — mu, = v, 


gesetzt sind, wodurch sich diese Formeln selbst unmittelbar wie 


folgt schreiben: 


a — a = [rt — msinQ + my sin2Q — wsin2© + wsin(© — I) 
— usin(© + I)][m + ntad sine] 
— [9",2231 cos 4 — 0",0896 cos 2 88 + 0",5509 cos2 © 

+ 0”,0093 cos(© + I)]tg 6 cosa 
— 20',492 cos € cos © cos a sec 0 


te 


ere 


20,492 sin © sin a sec 0 


oo — 0 = [t — wmsin& + uy sin2 & — wsin2© 
+ uz sin(© — I) — wmsin(©O + I)|ncosa 
+ [92231 cos & — 0",0896 cos2 8 + 0",5509 cos2 © 
+ 0”,0093 cos(© + I)] sina 
— 20,492 cos € cos © [tg €cosd — sind sina] 
— 20",492 sin © sin 0 cos a 


+ tw 


vw sin & + v, sin2 & — v,sin2© + v;sin(© — IT) 
— y%sin(@ + TI) 


(93) 


Die Beriicksichtigung der Correction in Pracession, Nutation und Aberration 
geschieht daher in héchst einfacher Weise durch folgende definitive Rechenformeln: 


Aa + Bb+ Ce + Dd +tu+ # 


C—O 


o— do = 


Aa + BY Od! Dd aw 


pes se 


in denen a,b, c,d und a’, 0’, c,d’ bloss vom Sternorte und der Schiefe der Ekliptik, A, B, 
C, D, H dagegen von Sonne und Mond abhingen, also reine Functionen der Zeit sind 
und eben daher in die im Jahrbuche gegebenen Tafeln, welche die Zeit als Argument 


enthalten, gebracht werden kénnen. 


Simmtliche Gréssen in obiger Formel entlehnt man 


also nur einfach dem Jahrbuche, wodurch man der ganzen, sonst sehr betrichtlichen 
Die Glieder Aa + Bb und Aa’ + Bb’ rihren 


Arbeit mit einem Male iiberhoben ist. 
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dabei, um es noch einmal hervorzuheben, bloss von der Pracession und Nutation, 
die Glieder Cc + Dd und Cc’ + Dd’ von der Aberration, die Glieder tw und ty’ 
von der Higenbewegung her; F liegt unter 1/,)’ und wird meist vernachlissigt. 

An Stelle dieser schon héchst einfachen Rechenformeln, die besonders geeignet 
sind, wenn man eine Ephemeride eines Sternes fiir langere Zeit zu berechnen und sehr 
viele Beobachtungen desselben Sternes zu reduciren hat, kann man sich, wenn man 
die Reduction nur fiir einen einzelnen Tag sucht, mit Vortheil anderer bedienen, die 
man wie folgt erhilt. 

Bei der Reduction eines Ortes eines Sternes vom mittleren Aequinoctium fiir ein 
gegebenes Datum ¢ auf das wahre Aequinoctium des Datums ¢’ kann zunichst die 
Berechnung der Correctionen fiir Pricession und Nutation gleichzeitig erfolgen. Setzt 
man namlich in den Gleichungen, welche die Summe dieser Correctionen reprasentiren: 

4a=mt + Ahcose + (nt + Adsine)sinutgd — Aecosatgd 
PAN eee (nt + Adsine) cosa + 4ésina, 
beziiglich: 
mt + Adcose = f 
nt + Aidsine = gsinG 
' We = 9 cos G, 
so ist der Hinfluss in Pracession und Nutation unmittelbar gegeben durch die Relationen: 
4a, =f + gsin(G + a)tgd (95) 
48, = goos(G + a) 
wobei man die Gréssen f, g, G wieder unmittelbar dem Jahrbuche entlehnt, welches 
ihre Werthe in Intervallen von einem Tage giebt. Dabei wird der Anfang des Jahres 
stets von dem Momente ab gerechnet, wo die mittlere Lange der Sonne — 20",47 (dem 
constanten Theil der Aberration) gleich 280° ist. 
Ebenso lassen sich die Formeln fiir die Aberration leicht wie folgt umschreiben: 
Au,, = hsin(H + «)secd 
Sak | (96) 
40,, = hceos(H + a) sind + icosd 
wobei 7, h und H gleichfalls wieder den astronomischen Ephemeriden des Jahrbuches 
direct entnommen werden. Als definitive Rechenformeln, welche die Correctionen wegen 
Pracession, Nutation und Aberration in sich vereinigen, hat man an Stelle der eben 
erwahnten daher auch die folgenden: 


ow —a—f + gsin(G + a)igd + hsin(H + «)secd + tu | ereaear (aT) 
6’! — 6 = gcos(G + a) + heos(H + a) sind + icosd + ty’ J 
wobei w und wu’ die Eigenbewegungen des Fixsternes bezeichnen. 

Die Formeln (97) kann man, um auf die allgemeinen Bemerkungen von §. 193 
und 194 zuriickzukommen, natiirlich auch zur Berechnung des Totaleffectes der Pracession 
und Nutation bei Kometen und kleinen Planeten verwenden. Erwihnt sei noch, 
dass das Berliner astronomische Jahrbuch auch fiir die Reduction vom nichsten Jahr- 
zehntanfang die Gréssen f, g, G in viertigigen Intervallen giebt. — 

Fiir polnahe Sterne geniigen indess die Formeln (97) nicht, da die Vernachlissigung 
der héheren Glieder nicht mehr statthaft ist. Fabritius hat fiir diesen Fall in den 
Astronomischen Nachrichten Bd. 87, 8. 113 und 129 einfache Formeln zur strengen Re- 
duction angegeben. Seien 4% und 40d die nach (97) berechneten Reductionen auf den 
scheinbaren Ort, so findet man die definitiven Reductionen aus den Formeln: 


Ae 


! / 1 , = 
ig (@ DS aaa oe WE oo —d = 46 — cotg dig > (o — a)Mda- + (97a) 
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Zum Schluss dieser Vorlesung geben wir fiir die Berechnung der Pracession und 
zur Erlauterung der Fundamentalformeln der ersten Abtheilung das folgende nume- 
rische Beispiel nach Watson, welches fir den allgemeinen bei Berechnung des 
geocentrischen Ortes einzuschlagenden Gang der Rechnung vorbildlich ist. Es sollen die 
geocentrische Rectascension und Declination des\Planeten Eurynome @ fiir mittlere 
Mitternacht Washington 1865, 24. Februar bestimmt werden, wenn die Elemente der 
Bahn die folgenden sind: 

Epoche = 1864, 10. Januar, Greenwich m. Zt. 
Mis 1° Ss 40721 
ma = 44 20 338 ,09 
Q = 206 42 40,13 Ekliptik und mittleres 
i Aes Aequinoctium 1864,0 
g == 11 bb, bt 02 
loga = 0,388 1319 
log uw = 2,967 8088 
ue == 928". 50746 
Wenn eine Reihe von Oertern berechnet werden soll, so miissen zunichst die in den 
Ausdriicken fiir die Coordinaten enthaltenen Gauss’schen Constanten berechnet werden, 
und wiewohl im vorliegenden Falle nur eine einzige Position zu berechnen ist, so wollen 
wir doch, weil dieser Process typisch ist, in der That so verfahren. 

Da die Elemente z, 63 und i sich auf die Ekliptik und das mittlere Aequinoctium 

von 1864,0 beziehen, so miissen wir sie zuerst auf die Ekliptik und das mittlere Aequi- 


noctium von 1865,0 umrechnen. Bei dieser Reduction haben» wir ¢ = 1864,0 und 
t’ = 1865,0 zu setzen und erhalten so nach den fiir die Pracession entwickelten Formeln: 
pe a==20 0.230. IT == 852° 51! 42", aw = 0',4882, 
Durch Substitution dieser Werthe in die Gleichungen: a 
yes sin (82 ent) 
sind 


Ao , : 
- sin Qi 
w 


4, =i + weos(8 — M1) + 1, 


2 
%, = & + (4 — 2) ut x sin(Sd — 11) cotgi, — Yq — sin 2( — II) 


dt 
dl ; : pele Se 
a, = 2+ (t, — t) ai + x sin(&& — I)tg1,%, — 1, Fp i 2(82 — Il) 


ergiebt sich: 
4 —i=di= —0"A0, 22 = + 5361, Jax = + 50’,23 


und mithin sind die Elemente, welche die Lage der Bahn beziiglich der Ekliptik 1865,0 


Sti 5 
bestimmen: = 44091'93".39, 9 = 206043'33",74, i= 4986/50" 11. 


Die mittlere Schiefe der Ekliptik fiir denselben Zeitpunkt ergiebt der Nautical 
Almanac zu: @ —= 23097' 24,03, 
Die Gauss’schen Constanten fiir den Aequator ergeben sich jetzt nach dem Friiheren 
aus den Formeln: 
We os 
cotg A = ig 88cosi; tg Hy = ao 
cost cos(Hy + &) 


(opp 
ae tg 84 cos Ky COS & 


ea L0G. cae 
cos i _sin( By + 8) 


cotg C = : 
g tg $2 cos Ey sin & 
biomes cos 83 | sind — St 88 G08 8 
ey. ee hee ee EE SG 
: sin 83 sine 
sinc = ———__. 
sin C 


Dabei ist also der Winkel EF, definirt durch die Gleichungen: 
Sin 1-= @ sin Ey 

+ cosicos §&§ = e cos Ey 
und stets kleiner als 180°; der Quadrant, in welchem er zu nehmen, ist direct durch das 
Vorzeichen von 
tg 
cos $3 
bestimmt. Die Werthe von sina, sinb und sine sind stets positiv und daher miissen 
die Winkel A, B und C mit Riicksicht auf den Quadranten, in welchem jeder liegt, 
so genommen werden, dass sim A und cos $i, sin B und sin $3 und sinC und sin 83 das 
gleiche Vorzeichen haben. Daraus ergiebt sich: 


A = 296939! 507 logsina = 9,9997156 
B= 205 55 27 14 logsinb = 9,9748254 
C = 212 3217 ,74 logsine = 9,5222192, 


Ly 


wobei die Controlformel fiir die richtige Berechnung der Constanten: 
sind sine sin (C — B) 

sina cos A 
log tg2 == 8,906 8875 


ergiebt, ein Werth, der mit dem aus ¢ direct abgeleiteten Werthe 8,9068876 iiber- 
einstimmt. 

Zunachst miissen nun r und w bestimmt werden. Das Datum 1865, Februar 24,5 
mittlere Zeit Washington, durch Anbringung des Lingenunterschiedes 5" 8" 1182 auf 
den Meridian von Greenwich bezogen, wird 1865, Februar 24,714018 m. Zt. Greenwich. 
Die vom Zeitpunkte, fiir den die mittlere Anomalie gegeben ist, bis zu dem Datum, 
fiir welches der geocentrische Ort gesucht ist, verstrichene Zeit, ist also 420,714018 Tage. 
Multiplicixt man die mittlere taigliche Bewegung 9287,55745 mit dieser Anzahl von 
Tagen und addirt das Resultat zu dem gegebenen Werthe von M, so folgt die mittlere 
Anomalie fiir den gesuchten Ort: 


M = 1°29'40",21 + 108°30'57",14 = 110° 0! 37”,35. 
Die excentrische Anomalie EH wird jetzt aus der Gleichung: 
M = E — ¢esm i 
gefunden, wobei der Werth von e in Bogensecunden auszudriicken ist. Fiir Eurynome 
hat man: 


Mo = 


logsin py = loge = 9,2907754. 
Der Werth von e wird also in Bogensecunden: 
loge == 4,6052005. 
Nun ergiebt aber die analytische Auflésung der Kepler’schen Gleichung nach La- 
grange’s Umkehrungsformel die Gleichung: 


E = M + esinM + 3/,e2sin2M +... 
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Dieselbe ergiebt als N&herungswerth von E: 
By = 1198 49) a 
indem der Werth von e%, ausgedriickt in Secunden: 
loge? == 3,895976 
ist. Hiermit wird: 
M, — Ey = esin Eo = 110° 6! 50”. 


Danach erhalt man: 


u— MG 372!",7 
— oa ae ree 
ae 1 — ecos Ey 1,097 Bee 


was in zweiter Naherung fiir den Werth von HE: 


Ee OU AS a Aces 
ergiebt. Hieraus folgt: 

a 19 WY Ste 
und damit: 
O43 
1,097 
Man erhilt somit in dritter Annaherung fiir den Werth von EH: 

B= 119° 43! 44" 64, 
wonach keine weitere Correction erforderlich ist, da dieser Werth die Gleichung zwischen 
M und £ erfillt. 

Um r und v zu finden, hat man nach dem Friiheren (cf. vierte Vorlesung) die 


Gleichungen: 
fr sint/.o = Ya(1 + e) sint/), E 
yr cos 1/,v = Ya(1 — e) cos}/, E. 


Die Werthe der ersten Factoren der rechten Seite dieser Gleichungen sind: 


log Ya(l + e) = 0,2328104 


log Ya(1 — e) = 0,1468741. 


AK, = + 


=> = O34. 


Somit folgt: 
ge 199° 3! 50"D2 
logr = 0,428 2854 
I ; 
aa x — & = 197°37 49! ,58 
uu + a — 8 = 326°41' 40",10. 


Die heliocentrischen Coordinaten in Bezug auf den Aequator als Fundamentalebene 
nehmen jetzt auf Grund der Gleichungen: 


wird: 


x ==rsinasin(A + u) 

y = rsindsin(B + u) 

z=rsinesin(C + wu) 
fiir Kurynome folgende Werthe an: 


— 2,6611270 
+ 0,3250277 
+ 0,011 9486. 


Der Nautical Almanac oder das Berliner Jahrbuch giebt aber als Aequatoreal-Coor- 
dinaten der Sonne fiir 1865, Februar 24,5 m. Zt. Washington, bezogen auf das mittlere 
Aequinoctium und den mittleren Aequator des Jahresanfanges: 


I Hl 
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XK = + 0,9094557 

Y = — 0,3599298 

Z = — 0,1561751. 
Schliesslich sind die geocentrische Rectascension, Declination und Entfernung durch 
folgende Relationen bestimmt: 


La gar ¥ 
ae rans 
Z g 
ian sino = COS 06 
Naas aE a + 
en wi 
sin 0 


Die erste Form der Gleichung fiir tgd wird dabei angewandt, wenn sina >> cosa ist. 
Der Werth von 4 muss stets positiv sein; 0 ist kleiner als + 90°; das Minuszeichen 
bezeichnet siidliche Declinationen. So folgt: 


o— 181° 8/29"29 
d= — 4949'21''56 
log = — 0,2450054. 


Um jetzt noch « und 0 auf das wahre Aequinoctium und den wahren 
Aequator Februar 24,5 zu reduciren, entnehmen wir dem Nautical Almanac oder dem 
Berliner Jahrbuche: 


f= + 16",80 
logg = 1,0168 
G =*-45° 16! 


und substituiren diese Werthe in die friiheren Gleichungen: 
4a=f + gsin(G + a) tgd ° 
40 = goos (G + «), 
Aw = + 17",42 
Le ee ESD es 
ergiebt. Mithin ist der geocentrische Ort, bezogen auf das wahre Aequinoctium und 
Aequator des Datums: 


wodurch sich: 


a —= 1819 8'46",71 
Oi = | 4049! O78 
log = —0,2450054. 


Ist nur ein einzelner Ort gesucht, so gelangt man etwas rascher zum Ziele, wenn 
man 7 aus: 
r = a(l — ecos EF) 
berechnet und » — E aus: 


sin YW, (v ae By == yz sin 1/, yp sin BE. 


So erhilt man in Uebereinstimmung mit den eben gefundenen Werthen fiir den frag- 
lichen Ort der Eurynome: 
logr == 0,428 285 2 
o— E= 9°20 5,92 
Ge 1299 3 500.56. 
Die Probe auf die Rechnung kann mittelst der Formel: 


sin}, (v + FE) = y2 cos 1/) y sin E 


’ i af 
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gemacht werden. Im Falle der eben gefundenen Werthe hat man: 
1/,(v + E) = 124° 23’ 47,60, 
also: 
log sin1/,(v + E) = 9,9165316, 
wahrend die rechte Seite der Gleichung auch: 
log sin}/,(v + EF) = 9,9165316 
wird. 
Bei der Berechnung eines einzelnen Ortes ist es ebenfalls wieder ein nur wenig 
kiirzeres Verfahren, erst die heliocentrische Linge und Breite auf Grund der Gleichungen: 
tg(l — 8%) = + tgyucosi 
tgb = + tgisin(l — 8) 
za berechnen, dann die geocentrische Linge und Breite mittelst der Gleichungen: 
4 cos Bcos(A — ©) = reosbeos(i — ©) + R 
4 cos Bsin(A — ©) = reosbsin(l — ©) 


4 sin B = rsinb 
zu bestimmen und hierauf die geocentrische Lange und Breite auf Grund der Relationen: 
__ cos(N + 2) 
DO ens igh 
tgd = tg(N + 28) sina, 
wobei: tg B 
a weet 


ist, in Rectascension und Declination zu verwandeln. 

Die Berechnung des geocentrischen Ortes in Bezug auf die Ekliptik gleicht in 
jeder Hinsicht derjenigen, bei welcher der Aequator als Fundamentalebene angenommen 
wird und bedarf keiner weiteren Auseinandersetzung. 


Die Berechnung des geocentrischen oder heliocentrischen Ortes im Falle einer 
parabolischen oder hyperbolischen Bahn weicht von dem im _ vorhergehenden 
Beispiele angegebenen Verfahren nur in der Art der Berechnung von r und v ab. 

Um zunichst den Fall der parabolischen Bewegung numerisch zu illustriren, 
sei t — T = 75,364 Tage, logqg = 9,9650486 und r und v seien zu bestimmen. 
Zuerst berechnen wir m aus: 


wobei nach dem Friiheren (s. fiinfte Vorlesung): 

Cy = 9,9601277 
ist. Danach folgt: 

logm == 0,0125548., 
Wierauf findet man UM aus: 

M = m(t — T), 
was: 

log M = 1,8897187 
ergiebt. Mittelst dieses Werthes ergiebt sich nach Tafel VI: 

0 =2°79° 55 bT726. 
Schliesslich ergiebt sich r aus: 
k gupesie 

cos? 1/5 v 

vAv 


logy = 0,1961120. 
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Fiir den Fall der hyperbolischen Bewegung, wo p = a(e?—1) und a = pooty v, 
sel gegeben: ¢ — T — 65,41236 Tage, w — 37° 35’ 0.0, loge = 0,1010188 und 
loga = 0,6020600. Um r und v zu finden, berechnen wir zuniichst NV aus: 


AK 


wobei: 
loga = 9,6377843, 
und erhalten: 
log N = 8,785 9356 
N = 0,061085 14. © 
Der Werth von F ergiebt sich jetzt aus der Gleichung: 


N = ecdtgF — logtg (45° + 1/, F). 


Indem wir # = 30° annehmen, gewinnen wir einen genaherten Werth von F aus: 
N + log tg 60° 
tg Int — oe 


wodureh sich: 
18 = Daa 
und folglich: 
IN, == OOMOKE 
ergiebt. 
Die auf den letzteren Werth von F anzuwendende Correction berechnet man aus 
der Gleichung: 
_ WW — N,) cos F? 


Bt A(e — cos F,) " 
wobei s = 206264”,8 ist und erhilt so: 
AF, = 4,6097(N — N,)s = — 8°3' 43",0. 


Hierdurch erhalt man in zweiter Ann&herung fiir F: 

Hy ==) 25° 36"'40".0. 
Der entsprechende Werth von N ist: 

N, = 0,0617653 
und folglich: 

AF, = 5,199 (N — N,)s = — 12'9%4. 

Die dritte Naherung ergiebt mithin: 

Bye ==, 25024 30.6. 
Schliesslich folet durch Fortsetzung der Operation: 

F959 24 27 14, 
ein Werth, der keiner weiteren Correction bedarf. 

Um +r zu finden, hat man: 


e 
ere? (<= - yy; 


logr = 0,200854 4. 


wodurech sich: 


ergiebt. Hierauf folgt v aus: 
tg ov = cotg'/op tg /, F 


» = 6793/00. 


Sollen hingegen mehrere Oerter gefunden werden, so empfiehlt es sich, v und r mittelst 
folgender Gleichungen zu berechnen: 


ZU: 


26* 
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ya(e +-1) r 
rin au == ~—_———_ sin nF 
Wee ie) ee 
us Ya(e 1 
\r cos t/,u = bales 2) cos 1/5 F. 
\cos F 


Fiir die gegebenen Werthe von a und ¢ hat man: 
Va(e + 1) = 0,4782649 
Va(e — 1) = 0,0100829 
oe. == 6792) 5002 
logy == 0,2008545. 


und erhalt hieraus: 


Zusammenstellung. 


I. Pracession. 
A. Allgemeine Werthe!): 
Bedeutet: 
1 die jahrliche allgemeine Pricession, 
1, die jahrliche lunisolare Pricession, 
a die jabrliche Pricession durch die Planeten, 
é, die Schiefe der festen Ekliptik gegen den jeweiligen Aequator, 
& die Schiefe der mittleren (in Folge der Sicularstérungen beweglichen) 
Ekliptik gegen den jeweiligen Aequator, dann ist: 
1. Nach Bessel fiir 1750,0: 
1 = 50",21129¢ + 0”,000122 1483 #2 
1, == 50",37572t — 0",0001217945 #2 4) 
= 0",17926¢ — 0",000 2660393 ¢2 
é) = 23°28' 18,0 + 0”,000009 8423 ¢2 
&g == 23°28! 18,0 — 0",48368¢ — 0”,000002 722 95 #2. 
2. Nach Peters fiir 1750,0: 
1 == 50",21484¢ + 0”,0001134 ¢2 
= 50",37572¢ — 0',0001084 #2 
a = 0",17229¢ — 0,000 2660393 t 
= 23° 28’ 17,9 + 0”,00000735 t2 
& == 230 28 17,9 — 0,4738t — 0”,000001 40 #?, 
3. Nach Nyrén fir 1800,0: 
1 = 50",1882¢ + 0”,000113 33 #2 
1, = 50",3269¢ — 0,000 10824 #2. 
4. Nach Oppolzer fiir 1850,0: 
= 50",23465¢ + 0”,00011288 72 
1, = 50",36924¢ — 0”,00010881 22 
= 0",14673¢ — 0,000 24186 ¢ 
= 23°27'31",.24 + 0”,000007 19 # 
é& == 23927'31",24 — 0",47593t — 000000149 #2. 


1) In den Formeln 1. bis 4. bedeutet ¢ den seit dem angegebenen Anfangsjahre, z. B. 1750,0 
bis zur Beobachtungszeit verflossenen Zeitraum, daher ¢, die Schiefe der Ekliptik 1750,0 gegen den 
Aequator zur Zeit t, z. B. 1897,0. In den Formeln 5. hingegen, wo ¢ und ¢, auftreten, bedeutet e, die 
Schiefe der Ekliptik zur Zeit t, gegen den Aequator zur Zeit t; diese Formeln sind also allgemeiner. 
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5. Nach Harkness fiir 1850,0 (Mittel aus verschiedenen Autorititen): 

1 == [50",23622 + 0,000 22044 (tf; — 1850)] (¢—1t,) + 0”,00011022 (t — t,)2 

1, = [50",35715 + 0”,000049 43 (¢, — 1850)] (t — t)) — 0,000 106 69 (t — ty)? 

a = [ 0”,13183 — 0,000 18655 (tf, — 1850) | (¢ — t)) — 0,000 23652 (t —t,)? 

& = 23° 27' 31,47 — 046654 (t) — 1850) — 0,000 00073 (¢) — 1850)? 

+ 0,000 00641 (¢t — ty)? 
& == 23° 27' 31.47 — 0.46654 (t) — 1850) — 0”,000000 73 (t) — 1850)? 
— [0”,46654 + 0”,000 001 46 (% — 1850)] (¢— t,) — 0”,00000073 (¢ —t,)?. 
6. Der Werth der Constanten der Lunisolarpricession, d. h. der Pricessions- 
constanten P ist fiir das Aequinoctium 1800,0 nach: 


| Struve 
Autoritat Laplace Bessel und Hansen |Leverrier| Nyrén | Harkness 
Peters | 
z pelle’ ‘y 1802 | 1826 | 1841 | 1852 1856 1870 1889 
‘i | 
P + 50”,29034 |+ 50”,87826| + 50",3798| + 50”,35593|-+ 50”,36888| + 50”,3269| -+ 50”,35468 


B. Einfluss der Pracession auf die Coordinaten der Himmelskérper. 
a) Auf Linge und Breite): 


di s all dx 
dB ° all adn 
eee Tay 


Dabei ist: 

Jl. Nach Bessel fiir 1750,0: 
x = 0",48892t — 07,0000030715 #2 
Wf == 17.19 36" 10" — 59214. 

2. Nach Peters fiir 1750,0: 
x = 0",4776¢ — 0”,000003 445 #2 
JI, = 1729-45! 32” — 8" 5044. 

3. Nach Oppolzer fiir 1850,0: 
x = 0",47950 ¢ — 0”,000003 25 #2 
IT = 173° 0! 12” — 8",683¢ 

4. Nach Harkness fiir 1850,0: 
x = 0",46949t — 0”,000003 45 #2 
Tie W139) 34.55" —— 67 91 a. 

1) In diesen Formeln beziehen sich 1, 7 und H auf die feste Ekliptik, z. B. von 1750 und die- | 
jenige zu der Zeit, wo man die Veranderung betrachtet (d. bh. zur Zeit, welche der Lange 4 ent- 
spricht). Praktisch wiirde man wie folgt verfahren: man will die Coordinaten 4 und f, zur Zeit t, 
umformen in diejenigen zur Zeit ¢,, in 4, und £,; oe setzt man mit Hilfe eines genaherten 


t t 
Werthes yon 4, und , einfach in obigen Formeln 4 = a aot ts dy 4 ke A fh Bo i atts — 1750 


oder 1850; so erhielte man a und _ fiir die Epoche 4 aot ty ®. Hine analoge Bemerkung gilt be- 


ziglich der Formeln b) fiir und a In den Formeln C. hingegen beziehen sich 7, 7 und I 
auf den Schnitt der Ekliptik a begs a: t) mit derjenigen zur Epoche ¢. UW in Formel C. ist 


gleich dem Ausdruck MZ + / pe —— dt. 
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b) Auf Rectascension und Declination: 
doe 
at 

Dabei ist 1): 
1. Nach Bessel fir 1750,0: 
m = 46”,02824 + 0”,0003086450 ¢ 
nm == 20",06442 — 0”,0000970204 1. 
2. Nach Peters fix 1800,0: 
m = 46",0623 + 0”,0002849¢ 
n == 20",0607 — 0”,0000863t. 
Nach Nyrén fiir 1800,0: 
m == 46,0138 + 0”,00028453¢ 
n == 20,0397 — 0”,000086 20+. 
4. Nach Oppolzer fiir 1850,0: 
m = 46”,05931 + 0”,00028391 ¢ 
nm == 20",05150 — 0”,00008669 ¢. 
5. Nach Harkness fir 1850,0: 


m —= 46",06315 + 0”,00027723 ¢ 
n — 20",04661 — 0",00008494 t. 


ao 
=m + nigdsina, Gg = 1 008% 


i) 


C. Einfluss der Pricession auf die Bahnlage der Himmelskérper?). 
a) Ekliptik. 
8, = 2&y + 14 cotgia sin(Q — Il) 
= Mm +1— tg3/,insin(8 — I) 
4, = %t — woos (84 — I), 
wobei z. B. nach Oppolzer 8): 
TI = 173° 0! 12” + 32",869 —— oe: 1850) 


Ae { 0",47950 — 0”,000006 0(1 4 es 1850)} (i, =%) 


me {s0",28465 + 0",000225 80 cn =e 1880)} Cea 


zu setzen, welche Werthe man nach Gutdiinken aber auch nach einer der anderen an- 
gefiihrten Autoritéten annehmen kann. 


b) Aequator. 
82!; == 89 + m — cotg i'n cos(&’ + p) 
mw’, = my +m + tg/,i' ncos(&! + p) 
a = W) — nsin (82' + p), 


*) Im Berliner astronomischen Jahrbuch werden alljahrlich in den ,Hilfstafeln“ die Gréssen m 
und » gegeben, und zwar fir das laufende Jahr ¢ die Grésse m(¢ — t,) in Zeitsecunden, sowie 
lg[n(t — t,)] in Zeitsecunden und Bogensecunden, wobei ¢, die Kpoche der wichtigsten Kataloge ist 
und die Newcomb’sche Pracessionsconstante zu Grunde liegt. Ausserdem werden dort Hiilfsgréssen 
und Formeln zur Uebertragung mittlerer Polsternérter von der Epoche ¢, der wichtigsten Sterncataloge 
auf das Aequinoctium des Anfangs des laufenden Jahres gegeben. 

*) Siehe Anmerkung S. 204. 

*) Siehe Lehrbuch zur Bahnbestimmung, 2. Auflage, S. 209. 


wobei wieder nach Oppolzer: 
p = 23,029 (4 — ty) 


ies {20",05150 — 0,00008669 ¢ a see 1850) Cee 
\ 
} 


m= {46",05951 + 0,00028391 (2 a eas 1850) (Gt): 


y4) 


4 


II. Nutation. 
AS TAllgemeine Werthe. ; 
Bezeichnet JA die Nutation in Linge und Zé die Nutation in Schiefe, so ist bis 
auf Glieder erster Ordnung: 
1. Nach Peters?): 
a) fiir die Epoche 1800,0: 
Ah = — 17,2405 sin 3 + 0",2073 sin 2 88 — 0",2041 sin 2 C 
+ 0.0677 sin (C —I") — 1",2692 sin 2 © 
+ 0",1279 sin(© —I) — 0",0213 sin(©O + TL); 
de —=-+ 9!,2231 cos $3 — 0",0897 cos 2 8% + 0',0886 cos 2 € 
+ 0",5509 cos2 © + 0",0093 cos (© +I); 


b) fiir die Epoche 1900,0: 


AA = — 17,2577 sin 8 + 0",2073 sin 2 53 — 0",2041 sin? C 
+ 0',0677 sin(C —I") — 1",2693 sin 2 © 
+ 0",1275 sin(© — I) — 0",0213 sin(© + TD); 
de =—+ 9",2240 cos&s — 0",0896 cos 2 83 + 0”,0885 cos 2 € 
+ 0",5506 cos2 © + 0",0092cos(@ +I). 
2, Nach Nyrén?): 
a) fiir die Epoche 1800,0: 
Ah = — 17,2649 sin 8 + 0.2065 sin 2 $3 — 0",2046 sin 2 
+ 0',0678 sin (( —I”) — 1",2588 sin 2 © 
+ 0",1266 sin(©O —I) — 0",0211 sin(© +I); 
de = + 9!,2360 cos $4 — 0",0893 cos2 63 + 07,0888 cos 2 € 
+ 0",5463 cos2 © + 0",0092 cos(© +I); 
b) fiir die Epoche 1900,0: 
4A = — 17,2824 sin & + 0",2066 sin 2 83 — 0",2047 sin 2 C 
+ 0",0678 sin (C — I’) — 12590 sin 2. © 
+ 0",1263 sin(© —I) — 0",0211 sin(O + TL); 
Aé = + 9.2370 cos $4 — 0",0893 cos 2 8&& + 0.0888 cos 2 € 
+ 05460 cos2 © + 0",0092 cos(© + I). 
3. Nach Oppolzer fiir die Epoche 1850,0 (in zweiter Niherung, wenn man 
bis zu Gliedern vom Range 0”,01 incl. geht): 


*) ef. Peters Abhandlung: ,Numerus constans Nutationis ...“ Ex scriptis Academiae Scien- 
tiarum Imperialis Petropolitanae. Petropoli 1842. 

*) Die Nyrén’schen Werthe sind als die vollkommneren zu betrachten. cf. Nyrén’s Abhand- 
lung: ,,Bestimmung der Nutation der Erdaxe“. Mém. de l’Acad. imp. des sciences de St. Peters- 
bourg, Tom. XIX, 2, 1871, 
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Ah = — 17,274 sin 2 + 0",209 sin 2 2 + 0",068 sin 2 C 
+ 0",011 sin(C + 2@+42 8) + 0",015 sin((—206 + er: 
— 0%,204sin(2( +204 2 Q) — 0,026 sin(3C + 2@ + 282) 
— 0",034sin(2C+2a@+ 2) + 0",012sin(2© + 2a'+ 8) 
+ 0"127 sin © — 1,263 sin(2© + 2! + 2 8) 
— 0,049 sin(3 © +20’ +2 2) + 0",021 sin(© + 2 a! + 28); 
— + 9,236 cos 84 —0",090 cos 2 $% + 0,089 cos(2€ + 2@ + 2 £2) 
+ 0",011 cos(8C + 2@ + 28) + 0,018 cos(2€ + 2@ + 8) 
4+ 0",548 cos(2© +2! + 22).+ 0,021 cos(3 © 4+ 2a! + 2 $2), 
Fiigt man zu diesen letzteren Werthen die gleichzeitig statthabenden Pra- 
cessionswerthe hinzu, néimlich zu 4A beziiglich 50,3708 ¢— 0,000 108 88 ¢? 
und zu 4€ beziiglich ¢, + 0',00000713+t, so erhalt man die Ausdriicke 
fiir die Gesammtpriicession und -nutation in Linge, ~, und in Schiefe, & 


4. Der Werth der Nutationsconstanten NV ist nach: 


Peters... See ie ts ee ee Gre aU ee 
Neren, 2e% Nap e e a. OOM See Oy) 
Harkness (Mitel) . Pees RO vases: OC ONIE, 


B. Einfluss der Nutation auf die Coordinaten der Himmelskérper und 
zwar auf Rectascension und Declination. 
ow — «= (cose + sine sinatgd). 4A — cosatgd. 4é 
0’ — 0 = cosa sine. AA + sinaZe. 
Bei Einfiihrung der numerischen Werthe von 4A und 4é wird bis auf Glieder 
erster Ordnung: 
1. Nach Peters: 
a) fiir die Epoche 1800,0: 
doa = ow! —o« = — 15",8148 sinSs — [6",8650 sin 83 sina 
+ 9",2231 cos 8 cosa|tgd 
+ 07,1902 sin2 8 + [0",0825 sin2 8% sina 
+ 0",0897 cos 2 83 cosa] tgd 
1”,1642 sin 2 © — [05054 sin2 © sina 
; + 05509 cos2 © cosa| tgd 
— 01872 sin2© -—— [0",0813 sin2€ sina 
+ 0",0886 cos2€ cosa] tgd 
—= (00195 (©: +. DP) 
— [0.0085 sin(© +) sin « +:0",0093 cos(© +I) cosa ltgd 
+ [0”,0621 + 0.0270 sina tg] sin (C — I") 
+ [0",1173 + 0.0509 sina tg 0] sin (© — TI); 
dd = 0'— 0 = — _6",8650 sin 2 cosa + 9",2231 cos 8 sina 
0",0825 sin2 8 cosa — 0",0897 cos2 8 sine 
0",5054 sin2 © cose + 0",5509 cos2 © sina 
O',0813 sin2© cosa + 0",0886 cos2 C sino 
0”,0085 sin(@ +I) cos « + 0",0093 cos(© +L) sine 
00270 cos « sin(( — I") 
0",0509 cosa sin(@ — TI); 


alge oe 


++ | 


2. 
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b) fiir die Epoche 1900,0: 


— 7 — 


oo — od = 


Nach Nyrén: 


— 15",8321 sin $4 —[6",8683 sin 83 sina + 9",2240cos 8 cosa|tgd 
+ 0”,1903 sin 2 8 + [00,0822 sin 2 8 sino + 0',0895 cos 2 82 cos u|tg O 
— 1",1644 sin 2 © — [0.5052 sin 2 © sina + 0.5506 cos 2. © cos a| tg 0 
— 0",1872 sin2¢( —[0",0812 sin2( sina + 0”,0885 cos2C cos a|tg b 
— 0",0195 sin(© + I) 

— [0",0085 sin(© + I) sina + 0",0092 cos(© + I) cosa tod 

+ [0”,0621 + 0",0270 sinc tgd] sin (C — I”) 

+ [01170 + 0",0507 sinew tgd] sin (© — I) 

— 6.8683 sin $2 cosa + 9.2240 cos 8 sina 

+ 0”,0822 sin2 2 cosa — 0",0895 cos2 2 sina 

— 07,5052 sin2 © cosa + 0",5506 cos2© sina 

— 0",0812 sin2€ cosa + 0",0885 cos2( sina 

— 0",0085 sin(© + I) cosw + 0”,0092 cos (© + LT) sina 

+ 0",0270 sin(( — I") cos o 

+ 00507 sin(©Q — I) cos a. 


a) fiir die Epoche 1800,0: 


a — oo = 


— 15",8371 sin 84 — [6.8747 sin 83 sinew + 9",2360cos 8 cosa|tgd 
+ 01,1894 sin 2 8% + [0,0822 sin 2 82 sina + 0”,0893 cos 2 83 cos a|tg 0 
— 1”,1548 sin 2 © — [0.5012 sin2 © sinw + 0',5463 cos 2 © cos «| tg 0 
— 0",1877 sin2©€ — [0",0815 sin2© sina + 0”,0888 cos2( cos a|tg 0 
— 0",0194sin(© + I) 

— [0",0084 sin(© + I) sinw + 0,0092 cos(© + I) cosa] tg d 

+ [00622 + 0”,0270 sina tgd] sin (C — I") 

[0.1161 + 07,0504 sino tgd] sin (CQ — I); 

— 6.8747 sin 8 cosa + 9",2360 cos 83 sino 

+ 0",0822 sin.2 $3 cosa — 0",0893 cos2 8X sine 

— 0",5012 sin2 © cosa + 0",5463 cos2© sina 

— 00815 sin2€ cosa + 0”,0888 cos2€ sine 

— 0",0084 sin(© + I) cosa + 0",0092 cos(© + I) sina 

+ 0”,0270 sin (( — I”) cosa 

+ 0,0504 sin (© — I) cos «; 


b) fiir die Epoche 1900,0: 


0 — 


Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 


— 15,8548 sin & —[6",8781 sin 8 sina + 9",2370 cos 8&8 cos a|tgd 
+ 0",1895 sin 2 + [0”,0822 sin 2 823 sina + 0”,0893 cos 2 83 cos %| tg 0 
— 1",1550 sin2 © —[0",5011 sin2 © sina + 0.5460 cos 2© cos a|tg d 
— 0",1878 sin2( —[0",0815 sin2© sina + 0",0888 cos2( cos a|tgd 
— 0",0194 sin(© + I) 

— [0",0084 sin(© + I) sina + 0",0092 cos (© + I) cosa] tgd 

+ [0”,0622 + 0',0270 sine tgd] sin (C — I”) 

+ [0”,1158 + 0”,0503 sina tgd| sin (© — TI); 

— 6.8781 sin $3. cosa -+ 9",2370 cos && sine 

+ 07,0822 sin 2 $3 cosa — 0",0893 cos2 8 sine 

— 0",5011sin2 © cosa + 0",5460 cos2© sine 

— 0",0815 sin2€ cosw + 0”,0888 cos2( sina 

— 0",0084 sin(© + I) cosa + 0",0092 cos (© + I’) sina 

+ 0",0270 sin(( — I’) cosa 

+ 0",0503 sin(© — I) cos a. 


to 
~I 
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III. Gesammtformeln fiir Praicession, Nutation und Aberration. 
“o—=-ataAt+odBtcC4+dD4+ty + 45H) 
O—0+avAt+UB4+¢C4+ aD cy’ 

wobei also o und 0! die scheinbare Rectascension und Declination, % und 0 hingegen 
die mittlere zu Jahresanfang bezeichnen; oder: 

oe! —a — ft gsin(G 4+ a) tgd + hsin (A + a) secd + ty 

d’ — 6 = goos (G + «) + heos (H + &) sind + icosd 4+ tw, . 
wobei die Constanten a, b, c, d; a’, b', c,d’; A, B, C, D; fg, h; G, H (deren Bedeutung 
im Vorhergehenden ausfiihrlich dargethan) einfach dem Berliner Jahrbuche, oder einem 
anderen astronomischen Jahrbuche zu entnehmen sind. 


Durch die Pariser Fundamentalsternconferenz (1896) adoptirte Werthe. 


1. Pricessionsconstante fiir die Epoche 1850.0 . . . . 50”,2453 + 0”,0002225¢ 
2. Nutationsconstante .. . SS ie oe 
3. Mittlere Schiefe der Bkipee ‘fit ae poohe 1901,0 23° 27) ie 
mit der jihrlichen Verinderung im Betrage yon 0,468 
4. Nutation in Linge JZ und in Schiefe 4a”): 
AL = — 17",236 sin 88 + 0,209 sin 2 84 —1",257 sin 2L + 0,110 sin (ZL 44 7593) 
— 0,049 sin(3 L + 78°,7). 
4ao=-+  9",210 cos & —0",090 cos 2 8 + 0,546 cos 2 — 0,009 cos (ZL — 78°,7) 
+ 0",021 cos(3 LZ + 78°,7). 
Kurzperiodische Glieder der Nutation in Linge und Schiefe: 
dL =— 0",204sin2€ + 0,067 sing, — 0,034 sin (2€ — 8) 
+ 0,012 sin(2€— g,) — 0,026 sin (2€ +m) + 07,006 sin2(C — L) 
+ 0,015 sin[2(C — L) — m]; 
do =-+ 0",088cos2€ + 0,018 cos (2€ — £8) — 0,005 cos (2€ — m) 
+ 0”%,0ll cos (2€ + m). 
5. Bessel’sche Constanten: 
A = — 20",47 cos @ cos © B= — 20",47 sin © 
C = t — 0",34218 sin 83 + 0",00415 sin 2 82 
— 0",02496 sin 2L — 0",00097 sin(3 L + 78°,7) 
+ 0.00218 sin(L + 7593) + 0”,00024 sin (2 L — 8) 
— 0",00405 sin2¢ + 0",00024 VCR — 9,) 
— 0”,00052 sin(2© + g,) + 0,00133 sin gy 
+ 0”,00012 sin2(€ — L) + 0",00030 sin[2 (C — L) — gw] 
— 0",00068 sin (2€ — 88). 
D = — 9",210 cos §& + 0",090 cos 2 $4 — 0,546 cos 2 L 
— 0”,021 cos (3 L + 78°,7) + 0,009 cos (— 789,7) + 0”,007 cos Qn 83) 
— 0",088 cos2€ + 0",005 cos (2€ — gm) — 0",011 cos (2€ + 9) 
— 0",018 cos(2 € — 82). 


E = — 0,043 sin 2 + 0”,001 sin2 83 — 0,003 sin 2 L 

a == 1/,, cose seco a’ = tg@ cosd0 — sina sind 
b = 1/5 sina secd b! = cosa sind 

¢ = 3807235 + 1833645 sina tgd ce == 20%,0467 cosa 

d = 1/1, cosa tg0 d= — sina. 


') Siehe unter Pariser Fundamentalsternconferenz 5. 
*) In 4. und 5. bedeutet: © die wahre Linge der Sonne, L die mittlere Linge der Sonne, 


@ die mittlere Linge des Mondes, §2 die Linge des aufsteigenden Mondknotens, g, die mittlere 
Anomalie des Mondes, w die Schiefe der Ekliptik zur Zeit ¢. 
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Finfzehnte Vorlesung. 


Volistandiges Beispiel zum Vergleich einer Beobachtung mit einem 
Elementensysteme. 


Um eine Beobachtung mit einem Elementensysteme zu vergleichen, kann man fiir 
die reducirte Beobachtungszeit (Beobachtungszeit minus Aberrationszeit) aus einem 
astronomischen Jahrbuche die Sonnencoordinaten interpoliren, die heliocentrischen Coordi- 
naten des Objectes berechnen u. s. w., wie im Vorhergehenden auseinandergesetzt 
worden ist. Sobald man aber eine gewisse Zahl von Beobachtungen mit einem Elementen- 
systeme zu vergleichen hat, empfiehlt es sich immer, sofort eine Ephemeride zu_be- 
rechnen. Die so entstehende Vermehrung der Arbeit wird durch Erhéhung der Sicher- 
heit und Erleichterung des Vergleiches von Beobachtungen mit dem Elementensysteme 
reichlich wieder eingebracht. Der erste Schritt zur Berechnung einer Ephemeride ist 
die Ermittelung der Gauss’schen Constanten. Fiir den Kometen 1890 III, bezogen auf 
die mittlere Ekliptik 1890,0 (fiir den Anfang des tropischen Jahres)!), lag das folgende 
parabolische Elementensystem vor: 

i = 63° 18! 23,80 
§3 == 14° 20’ 31”,60 
@ =="859 42! 50",90 
lg ¢ = 9,883 408 6 
T = Juli 8,601 36 
(Periheldurchgangszeit bezogen auf den Normalmeridian von Berlin). 
Die mittlere Schiefe der Ekliptik war fiir 1890,0. nach dem Berliner Jahrbuche: 
Se SO OT LO TO: 
Wir stellen zunichst die zur Anwendung kommenden, im Vorhergehenden abgeleiteten 
Formeln zusammen: 


= asin A. = cos 82 
acos A = — sin 88 cost 
nsin N = sini 
n cos N = cos §8 cosi 
bsin B = sin 828 cos & 
bcos B = ncos(N + 8) 
csin C = sin 82 sine 


c cos C = nsin(N + @) 


besin(C — B) 


Controle: fgi = 
g acos A 


b) 


woraus von Neuem 7. Ferner: 


1) Das tropische Jahr beginnt in dem Augenblicke, in welchem die mittlere Lange der Sonne 
minus 20/47 (dem constanten Theile der Aberration) gleich 280° ist, bezogen auf das in demselben 
Augenblicke stattfindende mittlere Aequinoctium. Mit Hiilfe der in den Jahrbiichern gegebenen 
Bessel’schen Hiilfsgréssen geht man also vom wahren Aequinoctium der Beobachtungszeit auf das 
mittlere zu Anfang des tropischen Jahres iiber. 

PH fs 


212 


ASA a 
B' = B +10 
Ch Co) 
a’ = ra sin(A’ + v) 
y' = rb sin (B'S 2) 
ze’ = resin(C’ + »). 


Die Rechnung gestaltet sich jetzt wie 


folgt: 


COS & 9.962 5507 sin 84 cosé | 9,356 496 3 
sin $3 | 9,393 945 6 sil 99921246 
Sin E 9,599 889 1 COS 
“eNE : ncos(N + e) | 8,640 2031 
cost 9,652 455 1 : 
BUTI eT Vee 
sim 1 a 
> A OOO T I bA2 C— Rl 73807. 1”,95 
— sin $4 cost | 9,046 400 7, sin(C — B) ! 9,981 6257, 
: 5: a DE No9sG3ian iz 
A | 969933" 727 
Iga | 9,989 095 1 sin 83 sine | 8,993 8347 
= oa 3 7 sin 
cos. A | 9,057 305 6, oe C | 9,997 8692 
sini | 9,951 057 2 nsin(N + €) )9,996 8747 
sim | 9.953 7628 C | 5° 40! 15”,67 
ace lige | 9,999 005 5 
cos §3 cosi | 9,638 704 4 4 
; Cir eae oe besin(O — B) | 9,3450029, *' 
AOS haan wcos A | 9,046 4007, 
Seo 2 WTS bs 
Keel hoe tgi | 0,298 602 2 
IN aa i) 879 28 59 ate) i 630 18 23-32) 
cos (N + &) | 8,6429087 / 90 15! 59” 
: n | 9,997 2944 i me os we 
: 9.999 580 3 BNO 64O 8 Oe ouaae 
SOIL (VN + é) 91999 a) ro) ou 910 93! 6,57 


Man erhilt somit fiir die heliocentrischen Coordinaten des Kometen 1890 III, be- 


zogen auf den mittleren Aequator 1890,0: 


") Wenn aus zwei Gleichungen yon der Form: 


asin A = cos £2 

“cos A = — sin §2 cost 
a und A zu bestimmen sind, so bildet man zunichst durch Subtraction lg tg A und bestimmt hieraus. 
A. Man ermittelt hierauf a, indem man lg sin A resp. lg cos A von dem grosseren der beiden Werthe 


lg (asin A) oder lg (acos A) abzicht, damit die unvermeidliche Unsicherheit von A die Bestimmung 
von @ so wenig wie méglich beeinflusst. Diese Operation schreiben wir symbolisch : 


asin A 


cos 
a cos A 
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xz = r [9,989 095 1] sim (1829 15’ 58,17 4 ») 

y = r [9,364 3717] sin (164° 50’ 8",.52 + v) 

2 = r [9,999005 5] sin (919 23’ 6",57 + v) 
Mit Hilfe von Additions- und Subtractionslogarithmen findet man: 

a? + 6? + ¢? = [0,301 0300] — 2,000 000 0. 
Die Controlgleichung: 
Nr ee acos2A + b?cos2B + c%cos2C = 0 
ergiebt, wenn man den positiven und den negativen Theil gleichsetzt: 

[9,989 445 4] — [9,989 445 6] 

also eine geniigende Uebereinstimmung. 

Hierdurch ist die Rechnung in hinreichender Weise controlirt. Man kénnte auch 
noch die Controlgleichung: 

a sin2A + 6? sin2B + csin2C — 0 
heranziehen. 

Andererseits kann man als Controle zunachst das gegebene Elementensystem auf 
den Aequator umformen. Man gewinnt so die fiir viele Zwecke niitzlichen Aquatorealen 
Elemente und kann aus ihnen in einfacher Weise die Gauss’schen Constanten herleiten, 
Durch alle diese Controlen wird zwar die Richtigkeit der Gauss’schen Constanten 
geprift, aber nicht das zu Grunde liegende Elementensystem. , 

Um dieses letztere zu priifen, bleibt weiter nichts tibrig, als es mit Beobachtungen 
zu vergleichen. Hierzu wahlt man am besten Beobachtungen, welche nicht als Grund- 
lage zur Berechnung der Bahn gedient haben, denn das Elementensystem enthalt natiir- 
lich die Fehler der zu semer Bestimmung dienenden Beobachtungen. Ein Elementen- 
system, welches zu einer definitiven Bahnbestimmung verwendet werden soll, muss die 
Oerter des Objectes auf 5”, allerhéchstens 10” genau darstellen. Ist das nicht der Fall, 
so ist zu befiirchten, dass die an den Bahnelementen anzubringenden Verbesserungen 
nicht mehr als unendlich klein von der ersten Ordnung betrachtet werden kénnen, die 
spiter fiir die Anwendung der Methode der kleinsten Quadrate unentbehrliche Voraus- 
setzung. 

Handelt es sich nur darum, eine Aufsuchungsephemeride zu berechnen (d. h. eine 
Ephemeride, welche die Orte nur auf circa 1’ geben soll, um dem Beobachter die Auf- 
findung des Objectes zu erleichtern), so kann man sich eventuell mit weniger guten 
Darstellungen begniigen. Aber auch hierbei sollten die Beobachtungen immer bis auf 
allerhéchstens 20” dargestellt werden. Ist die Abweichung der berechneten Elemente 
von den wirklichen zu gross, so kann die Darstellung der Oerter im Laufe der Zeit 
von der Wirklichkeit derartig abweichen, dass der Beobachter das Object schliesslich 
nicht mehr auffinden kann. 

Wir gehen nun dazu iiber, mit Hilfe der Gauss’schen Constanten eine Ephemeride 
zu berechnen. Wir wollen die scheinbare Stellung des Kometen von zwei zu zwei 
Tagen fiir Berliner Mitternacht erhalten, von Juli 14,5 beginnend, und ordnen die Rech- 
nung wie folet an: 


1890 ¢ Juli 14,5 Juli 16,5 Juli 18,5 
fT 5" 89864 7% 89864 9° 89864 
M 8,049 459 10,778 718 13,507 977 
vy) + 12° 12’ 20,20\) + 16° 14’ 52,07 | +. 20° 12 36”,95 
Vy + 6° 6 10",10 }+ 8° 7 26,04 | + 10° 6! 1848 
[cos 1/, v?] 9,995 063 6 9,991 239 6 9,986 420 4 
[r] 9,888 345 0 9,892 169 0 9,896 988 2 
ies, 194° 28" 18”,37 198° 30! 50,24 | 202° 28" 35,12 
Bet y 177° 2! 98",79 181° 5’ 0%,59 | 185° 2! 45"47 
Cpr 103° 35! 26!,77 107° 37’ 58,64 | 111° 85’ 43/52 
[sin (A’ + v)] 9,397 771 4n 9,501 792 Bn 9,582 408 On 
[r al 9,877 440 1 9,881 264 1 9,886 083 8 
[x] 9,275 211 5n 9,383 056 6n 9,468 491 Bn 
x — 0,188 456 7 — 0,241 5776 — 0,294 097 5 
x — 0,386 957 9 — 0,417 9998 — 0,448 5678 
[sin (B! + v)] 8,712 783 6 8,276 679 Bn 8,944 259 On 
[rb] 9,252 716 7 9,256 540 7 9,261 359 9 
[y] 7,965 500 8 7,538 220 On 8,205 619 8n 
-y + 0,009 236 8 — 0,008 413 7 — 0,016 055 4 
vy ++ 0,862 252 8 + 0,849 849 5 ++ 0,836 482 6 
[sin (C’ + v)] 9,987 665 7 9,979 100 5 9,968 392 8 
[r ¢] 9,887 850 5 9,891 1745 9,895 993 7 
[2] 9,875 016 2 9,870 275 0 9,864 386 0 
z + 0,749 922 2 + 0,741 7798 + 0,731 789 2 
Z + 0,374 086 9 + 0,368 707 0 +L 0,362 908 7 
f=a@-+ X — 0,575 4146 — 0,659 577 4 — 0,742 665 8 
n=y+ ¥ -+ 0,871 489 1 ++ 0,846 435 8 + 0,820 427 2 
C=24+27 ++ 1,124.009 1 + 1,110 486 8 + 1,094 697 9 
[1] = [e sine cos 0] 9,940 261 9 9,927 594.0 9,914 040 0 
be «| 9,921 4301 9,896 962 8 9,870 033 6 
[E] = [e cose cos d] 9,759 980 On 9,819 265 8n 9,870 793 In 
[¢] = [e sin 0] 0,050 769 8 0,045 513 4 0,039 294 3 
[ ee | 9,864 867 4 9,856 798 6 9,851 828 2 
[o cos 0] 0,018 831 8 0,030 631 2 0,044 006 4 
G 347° 27! 347° 17! 347° 6! 
Mittleres « in Bogenmaass 123° 26" 7!",55 127° 55! 37",86 132° 9! 7/,04: 
da =f + gsin(G + @) tgd + 14,97 + 14,39 + 14,48 
Wahres « in Bogenmaass = 123° 26! 21!" 82 127? 65" G2N25 132° 9! 21",52 


Wahres « in Zeit 


8h 13m 458,455 


8h 31m 438,483 


8h 48m 378,435 


Mittleres & 
Jd = gcos (G+ a) 


447° 


6! 17!,54 
— 1",57 


+ 45° 58" 53,40 
— 1",94 


+ 44° 41! 2104 
— 299 


Wahres d = 5 


*) Mittelst Tafel VI 


+47° 6! 15,97 


+ 45° 58! 51",46 


+ 44° 41! 18,75 
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1890 Juli 14,5 Juli 16,5 Juli 18,5 
[e] 0,185 902 4 0,188 7148 0,192 178 2 
Aberrationszeit in Tagen 04,008 854 9 04,008 912 4 02,008 983 8 
Gt e« TIOS 53% TIS os 13" 119° 15! 
[cos(G + «)] 9,5520n 2 9,6295n 9,6890n 
fg] 0,6437 0,6572 0,6701 
[sin (G + «)] 9,9705 9,9565 9,9408 
[tg 9] 0,0319 0,0149 9,9953 
[gsin(G + «)tgd] 0,6461 0,6286 0,6062 
gsin(G + «)tgd + 4,43 4 4/95 + 404 
f + 9,84 ++ 10/14 + 10,44 
[gcos(G + a)] 0,1957n 0,2867n 0,3591n 


Bei der Berechnung von M ist es zu empfehlen, nur den ersten und letzten Werth 
logarithmisch zu berechnen, die zwischenliegenden aber nach einander durch Addition 
einer constanten Grdsse abzuleiten. Wenn man auf diese Weise den letzten Werth 
wiederfindet, so sind alle zwischenliegenden controlirt. Wir bezeichnen die Loga- 
rithmen einer Grésse durch eckige Klammern. Die Sonnencoordinaten X, Y, Z, sowie die 
Gréssen f, g und G entnimmt man ohne Interpolation dem Berliner Jahrbuche, wo dieselben 
fiir mittlere Berliner Mitternacht jedes Tages gegeben sind. Die schliesslich gefundenen 
wahren Coordinaten enthalten daher Pracession und Nutation, nicht aber die Aberration. 


Durch Fortsetzung obiger Ephemeride wurden folgende Werthe fiir « und 0 gefunden: 


Datum Wahres « Wahres d Aberrationszeit lg 0 
dui 2 bay eas 8h 13m 458,455 | +.47° 6! 15/97 04,008 854.9 0,18590 
UG EY og ae 8 31 43 ,483 45 58 51 46 0 ,008 912 4 0,18871 
ISD. 8 48 37 ,435 44 41 18 ,75 0 ,008 983 8 0,19218 
POs. | 9 4 24:,598 43 15 20 ,84 0 ,009 068 4 0,19625 
PSY a ar Teele on, OLS 41 42 39 ,02 0 ,009 165 6 0,20088 
245... 9 32 40 ,796 40 4 48 ,18 0 ,009 274 7 0,20602 
MOB oc Bic 9 45 15 ,385 88 23 14 ,41 0 ,009 394 9 0,21161 
28,5 9 56 53 ,056 36 39 13 ,38 0 ,009 525 4 0,21760 
30,5 10 7 38 ,459 34 53 49 ,89 0 ,009 665 4 022394 
August 1,5 10: 17 36 ,325 33 7 «(58 454 0 ,009 814 2 0,23057 
Bsi) 3) ee a 10 26 51 ,247 31 22 24 ,15 0 ,009 9708 0,23745 
rome emi 10) 30) 272,539 29 37 42 ,88 0 ,010 1346 0,24453 


Die Differenzreihen dieser Gréssen verlaufen zu regelmassig, als dass Rechenfehler 
in der Ephemeride zu vermuthen waren. Die Aberrationszeit ware auf fiinf Decimalen 
genau geniigend. Der Komet bewegt sich nun in Rectascension taglich um circa 7™, 
in Declination um 1° weiter, d._h. in 0,00001 Tagen um 08,0042 in Rectascension und 
0”,04, d. s. zu vernachlissigende Gréssen. Um ganz sicher zu gehen, wollen wir indessen 
noch die sechste Stelle in den Aberrationszeiten bestehen lassen. In @ und 0 machen 
sich noch siebente Differenzreihen fiihlbar. Um diesem Uebelstande abzuhelfen, inter- 
poliren wir zweimal in die Mitte und erhalten so, nachdem wir schliesslich alle Gréssen 
auf eine geeignete Stellenzahl abgekiirzt haben: 


18,8 
82 6 7 
oa 
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Epoche Wahres « 1. Differenz 2. Differenz | 3. Differenz Wahres 0 
890 Juli 185... . gh 48m 87s 44 44° 41! 
1890 Juli 18,5 8b 48m 37s 44 4+ 4m) 98,09 : + 

19,0 8 52 40,53 — 48,20 44 20 
ws . . . | ve ’ ae 3 5S 89 ? = 
19,5 | 8 856 89 ,42 ; , 4 ot 43 59 
O05 cane 8 56 39 42 16 eaees : cS 
20,0 | 9 O 84 ,10 fe — 4 ,19 43 37 
QB x's yee Sead ES ae . a ae de ap ‘ 43 15 
| +8 468 ag 
210.5 os OSH LOm G0 ) : a i — 4,15 ann 42 52 
= oO ~~) ) s 
51°} heen 9 11 58 ,06 Lg 38 io eS yl 16 42> 29 
+~— 8 3 2 
99,.0,..< . <i) oee 96 81.08 eons 5 ‘og joe ee . 42 6 
20.5: vise OROMetones foo. ee 2408 sie 41 42 
+ 8 29 ,89 ; oh 
58;0 eae 9 92 84 ,91 Sh aoe —'¢ 00 : 41) 38 
23,5 . 9 26 0,80 ra aa — 8 ,95 Wee 40, 54 
_ +8 21 ,94 = ee ey) 
24,0 : 9 29 22 ,74 Res pes ; 40 29 
8 18 ,06 
24,5... 96a @ eee tet Oo | 884 z, " 40 4 
25,0 9 85 55 ,02 Te es a a7 15 ee 39 39 
25,5 i oe Up eae nue 39 14 
ee Haag LG IG ee ee 
26,0 ; 9 42 12 ,25 14 — $ ,62 on 88 48 
-+ $3 § 14 5 
26,5 9 45 15,89 * i 18 BY : 38 28 
27,0 9 48 14 ,96 ee eee Te 37 87 
3 +2 56 ,09 3 
27,5 > 9) be 115,06 37 431 
| 
| | 


Die Oerter fiir Juli 14,5 und 16,5 in der uwrspriinglichen Ephemeride haben uns 
nur dazu gedient, die zu Anfang der Ephemeride fiir die Interpolation in die Mitte 
nothigen Differenzreihen zu liefern, Der Sicherheit halber ist es immer zu empfehlen, 
in der, der Interpolation in die Mitte zu Grunde zu legenden Ephemeride. am .Anfange 
und Ende zwei oder drei Epochen mehr zu berechnen, als das strenge genommen 
néthig wiire. 

Wir wollen jetzt eme Beobachtung von Herrn Coggia in Marseille, dem Ent- 
decker des Kometen, mit obiger Kphemeride vergleichen. Dazu withlen wir die Beob- 
achtunge vom 22. Juli. Dieselbe ist in den Astronomischen Nachrichten Nr. 2982, 
S. JL bis 92 in folgender Form mitgetheilt: 


| | 


Juli aaa SAR 4DP |\Cp| ARapp \lopa | D p app | lgp 4 \Red.a.l. app*)|) * 
| | | 
22 | 9h 26m Ys|— Ym 168,93|— 6! 37,3] 6,5 |9h 18m Qs 24} 9,692 |48° 12! 42",82 | 0,838n|—0s 68 —5",1] 5 


d. h. der Beobachter hat den Kometen am 22. Juli um 9 26™ 98 mittlerer Marseiller 
Ortszeit beobachtet. Er verglich ihn mit dem Stern (*) 5 und fand im Sinne Komet 
minus Stern fiir die Reetascensionsdifferens: 

4 AR: —2" 168,93 (durch sechs Vergleichungen vergl. Cp) . 
und als Differenz der Poldistanzen: 

ADP: —6' 37",3 (durch fiinf Vergleichungen siehe Cp). 
(Der Beobachter giebt also, wie das zum Theil geschieht, Poldistanzen an Stelle yon 


Declinationen.) 


') d. h. Reductio ad locum apparentem. 


beoonooww kK @ eH 


eo tT 


bw 


bP 


=) 


1. Differenz 2. Differenz | 3. Differenz | Aberrationszeit | 1. Differenz Ig @ 1. Differenz 
04,008984 0,1922 
oe 29,9 9004 yeh 0,1981 eee 
o55) 
= De TAG, os ea -- 20 4.10 
— 28, 024 0,1941 
Sige 26,9 ec 9046 aes 0,1952 tee 
— 22 11,3 + ne + 1,8 ae + 22 Wipe + 11 
— 29. 36,4 ae wt A + 24 : ae alil 
— 23, 9092 0,1974 
—. 23) “Oa Fad 3 + 24 + 11 
oh — 29,9 9116 0,1985 ‘ 
Bre Oe 20,7 7 a 9140 es 0,197 se 
— 23 43,0 ne + 1,4 Bes 5 pene 
— 19,3 9166 0,2009 
= 2 32 a pares + 26 + 19 
17,8 9192 0,2021 
— 24 20,1 ee 18 a7 + 13 
Fs — 16,5 9219 0,2034 
— 24 36,6 en ale + 27 aes + 13 
2/94 B18 peat + 43 aoe + 29 : + 13 
oe = 139 i ‘ 9275 ae 0,2060 ae 
AD) vo Ss e 
Bika == 12,6 | j 9304 0,2074 
Be og. 183 ae + 1d 9333 ae 0,2088 aes 
— 25 29,8 “Ae ete eee aI +14 
98 40,0 oe ian 9364 a 0,2102 ae 
ee 2 69 o 9395 a, 0,216 ae 
aha 8 9497 a 0,2131 . 
he Aaa 9459 es 0,2146 FS 


Nun giebt er im Folgenden die Stellungen seiner Vergleichssterne; wir entnehmen 
daraus das, was sich auf den Stern (5) bezieht: 


* | Grosse 


AR 1890,0 | D P 1890,0 | Autoritat 


5 | 78 


gh 20m 428 85 | 48° 19! 25/9 | W, 9,389 


Der Beobachter hat also im zweiten Weiss’schen Kataloge seinen Stern in der 
neunten Stunde (der Katalog ist nach den Stunden in Rectascension geordnet) unter 
Nummer 389 gefunden, mit der Angabe, dass er 7,8ter Grésse ist, hat hierauf die 
angegebene Stellung durch Anbringung der Priacession auf das mittlere Aequinoctium 
1890,0 reducirt, und so als Rectascension 9% 20™ 42°85, als Poldistanz 489 19’ 25,2 
gefunden. Er hat dann mit Hiilfe eines Jahrbuches die Reduction auf den scheinbaren 
Ort fiir diesen Stern berechnet, und so: 


Red. a. l. a : — 08,68 in Rectascension und -—5",1 in Poldistanz 
erhalten (diese Gréssen enthalten also Pricession vom Jahresanfange bis zur Zeit der 


Beobachtung, sowie Nutation und Aberration). Der scheinbare Ort des Vergleichssternes 
zur Zeit der Beobachtung ware demnach: 


95 20™ 42517 in Rectascension und 48° 19’ 20,1 in Poldistanz. 
Diese Gréssen giebt der Beobachter aber nicht erst, sondern sogleich durch Hinzufiigung 
der Differenzen Komet minus Stern: 


Ba. AAR = — 2™ 168,93 


APD = — 6 37",3, 
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die scheinbare Stellung des Kometen zur Zeit der Beobachtung: 
A Rapp = 9» 18™ 25s,24 
D p app = 48° 12’ 428. 
Schliesslich giebt er noch die Parallaxenfactoren: 
In Rectascension: lgp 4 = [98,692] 
In Poldistanz: Igp 4 = [0,838,]. 
Wollte man sich auf diese Angaben allein stiitzen, so kénnte man die Parallaxe mit 
dem Werthe loge = log 4 = 0,2007 (nach obiger Ephemeride) berechnen und wiirde 
so fiir Rectascension und Poldistanz die folgenden Parallaxencorrectionen erhalten: 
do — + 0831 dD pa a: 
Diese Correctionen hitte man dann den obigen Werthen fiir die scheinbare Rectascension 
und Poldistanz hinzuzufiigen und wiirde so erhalten: 
A Rope = 9° 18" °25555 
Dp app = 48° 12’ 38,5 
oder fiir die scheinbare Declination: 
Oe 41° 47! 21"): 
Diese Werthe kénnte man dann nach Reduction auf das mittlere Aequinoctium zu 
Jahresanfang einer vorliufigen Bahnbestimmung zu Grunde legen. 

Soll aber die Beobachtung zur Bestimmung einer definitiven Bahn herangezogen 
werden, so empfiehlt es sich, s&mmtliche Angaben des Beobachters von Neuem zu 
berechnen. 

Wir beginnen mit der Neubestimmung der Stellung des Vergleichssternes: 

Seien o% und 6) die Coordinaten des Sternes fiir den Anfang des Katalogjahres t), 
&, und 0, diejenigen fiir den Anfang des Beobachtungsjahres. 

Man hat dann mit hinreichender Genauigkeit: 


0 
Oy, — % = m (4 ty) + n( — to) tg - 


1+ 9) Oy + % |. 
9 sin 9 
(I). 
Spt Oy SS ate Naees ee 

Das Berliner astronomische Jahrbuch giebt nun fiir das laufende Jahr, das wir hier 

mit t, bezeichnen, die Grdéssen m(t, — to) in Zeitsecunden, ferner: 
Ig{n(t, — t)|s und Ig[n(t, — to)]", 

wobei f) die Epoche der wichtigsten Kataloge ist. Diese Angaben beruhen, wie schon 
erwahnt, auf Zugrundelegung der Newcomb’schen Pricessionsconstante. 

Hat man derartige Werthe nicht zur Verfiigung, so muss man sich m und » nach 
den im Capitel tiber Pracession gegebenen Vorschriften selbst berechnen. 

Die Gréssen % und 0) sind also durch den Katalog gegeben, und man hat hieraus 
durch successive Annaherung «, und 0, zu bestimmen. 

Zunichst kann man sich einen Niherungswerth von o, und 0, verschaffen, indem 
man setzt: 


% —&% = { vatiatio annua + © variatio saccular | (t, — to) 


200 
t; — to 
200 
wobei man die variatio annua und die variatio saecularis fiir beide Coordinaten 
aus dem Kataloge entnimmt. Da diese letzteren Angaben jedoch auf verschiedenen 
Werthen fiir die Pricessionsconsiante beruhen und zum Theil auch Verseben enthalten 


6, —-o= { variatio annua + variatio saccular | (4 — fy); 
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kénnen, so thut man gut, die so erhaltenen a, und 0, nur als erste Anndherung zu 
betrachten. Man berechnet dann mit ihnen 


% + % 0; + 9 
aia und Sit vee 


und hieraus mit Formel (I) einen verbesserten Werth von o% und 0. 

Weichen die so erhaltenen Werthe von «, und 0, merklich von den aus den 
Katalogen hergeleiteten ab, so controlirt man die Rechnung durch nochmalige An- 
wendung der Formel (1). 

Wir erhielten so fiir obigen Stern nach verschiedenen Katalogen: 


Zant der Mittleres Jahr 
Autoritat Grésse | Beobachtungen Oe « 1890,0 d 1890,0 
Beobachtung 
oe 0 a Co) 

P— Ii 18562... —= — 1796,2 1796,2 Qh 20m 428,59 | +41° 40! 32/2 
lio, SECO cow acaD 7,8 dlrs yal — — 9 20 42 93 | +41 40 34 7 
PEUIG 2S et iy sik 7,8 2 2 1867,2 1867.2 | 9 20 42 43 +41 40 28 ,0 
PAGO «2. 4 + 7,2 Dee 1869,7 1869,7} 9 20 42 382 |+41 40 28 ,9 


Mierzu sei Folgendes bemerkt. Der wegen seines Alters zum Zwecke der Be- 
stimmung von Kigenbewegungen wichtige Katalog von Lalande (Zl) enthalt in seiner 
urspriinglichen, englischen Bearbeitung gewisse Ungenauigkeiten. Seine simmtlichen 
Sterne sind indess in Paris neu beobachtet worden und gleichzeitig hat man die 
alten Beobachtungen neu reducirt. Der Pariser Katalog, welcher unseren Stern als 
Nr. 11628 enthalt, giebt gleichzeitig die Differenz Paris minus Lalande. Auf 
diese Weise wurde die erste Stellung P — Zl 18562 erhalten. Fir den Katalog W, 
ist die Zeit der Beobachtung im Texte selbst nicht angegeben; sie liegt aber jedenfalls 
in der Nahe des Katalogjahres 1825. ; 

Die letzte Stellung ist schliesslich dem Kataloge der Astronomischen Gesellschaft 
(Zone yon Bonn) entnommen. Diese Beobachtungen scheinen ein allmiliges Abnehmen 
der Rectascension und Declination anzudeuten. Sie sind aber viel zu wenig zahlreich, 
um etwa eine Eigenbewegung bestimmen zu kénnen, zumal die beiden alteren Beob- 
achtungen unter sich schlecht iibereinstimmen. Da die Zahl der EHinzelbestimmungen 
fiir die beiden neueren Angaben dieselbe ist, so nehmen wir aus ihnen einfach das Mittel: 

% == 9b 20™ 4253 0 = + 41° 40’ 28,5. 

Eine kleine Kigenbewegung des Sternes kénnte dieses Resultat tibrigens nicht sehr 
beeinflussen, da der Zeitraum zwischen den Katalogbeobachtungen (im Mittel 1868,5) 
und 1890 noch nicht allzu bedeutend ist. 

Der Rest der Reduction gestaltet sich wie folgt: 


1. Berechnung der reducirten Beobachtungszeit. 


T, = mittlere Zeit Marseille. ... . Gb= 2.67898 
Lange von Berlin in Zeit!). . . . 2 © [y+ a2 08,3 
ie—emittlere: ew, Berlim ~ 5 %)2 = - OE D803 
| OOS EA Juli 22,415 386 
PMInonrAnTONSZelU@h en Gi. fbeed ss. wee wn lal 0,009 162 
Reducirte Beobachtungszeit. . . . . .: | Juli 22,406 224 


1) Nach dem Berliner Jahrbuche. 
28 * 
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2, Berechnung der Sternzeit des Beobachtungsortes. 


2°) T, + Acceleration 7, 1) : Oh ae 
Sternzeit im mittleren Berliner Mitta 2) San OeRon 
Seah 17h 28m 24s 

oder aber: 


2») T, + Acceleration 7, Side gb 27™ 498 
Sternzeit im mittleren Berliner Mittag 


at -Cornection Ay cin 6.5. + aes 8 0 42 


== 00 a 175 28™ 24s 


3. Berechnung der Parallaxen. 


Gi} 17® 98m) ae [9 Factor d 0" 5) | 0,7787 
aapp | 9. 18 25 2, } sin(y — 0) 9,9905 
3 cosec Y 0,0618 
6 —a in Bogenmaass | 122° 30! 
sec(@ — a) | 0,2698, 2 | 9,6847 
tgp’ 4) | 9,9714 lg | 0,2007 
— Z, | 0,8310 
tgy | 0,2412, See Renee : 
y | 119° 51! lg doe | 9,4840 
6 | 41 47 lg dd" | 0,6308 
y—d| 78° 4! dot |. Osis 
= = " "es 
lg Factor da’*) | 9,6334 a9" i ae 
2, } sin() — a) 9,9260 
sec 0 0,1275 


Die beiden Parallaxenfactoren 2, und 2, miissen nahezu mit den yon den Beob- 


achtern gegebenen iibereinstimmen. 


) Unter Acceleration yon 7 verstehen wir die Grésse, die man zu 7 hinzufiigen miisste, um 
es in Sternzeit zu verwandeln (nach Tafel IIa). 

*) Nach dem Berliner Jahrbuche. 

*) Diese Correction findet sich im Berliner Jahrbuche unter der Rubrik: Sternzeit im mittleren 
Mittag weniger Sternzeit im mittleren Berliner Mittag. 

*) y/ ist die geocentrische Breite des Beobachtungsortes nach dem Berliner Jahrbuche. 

°) Merbei ist: 
m0 Cos gy! 

15 

Setzt man mit dem Berliner Jahrbuche fiir Marseille y’ = + 48° 7’ und lg @ = 9,9993 (in Hinheiten 
des Aequatorealhalbmessers) und schliesslich 1 = 8",802, so erhilt man obige Werthe. 


Factor das = , Factor dd” = 70 sin gq’. 
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4. Reduction des Sternes auf den scheinbaren Ort?). 


od) + 41° 41! a 0,6086 
cos 0 9,8732 
G 3469 43’ 
Ca LAO" AT f” | + 11"03 
H ey gsin(G + a)tgd | + 38 52 
nae ae hsin(H + a) secd | — 24 81 
a+ H 292 21 A=. | — 110126 
tg | 9,9995 goos(G + a) |— 2",97 
sin(G + a) 9,9029 heos(H + «)sind | + 5 07 
g 0,6943 icos0 | + 3 ,03 
cos(G + a) 9,7785 yoaela oa 
secd |  0,1268 dos | — 0568 
sin(H + «) 9,9661, 
h | 1,3018 
cos(H + «) 9,5801 
sind | 9,8228 


Auch diese Gréssen miissen nahezu mit den vom Beobachter gegebenen iibereinstimmen. 


5. Vergleich der Beobachtung mit der Ephemeride. 


0 ) 

« 1890,0 | 98 20™ 42838 + 419 40! 285 

Red. a. 1. app — 0 ,68 + 5,1 

Scheinbare Stellung des * gh 20™ 418,70 + 41° 40! 33.6 
Eee e416 803 + 6! 37",32) 

¥ app GPS OAe TT, + 41° 47' 10,9 

Parallaxe + 0,31 + 4 43 

Wahrer Ort des-%-aur redu \ 9h 1g 95408 4 410 47 159 

cirten Beobachtungszeit — { 
& nach Ephemeride *) 9 18 25 ,20 + 41 47 7,4 
Correction der Ephemeride — 08,12 + 78 


Demnach wire also nach dieser Beobachtung 
eine Correction von — 08,12, in Declination von 
etwas stark; doch zeigten andere in der Nihe 


Uebereinstimmung. 


1) Die Gréssen gy, G etc. sind dem Berliner Jahrbuche interpolatorisch entnommen. 


ie dhe 


anzubringen. 


liegende Beobachtungen 


an obige Ephemeride in Rectascension 


Die letztere ist 


eine bessere 


Gewohn- 


lich begniiet man sich indess bei derartigen Reductionen, bei denen nicht die diusserste Genauigkeit 


erreicht werden soll, 


obgleich die Beobachtung streng genommen nicht zu dieser Zeit stattfand. 
*) Das Zeichen dieser Grésse wurde geiindert, weil der Beobachter die Differenz in Poldistanz 
giebt, wir aber die in Declination brauchen. 
8) Diese Grésse ist aus der Ephemeride durch Interpolation mit der reducirten Beob- 


achtungszeit: Juli 22,406 224 erhalten worden. 


die Bessel’schen Constanten einfach fiir Berliner Mitternacht anzunehmen, 


Zweite Abtheilung. 


Die Berechnung von Bahnen aus gegebenen 
Beobachtungen. 


Sechszehnte Vorlesung. 


Berechnung einer Kreisbahn. 


Von den Problemen, welche sich mit der Bestimmung der Bahnelemente aus 


gegebenen geocentrischen Beobachtungen beschiiftigen, ist das der Berechnung einer’ 


Kreisbahn, welche sich an zwei vollstiindige geocentrische Oerter anschliesst, das leich- 
teste, und obwohl mit der Annahme, dass die Excentricitiit e gleich Null sei, die Strenge 
verletzt wird, doch bei Planeten nicht ohne praktische Bedeutung. Vor der Entdeckung 
der kleinen Planeten zwischen Mars und Jupiter und der dadurch veranlassten Kinfiihrung 
der Gauss’schen Methoden in die Astronomie war es sogar der einzige Weg, den man 
zur Ermittelung der Bahnelemente kannte, zuerst die Annahme e = 0 zu machen und 
das gefundene Resultat durch kleine Correctionen mehr und mehr zu verbessern. Die 
Bahnen aller alteren und grésseren Planeten mit Einschluss des im Jahre 1781 von 
Wilhelm Herschel entdeckten Uranus sind auf diese Weise gefunden worden; die- 
selbe konnte sogar noch bei Gelegenheit der Auffindung des Neptun gute Dienste 
leisten. Auch fiir die kleinen Planeten, deren Bahnen bekanntlich im Durchschnitt viel 
excentrischer sind, als die der grésseren, wird man sich recht gut einer auf eine Kreisbahn 
gegriindeten Ephemeride bedienen kénnen, wenn es bloss darauf ankommt, einen solchen 
neu entdeckten Himmelskérper auf einige Wochen zu verfolgen; es ist dann angenehm, 
dass man zu dem Zwecke nicht eine dritte Beobachtung abzuwarten hat, und doch 
schon Einiges iiber den Lauf erfahrt, z B. vor Allem, ob die Neigung der Bahnebene 
gegen die Ekliptik gross oder gering ist, in welchem letzteren Falle nachher bei der 
Bestimmung der elliptischen Elemente anders verfahren werden muss, als wenn sie gross 
ist; die Berechnung der Kreisbahn ecignet sich daher sehr gut zum Sondiren der Neigung, 
auf welches Geschift Gauss aus dem eben vorliufig angedeuteten Grunde grosses 
Gewicht legte. 

Handelt es sich dagegen darum, einen kleinen Planeten nach Monate lang an- 
dauernder Unsichtbarkeit wieder aufzufinden, so wird das nach einer Kreisbahn- 
Ephemeride fast niemals gelingen, weil deren Fehler anfangs schwach, dann immer 
stérker und stirker anwachsen. Es bedarf, wenn eine solche Periode der Unsichtbarkeit 
im Anzuge ist, durchaus einer mit aller Sorgfalt und ohne die Hypothese e = 0 durch- 
gefiihrten Rechnung, wie sie in den folgenden Abschnitten gezeigt werden soll. Fiir 
Kometenbahnen vollends wiirde jene Annahme durchaus unzulissig sein. 
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Es ist hier der Ort, den Leser noch mit einigen Verhiltnissen des Planetenlaufes 
bekannt zu machen, welche bei Untersuchungen dieser Art von Bedeutung sind. Hat 
ein Planet dieselbe geocentrische Linge, wie die Sonne, so sagt man, der Planet sei in 
Conjunction; dabei wird noch weiter unterschieden, ob derselbe jenseits oder diesseits 
der Sonne stehe. Das Letztere nennt man die untere, das Erstere obere Conjunction. 
Die untere Conjunction bringt, wenn mit dieser Gleichheit der geocentrischen Liingen 
von Planet und Sonne zugleich ein geringer Unterschied der Breiten, kleiner als der 
Halbmesser der Sonnenscheibe, verbunden ist, einen Voriibergang des Planeten vor der 
Sonnenscheibe. Von den bis jetzt bekannten Planeten kénnen nur Mercur und Venus, 
die sogenannten unteren Planeten, eine untere Conjunction haben; alle iibrigen, wie 
Mars, die kleinen Planeten, Jupiter, Saturn, Uranus und Neptun, haben nur die obere 
Conjunction und sind schon langere Zeit vor und nach derselben fiir unsere Instrumente 
unsichtbar wegen der Nahe der Sonne, deren Strahlen sie gleichsam verdecken. Die 
giinstigste Zeit fiir ihre Sichtbarkeit und demnach auch fiir die Beobachtungen ist ihre 
sogenannte Opposition, d. h. die Zeit, zu welcher ihre geocentrische Linge um 180° 
yon der der Sonne verschieden ist. Sie culminiren dann um Mitternacht, sind also die 
ganze Nacht oder doch einen grossen Theil derselben hindurch iiber dem Horizonte 
und ausserdem der Erde am nachsten. Die Figuren 41, 42 und 43, in welchen S die 


Fig. 41. Fig. 42. Fig. 43. 


. a 
2 - 


Sonne, 7 die Erde, P einen Planeten vorstellen, versinnlichen nach der Reihe die obere 
Conjunction, die untere und die Opposition der Planeten. Die Richtung der Bewegung 
in der kreisférmig angenommenen Bahn ist mit einem Pfeil angedeutet, zum leichteren 
Verstindniss des Folgenden. 

Wir wissen schon aus Vorlesung Vier, dass die Winkelbewegung eines Planeten 
in kreisférmiger Bahn desto grésser ist, je kleiner der Halbmesser a derselben, da sich 


ja die mittlere taigliche Bewegung durch = ausdriickt. Nun erhalt man die lineare 


Bewegung des Planeten oder seinen in der Zeiteinheit zuriickgelegten Weg offenbar, 
wenn man jene Winkelbewegung mit a multiplicirt; in der Kreisbahn driickt sich dem- 


nach die lineare Geschwindigkeit durch Ts aus. Hiernach ist auch die lineare Ge- 
a 
schwindigkeit in der Kreisbahn um so kleiner, je grésser a oder der Halbmesser der 
Bahn ist. Die Geschwindigkeit der Erde iibertrifft also die des in Opposition befind- 
lichen Planeten; ist nun in Fig. 43 noch Z’ ein Ort der Erde kurze Zeit nach der 
Opposition, P’ der entsprechende Ort des Planeten, so ist die Richtung in Lange, in 
welcher der Planet gesehen wird, d. h. die Projection der Verbindungslinie zwischen 
Erde und Planet auf der Ekliptik von TP in 7’ P' iibergegangen, hat also, da 77” > PP, 
eine riickgingige Bewegung gemacht. Man sieht hieraus, dass zur Zeit der Opposition 
die geocentrischen Lingen abnehmen, der Planet daher sich in dem Theile des unendlich 
entfernten Fixsternhimmels, auf welchen er sich fiir unser Auge projicirt, in einem Sinne 
gegen die Sterne zu bewegen scheint, welcher seiner wahren Bewegung entgegengesetzt 


ist; der Planet ist dann ritckliufig. Dasselbe ist auch bei unteren Conjunctionen der 
Fall, bei den oberen dagegen ist es umgekehrt, denn bei den letzteren wirkt die Erd- 
bewegung der Planetenbewegung in ihrem Bestreben, die geocentrischen Lingen zu 
vergréssern, nicht entgegen, sondern triigt. noch selbst dazu bei; in den oberen Con- 
junctionen wird deshalb schnelles Wachsen der geocentrischen Lingen stattfinden. Offen- 
bar miissen Zu- und Abnahme allmilig in einander iibergehen, es muss einige Zeit vor 
der Opposition sowohl wie einige Zeit nachher einen Zeitpunkt geben, wo weder Ab- 
nahme noch Zunahme der geocentrischen Linge stattfindet und der Planet seinen Ort 
unter den Fixsternen beinahe gar nicht zu andern scheint. Es sind dies die Zeiten des 
sogenannten Stationirwerdens des Planeten; die Bewegungen der Erde und des 
Planeten stehen dann in einem solchen Verhiltniss zu einander, dass die Verbindungs- 
linie beider Korper fiir eine kurze Zeit sich parallel bleibt. 

Nach diesen Bemerkungen kénnen wir uns leicht von den Hauptziigen in dem 
geocentrischen Laufe der oberen Planeten (die vorliufig mehr als die unteren unsere 
Aufmerksamkeit in Anspruch nehmen) Rechenschaft ablegen. Kin Asteroid z. B., um 
die Opposition herum vorziiglich sichtbar, und deshalb auch meistens nahe bei derselben 
entdeckt, riickt, wie die Sternbilder, in welchen es aufzusuchen ist, immer friiher und 
friiher, zuerst nach Mitternacht, darauf gegen Mitternacht, endlich schon in der Abend- 
dimmerung untergehend, wihrend zuletzt sein Abstand von der Erde rasch zunimmt, 
der Periode seiner Unsichtbarkeit entgegen. Nach lingerer Zeit, bei den meisten von 
diesen Gestirnen nach mehr als Jahresfrist, kommt der Planet in eimer ganz anderen 
Gegend des Sternhimmels in der Morgendimmerung wieder zum Vorschein, indem er 
einige Stunden vor der Sonne aufgeht. Immer mehr in den Nachthimmel hineinriickend, 
dabei wegen seiner Anniherung zur Erde fortwahrend an Licht zunehmend, wird der 
Planet stationar, kommt in Opposition, wird zum zweiten Male stationar, verschwindet am 
Abendhimmel u. s. f. Diesen Verlauf vom Auftauchen in der Morgendimmerung bis 
zum Verschwinden am Abendhimmel pflegt man eine Erscheinung des Planeten 
za nennen. ‘og Me 

Die oben erklarten Grundziige in der Erscheinung eines oberen Planeten sich zu 
vergegenwiartigen, ist bei vielen Gelegenheiten niitzlich, ja fast nothwendig, weswegen 
sie denn auch in diesen einleitenden Bemerkungen ausfiihrlich vyorzutragen waren. 


Siebenzehnte Vorlesung. 
Formeln zu der Berechnung einer Kreisbahn. 


Es wurde schon in voriger Vorlesung beiliufig bemerkt, dass man fiir die Be- 
stimmung einer Kreisbahn nur zwei vollstindige Beobachtungen, welche zwei Lingen 
und zwei Breiten, also vier von einander unabhingige Daten, enthalten, néthig hat; 
denn die Anzahl der zu bestimmenden Unbekannten betragt ebenfalls nur vier: § oder 
die Linge des aufsteigenden Knotens, i oder die Neigung der Bahn, a oder der Halb- 
messer der Bahn, endlich, weil man wissen muss, in welchem Punkte seiner Bahn der 
Planet zu einer gegebenen Epoche sich befunden hat, das Argument der Breite fiir 
jene Zeit, d. h. der Winkelabstand vom aufsteigenden Knoten, in der Bahnebene gezihlt- 


iW 
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Wir bezeichnen die letztere Grésse, welche hier an die Stelle von dem 7 — 8 + uv 
der allgemeinen Formeln tritt, wieder mit wu. 

Wir beginnen hier mit einer Methode, welche an die raumliche Phantasie des 
Lesers nur geringe Anforderungen stellt, aus den Gleichungen der Vorlesungen des 
Abschnittes I. mit Leichtigkeit entwickelt werden kann, und die auch an Bequemlichkeit 
kaum hinter den spiter mitzutheilenden zuriicksteht. 

Es seien 4 und 4d’ die geocentrischen Langen des Gestirnes zu den Beobachtungs- 
zeiten ¢ und ¢, B und f’ die geocentrischen Breiten, © und ©’ die Langen der Sonne 
um dieselbe Zeit, R und R’ die beiden zugehérigen Radienvectoren oder Abstiinde der 
Erde von der Sonne, so lassen sich nach den Fundamentalformeln des Abschnittes I. 
die heliocentrischen Polarcoordinaten des Gestirnes, r,7, b in der ersten Beobachtung 
oder zur Zeit t, und 1’, I’, b’ in der zweiten Beobachtung oder zur Zeit ¢’, durch die ent- 
sprechenden geocentrischen Coordinaten Q; 4, B und Q" i’, 6’ wie folgt ausdriicken: 

r cosb cos! = @ cos B cosi — R cos@ 
r cosb sinl = @ cosB sind — R sin© 
r sind = 0 sinB 
r' cos b! cos = @' cos B' cos A’ — R' cos ©! 
r’ cosb' sin’ = @! cos f' sin A'— R’ sin ©! 
r’ sin b! = 0'sin p’. 

Wegen der Voraussetzung einer Kreisbahn ist r’ = r. Man sieht ferner, dass die 
Kenntniss von einer der Unbekannten in diesen beiden Systemen von Gleichungen, die 
Kenntniss von @ zum Beispiel, sogleich auch die iibrigen, 1, b, 1, 0’, I’ und Qo’ liefern 
wirde. Denn man findet, wenn man die drei ersten Gleichungen addirt, nachdem man 
auf beiden Seiten in das Quadrat erhoben: 


r? = 9? — 2RecosB (cosicos© + sindsin©) + R) 1 
= 0? — 2RecosBcos(A—©) + RB? | oe es @) 

und ebenso aus den drei anderen: 
eS @” Lee pee oak coe ©! + sind sin ©’) + RK) (2) 
= 0 — 2 R'0'cos B' cos (A’ — ©') + RB? Ls Reon a 
Die Grésse cos B cos (A— ©) in der Gleichung (1) giebt sich durch eine sehr leichte 
Betrachtung als der Cosinus des Winkels zu erkennen, den an der Erde die Richtung 
nach dem Planeten und_die nach der Sonne mit einander bilden. Um dies zu erkennen, 
Fig. 44. braucht man sich nur mit Fig. 44 das Dreieck Sonne, 
Erde, Planet zur Zeit der Beobachtung zu vergegen- 


LP 
wartigen; bedeutet S die Sonne, 7 die Erde, P den 
'Planeten, E einen in der Verlangerung von ST 
gelegenen Punkt, so ist: 
SP 6 + TP? —28T.TP.csPTS 
s T EB oder 


r= R2 + 02 + 2Rocosy-.-. 3° (3) 


( 


wenn wir den Winkel PTE, der bei vollstindigen Beobachtungen immer bekannt wird 
und in den Rechnungen dieser Art eine grosse Rolle spielt, mit y bezeichnen. Analog 
haben wir fiir die andere Beobachtung: 
Pane peak! 0 dos aw es (4) 
Daher ergiebt sich durch Vergleich dieser Gleichungen mit () ad Q) 
— cos B cos(A — ©) 
cos is — cos f' cos (4' — ©’). 
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Wir kénnen nun’ mit Leichtigkeit priifen, ob ein bestimmter Werth von @ der 
Bewegungsbedingung in einer Kreisbahn geniigt, d. h. ob der von den beiden gleichen 
Radienvectoren 7 des Planeten eingeschlossene Bogen, wie wir ihn aus 


Beat: den uns bekannt werdenden Gréssen J, b; U’ und 6’ finden, gleich 
N 
ke k 
ah (t' — t) oder a @¢ — 4) 

P’ wird, wie es die Bewegung in einer Kreisbahn erfordert. Die zur Be- 
rechnung dieses Winkels, der in den praktischen Anwendungen immer 
recht klem sein wird, und daher sich nicht scharf durch den Cosinus 

4 bestimmen lisst, aus 1, b, l’, b' geeigneten Formeln ergeben. sich mit 


Hiilfe der Fig. 45. 
In dem sphirischen Dreieck NPP’ ist N der Nordpol der Ekliptik, P der 
heliocentrische Ort des Planeten auf der Sphare in der ersten, P’ der in der zweiten 
Beobachtung, also 


SéiteN Pi< 35 2 2 = 90 =0 
» NPS. = ey 
Winkel PNP’ .°.=T7 —1, 


Nach einer bekannten Fundamentalformel hat man: 


cos P P' = cosNP.cosNP' + sinNP.sinNP’ . cosPNP! 
= sinbsinb’ + cosbcosd' cos ( — 1). 


Um die Gleichung fiir kleine Werthe yon PP’ brauchbarer zu machen, kann man 
setzen : 
sinb sin b' = sinb sind’ [cos 1/.(U — 1)? + sin3/, (1 — 1)?| 
cos b cos b' cos (l' — 1) = cosbcosb' [cos 1/, (l' — 1)? — sin 1/, (l’ — 1)?}, 
wodurch zunachst: 
cos PP’ = cos(b' — b) cos 1/y(l' — 1)? — cos(b! + b)sin¥/, ( — 1)? , 
erhalten wird. Subtrahirt man diese Gleichung nun noch von der Gleichung: 
1 = cos1/,(U — 1)? + sin3/,(U — 1%, 
so findet man: 
sin 1/, PP? = sin }/, (b' — b)? cos 1/,(' — 1)? + cos ¥/, (b' + b)2 sin ¥/, (' — 1)? (5) 
und es muss nun nach dem Vorhergehenden, um die Bewegungsgesetze in der Kreis- 
bahn zu befriedigen, 


PP = ¢—) ~ >. 2) 


re 
werden. Durch Versuche wird man meistens mit Leichtigkeit den Werth von @ und 
entsprechend die r, b, J, b', ’ finden, welche der Bedingung geniigen. Denkt man sich 
diejenigen Werthe von @, welche man auf diese Higenschaft priift, als Abscissen auf 
einer Axe aufgetragen, die zugehdrigen Werthe von PP’, wie sie aus der Gleichung (6) 


@ — 1) 


als Ordinaten aufgetragen, so entstehen zwei Curven, welche durch ihren Schnittpunkt 
den Werth von @, welcher der zu erfiillenden Bedingung geniigt, angeben. Voraus- 
gesetzt, dass iiberhaupt der Anschluss der Beobachtungen an die Kreisbahn méglich ist 
(was bei einigermaassen grossem Zeitintervall der beiden Beobachtungen keineswegs 
immer der Fall ist), mtissen die beiden Curven eine die andere schneiden und es ist 
leicht einzusehen, dass die Abscisse des Schnittpunktes das gesuchte @ ist. Mittelst 
dieser geometrischen Betrachtung und dem darauf gebauten graphischen Verfahren kann 


sich ergeben, als die Ordinaten, anderentheils aber auch die Werthe von Th 


man zunachst eimen sehr hohen Grad von Anniherung an die Wahrheit erreichen, und 
dann nach der bekannten Regel vom sogenannten falschen Satze (regula falsi), welcher 
annimmt, dass die Fehler einer Hypothese tiber eine zu ermittelnde Unbekannte [im 
gegenwartigen Falle der Unterschied zwischen dem Ergebniss der Gleichungen (5) 
und (6)], sich verhalten, wie die Correctionen, deren die entsprechenden angenommenen 
Werthe der Unbekannten bediirfen, den definitiven Werth von @ interpoliren. Gesetzt, 
es sel fiir eine gewisse Annahme von 0: @ = Q, der Unterschied des Ergebnisses 
von (5) und (6) gleich p, fiir eine andere Annahme von @ dagegen: 9 = 0 + 4a, 
sei der Unterschied aus jenen Gleichungen p + 4p, ferner 9, + & der wahre Werth 
von @, so hat man die Proportion: 
eh Oe pan Eo ip, 
und 
pAe 
@ = 0 + § = O + Ap 


wird der wahre Werth von @ sein. Dieser Ausdruck fiir die Verbesserung setzt voraus, 
dass € schon sehr klein sei; um zu sehen, ob diese letztere Bedingung in hinreichendem 
Grade erfiillt war, wird man den verbesserten Werth von @ substituiren, und wenn er 
noch nicht ganz geniigt, das angegebene Verfahren wiederholen. Ist auf solche Weise @ 
und dann 1, 6, 1, b', I’ bestimmt worden, so findet man die Argumente der Breite u 
und w', welche zu den beiden Beobachtungszeiten gehéren, sowie die Elemente $2 und 7 
aus folgenden im Abschnitte J. entwickelten Formeln: 


sinb = sind sinu 
sin b' = sini sinw 
tg (1 — 83) = cost tgu 
tg (’— 82) = cosi tg’. 
Indem man einmal die beiden ersten dieser Gleichungen zu eimander addirt, das andere 
Mal von einander subtrahirt, erhilt man 
siné sin/y (uw! + w) cos 4/5 (u! —u) = sin /y (b' + b) cos 1/, (b'—b)) eh eeygh) 
sini cos 1/y(w! + w) sin ¥/y(u! —u) = cos 3/y (b' + b) sin 1/, (b' —b){ 


woraus sich, da w’ — uw bekannt und gleich 7 (t' — ¢) ist, sowohl i als auch w und u! 
a 7b 

ergeben. Die Substitution in die beiden letzten der vier obigen Gleichungen, wobei 

dann wieder zu beriicksichtigen, dass 1 — $8 mit w, ebenso U/ — $2! mit uw’ in dem- 


selben Quadranten liegen muss, liefert zwei Werthe von $2; letztere miissen offen- 
bar mit einander sehr nahe iibereinstimmen, wenn die Rechnung in allen Theilen fiir 
richtig gelten soll. Zur vollstindigen Controle der Rechnung ist immer sehr rathsam, zu 
priifen, ob die bei der Bahnbestimmung zu Grunde liegenden Beobachtungen durch die 
gefundenen Elemente auch wirklich dargestellt werden. 


90% 
mt 


Achtzehnte Vorlesung. 
Modification der Formeln der letzten Vorlesung. 


Die eben gegebenen Formeln haben noch eine Unbequemlichkeit, die sich auf 
ziemlich einfache Weise vermeiden lisst; sie erfordern nimlich fiir jeden Versuch, den 
man tiber den Werth von @ anstellt, auch die Berechnung von 8, J, b’, /'. Da nun die 
Kenntniss dieser letzteren Gréssen von keinem weiteren Nutzen ist, so lange man nicht 
den definitiven Werth von @ ermittelt hat, erscheint es zweckmissig, dieselben aus der 
Rechnung fiir die Versuche ganz zu eliminiren. Ziemlich bequem gestalten sich diese 
Formeln, wenn man fiir @ und r eine andere Unbekannte einfiihrt, und zwar in folgen- 
der Weise: Nennen wir in Fig. 44 den Winkel an P, d. h. am Planeten, in der ersten 
Beobachtung z, in der zweiten 2’ (wobei nur noch vor der Verwechselung mit der 
heliocentrischen Coordinate ¢ und 2’ gewarnt werden muss), so wird: 

_ khsing 
SiN & 
hee Be LG 
sin z' 
__ Rsin(y—z) 
SiN & 
,__ R'sin(y’ — 2’) 


om sin e' 


Es ist nun r = 7’, also besteht zwischen ¢ und 2’ die Gleichung: 
 Rsing’ Rosin! “4 
sing  —- sine’ 


oder: 

sing’ BR sing’ 

sine RK sing 

t, 

und es ist daher 2! aus zg immer leicht zu berechnen. Das Verhiltniss © wird aus- 
gedriickt durch: 
o sin 2 R'sin(y'— 2’) __ sin, sin(y’— #') 
o sine’ Rsin(y— 2)  siny’ sin(y — 2) 


Fiihren wir auf kurze Zeit wieder die rechtwinkligen heliocentrischen Coordinaten 
des Planeten, und zwar mit x, y, 2 fiir die erste, mit a’, y', 2’ fiir die zweite Beobachtung 
cin, sind ferner X, Y, Z, X', Y', Z' die zugehérigen Coordinaten der Erde und bedeutet % 
die zu dem heliocentrischen Bogen des Planeten gehérige Sehne, so wird noch: 

“2 (a' — a)? + (y'— y)? + (2! — 2)? = vr? + r'? — Q(ea' + yy! + eZ’) 
2r? — 2(@cosBcosk + X) (e' cos B' cosa’ + X’) 

— 2(o@cosBsind + Y) (o' cos p' sina’ + Y") 
— 2(0 sinB + Z) (o'sinf’ + Z'). 

Bei dem Auflésen dieser Parenthesen erkennt man, dass der Factor, mit welchem 

der Ausdruck — 2 @' in dem entwickelten Producte multiplicirt erscheint, naimlich: 


cos B cos B' cos A cos +- cos B cos B' sind sin 2! + sin B sin p' 


| 


| 


3 agua a 
P a 
ee. 
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nichts Anderes ist, als der Cosinus des zwischen den beiden geocentrischen Oertern, 
auf welche die Richtungen von @ und Q’ zielen, gelegenen Bogens eines gréssten 
Kreises, d. h. des véllig bckannten Abstandes der beiden geocentrischen Oerter auf der 
Sphire. Ersetzt man auch X, Y, Z, X’, Y’, Z’ durch die entsprechenden Polarcoordinaten 
der Erde, so erscheint in dem genannten Product die Grésse — 2 Ro’ mit einem Factor 
multiplicirt, welchen wir leicht als Cosinus des Bogens zwischen dem zweiten geocentri- 
schen Orte und dem ersten heliocentrischen Erdorte erkennen, analog ist —2R’o mit 
dem Cosinus des Bogens zwischen dem ersten geocentrischen Orte und dem zweiten 
heliocentrischen Erdorte multiplicirt. Endlich ist: 
KXX'+ YY'+4+ ZZ' = RR cos(©'’— ©), 

wenn wieder © und ©’ die Lingen der Sonne vorstellen; also ist auch der Ausdruck 
—2RF’ des genannten Productes mit dem Cosinus des Winkels multiplicirt, welchen 
die Richtungen von R und RF’ mit einander bilden. 

Bezeichnet man nun der Kiirze halber: 

mit (R R’) den Cosinus des Winkels zwischen den Richtungen von R und R’ 


” (R 0") ” ” ” ” ” ” ” ” R ” Q’ 
” (R 0) ” ” ” ” ” ” ” ” wi ‘ 2 Q 
n (00') » ” ” ” ” ” ” n 9 » @ 
so erhalt man, da auch x2 = 2r2 — 2r?cos(u! — u): 
r2 cos(u'—u) = (RRF’)RF+(Ro')Ro'+(foe)Rot+(eo')oo’. .. (4) 
oder: 
RR Ro’ Re oo 
tet he iat § Ne RS 0 ue iy WE 
cos (w' —u) = (RR')——--+ (Ro')—- + # 0) + 0’) 


Alles auf der rechten Seite dieser Gleichung wird bekannt, wenn man den Winkel z 
kennt oder iiber den Werth desselben eine Hypothese macht; die Werthe von (2 FR’), 
(R 0’), (Re), (9 o’) werden vorher, d. h. vor Anstellung der Versuche iiber z, von denen 
sie unabhangig sind, berechnet, immer unter Anwendung der Grundformel der spharischen 
Trigonometrie, welche aus zwei Seiten und dem eingeschlossenen Winkel den Cosinus 
der dritten Seite liefert. Es wird demnach, wenn wir unter Z und L’ die Lingen der 
Erde oder die Gréssen © + 180°, ©’ + 180° verstehen: 

(RR) = cos(L’ — L) = cos(©' — ©) 

(Ro') = cos B' cos (A’ — L) = — cos f' cos (A’ — ©) 

(F’ 0) = cos B cos(A — L’') = — cos B cos(A — ©") 

(e 0’) = sinB sin B' + cos B cos B' cos(2’ — A). 

Die Giiltigkeit der Gleichung (4) erstreckt sich auch noch auf den Fall, wo die 
beiden Radienvectoren, welche den Winkel (w’ — w) einschliessen, nicht gleich sind. 
Allgemeiner demnach kann man sie schreiben, wenn wir die abkiirzende Bezeichnung 
der Cosinus auch auf cos(u’ — u) ausdehnen, wobei dann cos(u’ — u) = (rr’), 

(rr') rr’ = (RR) RR + (Ro') Ro’ + (Be) Be + (ee) ee’ . - - 6) 

Diese dem Gediichtniss sich leicht einpriagende Formel ist auch fiir einige unserer 


spateren Untersuchungen von Bedeutung. 
In unserem speciellen Falle soll nun wieder das aus Gleichung (5) oder (4) hervor- 
% k(t’ —t)_. ; yle Ne ae ‘ 
gehende (w’ — uw) = Fara sein. Fast immer ist dies in den Anwendungen ein so 
kleiner Winkel, dass seine Bestimmung durch den Cosinus mangelhaft ausfallen wird. 
Ist nun durch Versuche in der in voriger Vorlesung beschriebenen Weise ein Werth 
des Winkels z, von welchem alle iibrigen Unbekannten auf der rechten Seite der 
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Gleichung (4) wie ¢’, @, 0’, r abhingen, gefunden, so kann man endlich die helio- 
centrischen Polarcoordinaten 1, b, 1’, b’ berechnen und daraus die Elemente, wie friher 
vorgetragen, bestimmen. ' 

Es erscheint kaum néthig, hier zu bemerken, dass der Gleichung (4) unmittelbar 
die Gestalt einer Relation zwischen den Winkeln am Planeten z und ¢’ und bekannten 
Gréssen gegeben werden kann, wihrend ¢ und ¥’ noch ausserdem durch die Gleichung: 

Rsiny _ R'siny 

sine sine’ 
mit einander verbunden sind. Bei der Kinfachheit dieser letzteren Relation verhalt sich 
die Bestimmung des richtigen Werthes von ¢ in praktischer Hinsicht fast ebenso, als 
hitte man in der Gleichung (4) nur die eine Unbekannte z. 

In doppelter Hinsicht scheint die eben entwickelte Methode, aus zwei vollstandigen 
Beobachtungen die Elemente einer Kreisbahn zu finden, den Vorzug vor derjenigen der 
vorigen Vorlesung geltend machen zu kénnen. Einestheils braucht man bei den Versuchen 
nicht allzu weit auszuholen, weil eine sogenannte Finalgleichung vorhanden ist; anderen- 
theils lasst sich diese Methode mit grésserer Leichtigkeit als die anderen dem Coor- 
dinatensysteme des Aequators anpassen. Wir werden die meisten Methoden zu Bahn- 
berechnungen so anlegen, dass am Schlusse der Rechnung unmittelbar die zur Berech- 
nung der Ephemeride néthigen Gauss’schen Constanten und fast zugleich mit ihnen 
auch die Elemente, bezogen auf die Ekliptik, erhalten werden. Die verhaltnissmassig 
grosse Hinfachheit und Kiirze jener Methoden, welche vorzugsweise durch die jetzige, 
viel vollstiindigere Einrichtung der astronomischen Jahrbiicher!) erméglicht wird, lassen 
in den Formeln der Bahnberechnung den Gebrauch der Rectascension und Declination, 
statt der Lingen und Breiten, wegen der vielen, bei einer scharferen Rechnung auf- 
tretenden, lastigen Anforderungen (als da besonders sind die Verwandlung der be- 
obachteten Rectascensionen und Declinationen in Lange und Breite, die weit gréssere 
Complication in der Beriicksichtigung der Parallaxe und der Aberration, anderer wich- 
tiger Umstinde vorliufig nicht zu gedenken) als das Bequemere erscheinen.. 4 

Aus diesen Griinden erscheint es zweckmissig, unsere Methode fiir Berechnung 
einer Kreisbahn ebenfalls noch fiir das System des Aequators zu geben. Dabei sehen 
wir hier noch vorliufig von allen den kleinen Correctionen ab, welche eine scharfe 
Rechnung erforderlich machen wiirde, obwohl dieselben gerade fiir dieses Coordinaten- 
system alles Lastige und Ermiidende verlieren, d. h. wir vernachlassigen noch Parallaxe 
und Aberration, ebenso die Bewegung des Aequinoctiums von einer Beobachtung bis 
yay. anderen, indem wir die Oerter auf das scheinbare Aequinoctium des Tages, an 
welchem sie angestellt sind, bezichen. Wir diirfen das hier um so mehr, als ja doch 
immer die Voraussetzung der Kreisbahn in praktischer Hinsicht einen Fehler in 
sich schliesst. 


*) Das verbreitetste astronomische Jahrbuch ist das englische, dessen vollstindiger Titel lautet: 
»Lhe Nautical Almanac and Astronomical Ephemeris for the year... for the Meridian of the Royal 
Observatory at Greenwich. Published by order of the lords commissioners of the admiralty. London: 
printed for Her Majesty’s Stationery Office by Darling & Son, LTD., 1 — 3, Great. St. Thomas 
Apostle E. C. Price two shillings and six pence.“ Ein Appendix dazu enthalt Ephemeriden von 
kleimen Planeten. Doch ist in letzterer Beziehung das Berliner Jahrbuch vollstindiger. Dasselbe 
erscheint jetzt unter dem Titel: ,,Berliner Astronomisches Jahrbuch mit Angaben fir die Oppositionen 
der Planeten (1) — (674) fiir 1910, Herausgegeben von dem Rechen- Institute der Kéniglichen 
Sternwarte zu Berlin. Ierd. Diimmler’s Verlagsbuchhandlung.“ Empfehlenswerth ist auch das in 
Washington erscheinende Jahrbuch: ,,The American Hphemeris and Nautical Almanac“ und die in 
Paris von dem Bureau des longitudes herausgegebene ,Connaissance des temps ou des mouyements 
célestes a lusage des astronomes et des navigateurs.“ 
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Es seien also: 
t,t die Beobachtungszeiten, 
a, c die Rectascensionen, 
0, 0’ die Declinationen, 
A, A’ die Rectascensionen der Sonne, 
D, D' die Declinationen der Sonne, 
R, R' die Radienvectoren der Sonne oder der Erde. 
Die Sonnendrter, sowie R und R’, finden sich in jedem Jahrbuche angegeben. 


Man berechne nun unter Benutzung der Zech’schen Tafeln fiir Summen- und Differenz- 
logarithmen: 


(Roe) = cosy = — sin Dsind — cos Dcos 0 cos(u — A) 
(R’ 0’) = cosy’ = — sin D' sind’ — cos D' cos 0' cos (au! — A’) 
(Re') = — sin Dsind' — cos D cos 0’ cos(a — <A) 

(R’e) = — sin D' sind — cos D' cos 0 cos (a — A’) 

(RR) = sin Dsin D' + cos Dcos D' cos(A’ — A) 


(9 0’) == sind sind’ + cosdcos 0’ cos (a! — a). 
Es ist dann ferner, wenn der vom Planeten aus gesehene Winkelabstand zwischen 
Erde und Sonne in der ersten Beobachtung mit ¢, in der zweiten mit 2’ bezeichnet wird, 


Do ESS ee PAE 4 


Sinz sin 2! 
__ Rsin (4 — 2) 
ear sin zg 
fi ee / / 
yee R' sin (y' — 2’) 
sin g! 


und es muss nun durch Versuche derjenige Werth des Winkels z bestimmt werden, 
welcher den aus der Gleichung: 


sin z sin ze! sing sin(X’ — 2’ 
OG Ae 


0s (wu! — =——& (EN) 
cos (wu u) (RR’) a ears 


sin x sin 7 


aay a Zs nn 
Rilo) Sine sin (4 — 2) n Sin(y — 2) sin(y’ — 2’) 
ee) sin y sin y' + (@@) sin x sin yx! 
oder: 
cos(u' — u) siny siny! = (RR’)sinz sine! + (Ro')sing sin(y’ — 2’) 
+ (R'e) sine’ sin(y — z) + (@0') sin(y — 2) sin(y’ — 2’) 
: s(t’ — t 
von wv — w mit dem von See) tibereinstimmend macht. 


Neunzehnte Vorlesung. 


Directe Berechnung der Gauss’schen Constanten aus den 
heliocentrischen Coordinaten fiir den Aequator. 


Wir wollen nun gleich hier fiir alle zukiinftigen Fille die Vorschrift entwickeln, 
nach welcher man aus sechs heliocentrischen Coordinaten fiir den Aequator, welches 
auch die Gestalt der Bahn sei, die Gauss’schen Constanten fiir den Aequator findet. 
Nach der zehnten Vorlesung hat man: 
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arsn(A + xa — Q +4 v0) =a& =—ar sin(A’ + v) 
ar'sin(A +2 — 2 + 0) =a =ar'sin(A' 4+ v’) 
br sn(Bta—Q +4+v) =y =—bdr sin + v) ; 
br sn(Bta—Q 4+ v)%=¥ =—dbrsn@ +v7)(° - % (1) 
er sn(C + a7—Q + v0) S24 =ersin(C + v) 
er sn(C + m— 24+ v)=2 =cr'sn(C 4+ v') 


worin v und v’ die wahren Anomalien in beiden Beobachtungen bedeuten und A’ fiir 
die Constante A + 2 — 8, B’ fir B+ a4 — 8, C' fir C + x — Q gesetzt ist. 
Verbindet man von diesen Gleichungen die erste mit der zweiten, die dritte mit der 
vierten, die fiinfte mit der sechsten, einmal durch Addition, das andere Mal durch Sub- 
traction, so erhalt man folgende zur Bestimmung von a, A’, b, B’, ce, C’ aus den Coor- 
dinaten geeignete Formeln: 


asin[A’ + Ya(v' + v)] = th (5 + 2) sec th(e’ — 0) 


y! 
acos[.A’ + Ya(v' + v)] = 1/5 (5 e 2) cosec \/,(v' — v) 
bsin [B+ Ya(v + v)] = (5 + 2) oe Yn(v' — ») 
ru / y' y / (2) 
bcos [B’ + 1/,(v' + v)) = % (5 — e) cosec 1/, (vu! — v) 
csin(C! + thu + v)] = 1% (5 + =) see the —¥) 


ecos [C+ Ya(v' + v)] = Ye (G — Z) cosee'/s(v' =v) 


In allen Fallen der Anwendung ist v und v’ bekannt; hier, d. h. bei der Kreisbahn, ist 
die Grésse v' — v gleich uw’ — u, und offenbar die Lage des Perihels willkiirlich zu 
wihlen; daher ist es erlaubt, das Perihel in die Mitte der beiden dargestellten Beobachtungen 
fallen zu lassen. Es wird hierdurch v' = — v, oder 1/.(v + v') = 0. Auf diese 
Weise kommt man sehr schnell zu allen fiir die Berechnung einer Ephemeride néthigen 
Gréssen, und ohne dass man auf die auf die Ekliptik bezogenen Elemente zuriick- 
zugehen hatte. 

Um aber auch 83 und i zu finden, geniigt eine leichte Betrachtung. Nach dem 
ofter angewandten Satze von der Transformation der Coordinaten driickt sich die auf 
die Ekliptik bezogene z-Coordinate durch die y und ¢ fiir den Aequator in der Form: 

— ysine + ZC08é 
oder : 
ercoséesin(C’ + v) — brsinesin(B’ + v) 
aus, worin € die Schiefe der Ekliptik vorstellt. Um den Abstand des ${ vom Perihel 
zu finden, kommt es also nur darauf an, denjenigen Werth von v zu_bestimmen, 
welcher die Grisse: 
ccosésin(C’ + v) — bsinesin(B’ + v) 


zu Null macht; dieser Werth, mit entgegengesetztem Zeichen genommen, ist immer 
gleich m — §. (Der aufsteigende Knoten ist vom niedersteigenden leicht dadurch zu 
unterscheiden, dass bei dem ersteren die z-Coordinate beziiglich der Ekliptik bei 
wachsendem v positiv wird, bei letzterem negativ.) 

Man hat hiernach: 


—— 
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sin[B' + (8 — 2)] _ ccose 
sin[ OC’ + (8 — a)]  dsine 
sin[B’ + (8 — x)] + sin[C’ + (2 — m)] __ ccose + dsine 
sin[B’ + (83 — x)| — sin[C’ + (8 — a)| ~~ ccose + bdsine 
oder endlich 2 = tgg gesetut, 


oder: 


wh + 0) —@— 0) =S SB un@—o) .. © 
Bei unserer speciellen Lage des Perihels, wie wir es zur Vereinfachung der 
Formeln bei der Kreisbahn annehmen durften, ist offenbar die Grésse 7 — §2 identisch 
mit dem Abstande des Planeten vom aufsteigenden Knoten fiir die in die Mitte der 
beiden Beobachtungen fallende Zeit des Perihels. 
Man hat nun ferner allgemein aus den Formeln der zehnten Vorlesung zur Be- 
rechnung der Gauss’schen Constanten 


cos 84 = asinA = asin[A’ — (x — &)] 
— sin 8 cosi = acosA = acos[A’ — (x — a)1| 
sin 83 cose = bsinB = Dsin[B’ — (wn — &)] (0 7 7 (4) 
sin 8 sine = csinC = csin[C’ — (x — 251) 
woraus sich, unter Benutzung zweier dieser Gleichungen zur Controle, §{ und i mit 
Leichtigkeit ergeben. 


. Zwanzigste Vorlesung. 
Rechnungsbeispiel fiir Harmonia. 


Es sollen nun die vorhergehenden Vorschriften dazu angewendet werden, eine Kreis- 
bahn aus den folgenden geocentrischen Oertern der Harmonia: 


Mittl. Berl. Zeit 
1864 Sept. 21,5 .-. @% == 21° DOS" 85-0 == 0848" 4", 
x CO eee ep TOP DT AD Oe = 08 1-20" 6. 


welche auf den Aequator bezogen sind, zu berechnen. Schlagen wir in den Jahrbiichern 
noch die Rectascensionen der Sonne fiir dieselben Zeiten, A und A’, deren Declinationen 
D und D! und die logR und logR’ auf, so erhalten wir: 


A = 179914'39",9, D —-+ 0°19'39",0, logR = 0,0013202, 
A’ = 186027'21",75, D' — — 2°47'35",4, log R’ = 0,0003442. 


Die Formeln der achtzehnten Vorlesung geben dann folgende Rechnung !): 


) Hs ist in den Rechnungsbeispielen einfach sin D fiir log sin D, cos D fir log cos D u. 8. w. 
geschrieben. Die Rechnung ist zu einem Theile mit siebenstelligen Logarithmen durchgefiihrt worden, 
um wenigstens fiir diesen Zweck den Cosinussen kleiner Bogen dennoch hinreichende Genauigkeit fir 
die Bestimmung des Bogens zu geben. Eine Umformung der Grundgleichung wiirde mehr Un- 
bequemlichkeiten verursachen, als es der zeitweilige Gebrauch solcher Tafeln thut. 

Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 
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sin D = 7,7570863 €08 De" 9.999 9929, 

sin D' = 8,6878022,, cos D! = 9,9994838 
D n 2 EES a 

9,996 027 4 

6,444 8885, 

Differenz . . . 3,5511389 

Lech, eae 0,0001221 

log (RR') = 9,995 9053 

sin D = 7,7570863 Gis JD == OSOOWAS 

sin 0 = 8,1455861 cos 0 = 9,9999576 
59026724 c0s (A a 0) = 9,9664222,, 

9,966 3727, 

5,9026724 

Differenz . . . 4,063 7003 

Lecht jaye: 0,000 0375 


log (Re) = 9,966 3352 
x — 22°16'9",9 


sin D = 1,7570863 Gis ID) S= OSL Y, 
sin 0’ = 6,6378829 cos 0’ = 0,0000000 
9,971 3062, 

4,3949692 

Differenz . . . 5,5763370 

Teel te vee 0,000001 2 

log (RQ’) = 9,9713050 

sin D’ = 8,6878022, cos DY ==-9,9994838 
sin 0 = 81455861 cos 0 = 9,999 9576 
6.833 3883 cos (A' — 0) = 9,9848833,, 

9,984 3247, 

6,833 388 3,, 

Differenz . . . 3,1509364 

VINO Ween buoee 0,000 306 6 

log (R' 0) = 9,9846313 

sin D! = 8,6878022,, cos D' = 9,9994838 
sin 0’ = 6,6378829 cos 0° == 0,0000000 
: 5,325 685 1, cos (A’ a a!) = 9,988 0401,, 
9,987 5239, 

5.325685 1, 

Differenz . . . 4,6618388 

Leela nee 0,000 0095 


log (R! 9’) — 9,9875334 — 
zy’ = 13939/46"1 
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sin 6! — 6,6378829 eos 6’ = 0,0000000 
sin 0 — 8,1455861 cos 8 —= 9,9999576 
47834690 cos (cx! = 0) = 9,9998210 

/ 9,9997786 

4,783 4690 


Differenz .. . 5,2163096 
YTS Nes in me 0,000 0026 
log (9 0’) = 9,9997812 
Wir erhalten also: 


/ / 
M4 0858) | log oe = 10194165 
Sin ¥, Sin sin ¥ sin ¥, 
/ / 
pte) 4.9927418 © tog 22) = 10478917, 
SiN ¥ Sin x sin x sin ¥ 
und fiir die Fundamentalgleichung (4) der achtzehnten Vorlesung die Form: 
! — 
cos(v' — v) = cos Ate = (1,0440158) sing sine’ 
rl2 


+ (1,0194155) sing sin (y’ — 2’) + (1,0327418) sin (y — 2) sine’ 
+ (1,0478917) sin(y — 2) sin(y’ — 2’), 
wobei die eingeschlossenen Zahlen schon die Logarithmen der Zahlenfactoren vorstellen. 
Eine Probe mit dem Werthe r = 2,3 (als einem der kleinsten, der bei einem 
Asteroid zwischen Jupiter und Mars nach der Erfahrung zu erwarten steht und demnach 
also einer Art von Grenze fiir die Versuche entsprechend) fiihrt auf die folgenden Zahlen: 


log R sin y == 9,5799162 log BR’ sin y! = 9,3736377 
log 2,3 —= 0,361 7278 log 2,38 = 0,38617278 
sing = 9,2181884 sin 2’ = 9,0119099 

Zz = 99 30! 46",05 Co Debs On 40 
1,0440158 1,0194155 
log sing = 9,2181884 log sing = 9,2181884 
log sin 2’ = 9,0119099 — log sin (y’ — 2) = 9,1306071 
9,2741141 9,368 2110 

numerus = 0,187981 08 0,233 459 20 
1,0327418 1,047 8917 


log sin(y — 2) = 9,3440191 = log sin (y ~- z) = 9,3440191 
log sin z' = 9,0119099 — log sin (y' — 2’) = 9,1306071 
9,388 6708 9,5225179 
numerus = 0,24472074 0,333 056 49 
cos(v' — v) = cos(u' — u) = 0,18798108 + 0,23345920 + 0,24472074 
+ 0,33305649 — 0,99921751; v’ — v = 2°16'1",1. 
(4 
=uSe! fiir diese Hypothese gleich 2°15’37",76, also der Fehler der- 
selben gleich 2°16’1",1 — 2°15'37",76 = 23”",34. Macht man den zweiten Versuch mit 
einem um fiinf EKinheiten der dritten Stelle vergriésserten Werthe von logr oder, was 
dasselbe ist, mit um ebensoviel verminderten Werthen von logsinzg und logsinz’, so 


Ks ist aber 


erhalt man durch eine Rechnung von derselben Art wu! — uw =v! — v = 2°13/18,7; 

kG —t 

i?) = 2°13'18",43, als Fehler der Hypothese + 0’,27. Die fiinf Einheiten der 
pile Y 
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dritten Stelle des Logarithmus haben demnach den Fehler der Hypothese um — 23”,07 
geindert, eine solche Einheit wird also darauf einen Einfluss von — 4”,61 haben. Man 
wird daraus ohne Miihe schliessen, dass logr == 0,366757 sehr nahe der richtige Werth 
sein wird, welchen wir, ohne unseren Zweck zu verfehlen, als definitiven annehmen 
kénnen. Es entsprechen demselben fiir @ und ‘9’ : loga = 0,135864, log 0’ = 0,127842. 
Die bekannten Vorschriften geben dann: 
e = 2,275101 y =0,487526 2 = 0,013385 
oe’ == 2,255862 y' = 0,567980 2! = 0,049352 
Wie schon bemerkt wurde, kann man die Formeln (2) der neunzehnten Vorlesung 
bei der Kreisbahn so zur Anwendung bringen, dass man das ganz willkiirliche Perihel 
in die Mitte der beiden Beobachtungen verlegt, wobei dann das gleich nachher zu 
findende 2 — $3 mit dem Argumente der Breite fiir jene Epoche identisch wird. 
Ausserdem ist noch, weil 7’ = r ist, ar, br, cr constant, daher man bei der Kreisbahn 
einfacher: ; 
2arsin A’ = (2 + x) sec1/,(v' — v) 
2arcos.A' = (a — x) cosec1/,(v' — v) 
U.. 8. Ws 
schreiben kann. Da fiir den definitiven Werth von ¢ oder von r: 
' 
Pisce!) — 2013/17",62 
rile 
ist, also 1/,(v' — v) = 1°6'38",81, so findet man durch leichte Rechnung: 
logar = 0865414 ‘A’ == 102°21'8".68 
log br = 0,380654 -B’ ==" 14 16 18.8% 
log cr = 9,967648 CC’ = 1 56 13,30 
mit welchen Gréssen wir sofort eine Ephemeride berechnen kénnten. Denn bezeichnen 
wir fiir irgend eine Zeit den vom Planeten seit jener Epoche des Perihels zuriick- 


gelegten Bogen oder das Product von hk mit der Zeit durch w, so werden die helio- 


centrischen Coordinaten des Planeten allgemein durch: 
x= arsin(A’ + w) 
y = br sin (B’ + w) 
z=crsin(C’ + w) 
gegeben sein. Mit diesen brauchte man nur auf bekannte Art die Sonnencoordinaten 
aus den Jahrbiichern zu verbinden, um den zugehérigen geocentrischen Ort zu finden. 
Es bediirfte zu dem Berechnen der Ephemeride, wie in den ‘hnlichen Fallen, 
welche der Leser spaiter kennen lernen wird, noch nicht einmal der Ermittelung des 
Argumentes der Breite, indem A’ schon gleich A+ x — 8, B= B+ 27 — Q, 
Cc’ = C+ a — &. Da es aber ein Interesse hat, auch die auf die Ekliptik bezogenen 
Elemente zu finden, so machen wir noch von den Formeln (3) und (4) der neunzehnten 
Vorlesung Gebrauch. Wird die Schiefe der Ekliptik oder ¢ gleich 23°27'14”,8, aus 
den Jahrbiichern fiir 1864 entnommen, so ist 


b br 
oo Sy ee SS 0 , W 
= en tg 66° 33’ 46.8, 
also: 
é— gq = — 4396’ 320 
etq= 900 1eaieGs 


und wi erhalten: : 
1/,(B’ + C') — (a — 8) = 90°6'56",17 


———— 
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oder: : 
a — $3 = Arg. der Breite = 277959’ 19",88, 
zum Sept. 25,5 gehdrig, hieraus: 

A= A’ — (a — 8) = 184° 21’ 48,80 
& = 949 20'58!4 
di=s 7 49.31".070, 
Diese Genauigkeit geniigt, um zu beurtheilen, ob die Kleinheit von i vielleicht 


nothigt, bei der Berechnung einer elliptischen Bahn die Bestimmung aus drei voll- 
stindigen Beobachtungen, welches die bequemere ist, zu verlassen. 


Hinundzwanzigste Vorlesung. 


Die Gauss’sche Methode zur Berechnung einer Kreisbahn'). 


Das Verfahren von Gauss, an zwei vollstindige Beobachtungen eines Planeten 
eine Kreisbahn anzuschliessen, gewahrt fiir die Ekliptik eine sehr bequeme Rechnung. 

Wir beginnen damit, uns die Lage der Bahnebene gegen die Ekliptik, sowie die 
Bedingungen der Aufgabe, noch auf cine andere Art in Fig. 46 zu versinnlichen. 

Es sei HC der die Ekliptik vorstellende grésste Kreis der Himmelskugel, 7’ und 
T' seien die Oerter der Erde auf derselben, d. h. diejenigen Punkte der Sphire, auf 
welche die Radienvectoren der Erde in den beiden Beobachtungen gerichtet sind. Durch 
jede vollstindige Beobachtung wird die Richtung oder eine Gerade, auf welcher der 


Fig. 46. 


A-L 


Planet sich zur Zeit der Beobachtung befinden muss, vollig bekannt, demnach auch die 
Lage der Ebene, welche durch diese Gerade und den Radius vector der Erde in der- 
selben Beobachtung gelegt werden kann. Diese Ebenen fiir die erste und die zweite 
Beobachtung werden in der Figur durch die gréssten Kreise TD und T'D, welche sich 
in D schneiden, vorgestellt. Es sei £4 PP’O die Bahnebene des Planeten, in der § der 
aufsteigende Knoten, in der Ekliptik, P und P’ die heliocentrischen Oerter des Planeten 
in beiden Beobachtungen seien. Die geocentrischen Oerter in der Fig. 46 mit IJ und IJ’ 
bezeichnet, fallen offenbar. ebenfalls in die gréssten Kreise 7D und 7’ D. Man kann 
ferner noch leicht bemerken, dass der Bogen TP nichts Anderes ist, als der Winkel, 


1) Der Verfasser verdankt diese Methode den mindlichen Mittheilungen von Gauss, bei 
Gelegenheit eines Auftrages zur Untersuchung der Bahn der Eunomia. 


a= 988 === 


welchen der Radius vector des Planeten mit dem Radius vector der Erde in der ersten 
Beobachtung bildet, 7’ P’ dasselbe fiir die zweite Beobachtung. Diese beiden Bogen 
sind nicht von vornherein gegeben, dagegen die Bogen 7/1 und T’II', d. h. die Winkel, 
welchen an der Erde die Beobachtungsrichtungen mit den Verlangerungen der Radien- 
vectoren der Erde in beiden Beobachtungen bilden; diese beiden Winkel sind demnach 
identisch mit den Bogen, welche wir in den vorhergehenden Beobachtungen mit y und 7’ 
bezeichneten und auch hier wieder der Kiirze wegen so bezeichnen wollen. Stellen 
auch jetzt wieder z und z’ die Winkel am Planeten im Dreieck: Sonne, Erde, Planet fiir 
die Beobachtungszeiten ¢ und ¢’ vor, so ist nach dem Vorhergehenden: 
ey eae 
pet pt — 4 g! 
ality 
; Meg Moat A 
Der Kiirze halber bezeichnen wir auch noch die sphirischen Winkel TD” mit 
é, DTC mit y, DT'C mit y’. Legen wir noch dureh JJ und I/' die Bogen JIA und 
IT’ A’ senkrecht zur Ekliptik, so ist, wenn: 


A, 4’ die geocentrischen Langen des Planeten, 
B, p ” ” Breiten ” ” 
L, L' , Langen der Erde bedeuten, 


Ae 
eA | 


Wie era a} 
TI' wAL — B, 
also nach den Formeln rechtwinkliger spharischer Dreiecke: 
ig B 
= 1 
eT sind) ee 
Pee eh SUMIE 
sin ¥ ae (2) 


Die friiher aufgestellte Formel fiir x: 
cos¥ = cos Bcos(A — L) 
kann zur Controle der Rechnung dienen. Fiir einen eben entdeckten, noch in der Nahe 
seiner Opposition befindlichen Planeten pflegt der Winkel y nicht gross zu sein, weshalb 
seine Bestimmung durch (1) und (2) der anderen vorzuziehen ist. 
Bei der zweiten Beobachtung hat man analog: 
U 
th a 
sin p' 


rs sin y’ 


(4) 


Nach der Berechnung von y und y’ kann man sofort zur Auflésung des Dreiecks 
TDT', d. h. zur Bestimmung der beiden Seiten TD, T’D und des Winkels TDT’ 
oder €, aus den Winkeln y, (180° — y’) und der dazwischen liegenden Seite 7'T’ oder 
L' — LI schreiten. Die Gauss’schen Dreiecksformeln liefern hier die Gleichungen: 


sin /58.sin¥/>(TD + T/D) = sin¥,(Li — L)sin'/,(y' + y). . . (6) 
sin fy &.cos'/,(TD + T'D) = cos'¥/,(Li — L)sinY/.(y' — vy). . . (6) 
cos 1/,&. sin /,(L7D — T'D) = sin1/,(L' — L)cos¥,(y' + y). . . @) 
€08 1/, &.cos 1/,(TD — T'D) = cos'/g(L' — L)cos¥/,(y' — y). . . (8) 


— 2239 — 


Hat man diese Vorbereitungsrechnungen beendigt, so erhalt man fiir jede Hypo- 
these tiber den Werth von r oder den Abstand des Planeten von der Sonne sofort die 
Bogen DP und DP’, aus denen man dann in Verbindung mit dem von ihnen ein- 
geschlossenen Winkel « die Seite PP’ des Dreiecks PDP’, d. h. den heliocentrischen 


k(t’ — t) 


Bogen PP’, welcher, wenn die Hypothese richtig ist, gleich sein soll, 


y/2 
bestimmen kann. Denn ein Blick auf die Fig. 46 zeigt, dass: 
Ee eee Pe Ya 2) ws 8) 
ee ee a Dy ee gs (10) 
wahrend nach dem Friiheren: 
: LR sin x 
i. 
- 
Pe Uy 
Zest gil ER sin x 


i 
wobei wieder R und R’ die Radien vectoren der Erde vorstellen. 
Setzen wir der Kiirze halber: 
Wanke bi D2P:O i= <4, 
” DEO == 1! 
so haben wir wieder nach den Gauss’schen trigonometrischen Formeln: 


Si jg PP’ sin4/,(y’ + 4) = sintf,esn/,(DP + DP’). ... . (1) 
¢0s Yo PP’ sim4/,(y' — 4) = sin, ecos3/,(DP + DP’)... . .>(12) 
eed cosa] i) }) = cos 4/,6sm4/,(DP — DP’). . .'. ._,(1%) 
cos */, PP’ tos 1/, (y' — 4) = cos1/,ecos1/,(DP— DP’). . . .. (14) 


aus denen PP’, 7’ und 7 sich ergeben. Die beiden letzteren Gréssen 7 und 7! gewinnen 
erst Interesse, wenn man den definitiven Werth von r gefunden hat, weshali es vor- 
theilhaft ist, dieselben aus den Versuchen zu eliminiren. Man addire zu dem Zwecke 
die Gleichungen (11) und (13), nachdem man auf beiden Seiten in das Quadrat erhoben 
hat, wodurch sich ergiebt: 

sin 1/, PP’? — sin'/, sin '/,(DP + DP’)? + cost), 6% sin1/.(DP — DP’)?. . (15) 
(withrend kaum néthig scheint, zu bemerken, dass sich der Exponent 2 nicht auf die 
in Klammern stehenden Bogen, sondern auf das Quadriren des Sinus bezieht). 

Hat man die definitive Lésung gefunden, so rechnet man nach den Formeln (9) 
bis (12), so dass auch y und 7’ bekannt werden. Wieder ein Blick auf Fig. 46 zeigt 
uns, wie die drei Elemente $3, 7 und der Abstand vom Knoten bei der ersten Be- 
obachtung oder das Argument der Breite w durch. Auflésung des Dreiecks PS 7 zu 
finden sind. In diesem ist offenbar: 

Winkel P83 7 = i = Neigung der Bahnebene zw Ekliptik, 
SN ea) 
&T = (L— 82), 
und da auch Winkel 8 PT = yn, 
PTS = 1809 — y, 


BL sa Yee: 
so ist nach den Dreiecksformeln: 
sin Yyisin)/,[w-+ (L — $3)] = sin1/,(y — e)sinYy(y +). . . (16) 
sin 1/5 icos1/,[u + (L — 8)] = cos3/,(y — 2)sin'/,(y —m) . . . (17) 
C08 1/41 sin 1/.[u — (LL — $&)] = sin¥/.(y — z)cos¥/a(y + 4). . . (18) 


C08 1/5 4.¢08 /o[uw — (L — &&)] = cos3/,(y — 2)cos'/o(y — 4). . « (19) 
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Zur Controle der Rechnung dient die Uebereinstimmung des 7 oder der Neigung, 
wie sie aus (14) und (15) und aus sin}/,i folgt, mit der aus (16) und (17) und 
aus cos 1/97. es 

Zu weiterer Sicherung der Richtigkeit\ kann man noch das Dreieck §3P'T’ zur 
Bestimmung der Elemente verwenden. \ 

Man‘ hat danach auch: 


sin 1/,isin [wu + (L/ — 8)] = sintfn(y’ — 
sin 1/,icos'/,[w + (L' — 8)] = cos3/. (yi — 
— (1/ — &)| = sin1/, (y' — 2’) cos 1/9 (y' + 17’) 
— (T= &)) =-c0s Ya = 2) cosy a 


Das Argument der Breite in der zw eiten Beobachtune 


5? 

k(t’ — t) 

eA Sa toner arint alt a eo 5p tas AY Ee 
dingung gentigen, dass w 1 =P aE 


(20) 
(21) 
(22) 
(23) 


w, muss noch der Be- 


2!) sin Ya (y' + 9!) 
2!) sin 1], (y! — 1’) 
cos 1/5 i sin 1/y [u! 


cos !/y 4 cos, [uw 


wird, wie es immer der Fall sein 


wird, wenn die Rechnung vorher in allen Theilen scharf gefiihrt worden ist. 


ZAweiundzwanzigste Vorlesung. 


Rechnungsbeispiel fiir die Gauss’sche Methode zur Besta 
einer Kreisbahn. 


Auf die in der zwanzigsten Vorlesung gegebenen Oerter der Harmonia wollen wir 
jetzt die Gauss’schen Vorschriften aus der vorigen Vorlesung zur Anwendung bringen, 
nachdem wir sie, wie in der neunten Vorlesung gelehrt wurde, in Linge und Breite 
verwandelt haben. Der Werth von ¢ oder der Schiefe der Ekliptik findet sich in den 
astronomischen Jahrbiichern fiir die Beobachtungszeiten zu 23°27'14/.8 angegeben. Dic 


Verwandlung des ersten geocentrischen Ortes in Linge und Breite gestaltet sich dann 


wie folgt: 


o — 21929'8"8 8 — + 0r4g4'2 
log sina —= 9,563802 log sin(M + &) = 9,969367 
log cos0 = ==19,999-058 logm = 9,564076 
Gan ee == 95631760 log = 0,003 872 
cos B 
log sind = logmcos M = 8,145586 log sin A == 93 Tole 
logtg M = 1,418174 x = 2099) 965 
MM == 81048 AB) Controle der Verwandlung 
log sin M — 9,999 684. log cos % = 9,968 720 
logm = 9,564076 log cos 0 == 9,999:958 
€ — 23097'14"8 tog cosO cos  — 9.968678 
log cos(M + &) — 9,559578, log cosa ==. 9/972550 
log sin B = 9,123654,, log cos B == -9,996128 
B =—7°38'22"2 log cos B cos A = 9,968678 4 
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Durch dieselbe Verwandlung erhalt man fiir die zweite Beobachtung: 
ae LSe1 92987 
6 — 7°44! 26",1. 


! 


Ferner wird: 
1864, Sept. 21,5: Z == 859910'37",1 logR = 0,001320 


Depts ta 7° 15". 8: log B= .0,000344 
und nach Formel (1) und (2) der einundzwanzigsten Vorlesung: 
logig pe. . 9127527, log sin B —= 9,123665, 
log sin(A — L)... . 9,553942 logsiny = 9,545 069,, 
logigy «= .*. 9573585, logsiny —= 9,578596 
y = — 20°32! 12,2 t= 22°16°10'70 


log cos B — 9,996128 

log cos (A — L) = 9,970208 
9,966 336 

log cosy —= 9,966 335. 


Durch eine Rechnung dieser Art fiir den zweiten geocentrischen Ort wird nach 
Formel (3) und (4): 


y' = — 34° 45'56",9 (a= 139.3945). 1, 
und da: 
/,(L' — L) = See Uibeats) 
Vo(y’ + vy) = — 27939’ 4”.55 
Vy (y' — y) = — 7° 6'52",35, 


so wird die weitere Rechnung fiir ¢, TD und Z’D nach der Formel (5) bis (8) die 
folgende: 

sin3/,(L! — L) = 8,835664 sin 3/,(L’ — L) sin3/,(p’ + y) = 8,502265, 

cos 1/,(L' — L) = 9,998979 cos 1/,(L' — L)sin/,(y' — y) = 9,091887,, 

sin, (y’ + y) = 9,666601, sin1/,(L’ — L)cos}/,(y’ + y) = 8,782994 

cos Yo (y’ + y) = 9,947330 cos 1/.(L' — L)cos1/y(y' — y) = 9,995622 

sin 1/,(y’ — y) = 9,092908, tg1/.(D7T + DT’) = 9,410378 

cos 1/4 (y' — y) = 9,996643 Wg(DT + DT") = 194025’ 38,07 

sin /,é = 9,105803. 


In Betreff des Quadranten, in welchem 1/,(DT + DZ") und 1/,.(DT — DT") zu 
nehmen sind, kann man sich an die Regel halten, dass 1/.¢ im ersten Quadranten liegen 
soll, also sin1/,¢ und cos 1/,€ positiv werden miissen. 

Es wird ferner: 

tg3/4(DT — DT’) = 8,787372 
1/,(DT — DT') = 8°30! 25",65 
cos 1/,€ = 9,996436. 

Eine Controle der Auflésung des Dreiecks besteht darin, dass sin'/,€ und cos 1/, € 

einander entsprechend gefunden werden; dies ist hier der Fall. Man erhilt 
Vee =— 1°19 48,41 
IDG Es OY a 
DL = 190/55 12,49: 


Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 31 
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Hiermit sind die Vorbereitungsrechnungen erledigt. Macht man nun einen Ver- 
such mit der Hypothese: 


Peay De 
so ergiebt sich fiir z¢ und @ die Rechnung: 
log R = 0,001 320 log R’ = 0,000344 
sin 4 = 9,578596 sin 4’ = 9,373 285 
log — = 9,638 272 log — = 9,638 272 
sing — 9,218188 sine’ — 9,011901 
2 = 9°30'46",0 go == 5°D3' 5720 
4 — @ ==, 12946'24,0 4’ — 2 =. 7945/48" 1 
und nach (9) und (10) DP = DP" = DT'—(y'—2) 
DT—(%4—2z) = 185°10'39",7 == 183°9' 24": 


Da es wahrscheinlich, dass die Hypothese nicht gleich geniigen wird, also die 
Gréssen 7 und y! in den Gleichungen (11) bis (14) vorlaufig ohne Bedeutung sind, 
kommt zunichst Formel (15) zur Anwendung: 


sin 1/, € = 9,105 803 cos 1/, € = 9,996 436 

sin 1/. (DP + DP’) = 8,861341, sin 1/,(DP — DF’) = 8,246379 
7,967 144, 8242815 

x 2 = 5,934 288 < 2 = 6,485 630 

5,934 288 

Differenz . . 0,551342 

Zech... . 0,107539 

6,593 169 


x My = sin Vp P = 8,296584 
1/, PP! — 10 8'3",55 
PP! = 2016'7",10. 
logk(t’ — t) ist, wie in der zwanzigsten Vorlesung, gleich 4,453096, also logk(t/ —1#) 
— 3/,logr = 4,453096 — 0,542592 = 3,910504, 


! ——, 
a ) — g137".74 = 2015/37",74, 


und demnach: 


k(t — t) . 
Pepe Se Re a + 29/36. 

Fiihrt man die Rechnung fiir eine Hypothese, worin logr um fiinf Einheiten der 
dritten Stelle grésser als in der vorigen, d. h. gleich 0,366728 angenommen wird, so 
erhalt man: 

k(t —t) 


PE 3), 
re 


2!" 31, 


Die Aenderung von fiinf Einheiten in der dritten Stelle des Logarithmus von r 
hat demnach eine Aenderung von 31",67 in jener Differenz bewirkt, eine solche Einheit 
bringt also eine Aenderung von 6”,83 hervor. Um den Fehler von — 2”,31 zu beseitigen, 
wird man den entsprechenden Werth von logr um 0,000277 verkleinern, also 

logr = 0,366363 + = 2.324679 1) 
*) In der zwanzigsten Vorlesung wurde log7 = 0,366757 gefunden; der Unterschied gegen den 


obigen Werth rihrt daher, dass v’ — v in der 20. Vorlesung durch den Cosinus nur auf einige 
Secunden genau berechnet werden konnte. 


setzen miissen, welches Letztere wir ohne Bedenken als definitive Lésung behandeln 
kénnen. Es werden daher die definitiven Werthe von zg und 2’: : 
Fh es OORM ENO IG® 
Lo OOO S: 
Dadurch wird: 
IBY IP caer et LY RDM sche 
DP! = 183° 5! 38,10 
Ue (DPS eD P= 1840 5" 5" 47 
Do Pi eD Py = )0° 59! 27",87, 
auf welche Zahlen nun die Formeln (11) bis (14) in folgender Rechnung zur Anwen- 
dung kommen: 
sin '/,(DP + DP’) = 8,852686, sin VY, P P' sin 1/.(y’ + y) = 7,958489,, 
cos 1/.(D P + DP") = 9,998895, sin '/, PP’ cos1/.(' + ) = 8,234337 
sin 1/,(D P — DP’) = 8,237901 cos 1/. P P' sin 1/, (n' — yn) = 9,104698,, 
cos 1/,(D P — DP") = 9,999935 cos \f, P P’ cos 1, (y' — yn) = 9,996371 
sin 1/. & = 9,105 803 
cos 1/5 & = 9,996436 


Es ergiebt sich (ohne Zweideutigkeit, weil sin!/, PP’ und cos!/, PP! positiv wer- 
den muss): 


Ya(y! + 4) = — 27°55' 0,59 
1/5 (n' — n) 7°18! 46”,00 


n = — 20936! 14,59 

n! = — 35913! 46,59 

1, PP! = 19 6/4424 

PP= 20 13/ 28",48 
ee 


20 13! 28,50, 


yr 
ferner wird die Rechnung der Gleichungen (16) bis (19) der vorigen Vorlesung in 
. folgender Weise erledigt: 


We (y + n) = — 20° 34’ 13",3 
Vo(y — yn) = + 0° 2 119 
1/,(y — 2) = 6° 25! 45,43 


sin Yo (y + n) — 9,545750, sin 1/y isin ¥/y[u + (L — 8)] = 8,584879, 
cos /.(y + n) = 9,971388 sin 1/, i cos 1/4[u + (L — &)| = 6,766 302 
sin 1/.(y — n) = 6,769042 cos 1/44 sin 1/y[u — (L — &)] = 9,020517 
cos 1/,(y — n) = 0,000000 cos 1/5 4cos 1/.[w — (L — &2)] = 9,997260 
sin Yo (y — 2) = 9,049129 
cos 1/.(4 — #2) = 9,997 260 


also: 
1a[u + (L — 8 )| = 270°51’ 0",67 
1/,[u — (L — 8)] = 6° 1/20",94 
Vigo 6 AC 118.28 
oder: 
T= DUGG OU 
Ti — $3 = 264949739773 
und also: 
ON 400 ileal 
(30 36,00: 


81* 
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Zur Controle berechnet man endlich w, $4 und 7 auch aus (20) bis (23) auf die- 
selbe Art und erhilt: 
wu 279° 5'50".28 


§23 94° 20’ 57,20 
@— 49309652; 
es ist demnach hier vw’ — wu = 2°13'28",67, nahe mit dem Friheren tibereinstimmend, 


die stattfindende Abweichung von 0”,17 wird durch die Abweichung in 823 bei der 
geringen Neigung so gut wie yollstindig aufgehoben und unwirksam gemacht. 

Nach Dr. Powalky, welcher die Bahn der Harmonia auf das Sorgfaltigste 
bestimmt hat, ist 63 = 93°35’ 58”,8, ¢ = 4915'54'".8. 

Zum Schluss dieser Abtheilung sei noch auf die Unméglichkeit einer Kreis- 
bahn hingewiesen, wenn gewisse Umstinde eintreten. Wie schon auf 8S. 222 gesagt 
wurde, ist die Annahme einer Kreisbahn fiir stark excentrische Bahnen unzulassig. Dass 
aber auch fiir Bahnen mit schwacher Excentricitat keine Kreisbahn existiren kann, wenn 
die geocentrische Bewegung in Breite gewisse Grenzen iiberschreitet, hat Tisserand 
im Bull. astron. T. XII, p. 53, 1895, bewiesen. Setzt man in der Gleichung (4), 8. 229, 

r? cos (w — u) = (RR) RR + (Ro') Ro’ + (Re) Re + (00') 00's 
die aus den Gleichungen (3) und (4), 8.225, folgenden Werthe fiir @ und 9g’ ein, namlich: 


Ca yr? — kK? sin?4 — Ricosy 


o' = Yr? — RK? sin? y' — R' cosy, 


und setzt 
wu — u=k(¢t — t)r—*h, 
so folgt: 
2 k(t — 1) ! 7 ’ Tp anny oY OZ ! y 
100 ee rece (RR) RR + (Ro) Rk {V7? — R?sin27 — R cos y'} 


+ (R'e) BR! {Vr? — Risin2y — Roos y} 
+ (00) {¥r? — R2sin2?y — Roos y} {¥r? — Ri? sin? y! — R' cos y'}. 


In dieser transcendenten Gleichung kommen nur die trigonometrischen Functionen 


der Seiten und Diagonalen des Vierecks zwischen den beiden Planeten und den beiden_ 


Erdértern vor. Nimmt man die Erdbahn als Kreisbahn an mit dem Radius 1, so muss 
r = 1 die der Erdbahn entsprechende Wurzel der Gleichung sein. Setzt man voraus, 
dass 7’ — ¢ klein ist und dass der Planet in der Nahe der Opposition und zugleich in 
der Nahe der Ekliptik steht, setzt man ferner R = R’ = 1 und beriicksichtigt in der Ent- 
wickelung der Gleichung nur die ersten Potenzen der Bogen, so findet man, dass bei 
einer, gewisse Grenzen iiberschreitenden Bewegung in Breite, r imaginar wird, also eine 
Kreisbahn unméglich ist. Wegen Einzelheiten muss auf die citirte Abhandlung ver- 
wiesen werden. 
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Dritte Abtheilung. 


Die Bestimmung der parabolischen Bahnen von 
Kometen. | 


Dreiundzwanzigste Vorlesung. 


Hinleitende Bemerkungen tiber die Kometenbahnen. Wiedererkennen 
friiher erschienener Kometen. 


Die in der zweiten Abtheilung vorgetragenen Methoden zur Berechnung einer 
Kreisbahn, welche gelegentlich der Entdeckung neuer Planeten schitzbare Dienste leisten 
kénnen (obgleich sie im Allgemeinen nicht erméglichen wiirden, einen solchen Himmels- 
kérper nach seinem zweiten Stationirwerden und Unsichtbarwerden in der Abend- 
dammerung in einer nachstfolgenden Erscheinung zwischen unzihligen Sternen desselben 
Aussehens wieder aufzusuchen), erweisen sich ginzlich unbrauchbar bei den Kometen, 
emer ihrer physischen Erscheinung nach noch immer sehr rathselhaften Classe von 
Gestirnen, die nach Keppler’s Ausdrucksweise zahlreicher ist, als die Fische im Ocean. 
Ihre Bahnen vertreten den Grenzfall der Ellipse, wo dieselbe zur Parabel iibergeht, so 
ausserordentlich nahe, dass selbst aus langeren Beobachtungsreihen eine Abweichung nur , 
in den selteneren Fallen festzustellen ist. Es kann daher immer ohne alles Bedenken, 
bis die Beobachtungen mit Entschiedenheit eine Abweichung von der Parabel und dass 
der Komet zu den sogenannten periodischen gehért, verrathen, die Excentricitat e = 1, 
also der Excentricitétswinkel m = 90° gesetzt werden, womit, wie dem Leser aus der 
ersten Abtheilung bekannt, die Bewegung in der Parabel ausgedriickt wird. Somit 
bleiben noch die folgenden fiinf Elemente zu bestimmen iibrig: 


T die Epoche des Perihels, 

x die Linge des Perihels, 

$ die Linge des aufsteigenden Knotens, 

i~ die Neigung der Bahn gegen die Ekliptik, 
q der Abstand von der Sonne im Perihel; 


es sind daher auch fiinf von einander unabhingige Data néthig, wie sie z. B. in zwei 
volistindigen Beobachtungen und einer unvollstiindigen, in drei Rectascensionen und 
zwei Declinationen oder drei Lingen und zwei Breiten enthalten sind. Die gebriuch- 
lichste Methode fiir solche Rechnungen wendet, aus Griinden, welche der Leser weiter 
unten kennen lernen wird, drei vollstindige Beobachtungen, d. h. drei geocentrische 
Langen und Breiten an, worin nach dem eben Gesagten ein iiberfliissiges Datum ent- 
halten ist. 
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Wir haben in den obigen fiinf Elementen zwar nur eine einzige Unbekannte mehr 
als bei der Kreisbahn, aber dieser Umstand war geniigend, die Berechnung einer para- 
bolischen Bahn, nicht bloss fiir das Zeitalter Newton’s, welcher zuerst die parabolische 
Natur der Kometenbahnen verkiindete, sondern noch fiir fast das ganze vorige Jahr- 
hundert zu einer ausserordentlich schwierigen und zeitraubenden Aufgabe zu machen. 
Als problema longe difficillimum bezeichnet sie Newton, und obgleich er selbst und seine 
Nachfolger, die grossen Mathematiker des 18. Jahrhunderts, unter Anderen A. Lambert, 
Euler, Legendre, Laplace, Lésungen des Problems gegeben haben, so gentigte doch 
keine darunter dem praktischen Bediirfniss. Erst die im Jahre 1796 von Olbers 
erfundene Methode, deren Darstellung einen wichtigen Theil dieses Werkes bilden wird, 
besiegte auf iiberraschend einfache Art alle Schwierigkeiten. Bevor wir zur Aus- 
einandersetzung von Principien iibergehen, welche mit besonderer Leichtigkeit auf die 
Olbers’sche Methode fiihren, erscheint es zweckmiassig, noch EKiniges tiber das praktische 
Bediirfniss, welchem die Kometenberechnung zu gentigen hat, zu sagen. 

Ein nichstliegender Zweck bei solcher. Bahnbestimmung ist, wie bei allen anderen 
Untersuchungen dieser Art, die Ableitung einer Ephemeride, durch welche man den 
Lauf des Kometen und seine Helligkeit (soweit dieselbe von reflectirtem Sonnenlicht 
herriihrt und sich nach bekannten Gesetzen richtet) in den Hauptziigen fiir den ganzen 
Verlauf der Erscheinung voraussehen kann. Es ist dies um so wiinschenswerther, als 
gerade der geocentrische Lauf der Kometen viel zu verwickelt und reich an Wendungen 
ist, als dass man ihn ohne Ephemeride auch nur einigermaassen beurtheilen kénnte?). 

Es ist gar nicht selten, dass ein Komet gegen die Zeit seines Perihels durch die 
Anniherung an die Sonne und weil er nur bei Tage iiber dem Horizont ist, unsichtbar 
wird, nach dem Perihel aber mit zuweilen ginzlich veriindertem Glanze und Aussehen 
wieder auftaucht, wie dies unter vielen bei den beriihmten Kometen der Jahre 1770 
und 1811 der Fall war. 

Ein anderes wichtiges Interesse bietet die Vergleichung der Elemente eines neu 
erscheinenden Kometen mit denen friiher berechneter, weil sie den besten Anhalt bei 
der Beantwortung der Frage liefert, ob der neue Komet mit einem anderen identisch 
sei. Ein Verzeichniss der Bahnelemente aller bekannten Kometen, bis in die neueste 
Zeit fortgefiihit, findet man in mehreren Biichern, die sich mit den Kometen niaher 
beschaftigen 2). 

Je grésser die Uebereinstimmung von zwei Elementensystemen ist (wobei natiirlich 
das Element 7 oder die Perihelzeit nicht in Betracht kommt), desto grésser ist auch 
die Wahrscheinlichkeit der Identitat der Kometen. Hier wird also die Berechnung des 
ganzen Elementensystems erfordert. Wenn es hingegen nur darauf ankommt, zu wissen, 


") Gauss sagt daher in der Stelle der Vorrede der Theoria motus corporum coelestium, wo 
Newton’s Entdeckung, dass die Kometen sich in Parabeln bewegen, besprochen wird: Cometaeque 
usque ad illum diem semper indomiti, vel si devicti videbantur mox seditiosi et rebelles, frena sibi 
injici passi, atque ex hostibus hospites redditi, iter suum in tramitibus a calculo delineatis pro- 
sequuti sunt etc. etc. 

°*) So in der dritten Ausgabe der hier schon oft citirten Olbers’schen Abhandlung: ,Dr. Wil- 
helm Olbers’ Abhandlung iiber die leichteste und bequemste Methode, die Bahn eines Kometen zu 
berechnen. Mit Berichtigung und Erweiterung der Tafeln im Jahre 1847 von Neuem herausgegeben 
von J. F. Encke, Director der Berliner Sternwarte. Dritte Ausgabe, vermehrt mit einem Anhange, 
die Fortsetzung und Ergiinzung des Kometenverzeichnisses bis zum Jahre 1864 enthaltend. Von 
Dr. J. G. Galle, Professor der Astronomie und Director der Sternwarte in Breslau. Mit dem Bild- 
nisse von Olbers und einer Figurentafel. Leipzig, Voigt u. Giinther 1864. Schliesslich: , Verzeichniss 
der Elemente der bisher berechneten Kometenbahnen nebst Anmerkungen und Literaturnachweisen, 
neu bearbeitet, erginzt und fortgesetzt bis zum Jahre 1894 von Dr.J,G. Galle, Geh. Regierungsrath 
Professor der Astronomie und Director der Sternwarte zu Breslau. Verlag von Wilhelm Engelmann. 


- 
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ob ein eben entdeckter Komet mit eimem, dessen Wiederkehr ins Perihel ungefabr um 
dieselbe Zeit erwartet wird, identisch sein kénne, so reicht dazu schon eine einzige voll- 
stindige Beobachtung und das Verfahren der folgenden Vorlesung aus. Es versteht 
sich iibrigens noch von selbst, dass die Bahn eines Kometen, welcher von Zeit zu Zeit 
in sein Perihel zuriickkehrt, elliptisch sein miisse, wie denn ja der Satz, dass die Kometen- 
bahnen Parabeln seien, nicht in aller Strenge gelten kann. 


Vierundzwanzigste Vorlesung. 


Kriterium aus einer vollstindigen Beobachtung eines neu erschienenen 
Kometen, ob derselbe mit einem erwarteten identisch sein kann. 


Jede vollstindige Beobachtung liefert auch die Lage einer geraden Linie, in wel- 
cher der Himmelskérper zur Zeit der Beobachtung sich befinden muss, vollstandig; die 
Lage der Bahnebene eines erwarteten Kometen ist gleichfalls durch dessen Knoten und 
Neigung gegeben, also auch der Punkt des Raumes, in welchem jene Gesichtslinie die 
Bahnebene schneidet. Soll nun die Vermuthung, dass die Beobachtung dem erwarteten 
Kometen angehért, einige Festigkeit erhalten und nicht gleich ganz zu widerlegen sein, so 
ist vor allen Dingen néthig, dass der genannte Schnittpunkt nicht bloss in die Bahn- 
ebene, sondern auch in die Bahnlinie des erwarteten Korpers falle. Hierin besteht das 


Fig. 47. einfache Princip des Krite- 
AR riums, welchem sich nun 
ee leicht die folgende Formel 


geben lasst. 
Es sei wieder, in Er- 
innerung der einundzwanzig- 
5 2 T go sten Vorlesung der zweiten 
Abtheilung in Fig. 47 EC) 
die Kkliptik, 2 der aufsteigende Knoten der Bahn des erwarteten Kometen, 7 der Ort 
der Erde, TZ 0= der Winkel, welchen der Radius vector R der Erde mit dem Radius 
vector r des Kometen macht, ferner wieder der sphirische Winkel 0 TC = y, wie 
in der genannten Vorlesung. Bedeutet auch A die geocentrische Lange, B die Breite, 
welche die Beobachtung ergeben hat, Z die Linge der Erde, so ist, wie friiher: 


tg B 


oe sin (A — 1) 
sin y = ml 
sin y 


aa cos ¥ == cos B cos (A — L). 


Der spharische Winkel 0 83 T ist offenbar gleich 7; wir haben demnach durch 
Anflésen des Dreiecks 9 7 nach den Gauss’schen Formeln, wenn 8 C= = u 
= Argument der Breite, T= = y — 2, Winkel 2 0 T= y gesetzt wird: 


sin 1/, sin 1/5 (u + 4 — 2) = sin3/,(L — 8) sin Yo (y + | 
sin '/)1 cos /, (uw + 4 — 2) = cos3/,(L — 8) sin ¥/, (y — 4) 
cos 1/. sin 1/,[w —(y — 2)] = sin 3/, (L — 82) cos 3/o(y + B 
cos 1/. cos 1/2 [uw —(y% — «)] = cos /,(L — $2) cos 1/,(y — 4) 


eh a ES) 
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Nachdem aus diesen Formeln die Gréssen w und 2, d. h. das Argument der Breite 
und derjenige Winkel, welcher am Kometen von den Richtungen nach der Sonne und 
nach der Erde gebildet, bestimmt worden, ergiebt sich die wahre Anomalie v- des 
Kometen auf doppelte Weise, denn einmal ist: 


qg _\Rsiny 
~ cost{igv2 sing 
oder: 
q sinz 
cos Y_v? = —— 39 
/s Rsiny 


wenn q den bekannten Perihelabstand des erwarteten Kometen vorstellt, anderentheils 
aber auch: 
a—8& +vuU=4 
v= u — (x — 82), 
wobei z — & dem Elementensystem desselben Gestirnes zu entnehmen ist. Beide 
Werthe von v miissen iibereinstimmen, es muss also die Gleichung: 


oder: 


cos Y/o[u — (a — 8)]}? = nee 

ganz oder doch sehr nahe erfiillt sein, wenn die Méglichkeit und sogar Wahrscheinlich- 

keit, dass die Beobachtung dem erwarteten Kometen angehére, bestehen bleiben soll. 
Bei Bahnen von kiirzerer Umlaufszeit kann es zuweilen erforderlich sein, den Aus- 

druck von r in der Ellipse zu wahlen. Man berechnet in solchem Falle: 


ig, B= ji - tg Y[u — (x — $3)] 


und es muss dann: 
qsinég 
: 1 — — 2— = 1 2g Ok 3} 
cos 1/,[u — (a — S$&)] ere Jo E (B) 
sein. 
Erstes Rechnungsbeispiel. 


Man erwartete im Jahre 1835 den Halley’schen Kometen zuriick; gesetzt, man 
ware iiber die Zeit seines Periheldurchganges sehr unsicher gewesen, so ware die Frage 
aufzuwerfen und zu beantworten gewesen, ob folgende von Bessel in Ké6nigsberg 
angestellte Beobachtung: 

Aug. 25: 14%44'19" mittl. Zeit Rectase. — 86°17'7",7 Decl. = + 24° 2'56",8 
sich auf den Halley’schen Kometen beziehen kann. 

Verwandelt man den Ort in Lange und Breite und auf Berliner Zeit, indem 
man den Meridianunterschied zwischen der Kénigsberger und der Berliner Sternwarte: 
0" 28' 24” von der Beobachtungszeit subtrahirt, so wird der zu priifende Ort: 

Aug. 25: 14*15'55" oder Aug. 25,594387: 2 — 86°36'30",6, B = + 0°37'51".6. 
Fiir diese Zeit findet man die (mit Aberration behaftete) Linge der Sonne aus dem 
Berliner Jahrbuche fiir 1835 gleich 152° 4’ 36",4, also die Linge der Erde: 

L = 33294! 36,4, log R = 0,004406. 

Den Einfluss der Aberration kénnen wir noch bei einer Rechnung, wie die gegen- 
wiartige, vernachlassigen, zumal der Kinfluss der durch die Planeten erlittenen Stérungen 
viel bedeutender ist. 

Die weitere Rechnung ergiebt: 

y = 0°41' 36",9 
% = 114 31 28 0. 
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_. Nach der sehr sorgfaltigen Bahnbestimmung von Rosenberger war fir die Er- 
scheinung des Halley’schen Kometen in 1759 $3 — 53°50! 27" 2w— & = 110939'59"" 
i = 162°36' 52", wobei zu beriicksichtigen, dass das Aequinoctium das mittlere vom 
13. Marz 1759 ist. Fir die Erscheinung von 1835 (genauer fiir die Zeit des Perihels 
und das mittlere Aequinoctium des 7. November) giebt Rosenberger jene Gréssen 


wie folgt an: 
8 55°11! 21".4 


= — 6 = 110 40 22 7 
i — 162 16 35 5, 


II ll 


und diese Werthe wollen wir daher bei Beantwortung der uns gestellten Frage zu 
Grunde legen. 
Es witd demnach ¥/,(y + 7) = 81°29'6",2, 1/, (py — i) — — 80947'29",3, 
1/, (ZL — 8) = 138°26'37",5 und die Gleichungen (A) ergeben: 
Wolu + (4 — 2)| = 221936’ 5”,6 
/,[u — (4 — 2)] 140 38 26,3 


Ill 


u 2 14 81",9 
4—2 = 80 57 39",3 
¢—= 88 33-487. 


Den Gleichungen (A) geniigen zwar auch Werthe von uw und (y — 2), welche um 
180° grésser sind; diese letzteren werden indessen durch die Betrachtung ausgeschlossen, 
dass der Komet nothwendig bei nérdlicher geocentrischer Breite auch nérdliche helio- 
centrische Breite gehabt haben, mit anderen Worten: dass w< (180° gewesen sein muss; 
desgleichen ist 4 — ¢ als Winkel in einem ebenen Dreieck in diese Grenzen 0° — 180° 
eingeschlossen, und es bleibt somit nur die angegebene Loésung iibrig. Bei dem 
Halley’schen Kometen ist noch ferner: ; 

e = 0,967684 
ingie, == Sk OOneh) 
und da nach dem Vorhergehenden: 
VW/y[u — (w — &)| = gu = — 539 42'55"4, 
so wird: ee 
Vy H == 9954’ 6",0 
log cos 1/,[u — (w — S2)]? = 9,544344 
og ay C08 ¥/y EB? = 9,533034. 

Bei dieser Uebereinstimmung der rechten und linken Seite der Gleichung (B) konnte 
die Identitit des von Bessel beobachteten Kometen mit dem Halley’schen schon nach 
der einen Beobachtung als sehr wahrscheinlich gelten. 


Zweites Rechnungsbeispiel. 


Die Bahnen der Kometen von 1264 und 1556 zeigen einige Aehnlichkeit mit ein- 
ander; man hat aus den allerdings nicht sehr sicheren Beobachtungen gefunden, fiir den 
Kometen von 1264: ; 

m — $4 == 275945'0", $3 = 178°45'0", ¢ = 30° 25'0", logg = 9,61364, 
bezogen auf das mittlere Aequinoctium von 1264,0 und fiir den von 1556: 

m% — 3 =. 2620 49' 6”, =— 1 16°.20'6", 4 ==" 36' 39°12", log g == 9,78254, 
bezogen auf das mittlere Aequinoctium von 1556,0. 
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Waren die beiden Kometen identisch, so durfte man die Wiederkehr im Jahre 
1848, und mit Beriicksichtigung des Umstandes, dass im gegenwirtigen Falle die von 
den grossen Planeten verursachten Stérungen die Wiederkehr um einige Jahre ver- 
zogermn mussten, gegen Mitte der 50er Jahre dieses Jahrhunderts erwarten. Konnte nach 
einer einzigen, und zwar der folgenden Beobachtung: 1855, Juni 4, 10%30! mittlerer 
Géttinger Zeit, Rectase. = 104920’, Decl. 36°30’ zu urtheilen, ein am 3. Juni 1855 von 
Donati m Florenz entdeckter Komet wohl der erwartete sein? 

Durch eine Transformation, wie die friihere, erhalten wir: 

Juni 4: 10%43'49" mittlerer Berliner Se == Juni 44471 7. = 7e° eae 
b= — + 13° 37/37". 
Zur selbigen Zeit ist die Linge der Erde L = 253°38' 30" und log R = 0,00642. Die 
Berechnung von y und x ergiebt: 
= 1.080625 42" 
Gg == A659S8 58% 


Zur Bestimmung der Quadranten, in welchen y und y liegen, tragt auch hier die 
Bemerkung bei, dass nicht nur 4¥<. 180° werden muss, sondern auch die Gleichung 
cosy == cosBcos(A — L) erfiillt sein, also da cosB nothwendig positiv ist, cosy mit 
cos(A — L) gleiches Vorzeichen haben muss. Die Formeln (A) rechnen wir mit den 
Elementen von 1556 als den wahrscheinlich sicherer bestimmten, wobei wir indessen 
nicht vergessen diirfen, dass wir auf das Aequinoctium der Beobachtung angenihert 
reduciren miissen. Durch die Pricession seit 1556 wiichst $8 um 4°10'30"; es ist also 
das reducirte $3 == 180°39'36"; die sehr viel kleineren Aenderungen, welche auch 
a — § und 7 durch die Pracession erfahren, kénnen wir hier, ebenso wie die Nutation, 
vernachlissigen. Wir setzen demnach LZ — §§ = 72958'54", » + 4 = 144044'54", 
y — i = 71°26'30", 1/,(L — 8) = 86° 29'27"; 1/5 (y + 4) = 72022'27", ‘h (y — i) 
= 3594315", und erhalten dann aus den Formeln (A): 


Wy [wu + (y — z)] = 500 22/12” 
1/g[u — (4 — z)] = 15 25 24 
Vim (035) 2h BYE 
y—2—= 34 56 48 
also 
Fiza NEO) IO 
u — (% — S) = 162 58 30 
W/o [w— (a#— S)] = 81 29 15 


log cos '/4 v2 8,34068 
he SINE 
Ce = 0,26165. 


In diesem Falle zeigen sich die Zahlen, auf deren Vergleichung es ankommt, ginzlich 
verschieden; die Gleichung (B) ist nicht erfiillt und es konnte deshalb die Identitiit des 
neu entdeckten Kometen mit dem von 1556 entschieden verneint werden. 


| 
. 


Funfundzwanzigste Vorlesung. 
Vorbereitende Bemerkungen zu der Methode von Olbers. 


Fiir das Problem der Bahnbestimmung von Kometen, nicht weniger auch fiir die 
Planeten, ist die Bemerkung von der gréssten Wichtigkeit, dass der Aufgabe alle ihre 
Schwierigkeiten genommen sind, sobald man fiir zwei in Zeit hinreichend verschiedene 
Beobachtungen die Entfernungen der Himmelskérper von der Erde kennt. Denn aus 
diesen Gréssen, fiir die wir mit Beibehaltung der fritheren Bezeichnung wieder @ und o” 
setzen, ergeben sich, wie schon in der zweiten Abtheilung ausfiihrlich gezeigt wurde, die 
beiden zugehérigen Radienvectoren r und 7”, die heliocentrischen Lingen und Breiten 
lb, W’, b”, wnd der durch die heliocentrische Bewegung in dem Zeitintervall ¢’ — t 
zurtickgelegte Bogen, d. h. die Differenz der wahren Anomalien v” — v. Nun haben 
wir aber fiir die Parabel nach der fiinften Vorlesung: 


“ae ee WW 


oder, wenn wir diese Gleichungen einmal zu einander addiren, das andere Mal von ein- 
ander subtrahiren : 


0 1 1 
—=:cosi/,(v’ + v 1), (yl — a a 

ig ma! $v) wo No! — 0) = a + 
2 1 1 

<==: sintfg(o" 4 v) sin tf. 0" — v) =, 

-demnach: V4 : i 

1 A a 1 1 1 G 1 ” 
Va - sin Vy (v" + v) = Vy Cr — i?) cosec 1/4 (v"" — »| 


(1) 


ra 


ie - COS Ae +v)=%, (= + Ve a) see 1/4 (v'"" — v) 


Diese Gleichungen liefern den Perihelabstand q und die halbe Summe der wahren 
Anomalien 1/)(v"” + wv), welche letztere mit der schon bekannten Differenz 1/, (uv — v) 
verbunden, die beiden wahren Anomalien selbst giebt. Aus uv folgt mittelst der 
Barker’schen Tafel das zugehérige M, also auch der zeitliche Abstand der ersteren 
Beobachtung vom Perihel; auf dieselbe Art ergiebt v” die Epoche des Perihels. 

Was die Elemente $3, m — 2, i betrifft, so hat man schon nach dem Friiheren: 

sinb = sinisin(v + a — 8) 
sind" = sinisin (v" + x — 8), 
welche Gleichungen, addirt und subtrahit, i und w — 82 finden lassen. Fiir die Be- 
rechnung von $3 hat man: 
ig (I rate eet ng 
und auch: 
ig(Ul’ — 8) = cositg (v" + a — 82). 

Man ersieht hieraus, wie in Wirklichkeit die ganze Aufgabe, die fiinf Bahnelemente 
eines Kometen zu finden, darauf zuriickgefiihrt werden kann, die zwei Unbekannten @ 

32+ 
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und @” zu bestimmen, ganz ahnlich, wie bei der Kreisbahn die in ihr vorkommenden 
vier Elemente leicht zu berechnen waren, sobald man @ kannte. Im gegenwirtigen Falle 
haben wir eine Unbekannte mehr, als bei der Kreisbahn, und entsprechend auch eine 
Bedingungsgleichung mehr. Denn wihrend ‘bei der Kreisbahn fiir das den beiden 
Beobachtungen geometrisch geniigende r die Bewegungsbedingung, oder, wie man zu 
sagen pflegt, die phoronomische Bedingung ABest) = v' — v wm erfiillen war, haben 
wir bei der Parabel erstlich der phoronomischen Bedingung fiir die Parabel aus der 
achten Vorlesung: 


(ry +r” + xy — (r + r” — ue = 6k (t" — 2), 
worin % die beide Radienvectoren verbindende Sehne bedeutet, zu geniigen, zweitens 
aber auch noch von einer weiteren Beobachtung die eine Coordinate darzustellen. Die 
eben angefihrte Gleichung ist uns schon unter dem Namen der Lambert’schen 
bekannt. 

Es stiinde uns somit der Weg offen, die beiden Abstiinde von der Erde @ und 9” 
durch Versuche so zu bestimmen, dass sowohl der Lambert’schen Gleichung, als auch 
der einen Coordinate der Rectascension oder Declination, der Lange oder der Breite 
einer, am besten in die Mitte der Epochen ¢ und ¢” fallenden Beobachtung geniigt wird. 
Es ist dies auch in Wirklichkeit eine der empfehlenswerthesten Methoden fiir die Ver- 
besserung eines schon nahe bekannten Elementensystems; fiir den Fall jedoch, welchen 
wir hier zu behandeln haben, in welchem wir ginzliche Unkenntniss aller Bestimmungs- 
stiicke der Bahn voraussetzen, wiirde ein solches Tatonnement iiber zwei Unbekannte 
meistens eine erschreckend lange Rechnung verursachen. Dieser zu entgehen und die 
Versuche von ahnlicher Einfachheit, wie bei der Kreisbahn, zu haben, miissten wir wie 
dort eine Relation zwischen @ und @” haben, welche Alles auf die eine Unbekannte @ 
reducirt. 

Wir werden nun in der folgenden Vorlesung sehen, wie in Wirklichkeit das Ver- 


haltniss - unmittelbar durch die Data dreier vollstiindiger Beobachtungen und die Zeit- 


intervalle mit gentigender Schirfe ausgedriickt werden kann; wir kénnen also dann aus @ 
ullein die Gréssen r, 7”, x berechnen und den Werth suchen, welcher durch Befriedigung 
der Lambert’chen Gleichung sich als den richtigen zu erkennen gicbt. 


Sechsundzwanzigste Vorlesung. 


Ableitung des Olbers’schen Ausdruckes fiir das Verhiiltniss von 
zwei Distanzen von der Erde e und 0”. 


Emme solche Vereinfachung der Bestimmung von noch ginzlich unbekannten Bahn- 
elementen, wie wir sie jetzt vornehmen wollen, wird durch eine in der Praxis regel- 


missig von der Natur gebotene Erleichterung erméglicht, die darin besteht, dass die- 


der ersten Berechnung zu Grunde zu legenden Beobachtungen niemals durch sehr grosse 
Zeitintervalle von cinander getrennt sind. Es ist z B. erfahrungsmiissig selten, dass 
man genéthigt wire, das Zeitintervall zwischen zwei benachbarten Beobachtungen zur 


= 
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Bahnbestimmung grésser als zehn Tage zu wiahlen, obgleich meistens mit Nutzen fiir 
die zu erhaltende Naherung ein grésseres angewendet werden kann. Der eben erwahnte 
Umstand nun erlaubt eine der einfachsten, angenahertsten und niitzlichsten unter den 
vielen nicht ganz strengen Voraussetzungen, zu denen man zur Abkiirzung dieser sonst 
sehr zeitraubenden Rechnungen zu greifen pflegt. 

Es sei in Fig. 48 S die Sonne, PP’ P” ein Stiick der Bahn irgend eines Himmels- 
kérpers um die Sonne, mag dieselbe parabolisch oder elliptisch sein. SP oder r, SP’ 
oder 7’, SP” oder 7” seien 
drei Radienvectoren, ent- 
sprechend den Zeiten 1,7, ¢’; 
@ der Durchschnitt des mitt- 
leren dieser Radienvectoren 
mit der die Punkte P und 
P" verbindenden Sehne. Be- 
trachten wir nun das Ver- 
haltniss eines der von zwei 

Radienvectoren und einer 

Sehne gebildeten Dreiecke 
5 5 zu dem ihm entsprechenden 
Sector, so bemerken wir leicht, dass dasselbe fiir missig grosse Zeiten immer der Ein- 
heit sehr nahe bleiben wird; wir diirfen uns daher erlauben, fiir das Verhiltniss: 


Ase) Pe 
Za SPP 


Fig. 48. 


das Verhiltniss der Sectoren: 
Sector SP! Pp” 


Sector SP’ P’ 
welches letztere aber bekanntlich gleich: 
 — ¢ 
Ut —t 


ist, zu setzen. Ausserdem haben aber die mit einander verglichenen Dreiecke SP’ P” 
und §P’ P die gemeinschaftliche Basis § P’; sie verhalten sich demnach wie QP” zu QP, 
woraus denn die fiir die Olbers’sche Methode fundamentale Bemerkung folgt, dass 
die Sehne zwischen den beiden fusseren Oertern sowohl bei den Kometen, als bei 
der Erde, vom mittleren Radius vector sehr nahe im Verhiltniss der Zwischenzeiten 
geschnitten werde. Es ist auch leicht zu erkennen, dass dies ganz besonders nahe der 
Fall sein wird, wenn die Zwischenzeiten gleich sind, d. h. ¢’ —¢ = ¢’ — ¢ ist. 

Fiihren wir nun die Constrution der Fig. 48 noch einmal, sowohl fiir die drei 
Oerter eines Kometen in seiner Bahn C, C’, C", als auch fiir die drei zugehérigen 
Oerter der Erde 7, 7’, T” durch, und verbinden den Schnittpunkt der Erdsehne 
zwischen dem ersten und dritten Orte Q mit dem entsprechenden g der Kometenbahn, 
Fig. 49, so lasst sich sogleich eine sehr wichtige Higenschaft der Richtung dieser Ver- 
bindungslinie und der Lage eimer Ebene, auf welcher sie senkrecht steht, nachweisen. 

Es ist namlich klar, dass, wenn man sowohl die drei Punkte 0, qg, C’ der Kometen- 
sehne, als auch die entsprechenden 7, Q, T” der Erdsehne auf eine solche Ebene recht- 
winklig projicixt, die Verbindungslinie Qq als Punkt erscheinen und folgende Figur 
entstehen wird (Fig. 50). 

In dieser sind nun aber, wenn man die oben gemachte Annahme, dass die Sehne 
der Erdbahn von dem mittleren Radius vector in demselben Verhiltniss geschnitten 


= GBR = 


werde, wie die Kometensehne, beibehilt, die Dreiecke QTC wnd Q 7" C” abnlich; denn 
es verhalt sich: 


OTOL =O COU 
d. h. 
da durch eine solche Projection das Verhaltniss der projicirten Stiicke offenbar nicht 
geindert wird, und ausserdem ist Winkel CQ 7 = Winkel CQ 7". 

Es ist also CT parallel 7” C”, oder die auf dicse Ebene projicirten Verbindungs- 
linien zwischen Erde und Komet fiir die erste und dritte Beobachtung sind sich dia- 
metral entgegengesetzt. Demnach wiirden die geocentrischen Oerter des Kometen in 
der ersten und dritten Beobachtung, wenn sie fiir eine solche Ebene als Fundamental- 
ebene transformirt wiirden, die beiden Lingencoordinaten 180° von einander differirend 
ergeben. Diese auf eine andere Fundamentalebene als die Ekliptik bezogenen Langen 


Fig. 49. - Fig. 50. 
o" T » 


ee 


wollen wir im Folgenden der Kiirze 
halber die Quasilangen, die zugehéri- 
gen Breitencoordinaten ‘die  Quasi- 
breiten nennen. Die Richtung der 
Linie Qq in Fig. 49 ist der Pol. 
einer solchen rte wetr cies er muss also, da die Quasilingen der ersten und 
dritten Beobachtung um 180° verschieden sind, nothwendig auf einem den ersten und 
dritten geocentrischen Ort verbindenden gréssten Kreise der Sphire liegen. Die Rich- 
tung von @q liegt aber offenbar auch, da sie einen Punkt des Radius vectors der Erde 
in der zweiten Beobachtung, mit emem Punkte des entsprechenden Radius vectors des 
Kometen verbindet, in einer durch diese beiden Radienvectoren, oder auch durch die 
Linien S7’ und 7’C’ in Fig. 49 gelegten Ebene. Allen in diese Ebene fallenden 
Richtungen entspricht aber der durch den geocentrischen Ort und den Sonnenort in der 
zweiten Beobachtung gelegte grésste Kreis der Sphire. Die Richtung von Qq, d. h. 
der Pol der Fundamentalebene, fiir welche die Fig. 50 in Bezichung auf die Projectionen 
giltig ist, liegt also auf dem Durchschnitte zweier grisster Kreise, wovon der eine die 
gegebenen geocentrischen Oerter der ersten und dritten Beobachtung, der andere den 
zweiten geocentrischen Ort und den zugehdrigen Sonnenort verbindet. Diese Richtung 
ist also zu bestimmen; denken wir uns letzteres Geschift ausgefiihrt, so haben wir 
aus Fig. 50: 


sat 
(—t 


worin CO” 7" und OT die Projectionen der Distanzen 0” und @ bedeuten. Bezcichnen 
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wir die Quasibreiten fiir diese Fundamentalebene mit (f) und (8”), so hat man 


CT = ocostp), C7" = 0” cs(B") 
demnach 
; t!! eat t! 
9” cos(B") = |—— 9. cs (8), 


a. h. 


ea 
eo. cos (B") ti — ¢t 

Um wu einer einfachen Relation zwischen 0” und @ zu gelangen, an der uns aus 

bekannten Griinden so viel gelegen ist, haben wir jetzt nur noch cos(B) und cos(B”) zu 

Fig. 51. entwickeln. Es sind diese Gréssen 

on auch die Sinus der Abstande 

meee des geocentrischen Ortes vom 

Pole der Fundamentalebene, oder 

vom Durchschnitte der genannten 

5 qy—~c' gréssten Kreise. In Fig. 51 

denken wir uns die drei geo- 

centrischen Oerter des Kometen 

in 0, 0’, C” und den Sonnenort 

C der zweiten Beobachtung in § 

auf einen Himmelsglobus aufgetragen und die beiden gréssten Kreise durch C und C", 
S und C’ construirt; der Durchschnitt beider sei g. Dann ist: 


cos(B) sing C 
cos (B") sing OC" 


Werden noch die Bogen grésster Kreise §SC und SC” gezogen, so hat man ferner: 


singC _ sinCSq 
snSC  snCqS 


sing C" _ sinO" Sq 
sinSO" sin O"qs’ 
also 
sing? _ sinSC sinCSq ieee eae es 
singO"  —_ sinSC" sinC" Sq 


Die rechte Seite dieser Gleichung lasst sich unmittelbar durch die drei geocen- 
trischen Lingen und Breiten des Kometen 4, 8, 4’, B’, 4”, B” und durch die Linge der 
Sonne in der zweiten Beobachtung, ©’, ausdriicken. Bedeuten nimlich y, yp’, y” die 
Winkel, welche die durch SC, SC’, SC” gelegten gréssten Kreise mit der Ekliptik 
bilden, so wird: 

Winkel CSq = 7’ — y 
yO eG 


smCSq  sin(y' — y) __ siny' cosy — cosy’ siny 
sinC"Sq  sin(y” — 7’) sin" cosy’ — cosy" siny’ 


Es ist aber nach Fritherem (einundzwanzigste Vorlesung): 
sin B 
sin Y 
sin B" 


sin yf" 


iy fe —— SONS OM 


ny! = sin SC" = 
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; aes tg B Hs tg B pass . hoe 
IY = sin = DL) sin [= (©’ 4 180] -— an (CO 
pee ig B' 
tg ot sin (0! ~~ 1’) 
eae tg B” 


gy = sin (@' — A) 
Die Gleichung (3) geht dadurch in die folgende tiber: 
sing CO sinB siny"” _siny' cosy — cosy’ siny 
sing CO" * sinB"~ siny  siny” cosy’ — cosy" siny’ 
sinB  siny’ cotgy — cosy’ 
~~ sin" cosy’ — siny’ cotgy" 
sin B cotg y — cotg 7’ 
~~ sinB" cotgy' — cotg y" 
_ csp tg f' sin (A — ©') — tgB sin (’ — 1) 
~ cos" tg B” sin (A — ©!) — tg B' sin(A” — ©)’ 


oder, wenn man der Kiirze halber: 


cos (B) 


setzt, und endlich in der Gleichung (2) den hier fiir cos (B") gefundenen Ausdruck 


substituirt: 
Qh Bet 8 wen he 0) re 
@ Tt cosf" igh” — msm" — OF 


Es ergiebt sich hiernach zu jedem Werthe von @ sogleich das zugehérige @”, also 
auch r und r” und die Sehne %, die einzigen Gréssen, welche in der Lambert’schen 
Gleichung ausser dem bekannten 6% (¢” — t) eine Rolle spielen, und es bleibt nur noch 
librig, sich fiir die iiber @ anzustellenden Versuche bequem einzurichten. 


Siebenundzwanzigste Vorlesung. 


Die Olbers’sche Methode zur Berechnung einer Kometenbahn 
in verschiedenen Formen. 


Der Schwerpunkt der Olbers’schen Methode liegt in der Gleichung (4), welche 
durch die Annahme erlangt wurde, dass die Sehne der Erdbahn zwischen dem ersten 
und dritten Orte vom zweiten Radius vector in demselben Verhiltnisse, wie bei dem 
Kometen, speciell in dem der Zeitintervalle ¢” — ¢ und ¢ — t, geschnitten werde, was 
in den Fallen praktischer Anwendung immer 4usserst nahe richtig ist. Der weitere 
Gang der Operationen kann mannigfaltig modificirt werden. Eine der einfachsten und 
kunstlosesten Arten, die Versuche tiber @ anzustellen, wiirde darin bestehen, dass man 
die heliocentrischen Coordinaten des Kometen, hier bezogen auf die Ekliptik, also, unter 
Anwendung friiherer Bezeichnung, die Ausdriicke: 
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x — ocosBcosk — Roos, a” —= 0" cos B” cos A” — R" cos®", 
y = ocosBsinda — RsinQ, y" = 0" cos B" sind’ — R"sin©", 
& = osin B, B= sin B, 


42 — (a a we)? + (y" x dese y)? + (e" ae 2), 
a R? + o? + 2(R 0) Re, yl'2 = RI" + 2 + 2(R" me) R"' eo”; 
worin die Symbole (Re) und (R’e”) die in der achtzehnten. Vorlesung angegebene 
Bedeutung haben, berechnete, und zur Probe fiir den Werth von @ in die Gleichung: 
(ry +r” + «)*% — (r + vr” — u4)% = CR’ — 4) 
einsetzte. Man sieht tibrigens noch leicht ein, dass sich der Ausdruck fiir das Quadrat 
der Sehne x fir alle Versuche auf die Form: 


w= A+ Bo + Co” + Do? + Eoo" + Fo” 
bringen lasst, welche, wenn man unter Benutzung der Gleichung (4) der vorigen Vorlesung: 
o” = Me 


w= A+ (B+ CM)e+ (D+ EM + FH) 0 
—A+ Bo + Ce? - 

tbergeht. Denkt man sich einen Versuch mit dem Werthe @ = 0 gemacht, so muss 
offenbar das entsprechende x? das Quadrat der Sehne der Erdbahn zwischen dem ersten 
und dritten Orte werden; also ist der Coéfficient A das Quadrat dieser Sehne. Auch 
die Coéfficienten B’ und C’ enthalten nur gegebene Gréssen und kénnen daher vor den 
Versuchen berechnet werden. 

Die eben gegebene Form ist durchaus nicht unbequem und von Olbers selbst 
gewahlt worden Wir kénnen fiir die Versuche aber auch an die Gleichung (5) der 
achtzehnten Vorlesung, welche wir hier unter der Form: 


(r1’) rr’ — (RR") RR" + (R 0”) R o” + (ae ) R" 0 + (@ 0”) oo” 
schreiben, ankniipfen. Da #2? = r2 + r2 — 2Q(rr”)rr", so erbalt man aus ihr: 
oo et 2 (RR) RR"-— 2 (Ro") Roe” 

— 2 (R"9) R’e — 2 (e0") 99", | 


setzt, in: 


oder auch, da 
r2 = R2 + 0? + 2 (Roe) Ro = R2 + 02 + 2Ro cosy 
yt — Rl2 Be ol? oo) (R" 0") Ro” = pi Je o!” alin), iB’ oO” cos x" 
“2 = R2 + R"? — 2 (RR) RR’ + 2(Roe) Ro —-2 (Ro") Ro" 
+ 3) (R” me) Re go” os 9, ( " 0) R" 0 
TO 0? — 2(0.9") go" 

Die Summen der drei Glieder R? + R’2 — 2(RR")RR" geben sich hier un- 
mittelbar als das Quadrat der Erdsehne, welches wir im Folgenden mit g? bezeichnen 
wollen, zu erkennen. Die Summen ge? + 0”? — 2(90”)o 0" entsprechen dem Quadrate 
einer Grésse, welche man die geocentrisch genommene Sehne des Kometen nennen 
kénnte, d. h. derjenigen, welche man erhalten wiirde, wenn man die Verbindungslinie 
zwischen Erde und Kometen bis zu einem Durchschnitte in der Erdsehne parallel ver- 
schébe. Bezeichnen wir diese Grésse mit s und setzen (9 9”) = cos@, so wird: 

gee Or 04 2 0 0" cos = 9? — 200" + 97 + 20 oF 
— 200" cosa = (e” — oe)? + 400" sin1/,@? = [(M — 1)? 
+ 4Msin}/, @?| 0%. 
Die Einfiihrung des sin1/,@ ist fiir scharfe Rechnung nothwendig, wenn @ ein 
Klinkerfues, Theoretische Astronomie, 33 
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kleiner Bogen ist; denn der cos@ wiirde sich haufig fiir eine betrachtliche Aenderung 
des Beobachtungsmateriales fast ganz unempfindlich zeigen. 

Die Erdsehne g berechnen wir nach der Formel: 

g? = (R" — R) + 4BR" sin '/,(O"” — ©)*% 

Der Ausdruck fiir x? wird durch Einfiihrung von g und s: 

w= g + & + 2{(Ro)R — (R"e)R" + M[(R" 0") Rk” — (Ro") Re 

Der Coéfficient von @, auch in der Form: 

2[(Re) — M(Roe")|R — 2[CR" 9) — M(R" 9") RY 

zu schreiben, lasst sich nach den fiir (Re), (Re”) u. s. w. bekannten Formeln, ohne 
weitere Umformung mit hinreichender Schirfe berechnen; doch werden wir bald eine 
viel vortheilhaftere Transformation auch dieser Glieder kennen lernen. 


Achtundzwanzigste Vorlesung. 


Die Gauss’sche Umformung der Olbers’schen Methode. 


In den Formeln von Olbers und in der eleganten und hiéchst bequemen Modifica- 
tion, welche Gauss daran vorgenommen hat, bedeuten @ und e” nicht die Distanzen selbst, 
sondern deren Projectionen auf die Ekliptik, die sogenannten curtirten Distanzen, nach 
unserer Bezeichnung demnach die Gréssen @cosB und e"cosB’. Aus diesem Grunde 
wollen wir ebenfalls wenigstens fiir die naichsten Untersuchungen unter @ und 9” die 
curtirten Distanzen verstehen. 

Die genannte Modification erstreckt sich nicht auf den Olbers’schen Ausdruck 
fiir das Verhaltniss der beiden Distanzen, sondern nur auf die Berechnungsweise von %, 
ry und vr’. Um fiir » einen Fig. 52. 
bequemen Ausdruck zu ge- 
winnen, wird eine einfache 


C 
1 
Phe eu 

Construction zu Hilfe ge- Pea 

in Cone ys 
zogen, auf die wir durch LN 6 oe “> 

i - 0 
das Vorhergehende schon Be 
vorbereitet sind. Wir ver- LG 
schieben (Fig. 52) die Ver- ie 
bindungslinie zwischen Erde § — 5 ae ec 


und Komet in der ersten Be- 
obachtung, J7'C mit sich 
parallel auf der Erdsehne, 
bis sie durch den Erdort in 
der dritten Beobachtung 7” 
geht, wobei wir ihre Linge 
ungeandert lassen; oder, was ; 
dasselbe ist, wir tragen in r 

C eine idthel der Erdsehne 

parallel und gleich, also ebenfalls yon der linge g, auf. Die Coordinaten des auf diese 
Weise festgelegten Punktes wollen wir mit x, yo, 29, den Punkt selbst mit ¢, bezeichnen. 


tee SEN I SSS 
c 
\ 
N. 


Nach der Natur der eben ausgefiihrten Construction, wegen des Parallelismus und 
der Gleichheit der. in C aufgetragenen Linge mit der Erdsehne, iibertreffen die recht- 
winkligen Coordinaten des Punktes ¢) die des Punktes C um eben so viel, als die 
Coordinaten des dritten Erdortes 7” die des ersten 7 iibertreffen. Es ist also, mit 
Beibehaltung friiherer Bezeichnung: 

% — #2 = R"'cosL" — ReoosL = Reos© — R" cos" 
% — y¥ = R' sin LL” — RsnL = Rsin© — R" sino" 
Zo — & = 0. 
Setzt man demnach: 
% — % = R" cos ©" — Reoos© = gcosG 
Y — y = R'sin©" — Rsin© = gsinG, 
so ist G die Linge des Punktes C von ¢ aus gesehen, oder, was wegen der Con- 
struction dasselbe ist, die Lange des ersten Erdortes, vom dritten aus gesehen, und g 
wieder die Sehne zwischen beiden. Bezeichnen wir hier mit @h dieselbe Grésse, welche 
wit in der vorigen Vorlesung s genannt haben, d. h. den Abstand des Punktes ¢ von 
dem dritten Kometenorte C” und setzen: 
x” — x, = @" cosd" — ocosd = ohcos€ cos H 
y" — yo = o" sink" — osind = ohcostsinH 
a! — # = Qo" tgB" — otgB = ohsing, 
so bedeutet offenbar H die Linge des Punktes C”, von c aus gesehen, € die Breite 
derselben Richtung. Da aber ausserdem, mit Riicksicht auf die hier stattfindende Be- 
deutung von @ und @”: 


pee tg P sinh: — ©!) — tg Bsin(A’ — ©') 

: ¢ —¢t tgp" sin(’ — ©’) — tof’ sin(A" — 0) Q; 
welche in der sechsundzwanzigsten Vorlesung abgeleitete Gleichung wir im Folgenden 
unter der Form: 


o” = Me 
schreiben, so haben wir: 
Me cosi" — ocosh = ohcoos€ cos H 
Me sink" — esink = ehcos§ sinH 
Motgp" — etgB = ohsin€. 
Da @ aus diesen Gleichungen herausfillt, werden h, ¢, H véllig bekannte Gréssen. 
In dem allgemeinen Ausdrucke fiir %?: 


iG alt (yl yt + o — 


geben wir den Differenzen x” — a, y"” — y, 2" — ze die Form: 
a” — 2 = a! — a — (4 — %) = ohcosfcosH — goosG 
y — yy = " — | — YY — WH) = Oheos§sinH — gsinG 


” Ais fe ee (2 


g! — 2 Zo) = ohsin§, 


wodureh der Ausdruck fiir x? wird: 
m2? —= 92h? + g? — 2gohcos§cos(G — H). 
Fir 7? und 7”? erhalt man durch Bildung der Summen a? + y? + 2? und 
ga 4+ yll2 + 2/2, in welchen: 


2 =o csi — R cos© a" —= oe" cosa” — R' cos ©" 
y =o sink — R sin© y" = oe" sind! — R'sin ©" 
zg — o tgp gl! — 0" tg B", 
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die Ausdriicke: 
r2 = sec B? + R2 — 2Rocos(A — ©) . 
rn? — M? 9? sec B"'? + Rl’? — 2MR" oe cos(a” — ©"). 

Zu weiterer Abkiirzung fiihrt Gauss noch die Hiilfsgréssen p, ” und gp mittelst 
der Gleichungen: ; \ 
cosB cos(A — ©) = cos 
cos B" cos (A" — ©") = cos w" 
cos & cos (@ — H) = cos 
ein; dann wird: 

= (esecB — Roos)? + Rsiny? 
r'2 — (Mo sec B" — R" cosw")2? + R'? sin p'? 
= (eh — gcosg)? + g?sin p. 
Da es sich empfiehlt, fiir @ eine andere Unbekannte einzufiihren, so wird ferner: 
Ol) = GOS == 
gesetzt. Man bestimmt also hierbei zunichst w, aus dessen Werthe sich dann @ nach 
der Formel: 
__ w+ goosp 
Laer eat 
ergiebt. 
Der Leser ist durch das Vorhergehende in Stand gesetzt, das folgende Schema in 
allen Theilen zu verstehen, welches Gauss fiir Anstellung der Versuche bei einer 
Kometenbahn (v. Zach’s monatliche Correspondenz, Bd. 28) aufstellt'). Bei der schon 
friiher angegebenen, doch der Vollstindigkeit der Vorschrift wegen hier noch einmal 
zu wiederholenden Bedeutung der Zeichen, wobei: 
t, U, t” die drei Beobachtungszeiten, 
A, A’, A" die drei beobachteten geocentrischen Liingen, 
B, B’, B" die drei geocentrischen Breiten, : 
0, o” die curtirten Abstiinde des Kometen von der Erde, 
©, ©', ©” die drei Liingen der Sonne, 
R, FR’, R’ die drei Radien vectoren der Erde 

vorstellen, berechne man: 


ii t! — tig Bisin(A — ©') — tgBsin(v’ — O') 
~~ tt tg B" sin(d’ — ©!) — tg B'sin(a” — ©!) 
cos (©" — ©) — R = geos(&@ — ©)?) 

Rt" sin(O" — OC) gsin(G — ©) 

M — cos(a" — 2) h cos € cos (H — 2") 


sin (A — A) = heos § sin(H — i") a 
Mtg B" — tg B == hs & 
cos § cos(G — H) = cos Mp 
cos B cos(A —— ©) = cosp 
COs B" cos GQ? Preis oe = cos yl 


1) Wir empfehlen dem Leser noch den vortrefflichen, in vieler Beziehung lehrreichen Aufsatz 
von Encke: ,Ueber die Olbers’sche Methode zur Bestimmung der Kometenbahnen“ im Berliner 
astronomischen Jahrbuche fiir 1833, zum Studium. 

*) Diese Gleichung ist mit der vorher abgeleiteten 

RR" cos ©" — ReosO© = gy cos & 
identisch, da man sich immer denken kann, alle Liingen wiirden vom ersten Sonnenorte an gezihlt. 
Hine ahnliche Bemerkung ist noch yon einigen anderen Gleichungen der Formeln (1) zu machen. 


: 
4 


g sin ~ == A 

RKsnw S208 

R" sin yl = Bi 

hos B ==110 

hcos B"" Seyi eee) 

M 
gcosp — bReosy == ¢ 
goosp — b" R" cosy" =e" 


Die Ausdriicke fiir 72, 7/2 und 2 werden dann: 
3) 


yn = ( a) + BM Se) Gs. pa es Aon mr okecnen (2) 


und es muss noch w so bestimmt werden, dass der aus denselben abzuleitende Werth yon: 


(ry +r" + 2“) — (r + vr” — xy, 
gleich 6%(¢" — t) wird. Hat man dies durch in bekannter Weise anzustellende Ver- 
suche erreicht, so berechnet man: 
u + gcos@p | 
o” = Me. | 


Man kann nun sofort die heliocentrischen Lingen und Breiten des Kometen 1, b, 
1’, vb” bestimmen, wozu sich die aus den Fundamentalformeln des ersten Abschnittes 
leicht abzuleitenden Gleichungen: 
0 cos(A — ©) —R 
eo sin(A — ©) 
9 tB 
0" cos Ge i. ©") eg el 
oe” sin (A" — ©") 
ety BY 


| 


rcosb cos(l — ©) 
rcosb sin(l — ©) 

r sib 

r" cosb" cos (l" — ©") 
r' cos b! sin (l" — ©") 
r"' sin b” 


| 


(4) 


I 


| 


! 


sehr gut eignen. 
Es gewahrt hier eine erste Priifung der Rechnung, 
der Gleichungen folgenden Werthe von r und r” mit den aus den Versuchen tiber w 


dass die durch die Auflésung 


foleenden iibereinstimmen miissen. Der Komet ist rechtliufig, d. h. die Neigung der 
5 ? 5S 5 
Bahnebene gegen die Ekliptik 7 ist im Folgenden im ersten Quadranten zu nehmen, wenn: 
oe) foo) >) 

U’ — | positiv; 
im anderen Falle, wenn: 

I” — 1 negativ, 
ist der Komet riicklaufig, was, wie wir wissen, am cinfachsten dadurch beriicksichtigt 
wird, dass man ¢@ im zweiten Quadranten wihlt und das Vorzeichen von (x — $2) 
geindert wird. 

$4 und 7 berechnen sich aus den Gleichungen: 
fo} 
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tgb = + tgisin(l — &)?) 
tg b" — tgbcos(U' — 1) 
gin ( — 1 
Ueber den Quadranten von 1— $2 bleibt kein Zweifel, da tg 7 positiv werden muss, 
wenn I’ — 1 positiv, dagegen negativ, wenn 1’\— 1 negativ ist. Die erste der beiden 
eben genannten Gleichungen ist nichts Anderes, als die Auflésungsformel eines recht- 
winkligen sphirischen Dreiecks, in welchem / — $23 die eine Kathete, ¢ der ihr an- 
liegende Winkel, b die andere Kathete ist. Es besteht daher auch noch die Gleichung: 
tgb"” = + tgisin (Ul — 82), 
welche mit der ersteren verbunden, die zweite der in Rede stehenden Gleichungen giebt. 
Bequemer noch ist es, die beiden Gleichungen: 


tgb = + tgisin (lL — 8) 
tgb"” = + tgisin (U' — 8) 


wit ise ea eee : 5 
= + tgi cos(l — 8) Q 


durch Addition und Subtraction umzuformen, wodurch man fiir die Bestimmung von 7 
und $3 erhalt: 


+ tgisin [1/,(" + 1) — 2] 

= "Ya (tg 0" + tg) sec %/,(U" — 1) | .. 
+ tgicos [1/.(l + 1) — Q] yo eee 

= 1/, (tgb" — tgb) cosec 1/, ( — 1) | 


Auch hier_findet keine Zweideutigkeit der Liésung statt. 
Wir sind jetzt im Stande, die Argumente der Breite, »++(%— &) und ov! +(a#— 82) 
zu berechnen, da nach uns bekannten Formeln: 
tg(l — \ 
of +@—ay = | 


cost 
ig (U! — 2) cr (7) 
tole SS SS eee 
Ge td ) ee 
und es bietet sich hier wieder eine Gelegenheit zur Priifung der Rechnung bis zu 
diesem Punkte. Der Werth von x? aus der Gleichung: 
4? — 72 4 72 — Irv" cos {[o” + (a — 8&)] — [vo + (a — 8)]} 
muss mit dem friiher gefundenen genau iibereinstimmen. 
Endlich haben wir noch, wie friher gezeigt, fiir die Bestimmung von 1/,(v” + »), 
welches mit dem bekannten Werthe von 1/, (v — v) yverbunden, die beiden wahren 


Anomalien und dann verglichen mit v + (# — §3) und vo” + (a — 8), das Element 
x — 8 ergiebt, und fiir die Bestimmung des Perihelabstandes, die Formeln: 


sin (ov + v) = Y, (= = 7) cosec 1/, (v" — v) | 


(8) 


va WO" ew) ==) (= oe r=) sec 1/, (vo — v) | 


Yr 


*) Wo in diesen und den folgenden Formeln ein doppeltes Vorzeichen vorkommt, bezieht sich 
das obere auf_rechtlaufige Kometen, das untere auf riicklaufige. 
*) In der Olbers’schen Abhandlung ist den Formeln: 
We COSE/ Os COUT a a Ole) cosec*/, (vl! —v) __ sin'/,v 
Vr Van Vr Vr" Va 


der Vorzug gegeben. 


— 2263 — 


Fiir die Berechnung der Epoche des Perihels T mittelst des Perihels bedurfte es 
keiner besonderen Vorschrift, da sie dem Leser aus dem ersten Abschnitte schon hin- 
reichend bekannt ist. Es sei jedoch bemerkt, dass bei unserer Art, das i bei riick- 


laufigen Kometen zu zahlen, auch hier eine etwas listige Unterscheidung tiberfliissig 
wird. Bei uns ist stets: 


Te. = t ae Mg n= t!’ pt ft mM" gen, 


wobei M und M” die zu v und vw” nach der Barker’schen Tafel gehérenden mittleren 
Bewegungen und » einen festen Coéfficienten bedeutet, dessen Logarithmus == 0,039 8723. 

Die Probe, dass die beiden Werthe von Z' iibereinstimmen miissen, controlit dic 
sorgfaltige Auflésung der Lambert’schen Gleichung. 


Neunundzwanzigste Vorlesung. 


Rechnungsbeispiel fiir die Gauss’sche Modification der 
Olbers’schen Methode. 


Nach Gottinger Beobachtungen vom 7., 14. und 21. April 1813 ist fiir den zweiten 
Kometen von 1813: 


t = 7,55002 
# — 14,54694 
#” — 21,59931 
2 — 27191638" B c= 29) 9 OF 
Ve = 266 27 22 gi — + 22 5218 
f= 856 48 8 Reet g. 53. 19 
© == li 4T41 log i, == 0,00091 
Gia 94. 38 45 gh — 70,00175 
ee 13131525 log R= 0,00260. 
Aus diesem Materiale ergeben sich: 
log M = 9,75799 log B = 9,98706 
(Pope da Ue aye log B” — 9,86038 
logg — 9,38029 log = 9,75645 
El = NOE) ay gy log b” —= 0,05028 
€é== 4413 9 gcosp = 0,17147 
log h = 9,81477 ¢ = "0,81365 
log A = 922527 Cle A095 443 


In Beziehung auf h, €, H kann es vielleicht niitzlich sein, den Leser daran zu 
erinnern, dass # und cos€ nach ihrer im Friiheren gegebenen Definition stets positiv zu 
nehmen sind; hiermit ist denn auch der Quadrant von H vdéllig bestimmt. 


Machen wir den ersten Versuch mit w= 0,3, so stellt sich die Rechnung fiir 
denselben wie folet: 
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logu = 9,47712 (u + c) = 0,61365 uw + co! — 1,25443 
log u2 —= 8,95424 log(u -+ ¢) = 9,78793 log (wu + ¢”’) = 0,09844 
| 

log A2 —= 8,45054 log - = 0,24355 log ar = 9,94972 
Differ. — 0,50370 0,03148 0,04816 
Zech = 0,11844 0,06296 0,09632 
log x2 — 9,07268 log B2 — 9,97412 log B"2 — 0,72076 
log% = 9,53634 Differ. — 0,08884 Differ. — 0,37556 
% — 0,34382 Zech — 0,25888 Zech = 0,15264 
logr? — 0,32184 log r”2 — 0,24896 
logr — 0,16092 logr” — 0,12448 
r — 1,44850 r’ — 1,331938 

rt 4+ w= 3.12425, rte” — «= 243661 


(ry + r? + xj — (r + vr” — x)’e = 1,71883. 
Es ist aber: 
log 6 = 0,77815 
logk = 8,23558 
log (t"” — t) = 1,14765 
0,16138 — log numeri 1,45040. 


Die Hypothese u = 0,3 zeigt hiernach in der Befriedigung der Lambert’schen 
Gleichung einen Fehler von 0,26843, um welche Grésse die linke Seite die rechte 
iibertrifft. 

Machen wir einen zweiten Versuch mit dem Werthe ~ = 0,4, so finden wir auf 
die namliche Art: 

(ry +r” + x) — (r + r"” — x) = 2,24869; 
diese Hypothese hat in demselben Sinne, wie vorhin, den Fehler 0,79829; da demnach 
die Aenderung von einer Einheit der ersten Stelle von « den Fehler um die Grésse 


at 


0,52986 hat wachsen lassen, so werden wir den Werth wu = 0,3 um die Grésse 
Cone - 0,1 oder 0,03066 
vermindern miissen, um der Wahrheit naher zu kommen; den dritten Versuch wiirden 
wir deshalb mit wu = 0,24934 anstellen. Setzen wir die Versuche bis zur gréssten 
Scharfe fort, so erhalten wir als definitiven Werth 
u == 0,24389, 


welchem entsprechen: 
logx = 9,47150 
logr = 0,13896 
log r"’ = 0,11068 


logo = log oe — 9,80366 


log 0” = logMo = 9,56165. 


Die heliocentrischen Coordinaten des Kometen werden: 


ecosdA — Roos@ = 0,01418 — 0,95415 — — 0,93997 
esind — Rsin© = — 0,63614 — 0,30625 — — 0,94239 
otg p == 0,35319 
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x" = 0" cosh" — R" cos@" = — 0,08321 — 0,85755 — — 0,94076 
y" = oe sink” — Rk sin@©" = — 0,35483 — 0,52599 = — 0,88082 
@ = 0 tg B a 0,06352. 
Aus diesen Zahlen folgt durch eine uns schon hinlinglich bekannte Rechnung: 
5 See 225° 4! 25" YS 223° 6/56” 
b=+ 14 51 40 == 249 18 
logr = 0,13896 log Tue == 0,11069. 


Diese Werthe von logr und logr” zeigen, dass die Rechnung bis auf die kleinen 
unvermeidlichen Unsicherheiten der letzten Stelle richtig gefiihrt worden ist. Da 
W’ — 1 negativ ausfillt, giebt sich der Komet als riickliufig zu erkennen. Wir wenden 
deshalb zur Berechnung von § und i die Formeln (6) mit den unteren Zeichen an, 
welches folgende Rechnung giebt: 


log J —= 9,69897 log 1/y — 9,69897 

log (tgb"” + tgb) = 9,49781 log (tgb” — tgb) = 9,33458 
Tog sec 1/, (’ — 1) = 0,00006 log cosec 1/, (U’ — 1) = 1,76735, 
9,19684, 0,80090 


Die Auflésung muss so gewahlt werden, dass tgi negativ wird; man erhilt: 


/o(U" + 1) — 8 = 181925’ 32” 
ie 98 59) 5 
Qo ad) 8, 
Die Formeln (7) haben nur ein einfaches Vorzeichen, wenn wir bei retrograden Kometen 
fiir t — 8 seine Erginzung zu 360° nehmen. Sie ergeben: 
yp + aw— 2 = 164° 56! 57!" 1) 
vi tw 2 = fe Noho 
v' —v a et Palais 


womit : 
4H? = 7? 4+ 7/2 — Arr" cos(v" — v) = 0,08771 
wird, wahrend der friiher erhaltene Werth die rechte Seite gleich 0,08770 liefert. Der 
Unterschied ist von keiner Bedeutung. 
Bei der nun folgenden Rechnung der Bestimmung von q, v und v” ist es immer 
zu empfehlen, siebenstellige Logarithmen anzuwenden. 


7 log ¥/. = 9,6989700 log W/o — 9,6989700 
1 1 1 I 
log (— — -—=) = 8,4502743, log (== === | == 0,2386775 
1 (F  F) "(r+ we) 
log cosec 1/4(v" — v) = 1,2742750 log sec 1/,(v"” — v) = 0,0006149 
9,423 5193, 9,938 2624. 
Aus diesen Zahlen folgt eindeutig, da g positiv werden muss: 
1], (v" + v) = — 16°59! 49",09 
1/, (v" + v) = — 33 59 38 18. 
Yeu —v) = 6 5 47-50 
vl" == — 2795351" 
v = — 40 5 26 
logyg = 0,0846818. 


") Wenn cos? negativ ist, liegt die Erginzung des Argumentes der Breite zu 360° mit 1— Q 
immer in demselben Quadranten. 
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Wir hatten auch noch v + w — 8 = 164°56'57"; demnach wird: 
wm — §&& == 205° 2! 23/1), 

Zu v = — 4095/26” gehirt in der Barker’schen Tafel log M = 1,45605,; also 
wird — Mng’s = 414971, die Zeit des Perihels = April (7,550 + 41,971), oder Mai 
19,521. Aus v” folot 7 — Mai 19,519, nahe mit dem ersten Werthe stimmend, so 
dass wir 7 = 19,520 setzen kénnen. 

Am Schlusse stellen wir die einzelnen Resultate, welche wir erhalten haben, noch 
einmal zusammen: 

T = 1813 Mai 19,520 mittl. Berl. Zeit 
am — § == 2059 2/23” 
§& = 42 40 8 
t= 8 59 45 
logg — 0,08468, 
oder, wenn wir die andere Unterscheidung ftir riicklaufige Kometen wahlen wollen: 
dh 1813 Mai 19,520 
xz — 83 154° 57 37" 
Se aes 
jase 8.1) 910.55 
logq —= 0,08468 
Bewegung: Retrograd. 


Il Il 


Dreissigste Vorlesung. 


Verschiedene Arten, die erste Hypothese fiir ¢ oder w bei der 
Olbers’schen Methode zu bilden. 


In dem eben gegebenen Rechnungsbeispiele haben wir bei dem ersten Versuche 
u == 0,3 angenommen, ohne davon Rechenschaft abzulegen, weshalb wir mit diesem 
Werthe beginnen. Die Olbers’sche Methode iiberlasst in der That die Bildung der 
ersten Hypothese dem praktischen Takte des Rechners, welcher uns in dem gegen- 
wirtigen Falle mit einem leichten Ueberschlage erkennen liess, dass der Werth von u 
nicht viel grésser sein werde als 0,3 oder 0,4, weil wi sonst auf Entfernungen des 
Kometen von der Sonne gefiihrt werden, in denen diese Korper fiir uns meistens nicht 
sichtbar sind. Es kommt jedoch zuweilen vor, dass man das Fehlen einer bestimmten 
und festen Vorschrift in der Beziehung als eine Liicke in der Methode empfindet. 
Olbers selbst hat diesem Gegenstande noch eine besondere Abhandlung gewidmet, 
welche man in der zweiten und dritten Ausgabe des Olbers’schen Buches unter der 
Ueberschrift ,,Ueber die zweckmissigste Art, bei Berechnung einer Kometenbahn die 
Versuche anzustellen“ und in dem Berliner Astronom. Jahrbuche fiir 1833 mit abgedruckt 
findet. Es wird darin gezeigt, wie aus einer genihert richtigen Hypothese eine andere 


*) Bei den tbergeneigten Bahnen retrograder Kometen ist, wie schon bemerkt wurde, das 
a — § der hier befolgten Zihlungsweise identisch mit — (7 — 2) der anderen Zahlungsweise 
von 7, wie man am leichtesten findet, wenn man sich den Uebergang von einer directen zu einer 
retrograden Bahn bei 7 = 90° vorstellt. 
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noch mehr genaherte gebildet werden kann, was den allerdings grossen Vortheil gewahrt, 
dass man sich nicht, wie bei den auf das Gerathewohl angestellten Versuchen, von der 
Wahrheit einmal wieder entfernen kann. Beispielsweise begegnete uns das Letztere 
auch bei der Rechnung der neunundzwanzigsten Vorlesung, wo der dem zweiten Ver- 
suche zu Grunde gelegte Werth von u, wu = 0,4, fehlerhafter war, als der bei dem 
ersten Versuche angenommene wu = 0,3. Im Wesentlichen besteht das von Olbers 
vorgeschlagene Verfahren darin, dass aus einem geniherten Werthe von r + r” das 
nach der Lambert’schen Gleichung, also phoronomisch, entsprechende x bestimmt wird, 
woraus sich dann wieder durch rein geometrische Bedingungen r und 7” finden. So 
lange man nicht die richtige Lésung besitzt, werden die beiden Summen von r + r", 
namlich diejenige, welche man durch die Substitution in der Lambert’schen Gleichung 
erhalt, und die geometrisch aus dem dieser Gleichung geniigenden Werthe der Sehne x 
abgeleitete, verschieden sein. Die Umformungen, welche wir unten fiir solche Zwecke 
mit der Lambert’schen Gleichung vornehmen werden, lassen uns auch erkennen, dass 
das aus derselben zu berechnende x fiir einen Fehler in der Annahme von r 4+ yr” viel 
empfindlicher ist, als das geometrisch aus r + r” zu bestimmende. Aus demselben 
Grunde wird das aus x geometrisch (d. h. hier immer ohne Zuziechung der Zeit) be- 
stimmte r + r” der Wahrheit naher kommen, als das, von welchem man ausgegangen 
ist. Den so gefundenen genaueren Werth von r + r” substituixt man dann yon Neuem 
in die Lambert’sche Gleichung, erhalt einen genaueren Werth von %, aus diesem aber- 
mals genauer r und r” u. s. w. 

Der Gewinn, welchen dieses Verfahren mit sich bringt, wiirde noch erheblich 
grésser sein, wenn man von vornherein den Werth von r + r” genauer bestimmen 
kénnte. In der Bildung der ersten Hypothese wird indessen von Olbers noch Vieles 
dem praktischen Gefiihle des Rechners iiberlassen; es wird nur empfohlen, wenn der 
Coéfficient von @ in dem Ausdrucke fiir r? nahe Null ist, r + r” = 2 zu setzen, wenn 
er sehr stark negativ ausfallt, r + 1” kleiner als 2, etwa = 1,5, und wenn er stark 
positiv wird, grésser als 2, etwa 2,5 zu wahlen. 

In einer Zusammenstellung der Formeln fiir Berechnung einer Kometenbahn, 
welche sich im Anhange der Encke’schen Ausgabe von Olbers’ Abhandlung findet, 
wird in Betreff der Bildung der ersten Hypothese Folgendes bemerkt: ,Kennt man 
sonst keine Naherung fiir @ oder r oder r’, wodurch w genahert bekannt wiirde, so 


kann man ausgehen von: 
Re Say 
ev) 


ein Vorschlag, der offenbar darauf hinauskommt, x = 


pie 
41 
wegen des Divisors 41 etwas fremdartig aussehenden Naherungsformel wollen wir 


zu setzen. Zu dieser 


bemerken, dass = hier nur eine Abrundung fiir & y2 ist. Entwickelt man die Differenz 


(yr +r” 4+ “)*% — (rv 4+ rv’ — > unter Voraussetzung eines sehr kleinen Werthes 
yon %, dessen héhere Potenzen vernachlissigt werden kdénnen, setzt man demnach: 
(r + yl! + x) — (r + 7" + 3/y (r = re % 
(r + yl! Pn %)% == (r +- rl", se 3/5 (r +- 7!) x, 
so geht die Lambert’sche Gleichung in die folgende: 
(ry + ren = 2k (t’.— 2B) 
oder: 
MY 
pee SD 
yr + 7" 


34* 
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iiber. Setzt man hier, was Olbers als Mittelwerth vorschligt, r + r’ = 2, 80 
erhalt man: 


anti 
oe " ae 
x == Kk V2 ahh aL 


In dem durehgefiihrten Rechnungsbeispiele wiirde danach logx == 9,53487 geworden 
sein, was von dem definitiv gefundenen logx = 9,47150 nicht gerade stark abweicht. 
Indessen kann es doch fiir manche Faille erwiinscht sein, gleich der ersten Hypothese 
mit Sicherheit einen hdheren Grad von Anniherung geben zu kénnen, ohne zu einer 
weitliufigen Rechnung genéthigt zu sein. Aus den fiir solchen Zweck in der nachsten 
Vorlesung anzustellenden Betrachtungen folgt dann auch mit Leichtigkeit der beriihmte 
Satz von Lambert iiber die Kriimmung der geocentrischen Bahn eines Himmelskérpers, 
nach welchem man aus dieser Kriimmung entscheiden kann, ob derselbe der Sonne 
entfernter oder naher ist als die Erde. 


Hinunddreissigste Vorlesung. 


Vorbereitende Betrachtungen fiir den Lambert’schen Satz uber 
die Kriimmung des geocentrischen Laufes. 


Nach den Elementen der Attractionslehre, der wir einige Betrachtungen hier ent- 
lehnen miissen, kann man die Bewegung eines die Sonne in einem Kegelschnitte um- 
kreisenden Kérpers an jedem Punkte der Bahn als das Resultat einer in der area. 
der Tangente wirkenden Fig. 53. U 
Wurfgeschwindigkeit und 
einem nach der Sonne 
vermége deren Attraction 
gerichteten Fallen  an- 
sehen. Ist in Fig. 53 S 
die Sonne, PP'P"” ein 
Theil des Kegelschnittes, 
wobei P, P’, P" der 
Reihe nach den Zeiten 
t, t', t” entsprechen sollen, 
ferner TU die Tangente 
in P', 80 ist PU z= 
gleich die Richtung, 
welche der Kérper ver- 


folgen wiirde, wenn im 
Punkte P’ zur Zeit ¢’ die 
Attraction der Sonne plétz- 


lich aufhérte. Er wiirde dann seinen Weg plsianaeade mit derjenigen Geschwindigkeit - 
zuriicklegen, welche er im Punkte P’ besass, und auf diese Weise zur Zeit ¢” bis zu 
einem gewissen Punkte p der Tangente gelangen. Unter dem fortdauernden Einflusse 
der Schwerkraft jedoch wird der Richtung von SP’ parallel mit beschleunigter Ge- 
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schwindigkeit in dem Zeitraume ¢’ — ¢ das Stiick p P” durchfallen, so dass der Kérper 
die nach der Sonne concave Bahn P’ P” verfolgt. Zichen wir noch durch den Punkt P” 
mit der Tangente parallel die Linie P’Q”, wodurch QP’ parallel und gleich qP” wird. 
So lange nun das Zeitintervall ¢” — ¢’ an Grésse nicht diejenigen Grenzen iiberschreitet, 
Fig. 54. welche wir bei diesen Unter- 
suchungen innehalten diirfen, 
sind die Verinderungen in der 
Intensitaét der beschleunigenden 
Kraft sehr gering; es ist dann 
erlaubt, diese Kraft wahrend 
der ganzen Fallzeit gleich 
C 
(SP)? 
ya setzen, wobei C eine gleich 
zu  bestimmende, von der 
Sonnenmasse abhangende Con- 
stante vorstellt. Den durch- 
fallenen Raum findet man be- 
kanntlich aus der beschleunigenden Kraft, indem man diese letztere mit dem halben 
Quadrate der Zeit multiplicirt; also hat man: 


QP’ ae _— (t" per ')?, 
Diese Formel muss aber offenbar auch noch ihre Giiltigkeit fiir die Bewegung 
in einer Kreisbahn vom Radius 1 behalten, in einer solchen wird: 
Q"P' = 1 — cosk(t’ — ¢) = 1 — [1 — Yew” — ¢)y? +. -d, 
demnach: 


oder — 
2 


eae ae . (¢”’ — t')? 
oder: 
Cras 
Setzen wir zur Abkiirzung k(t’ — ¢’) 9%, so wird daher in dem allgemeineren Falle: 
2 
fi phe 
(AE Give 2 r'2 


Ein Korper, welcher nach der Fig. 53 die Bahn P’ P’ verfolgt hitte, wiirde in 
dem Zeitintervall t' — ¢ nach P gelangen. Construirt man PQ und QL” gerade so, wie 
vorhin P’Q” und Q”P’, so wird daher nach denselben Betrachtungen: 


——_ k(t — t)? Cae 
SE ear Qr/2 re: 


wenn wit zur Abkiirzung k(t’ — t) = 2” setzen. 
In Fig. 54 wiederholen wir die Construction von @ und Q” und zichen noch die 
Sehne PP’. Deren Durchschnitt mit SP’ sei Q. 
Es entstehen wegen des Parallelismus von QP und Q’P” die ahnlichen Dreicke 
PQQ wd P” Q'Q", daher die Proportionen: 
f CoO = PO Po == Poy OP 
oder, da sich die letzteren Gréssen sehr nahe wie die Zeiten verhalten: 


Oy = OOo 0" 29, 
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QV AY + AVHNM: H, 


d. h. nach dem Vorigen: 


ad gy! a? wer. gla gl! ees Ql 
1 =F 00 =F 4! Dee 
Hieraus ergiebt sich dann weiter: 
on gita Oo" (gg — gil 
IN Es ea ORO rr C= ) 
oder endlich: 
og" 2 
DT OPP dae a EE) Se 
E Q a 9, y'2 (Q) 


eine fiir viele Untersuchungen sehr wichtige Gleichung, weswegen wir sie mit dem 
besonderen Buchstaben (Q) bezeichnen. 


Zweiunddreissigste Vorlesung. 


Der Lambert’sche Satz von der geocentrischen Kriimmung. 


Lambert, von dessen wichtiger Gleichung iiber die Bewegung in der Parabel 
wir schon so hiufigen Gebrauch gemacht haben, verdanken wir auch die Entdeckung 
einer sehr merkwiirdigen Eigenschaft des geocentrischen Laufes aller Gestirne, fiir 
welche die Sonne Centralkérper ist, der folgenden namlich: 

Die Kriimmung des geocentrischen Laufes eines Planeten oder Kometen ist gegen 
den Ort der Sonne auf der Sphire concay, so lange die réumliche Entfernung des 
Kérpers von der Sonne die der Erde yon der Sonne nicht iibertrifft, im anderen Falle 
dagegen convex. 

Oder auch: 

Legt man durch den ersten und dritten von drei benachbarten geocentrischen 
Oertern eines Himmelskérpers einen gréssten Kreis, durch welchen die Kugel in zwei 
Hemispharen getheilt wird, so liegen Fig. 55. 
der zweite geocentrische Ort und c! 
die Sonne auf verschiedener Hemi- q 
sphire, so lange der Radius vector 
der Erde den des Gestirnes iiber- 
trifft; dieselben Oerter liegen auf 
derselben Hemisphire, wenn der 
Radius vector des Gestirnes der 
gréssere ist. 

Mercur und Venus z B. kehren 
trotz aller Complication in ihrem 
geocentrischen Laufe der Sonne doch T 
immer die concave Seite zu, die oberen Planeten, Mars, die Asteroiden, Jupiter, Saturn, 
Uranus und Neptun stets die convexe Seite. Bei den Kometen geht die Convexitaét gegen 
den Ort der Sonne in Concayitat iiber, wenn sie der Sonne niher kommen, als der Erde. 


’ 
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Wir wollen den eben ausgesprochenen Satz zunichst beweisen und dann An- 
wendungen yon demselben machen. 

In Fig. 55 zeichnen wir wieder, wie in Fig. 49 der 26. Vorlesung, das ebene 
Dreieck § 7’ C’ der zweiten Beobachtung und die Verbindungslinie Qq zwischen den 
Schnittpunkten der Sehnen mit dem mittleren Radius vector, die dort gebrauchte Be- 
zeichnung so weit hier unveraindert beibehaltend. Ist nun SC’ > S7’, a. hr > R, 
so ist nothwendig Winkel SQq > Winkel S7’C’; denn waren beide Winkel einander 
gleich, so wiirde man die Proportion haben: 

OT c ap ts 8 C7 

Nach der Voraussetzung, dass S C’ > SZ", miisste also auch g C’ > QT’ werden; 
dasselbe wiirde in noch hdherem Grade stattfinden, wenn gar der Winkel SQq < 
Winkel SZ’ C’ wire. Nun ist aber nach der Relation (Q) am Schlusse der 31. Vor- 
lesung: 


ao! 
qC' =a Dx! 2 
og! 
On > oR 


also g O' < QT", so lange 7’ > R’. Demnach muss Winkel S Qgq in der That grisser 
sein, als Winkel S 7’ C’, wenn kein Widerspruch mit den Bewegungsgesetzen entstehen 
soll; und es liegt Z’ C’ oder die Richtung des zweiten geocentrischen Ortes der Rich- 
tung 7’ S, d. h. dem Ort der Sonne in der zweiten Beobachtung, naher als die Rich- 
tung von Qq der letzteren Richtung liegt. Qq zielt aber bekanntlich auf einen Punkt 
des durch den ersten und dritten geocentrischen Ort gelegten gréssten Kreises und es 
ist somit bewiesen, dass, wenn 7’ > R’, der zweite geocentrische Ort und der zweite 
Sonnenort auf einer und derselben von den beiden Hemisphiren liegen, in welche die 
Kugel durch jenen Kreis getheilt wird. 

Auf ganz dieselbe Art ist zu zeigen, dass, wenn 7’ < R’, dann nothwendig auch 
Winkel SQq < Winkel S 7’ C’ sein muss, weil sonst wieder ein mit der Gleichung (Q) 
der 31. Vorlesung unvereinbares Resultat erhalten werden wiirde. Es miissen also in 
diesem Falle der zweite geocentrische Ort und der zweite Sonnenort auf verschiedene 
Halbkugeln fallen. | 


Dreiunddreissigste Vorlesung. 


Anwendung des Lambert’schen Kriteriums iiber die Entfernung 
eines Gestirns von der Sonne. 


Der in der 32. Vorlesung bewiesene Satz lisst sich offenbar auch umkehren, so 
dass aus der Kriimmung des geocentrischen Laufes eines Planeten oder Kometen ein 
Schluss, vorerst allgemeinerer Art, auf die Entfernung des Kérpers von der Sonne zu 
ziehen ist. Ob nach der Seite der Sonne, d. h. nach derjenigen Richtung hin, nach 
welcher die Sonne weniger als 180° im gréssten Kreise absteht, die Kriimmuug concay 
oder convex ist, kann durch Construction auf einem Globus oder auf einer sorgfaltig 
gezeichneten Karte, in welche man die geocentrischen Oerter eintrigt, am Sichersten 
aber durch Rechnung ermittelt werden. 
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Nach der Bezeichnung in Fig. 51 der 26. Vorlesung und den darauf folgenden 
Gleichungen ist zu entscheiden, ob der Bogen Sq < oder grésser > SO’. Nennen wir 
Ao, Bo die geocentrische Linge und Breite des Punktes g, Gréssen, welche sich leicht 
finden lassen, so wird: 
sin Bo 
sin y! 
sin B’ 


sin y' 
ty Sq a= tg (Ao wae Oy) 
a | ( ) 


sin Sq = 


(R) 


sin SC = 


oder auch: 


cos 


ig a ee 
cos y' 


Es wird sich demnach hauptsichlich darum handeln, 2) und fy auf méglichst kurze 
Weise zu bestimmen. Bezeichnen wir die heliocentrischen rechtwinkligen Coordinaten 
des Schnittpunktes der Sehne des Himmelskérpers und seines zweiten Radius vector mit 
To» Yor 20, die entsprechenden Gréssen bei der Erde mit X), Yo, Z und bedienen uns der 
Olbers’schen Annahme, dass beide Sehnen im Verhaltniss der Zwischenzeiten geschnitten 
werden, so haben wir: 


a rt fit ft t' ear} 
ty = « 4 rar as te aoe “x Ppa ok 
eis  — 7 vt —t 
Yor es eta AO 2S) Letra sine teak ie (T) 
¢ —t ti —t tt —¢t 
a6 SN oe ee ee 
ES She S tt tt —t 
Xo = X4 i" mee D9 bei eer tes rime ee . on 
Ure Bie t’— 7 tt 
i Y 4 Fab Cyn Y) = wigkog Y + ey y" . 6 . ° (U) 
3 ¢ —t t'—¢t # —t, 
DiS lob arg (A Nee re Z + rgpacmries 


Gleichungen, welche, wie gleich bemerkt werden mag, auch fiir andere Fundamental- 
ebenen, als die Ekliptik, ihre Giiltigkeit behalten, da durch rechtwinklige Projection auf 
irgend welche Ebene das Verhialtniss der Theilstiicke einer Geraden keine Aenderung 
erleidet. 


Es besteht hiernach die Gleichung: 
eae Be (tH ae. t') (y Pe Y) Ee (t! ae t) (y!" — Vay 
% —X (t —t)(@ XxX) + (ft ty (a — xX") 
Substituiren wir, hier die Ekliptik als Fundamentalebene beibehaltend, fiir « — X, 
y — Y, a’ — X", y’ — Y¥" die dafiir bekannten Ausdriicke : 


tg Ao — 


« — X = 0 cosh 

y — Y =o sma 

al 2 RN ag" eo9 Met 9 ens Ai! 

y!! od Oe o! sink! = Mesin Ae 
worin noch @ und e” die curtirten Distanzen von der Erde in der ersten und dritten 
Beobachtung vorstellen, so erhalten wir: 


(t" — t’) sind + M(t — 8) sind" 

(t” — t') cosd + M(t — t) cosh" 

oder aber, wenn wir mit Riicksicht auf den Ausdruck fiir IZ in den Formeln (1) der 
28. Vorlesung: 


ih = 


v= tg B’ sin(A — ©’) — tgB sin(A’ — ©) Vv 
~ tg B' sin (A — ©') — tg B'sin(a”— OF) 2 peaeepyS) 
und: 
Hsp 
¢ —t 
setzen : 


sind + N sin A” 
tga) = 7 
cosh + N cos i" 

Aus Gréssen also, welche auf dem Wege der Olbers’schen Methode liegen, kann 
A, auf die einfachste Weise berechnet werden. 

Es mag dann noch bemerkt werden, dass die Grisse tgy’ mit der Grésse m am 
Schlusse der 26. Vorlesung, deren Kinfiihrung Olbers zur Abkiirzung des Ausdruckes 
fiir M empfiehlt, identisch ist. 

Man sieht aus dem Vorhergehenden, dass aus den Vorbereitungsgréssen fiir die 


(X) 


Olbers’sche Methode Sq und SC’ mit leichter Miihe und zwar, ganz seltene Ausnahmen 
abgerechnet, nach den Formeln (V), (W), (X) und (8) zu finden sind. Findet sich 
dabei der Bogen SC’ < Sq, oder wenn SC’ grésser als 180° wire, 360°— S 0’ < 360° 
— Sq, so ist der beobachtete Himmelskérper in der zweiten Beobachtung von der 
Sonne entfernter als die Erde; im anderen Falle ist er niher. 
Kin Beispiel wird die Bequemlichkeit der Rechnung zeigen. 
Aus den Zahlen der 29. Vorlesung erhalten wir: 
logm = logtgy’ = log RSI == WMO AL 
: , 
logN = log je a A 5 — 9,754515, 
woraus etwas abweichend, aber wegen der mit sechs Stellen gefiihrten Rechnung auch 


etwas genauer als im Friiheren: 
log M = 9,757944 


sich ergiebt. Bis hierher haben wir nur Gréssen gebraucht, deren wir bei der Olbers’- 
schen Methode nothwendig bedurften. Es wird nun ferner: 

sink + Nsin i" 
I cosh + Neos i" 
Ag. == 2669°2! 32",3 


log tg Ao SS MSs 


fy 8g = log a) = 0,308152 
Sq = 2439 48’ 32"1, Abstand des Punktes g von der 
Nonne —— L605 E2779 
OES eo) = 0515 39 
cos Y 
Sc’= 244° 11’ 36”,3, Abstand des Punktes C’ von der 
Sonne = 115° 48! 23",7. 


Der Quadrant von Sq ist stets derselbe, wie der von 4) — ©’, ebenso liegt SC’ 


mit 4’ — ©’ in demselben Quadranten, wie schon bei verschiedenen Gelegenheiten er- 
Klinkerfues, Theoretische Astronomie, 35 


log tg SC' = log 
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waihnt wurde. Da nun also hier der Abstand des Punktes OC’ von der Sonne kleiner 
als der der Richtung Qq ist, so ist ganz gewiss der Komet in der zweiten Beobachtung 
von der Sonne entfernter gewesen als die Erde. Dieses sichere Urtheil haben wir dureh 
Nebenrechnung gewonnen. 


Vierunddreissigste Vorlesung. 


Bestimmung der Entfernung des Himmelskérpers von der Sonne. 


Mit einem nur geringen Mehraufwande von Rechnung kann das oben angegebene 
Lambert’sche Kriterium zu einer wirklichen Bestimmung von r’ vervollkommnet werden- 
In den dahin fiithrenden Betrachtungen wollen wir fiir den Bogen Sq, den kleinsten 
Abstand des Punktes g von der Sonne, die Bezeichnung mit 7%), fiir das entsprechende 
SC’ das Zeichen y' einfiihren, wonach wir also haben: 


— bh — ©’) 
19 Xo pa oe cosy’ 
ees tg (a’ eo ©’) 
A a aE TE iy yi 
Ferner sei fiir die in Fig. 55 dargestellten ebenen Dreiecke Sq = mm, SC’ = r, 


SQ = R, ST’ = R', Winkel SC’ T’ = 2, dann haben wir 
tas R'sn ST'C' _ R' sing’ 


Sin 2 Sin & 
mea Ry sin SQq ey, Ro Sin Ao i 
°~ sin fz — (SQq — ST" O')| — sin(e + 4! — YW)’ 
also auch: 
ao" R' sin y' Ry siny 
nee an as = seo: 0 2 : 
a "0 gc 2x2 sing sin (2 + y/ — a (1) 
{Aa / 
und wenn fiir r’ sein Werth ound gesetzt wird: 
ao" sin 2? R' sin y! Ro sin 7 
5 Yoo 0 0 (2) 


2 “RR? siny? sing sin(e + x’ — Yo) 

Die Seiten dieser Gleichung sind von der Ordnung des Productes der kleinen 
Gréssen & und ®’, oder nach einem gebriuchlichen Ausdrucke, kleine Gréssen der 
zweiten Ordnung. Man darf deshalb die rechte Seite der Gleichung mit einem Factor 
multipliciren, welcher von der Einheit um eine kleine Grésse zweiter Ordnung verschieden 
ist, da man dabei nur eine Grosse der vierten Ordnung vernachlissigt. Man multiplicire 


/ 
: ; é if : 
die rechte Seite mit dem Factor —, d. h. mit: 


Yo 
F' siny’  sin(e + x! — w) 
Ro sin Xo sin z : 


wodurch man erhilt: 


OO" sing? _———sRi8siny!® ~—s sin(e + 7’ — yo)  ~—«=#R' sin’ 
2 RK sin yz’ Ry sin Yo sin z sin z sing 
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oder: Pe QRsiny'*  sin(e + x! — yw) 2 R sin 3 
Sf FE" Ry sin % sin & oo” 
Setzt man zur Abkiirzung: 
R' siny' ; 
aye or ri) La 
Sy © hog 7 he 
Tere sin (4) — %) = 0, 


so erhalt man: 
2a R’3 sin x3 2b R’3 sin x3 
a9! T ey go” 


sin 28 = COME cm Fo ey raate, (2) 


Wird cotgz = «x gesetzt, so geht die Gleichung iiber in: 


z 2aR’'8 sin y'8 2b R®? sin x 
C= 2?)-*.= 79" A + 797 BT ae te cote (4) 


Hieraus ist sofort eine sehr einfache Construction fiir die reellen Lésungen dieser 
Gleichung zu erkennen. Man zeichne niimlich die durch die Gleichung: 


eo (ae) 
vorgestellte Curve, was, da dieselbe keinen verinderlichen Parameter enthalt, nur einmal 
fiir alle méglichen Fille zu geschehen braucht, und lege durch diese die der Gleichung: 
2a RB’ sin y'8 2b BR’ sin 7’3 
2 a 


entsprechende gerade Linie hindurch, deren Lage sich in jedem gegebenen Falle auf 
das Leichteste bestimmt. Die Abscissen der Schnittpunkte werden die Werthe von 
cotgz sein, welche die Gleichung (4) befriedigen. Die Ordinaten stellen sinz? vor. 

Die Curve besteht aus zwei von einander getrennten, zur Abscissenaxe symmetrisch 
liegenden und die letztere zur gemeinschaftlichen Asymptote habenden Zweigen; sie hat 
also nothwendig mindestens zwei Schnittpunkte mit jeder gegen die Abscissenaxe 
geneigten Geraden. ine dieser reellen Lésungen entspricht sehr nahe der Erdbahn, 
liefert also r’ = R’, d. h. ¢ = 180° — y’, da doch auch die Erde ein in den Gesichts- 
oder Beobachtungsrichtungen gelegener Himmelskérper ist, welcher bei seiner Bewegung 
_ die zu Grunde gelegten Gesetze befolgt. Die praktisch in Betracht kommende Lésung 
ist in den allermeisten Fallen leicht dadurch zu erkennen, dass bei ihr z zwar positiv, 
aber kleiner als 180° — 7’-ausfallen muss. In dem nicht seltenen Falle, wo mehr als 
eine Lésung dieser Bedingung geniigt, giebt es auch in der That mehr als eine Bahn, 
welche die gegebenen Beobachtungen darstellt, und es kénnen dann nur weitere Beob- 


achtungen entscheiden, welche Lésung man zu wahlen hat. 
Ui 
In den Ausdriicken fiir a und b kommt das Verhiltniss = vor. Nach der in Vor- 
0 
lesung 32 entwickelten Relation haben wir: 


os a gl! 
R — Ry — Om = oR 
also: 
R' a gl 
== | eeaieat at, 
Ro af oR Ree 
wofiir wir unter Vernachlissigung von Gliedern héherer Ordnung: 
a gl 
1 of 2 R'3 


setzen diirfen. 
85* 


2 OTB he 


Eine fiir die Auflésung durch Rechnung und Verbesserung des durch Construction 
gefundenen Werthes von ¢ bequeme Form der oben entwickelten Gleichung erhalt man, 
wenn man zwei Hiilfseréssen m und q einfiihrt. ; 

Macht man: 

a = ncosg 
b= nsin gq, 
so geht die Gleichung (8) iiber in: 
eesare 
IRTaae = nsin(e + a) o 0 oa Loe 

Durch eine einigermaassen sorgfiltige Construction kann meistens z bis auf einen 
kleinen Bruchtheil eines Grades genau gefunden werden; nachher kann man die Glei- 
chung (5) unter der Form: 

! 4 
log Seas = = log|nsin(z + g)] 
durch Anwendung des schon bekannten Gauss’schen Kunstgriffes des logarithmischen 
Increments leicht so genau auflésen, wie man fiir néthig halt. 
Es ist somit: 
Pree sin e 
sine 
bekannt und nach Vorlesung 30 wird: 


i iy 
“= \5 pi — t= Va 


ein sehr gendherter Werth fiir die in der Zeit t’ —¢ beschriebene Sehne sein. Das 
Ausgehen von demselben bei der Olbers’schen Art der Hypothesenbildung oder ein 
derselben im Wesentlichen gleich kommendes Verfahren, welches wir spiter noch ent- 
wickeln wollen, fiihrt dann bald zu definitiven Werthen. 

Es erschien zweckmissig, die obigen Vorschriften zur Bestimmung von 7’ zu ent- 
wickeln, sowohl um zu zeigen, dass sich fiir die Bildung der ersten Hypothese ein gar 
nicht beschwerliches Verfahren angeben liasst, als auch, weil doch in einzelnen Fallen 
auch das practische Gefiihl des erfahrenen Rechners eine Zeit lang vergeblich nach einer 
brauchbaren Naherung suchen wiirde. 


Rechnungsbeispiel fiir die Bestimmung von r. 
Am Schlusse der 33. Vorlesung fanden wir: 
360° — Sq = y% = 116°11'27"9 
3600 — SC’ = 7’ = 115948’ 4'79 


Da: 
log? == 9,083917 
log #” = 9,080488 
log R’ = 0,001 750 
ag a 
log saa = 0,3804530, 
so ist: 
B q = — 32959! 374 
— — 0,003144 ) 
Maer logn = 8,101179 
logb = 7,837213,, gen ot 
loga = 8,024801 og DR sin y' i, 994052, 


logigg = 9,812412, 


wonach denn die aufzulésende Gleichung heisst: 
(7,994952) sin 24 == (8,101179) sin (ze — 32°59’ 37",4) 
(9,893 773) sin 24 = sin (e — 32959'37"A4). 


Durch eine vierstellige Versuchsrechnung finden wir, dass ¢ zwischen 42° und 43° liegt. 


oder: 


Fur ¢ = 42° hat man: Fur 2 = 43° hat man: 
. log sin 2 = 9,8255 log sin z = 9,8338 
4 log sin z = 9,3020 4 log sing = 9,3352 
- 9,8938 9,8938 
9,1958 9,2290 
log sin (429 — 32° 59’ 37",4) = 9,1946 log sin (43° — 32°59’37",4) — 9,2399 
Differenz — + 0,0012 Differenz = — 0,0109 


Aus der regula falsi ergiebt sich als Verbesserung 42 von zg in Minuten: 


te — 000012-60 __ 0,0012-60-10000 __ 12-60 __ 720 
aoe emi = 00121-10000 = 121. «21 


Nennen wir die Verbesserung von ¢ in Secunden # und entnehmen fiir jede Seite 
der Gleichung aus den Logarithmentafeln die Aenderung des Logarithmus in Einheiten 
der letzten Stelle, die der Aenderung von ¢ um 1” entspricht, so ergiebt sich durch 
sechsstellige Rechnung: 


6’, 


log sin 420 6’ 0" == 9,826351 + 2,342 
4 log sin 42° 6'0"” = 9,305404 + 9,36 a 

9,893 773 
9199177 + 9,362 
Tog sin (42° 6’ 0" — 32059'37"4) — 9.199387 + 13,132 

Fiir die Correction x erhalten wir demnach die Bedingungsgleichung: 
9,199 V7 -1-.,9,56.¢ = 9.199387 + 13,132 
eer -17-010 


2 —= — 55",7 
z = 4206'0",0 — 55",7 — 4205' 4",3 
View ! 
log r’ = log atk = 0,12992. 


Da nun log’ = logk (t" —t) = 9,38323, so erhalten wir fiir die erste Hypothese 
bei logx den Naherungswerth: 


a 
logx = log 9’ y2 ==) A68Ss 


in der 29. Vorlesung erhielten wir als definitiven Werth: 
log% = 9,47150. 

Die Kenntniss von r’ giebt uns sogar die Mittel an die Hand, @ und o” ohne die 
Vermittelung von x zu finden und darauf hin die ganze Bahnbestimmung zu vollenden. 
Wir wiirden aber damit ein wesentliches Stiick der Olbers’schen Methode, die Benutzung 
der Lambert’schen Gleichung, aufgeben. 

Da, wie wir in den vorhergehenden Entwickelungen gesehen haben, die erste 
Hypothese fiir die Versuche der Olbers’schen Methode, wenn man will, auf eine 
systematische und sichere Weise gebildet werden kann, so beschiftigen wir uns im 
Folgenden mit der Verbesserung der Hypothesen. Hierbei ist, wie schon bemerkt wurde, 
eine Transformation der Lambert’schen Gleichung fiir die Parabel von grossem Nutzen. 


Finfunddreissigste Vorlesung. 


Umformung der Lambert’schen Gleichung; Ausdruck fiir das Ver- 
haltniss des Sectors zum Dreieck bei der Parabel. 


Durch Einfiihrung der Hiilfsgrésse g mittelst der Relation: 
: Pe ck eee 
CL a Ta 

nimmt die Lambert’sche Gleichung fiir die Parabel eine Gestalt an, welche unseren 

Zwecken sehr férderlich ist. Dieselbe geht dadurch zunachst iiber in: 


6k" — th = (vr 4+ vr") [1 + cos (90° — —)]** — [1 — cos (90° — g) |} 
= h(r + r'\’* {cos (45° — 1/) p)3 — sin (45° — 1/ y)3}, 
oder, da: 


cos (45° — 1/, »)’ — sin(45° — 1/, p)3 


= {cos (45° — 1/,p) — sin(45° — 1, q)s {1 + 1/, cos py 
= 200s 45°. sint/>p(1 + 1/2 cos 9) 


== 2"sin Ypp(1 -+ 1/,.c08 9), 
3k(t" — t) = 2sin1/,p(1 + Yocosp)(r + re . . . . 5 (I) 


Multiplicirt und dividirt man auf der rechten Seite mit cos1/,p und bemerkt, dass: 


; : % 
2 sin 1/, p cos!/, p = sing ES 7 siege 
so erhalt man: 


2 + cosy 
6k" —t) = er ft re optee a 
oder nach % aufgelést: 


3cos'/op 2k(t" — t) 


“Efe CEs ° (2) 
Auf dieser Umformung beruht die Construction der Encke’schen Hiilfstafel fiir 
2k (t” — t) 


Auflésung der Lambert’schen Gleichung. Dieselbe giebt fiir das Argument Gye 


3 cos } : re 3 cos 1 ; 
a ® - Bezeichnen wir diese Grésse h@ » welche in 


2 -+ cos y 2 + cos p 
den Fallen der Praxis immer sehr nahe gleich 1 bleibt, mit dem Buchstaben mw, so wird 
die Sehne aus der Formel: 


den Logarithmus von 


2k (t’ — t) 
erhalten, Auf diese Weise reicht die in dem Anhange aufgenommene Tafel X aus, 


mit aller Bequemlichkeit x» aus r + r” der Lambert’schen Gleichung gemiss zu be- 
stimmen. 


mame) 


Aus Gleichung (1) erhilt man noch, wenn man cosy in 1 — 2sin1/, y? umsett 


sin th oF — sh sini p = — 1 FO) . ee 
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eine cubische Gleichung, deren kleinste positive Wurzel den Bogen @ ergiebt. Hiermit 
di aie rh 
Gry 


ist dann zugleich der Weg gezeigt, auf welchem die Hiilfsgriésse w aus 


abgeleitet werden kann. 

Mittelst der Hiilfsgrésse m kann man auch das in vielen Rechnungen eine wichtige 
Rolle spielende Verhiltniss des parabolischen Sectors zum Dreieck zwischen denselben 
Radienvectoren auf eine sehr einfache Weise ausdriicken. 

Es sei J die doppelte Dreiecksflache, also: 


4 = rr'sin(v" — v) = 2rr" sin}/,(v" — v) cos 1/,(v" — v), 
wenn wieder v und v” die wahren Anomalien von r und r” vorstellen. 
Bedeutet 2 den doppelten Sector, so kénnen wir folgende Entwickelung des Aus- 
druckes fiir J vornehmen: 
A = 2yrr" sin */,(v" — v) Yrr" cos 1/.(v"” — v) 
qd 
cos /,uv"' cos 1/, uv 
= q(tg/2v" — tg "/2v), 
wo qg den Perihelabstand bezeichnet. Ferner ist nach Vorlesung fiinf: 
z = < (tg #/. v3 — tg v3) + (tg /2v" — tg"/ov)q 
q (tg /,v"” — tg ov) (/3 tg 1/ov"? + stg t/,v" tg '/,v + 1/3 tg 1/,v? + 1) 
= a(tg fv" — tg av) Of, + tov") + 31 + t93/, 0”) 
+ Y3(1 + tg 3/y v0" tg Y/2v)}. 


Yrr” sin3/,(v" — v) = (sin }/g v" cos 1/51 — cos 3/, uv" sin 1/, v) 


! 


Da nun: 
q 
St eats 0 ra) 
q 
eet is = al + 930") 
cos '/,(v" —v) _ 1 


rr” cos Y(v" — v), 


1 Mead = — 
1 = tg /_v tg /gv -— COs 1/, vy" COs Wau 


so erhalt man aus dem Vorhergehenden: 
ee 24 1 Tih a | " " 1 ee 
Pome 3 (tg 3/,v tg 1/,_v) (re + 7 + Yrr" cos 1/y (v v)) 


A = 2a (tg tfyv" — tg gv) rr" cos ¥fy(v" — v). 
_ Fir das Quadrat der Sehne haben wir aber den Ausdruck: 


w2 == 7/2 4 72 — Qrr" cos(v" — v) 
= (r’ + rj? — 4rr” cos 1/.(v" — v)?, 


V(ir+r")2— x2 = (r" + 1) cosy 


2 1 
~~ 3 cos Te. 


folglich: 


I 


2Yrr" cos 1/, (uv — 


oder: 
! 2 + cosy 
3 cos p «) 


K\JM A[M & 


Obwohl diese Gleichung sich durch Einfachheit auszeichnet, kann sie doch meistens 
mit Vortheil durch eine Reihenentwickelung ersetzt werden, welche nach Potenzen von 


— 280 — 


Pes fortlauft; denn der Winkel ist nur selten unmittelbar gegeben. Wir wollen 


(rye 
ene (TESA) : 
zur Abkiirzung die Grésse CG fre oder Esto welche auch zugleich das Argu- 


ment der vorhin erwihnten Encke’schen Hiilfstafel ist, mit dem Buchstaben vy bezeichnen 
und dann die Wurzel der cubischen Gleichung (3), d. h. sin1/,q, in eine nach Potenzen 
der Grésse v fortlaufende Reihe zu entwickeln suchen. 

Die kleinste positive Wurzel der reducirten cubischen Gleichung: 


3V 
ipo He me ee, 
x 5 n 


existirt unter der Form: 

2=Avt B+ Cv4+ Dvt+..., 
worin A, B, C, D u. s. w. Zahlenfactoren vorstellen, welche nach der bekannten Methode 
der unbestimmten Coéfficienten zu ermitteln sind. Substituirt man die fiir « angenommene 


Reihe in #7 3/,% und ordnet nach Potenzen von v, so erhalt man: 


3A 3 30 3D 3v 
a : 2 yp 3 Ble! hy ake Nera eee 
ae ye t( x) + (8422 +) ™ + — To 
das heisst: 
3A 
aig ) ode 
BEB 
ae ° 
3C 
Sie | et 3 
a A 
— 2 348 
3H 
Sg = ee eee 
pee Bo GABO— 34D 
3G 
ay eB BEC BAO 8 HEBD ire 
. : u. s W 
also: 
Aig dG seen ag 
B= 0 ji SS 
C= Ih G = "350 
Dra) 


Man hat also fiir sin1/, qm den folgenden Ausdruck: 
sin Yop == Yoav + Vio v3 + Yogv® + Wogv? +--+: 
Das Verhiltniss des Dreiecks zum Sector hat man: 


4 sco 3 cos p 1 — 2sin1/, p? 
a Dh veos pp & > Siig ieoe gp) 1 — 2/3 sin 1/5 yp? 
= (1 — 2sin1/, p?)(1 + 2/3 sim 1/p p? + 4/5 sin 1/o pt + %/o7 sin 1/o 
+ 16/s; sin 1/, p> + +++) = 1 — 4/; sin fy p? — 8/y sin 1/2 yt 


— 16/50 sin Vy ge = 32/,) sin 1, g> ae hoe 
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Substituirt man nun den Werth von sin1/,gy aus obiger Reihenentwickelung, so 
erhalt man nach leichten Reductionen: 
a 
by 


—_ j / s i ees ik 12 —_ 82 1 5 
ee — 1/60 — 1/y 0° — 88/64, Vi — 9M r096 V0 — Mov $28/sgsn 14. . . (5) 


Nach dieser in allen praktischen Fallen sehr schnell convergirenden Reihe ist im 


: : A ae A 
Anhang die Tafel XI construirt worden, aus welcher der Werth von log > der fii viele 
Rechnungen von grosser Bedeutung ist, mit dem Argumente: 
. 2h Ut at) 
aCe Dy 


entnommen werden kann. 


Sechsunddreissigste Vorlesung. 


Systematische Verbesserung der Hypothesen in den Versuchen zur 
Olbers’schen Methode, durch ein Rechnungsbeispiel erliutert. 


Durch die vorhergehenden Entwickelungen haben wir uns die néthigen Hiilfsmittel 
verschafft, um ohne Unbequemlichkeit zu einem angenommenen oder gegebenen Werthe 
von r + r” die Sehne x zu berechnen, welche die Lambert’sche Gleichung befriedigt, 
und das schon friiher angegebene Verfahren der Verbesserung der Versuchswerthe der 
Olbers’schen Methode mit weniger Arbeit durchzufiihren. 

Kin Beispiel wird den Gang einer solchen Rechnung am besten erlautern. 

In der 34. Vorlesung ermittelten wir, dass der auf das Rechnungsbeispiel der 
29. Vorlesung beziigliche Werth von log nahe gleich 9,46878 sein miisse. Wir hatten 
logr’ = 0,12992 gefunden; betrachten wir dies als Naherungswerth fiir log1).(r + 1”), 
setzen demnach log(r + r”) = 0,43083, so wird: 


git t). 20! 
(r + rr)" ars (r + Ve 
Geht man mit diesem Werthe vy = 0,10915 in die Encke’sche Hiilfstafel, so 
findet man: 


— 0,10915. 


log uw = 0,000 22, 
und es ist nun: 
ge Tost Geet e's] = 946006 
G4 = bg pe = Male r+ r”")| = 9, 


Ferner ist: 
ut == “x2 — A? = (0,24187)?; w= 0,24187. 


Mittelst der Ausdriicke: 


: u+c\? utc"? Taide 
r? =( e + BY, 2 = (“3*) 4 pi 
findet man: 
loge ==.013817 
logr" ==.0,111 78, 


Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 36 


Demnach hat man viel genaherter fiir die folgende Hypothese: 


log (r + r”) = 0,42621 
== OSOOL 
log u == 0,000 22 
log % ==9,471139 

u = 0,24380, 


z 


woraus dann wieder genauer: 


logr == 0,138 92 

login === OE NOG 7 

log(r + r’) = 0,42605 
v — 0,11096 


log w = 0,000 22 
log 2 = 9 ATAs: 


Aus dem Gange der Zahlen, die wir fiir log erhielten, nimlich: 


Deh BP OO yim cause 0.005 35 
ata Diff. = 0,00005 
Oda ot re a ee 
kénnen wir schliessen, dass der definitive Werth von log x = 9,47145 sein wird, 


welcher nur fiinf Einheiten der letzten Stelle von dem in der 29. Vorlesung gefundenen 
abweicht. 


Siebenunddreissigste Vorlesung. 


Verbesserune des nach dem Olbers’schen Princip gefundenen 
Ga 
O 


S 


Werthes von —. Kunstgriff von Carlini. 


Erste Bahnbestimmungen von Kometen pflegt man im Allgemeinen nicht auf. einen 
sehr hohen Grad von Schirfe anzulegen; man vernachlassigt auch meistens den Einfluss 
der Parallaxe und der Aberration, ohne die Gefahr, eine brauchbare Anna&herung zu 
verfehlen. Nur in einzelnen Fallen kann diese Vernachlassigung fiir don Erfolg der 
Rechnung, welche aus nur wenige Tage umfassenden Beobachtungsmaterial schon die 
ganze Individualitét der von einem neuen Kometen beschriebenen Bahn im Wesentlichen 
verrathen soll, von grésserer Bedeutung, gewissermaassen verhingnissvoll, werden. Es 
tritt dies haufig dann ein, wenn der beschriebene geocentrische Bogen sehr klein ist, 
und dennoch eine Bahnbestimmung gewagt werden soll; in einem solchen Falle ist es 
rathsam, eine Form der Rechnung zu wahlen, welche die Beriicksichtigung von Aberration, 
Parallaxe und anderer kleiner Correctionen méglichst erleichtert, wie sie der Leser spater 
kennen lernen wird. Hiervon abgesehen, ist aber die Olbers’sche Methode an und 
fiir sich, soweit dieselbe von der Voraussetzung Gebrauch macht, dass die Sehne der 
Kometenbahn und die der Erdbahn in gleichem Verhialtniss geschnitten werden, welche 
Annahme man auch wohl das Olbers’sche Princip zu nennen pflegt, keine ganz strenge. 


/ 
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Der dadurch begangene Fehler kann ebenfalls gewébnlich vernachlissiet werden, be- 
sonders, wenn die Zwischenzeiten der Beobachtungen sich nicht sehr von der Gleichheit 
entfernen. Werden dagegen diese Intervalle sehr ungleich, oder ist die geocentrische 
Bewegung des Kometen so schwach, dass dadurch ein jeder sonst unschidliche Fehler 


eine gréssere Bedeutung erlangt, so wird es néthig, auch den Olbers’schen Ausdruck 
WW 
fiir — oder M zu verbessern. Ziemlich einfach kann dies durch einen von Carlini 


vorgeschlagenen Kunstgriff, auf welchen die folgenden Betrachtungen fiihren, erreicht 
werden. 

Es ist cinleuchtend, dass wir, um den Werth von J verbessern zu kénnen, auch 
ein Merkmal haben miissen, zu erkennen, dass derselbe der Verbesserung bedarf; dieses 
Merkmal liegt in der Art, wie die Beobachtungen dargestellt werden. Offenbar werden 
die fusseren Beobachtungen nach den Rechnungen der Olbers’schen Methode stets 
vollistindig dargestellt, wie fehlerhaft auch das angenommene M sein miége; damit aber 
auch die mittlere Beobachtung vollstindig durch die Elemente wiedergegeben werde, 
dazu ist Zweierlei erforderlich: erstlich miissen die Beobachtungen selbst einer para- 
bolischen Bahn entsprechen, obwohl sie eine gegebene Grésse mehr enthalten, als die 
Parabel erfordert; zweitens darf die Voraussetzung, auf welcher die Herleitung des 
Olbers’schen M beruht, nicht fehlerhaft sein. Ist diese zweite Bedingung vollstaindig 
erfillt, aber nicht die erstere, so werden weder die geocentrische Linge noch die Breite 
der mittleren Beobachtung dargestellt, doch ist alsdann der aus den Elementen zu be- 
rechnende Ort der zweiten Beobachtung noch ein Punkt jenes gréssten Kreises, welcher 
den beobachteten Ort mit dem Sonnenorte in der zweiten Beobachtung verbindet. Es 
wird also dann mit anderen Worten die Grisse: 

tg B 
sin (A’ — ©’) 
durch das aus den Elementen zu berechnende 4’ und f’, welches wir zur Unterscheidung 
im Folgenden mit 4)’ und f,' bezeichnen wollen, genau wiedergegeben werden miissen. 
Dass alsdann auch die Grésse M so dargestellt wird, wie sie bei der Rechnung zu 
Grunde gelegt wurde, die Elemente also a posteriori das angenommene IM bestitigen, 
ist leicht einzusehen, weil in dem Ausdruck fiir die letztere Grésse 1’ und f’, nut so 
weit sie in m enthalten sind, vorkommen. Ist dagegen das Olbers’sche Princip wirklich 
fehlerhaft, so wird sich das eben dadurch verrathen, dass der aus den Elementen be- 
rechnete Ort einem anderen durch den zweiten Sonnenort gelegten Kreise entspricht, 
als dem eben genannten, wonach denn also die zweite Beobachtung selbst in dem Falle, 
dass sie genau einer Parabel entsprache, nicht dargestellt werden kénnte. 


m = tgy! = 


Diese Betrachtungen geben nun den von Carlini vorgeschlagenen Kunstgriff an 
die Hand, durch welchen man erreicht, dass nach einer zweiten Bestimmung der Elemente 
der durch den zweiten Sonnenort und den schliesslich berechneten Ort gehende grisste 
Kreis in Wirklichkeit auch sehr nahe durch den beobachteten Ort geht und folglich 
diesen darstellt, wenn derselbe einer Parabel entspricht. Man wird dies, wie leicht 
einzusehen, dadurch erreichen, dass man den bei der ersten Rechnung gefundenen 
Unterschied: 

LN ee __ tg Bo’ 
sin(’ — ©’) sin (Ap’ — ©') 
als eine Correction betrachtet, welche an dem Werth: 


tg B 
sin (A! — ©') 


= Beobachtung — Rechnung 


m = 


36* 
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angebracht werden muss. Der verbesserte Werth von M, welchen man bei der Wieder- 
holung der Bahnberechnung zu Grunde zu legen hat, wird also auf einfache ee 
dadurch erhalten werden, dass man darin: 
tg B tg Bry 
sin (A’ — ©!) sin (A), — 
setzt. Kin Beispiel wird hinreichen, diese Vorschrift zu erlautern. 
Fiir den zweiten Kometen des Jahres 1813 fanden wir die Elemente: 


T = 1813, Mai 19,520 Berl. Zeit 


i =, 


> = Beobachtung — Rechnung 


Ti Sh == 2050 2523" 
feast A0 eS 
3 = Ve eee 
logg = 0,08468. 
Die mittlere Beobachtung fiel auf April 14,5469; also ist ¢ — 7 = — 34,9781. 


Die mittlere tagliche Bewegung ist Hye log motus medii diurnt 9,83311. In die Bar- 
qd 2 


ker’sche Tafel hat man demnach mit dem Logarithmus 9,83311 + log 34,9731, d. h. mit 
1,37684 einzugehen, um die wahre Anomalie v’ zu finden. Letztere ergiebt sich gleich 
oes, 0 ron — qd SE 2 
34° 132", logr’ = tog est = 012599) 
Das Argument der Breite w — 8 + v’ wird demnach: 
2059 2) 23) — 34° 213) OM =—_ 7084 e OVE 

Setzen wir nach Formeln der Vorlesung Zehn: 

a! = r'cos(x — 8% + v') 

y’ = r'cosisin(x — 8 + v') 
zZ =r sinisin(a — & + v’) 
X'= R'cos(©' — 8) 
Y' = R'sin(©' — 8), 


so wird: 
o' cos (A) — 83) = a! + X’ 
o' sin(A’', — 8) = y 4+ 
Q! tg B’o = 
Im gegenwirtigen Falle werden wir auf folgende Zahlen gefiihrt: 
a r’ cos (1700 49’ 21”) == — 1,313.40 
y' r’ cos (98° 59' 5") sin (170° 49' 21”) = — 0,033 14 


z' == r' sin. (98° 59’ 5”) sin (170° 49' 21") == + 0,20959 


X! = RP’ cos 341° 58’ 37" — + 0,954.77 
Y' = RB’ sin 341958! 37" — — 0,31065 
My Sh = goumt on 
a —= 266927! 30” 
By —= + 22952! 98” 


Es sollte 4’ == 266927'22”", 6’ — + 22°952'18" erhalten werden. 

Legt man nun auf diesen fiir eine erste Bahnbestimmung sehr wenig in Betracht 
kommenden Unterschied derartiges Gewicht, dass man die Bahnberechnung mit einem 
verbesserten M wiederholen will, so hat man zunichst die Grosse: 

tg B'y 
sin(Ay — ©’)? 
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welche hier gleich — 0,47865 gefunden wird, zu berechnen. QOben hatten wir: 


ee 
erhalten. Bei der Wiederholung miisste deshalb: 
m == — 0,95720 + 0,47865 = — 0,47855 


angenommen und in die Formel: 
lane i” —t mein (A — ©’) — ty 
é —t tgp” — msin(A" — ©’) 
eingesetzt werden. Durch diese Substitution wird: 
log M = 9,758 26 


und hat demnach gegen die erste Rechnung eine Correction von 0,00027 erlitien. 


Achtunddreissigste Vorlesung. 


Die Beriicksichtigung der Aberration, der Parallaxe und der 
Bewegung der Aequinoctien bei Bahnbestimmungen. 


Schon im ersten Abschnitte wurde bewiesen, dass in Folge der Aberration cin 
Himmelskérper unseres Sonnensystems bis auf eine in der Praxis vdéllig unmerkliche 
Grésse genau in derjenigen Richtung gesehen wird, welche zu der Zeit, als das unser 
Auge treffende Licht von dem Kérper ausging, die Richtung der Verbindungslinie 
zwischen ihm und der Erde war, dass man demgemiss, wenn man die Zeit der Beob- 
achtung um so viel vermindert, als das Licht néthig hat, den Weg zwischen den beiden 
Himmelskérpern zuriickzulegen, Alles so betrachten kann, als sei die Aberration des 
Lichtes gar nicht vorhanden. In der Regel wird nun bei ersten Bahnbestimmungen, 
auch wenn sie gar keine Riicksicht auf die Aberration nehmen, die Entfernung von der 
Erde hinreichend genau bekannt, um bei einer Wiederholung der Bahnbestimmung diese 
einfachste Methode in Anwendung bringen zu kénnen, und so kénnte man denn auch 
bei der ersten Bahnbestimmung selbst schon die ganze Rechnung mit wegen Aberration 
verbesserten Beobachtungszeiten wiederholen. Ein soleches Verfahren wiirde aber die 
sehr fiihlbare Unbequemlichkeit mit sich fithren, dass man fiir die verbesserten Zeiten 
auch die Erd- oder Sonnencoordinaten von Neuem bestimmen oder, den verinderten 
Zeiten gemiss, ebenfalls corrigiren miisste, was zur weiteren Folge hatte, dass sogar 
unter den Gréssen der Vorbereitungsrechnungen nicht eine einzige Zahl ungedndert 
bliebe. Diesen Uebelstand kann man nun aber dadurch vermeiden, dass man die Beob- 
achtungsrichtungen von derjenigen Tauschung, welche die Bewegung der Erde ver- 
ursacht, d. h. von der sogenannten Fixsternaberration befreit. Sind dann f¢, ?@’, t” die 
Beobachtungszeiten, J, 4’, 4” die wirklichen (nicht curtirten) Distanzen des Gestirnes 
yon der Erde, so entsprechen diese verbesserten Beobachtungen den Richtungen der 
_ Verbindungslinien zwischen den Erdértern der Zeiten t, ¢', t/ mit den Planeten- oder 
Kometenértern der Zeiten ¢ — 498",5 4, t’ — 4985 J’, tv’ — 498",5 4". Da nun die 
Fixsternaberration im Gegensatze zu der Planetenaberration von der Entfernung unab- 
hangig ist, so 4ndern sich weder die Sonnenérter, noch die beobachteten Oerter bei 
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solcher Behandlungsweise der Aberration, wenn nur immer den gefundenen Abstiinden 
von der Erde gemiiss die Zeiten, welchen die heliocentrischen Coordinaten des beob- 
achteten Himmelskérpers entsprechen, verbessert werden. Schon im ersten Abschnitte 
haben wir gesehen, dass die volle Wirkung der Fixsternaberration in einen durch die 
Richtung der Erdbewegung und die Richtung nach dem Stern gelegten gréssten Kreis 
fallt, und dass sie stets beide Richtungen um cine Grésse zu nahern strebt, welche dem 
Producte aus der Erdgeschwindigkeit mit dem Sinus des von beiden Richtungen ein- 
geschlossenen Winkels proportional ist. Bei der Aberration spielt also der Punkt am 
Himmel, auf den die Erdbewegung gerichtet ist, eine ganz ahnliche Rolle, als bei der 
Wirkung der Parallaxe Zenith oder Nadir des Beobachtungsortes, da die Parallaxe den 
Ort eines Gestirnes dem Nadir um eine Griésse zu nihern strebt, welche dem Producte 
aus der Horizontalparallaxe mit dem Sinus der Nadirdistanz proportional ist. 

Die Parallaxe kann schon bei einer ersten Bahnbestimmung und ohne alle Kenntniss 
der Abstiinde des Gestirnes von der Erde und der daraus folgenden Horizontalparallaxe 
in aller Strenge beriicksichtigt werden. Man braucht zu dem Zwecke nur anstatt der 
Coordinaten des Erdmittelpunktes die des Beobachtungsortes in die Rechnung einzufiihren. 
Die letzteren findet man offenbar dadurch, dass die auf den Erdmittelpunkt bezogenen 
Coordinaten des Beobachtungsortes zu den heliocentrischen des Erdmittelpunktes addirt 
werden. Wiahlt man den Aequator zur Fundamentalebene, so nehmen die zu den Sonnen- 
coordinaten hinzuzufiigenden Gréssen sehr einfache Gestalt an, denn bezeichnet man mit 
s die Sternzeit der Beobachtung, mit g die Polhéhe des Ortes und mit w die Sonnen- 
parallaxe in Secunden (nach den neuesten Bestimmungen zu 8,80 angenommen), mit X, 
Y, Z die unmittelbar den Jahrbiichern zu entnehmenden Sonnencoordinaten, so sind fir 
die Bahnbestimmung die Gréssen: 


XS aecgere - COS . Coss 
1 
ey ODE ee a 
1 
— 3065628 ° sin @ 


als Sonnencoordinaten zu gebrauchen, um die Parallaxe von vornherein zu beriicksichtigen. 
Es ist nun aber noch leicht zu sehen, dass, wenn diese corrigirten rechtwinkligen Coor- 
dinaten der Sonne in Polarcoordinaten umgesetzt werden, z. B. in Rectascension und 
Declination, der durch die Sonnenparallaxe verinderte Sonnenort erhalten wird. Auf die 
Parallaxe des zu berechnenden Himmelskérpers kann also in dreierlei Formen Riicksicht 
genommen werden: entweder corrigirt man die Sonnencoordinaten X, Y, Z auf die oben 
angegebene Weise, oder die geocentrischen Oerter des Kometen (Planeten) mit der aus 
seiner Distanz 4 folgenden Parallaxe, oder man bringt an den Sonnenort den Effect der 
Sonnenparallaxe an. Im letzteren Falle muss jedoch auch R um eine von dem Cosinus 
der Zenithdistanz der Sonne abhingige Grésse vermindert werden, und zwar um den 
Betrag: 
sina . cos Zenithdistanz, 

wie sich leicht daraus ergiebt, dass die Sonne im Zenith dem Beobachtungsorte um den 
Erdhalbmesser, d. h. um sina, genihert ist. 

Bei einer scharfen Bahnbestimmung muss auch noch auf die Bewegung der Aequi- 
noctien von einer Beobachtung zur anderen Riicksicht genommen und auf ein festes 
Aequinoctium reducirt werden, wie wir in Vorlesung 14 gesehen haben. Man wahlt zu 
letzterem gewéhnlich das mittlere Aequinoctium vom Anfange desjenigen Jahres, in 
welchem der Komet in sein Perihel kommt. Es ist bei den Astronomen vorwiegend 
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Gebrauch geblieben, den scheinbaren Ort der Beobachtungen, d. h. den mit der Nutation 
und der Fixsternaberration behafteten Ort anzugeben; die Reductionen demnach, welche 
ausser der fiir Parallaxe nach dem Vorhergehenden anzubringen, werden nichts Anderes 
sein als diejenigen Gréssen, welche man nach Angabe der astronomischen Jahrbiicher an 
den mittleren Ort fiir den Jahresanfang angegebenen Ort anzubringen hat, um den 
scheinbaren zu erhalten, nur mit entgegengesetztem Zeichen. 

In Anbetracht des Umstandes, dass die weitaus gréssere Zahl der Beobachtungen 
neuer Himmelskérper in der Form von Messungen des Rectascensions- und Declinations- 
unterschiedes. gegen einen sehr benachbarten Stern erhalten werden, dessen Reduction 
vom scheinbaren auf den mittleren Ort bis auf eine ‘iusserst kleine Grisse dieselbe sein 
wird, wie die des zu bestimmenden Gestirnes, wird man sich ausserordentlich hiufig 
erlauben diirfen, der Rechnung ganz einfach diejenigen Positionen zu Grunde zu legen, 
welche durch Anbringung des beobachteten Rectascensions- und Declinationsunterschiedes 
an den mittleren Ort des Vergleichsternes erhalten werden. Nur, wenn der letztere 
nicht ganz benachbart war, wie wohl bei Meridianbeobachtungen vorzukommen pflegt, 
wird man zu einer Ausnahme genéthigt sein, d. h. die Reduction des Vergleichssternes 
und die des Beobachtungsobjectes verschieden setzen miissen, Die so behandelten Beob- 
achtungen geben, wenn man noch ausserdem auf angegebene Art die Parallaxe beriick- 
sichtigt, die Bahnelemente, bezogen auf das mittlere Aequinoctium des Jahresanfanges, 
also gerade das, was man haben will. Man kann dann sogar mit diesen festen Elementen 
die Ephemeride berechnen; nur muss man, wenn sie auf das Aequinoctium des Tages 
bezogen und auf die gewohnliche, dem Leser schon bekannte Art mit den Beobachtungen 
vergleichbar sein soll, an die Oerter der Ephemeride noch die Reduction vom mittleren 
auf den scheinbaren Ort, wie ibn die Jahrbiicher geben, jedoch mit Ausschluss der 
Glieder fiir die Fixsternaberration, anbringen. 

Diese letztere Form der Ephemeridenrechnung, bei welcher man ein unverinder- 
liches System Gauss’scher Constanten anwenden kann, empfiehlt sich vor dem friiher 
erklirten durch gréssere Bequemlichkeit und Uebersichtlichkeit. 


Neununddreissigste Vorlesung. 


Die Olbers’sche Methode fiir den Aequator als Fundamentalebene 
ungeformt. 


Die jetzige Einrichtung der Jahrbiicher kommt, wie schon an anderer Stelle be- 
merkt wurde, dem Gebrauche des Aequators als Fundamentalebene so sehr entgegen, 
dass die Ekliptik einen grossen Theil ihrer Bequemlichkeit verloren hat. Wo die Ekliptik 
ohne Weiteres den Vortheil bietet, durch das Nullwerden der Z-Coordinate des Sonnen- 
ortes die Formeln zu vereinfachen, scheint sich allerdings auch bei der jetzigen Ein- 
richtung der Jahrbiicher die Verwandlung der Beobachtungen in Linge und Breite noch 
zi lohnen. In Strenge besteht aber jener Vortheil fast niemals, wegen der Sonnenbreite, 
welche nach der positiven sowohl als der negativen Seite ganz nahe 1” erreichen kann, 
und ausserdem, wie wir wissen, wegen der Parallaxe. Nur wo man diese Correctionen 
vernachlissigen will, und dies ist allerdings bei ersten Bestimmungen in der Regel 
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erlaubt, diirfte sich die Ekliptik unbedingt empfehlen; fiir scharfe Rechnungen und dic- 
jenigen besonderen Fille dagegen, wo schon auf die erste Bestimmung ein héherer 
Grad von Sorgfalt und Genauigkeit zu verwenden ist, scheint der Aequator als Funda- 
mentalebene mehr Aufmerksamkeit zu verdienen, als ihm bis jetzt, trotz der sehr zu 
seinen Gunsten verinderten Einrichtung der \astronomischen Jahrbiicher, zu Theil ge- 
worden ist. Hierher ist besonders zu rechnen, dass die Jahrbiicher jetzt auch die Sonnen- 
coordinaten fiir das mittlere Aequinoctium des Jahresanfangs geben. 

Man kénnte vielleicht zu Gunsten der Ekliptik noch geltend machen, dass doch 
schliesslich die Bahnelemente auf dieselbe bezogen zu werden pflegen, wogegen wieder 
mi bemerken sein wiirde, dass man fiir den doch vorwiegend wichtigen Zweck der 
Ephemeridenberechnung der Gauss’schen Constanten fiir den Aequator bedarf, und 
dass es ebenso leicht ist, die Elemente fiir die Ekliptik aus den Gauss’schen Con- 
stanten, wie diese aus jenen zu berechnen. Nur besteht hier auch noch fiir den Aequator 
der Vortheil, dass sich aus den Zahlen einer mit dieser Fundamentalebene ausgefiihrten 
Bahnbestimmung sofort auch die Gauss’schen Constanten ergeben, waihrend man im 
anderen Falle erst von den urspriinglich immer auf den Aequator bezogenen Beob- 
achtungen durch Verwandlung der Rectascensionen und Declinationen in Lingen und 
Breiten auf die Ekliptik und von dieser schliesslich wieder auf den Aequator zuriick- 
gehen muss. 

Aus den eben angefiihrten Griinden wollen wir denn die Ekliptik hier nicht in 
dem Grade bevorzugen, wie es in den meisten Schriften dieser Art zu geschehen pflegt, 
und demnach untersuchen, wie sich die Olbers’sche Methode fiir den Aequator als 
Fundamentalebene gestaltet. f 

Die Hauptaufgabe wird hier darin bestehen, das Verhaltniss e oder das Olbers’sche 
M mégilichst unmittelbar durch Rectascensionen und Declinationen auszudriicken, was wir 
aber jetzt auf eine andere und allgemeiner anwendbare Art thun wollen, als frither. In 
der 26. Vorlesung kam es uns vor Allem darauf an, die Kenntniss jenes Verhiiltnisses 
als nahe und fast unmittelbare Folge des Olbers’schen Princips darzulegen. Zu unserem 
jetzigen Zwecke kénnen wir an die Bemerkung ankniipfen, dass fiir irgend drei Bogen 
A, B und C folgende identische Gleichungen: 

sin(B — A) sin C + sin(C — B)sin A + sin(A — C)sinB = 0 

sin(B — A) cosC + sin(C — B)cos A + sin(A — C)cosB = 0 
existiren, wovon man sich sehr leicht durch Auflésung der Klammern iiberzeugt. Be- 
zeichnen wir nun die doppelte Dreiecksfliche zwischen den Radienvectoren 7’ und 1”, 
d. h. die Grosse rr” sin(v" — v') mit n, die doppelte Dreiecksfliche zwischen r und 7", 
d. h. ry’ sin (v'’ — v) mit n”, rr” sin (v' — v) mit nv’, und beriicksichtigen, dass auf 
irgend welche durch die Sonne gelegte Fundamentalebene bezogen, die rechtwinkligen 
heliocentrischen Coordinaten x, y, 2, 2, y', 2’, x", y", 2 durch die Formeln: 

x ==a'r sin(A’ + v) a’ = a'r’ sin(A’ + v') a!’ = a'r" sin(A’ + v") 
y= 0'r sin(B' + v) y = 0'r' sin(B’ + v') y" = d' r" sin(Bl + v") 
z=cr sin(C’ + v) a =dr' sin(C’ + v’) 2” =e r'sin(C’ + vl) 


erhalten werden, so ist nach obigen Identititen: 


n'a = nx + no! 
AA Ae he th 
ny =ny ny 
nm 2 = ne + ne" 
n a! 
oder, wenn — =e, — = ec’ zur Abkiivzung gesetzt werden: 
n n 


be 


a 
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Ge Cee ee" 
y = cy + engl bh eh acto ei sacha Atd Ma tes a tie (1) 
——— Cz ae cl! 2! 

Letztere Gleichungen bilden den Ausgangspunkt sehr vieler hierher einschlagender 
Untersuchungen, so auch der uns jetzt vorliegenden Aufgabe. Bedeuten nimlich «, o/, 
a’ die drei beobachteten Rectascensionen, 0, 0’, 6” die Declinationen, X, Y, Z, X’, Y’, 
Z', X", Y", Z" die meehirigen Sonnencoordinaten, aus denen das Verhiiltniss der fiir 


den Aequator curtirten Abstiinde @ und 9” gefunden werden soll, so haben wir zuniichst 


die bekannten Gleichungen: 


! rt 
y mee: ' 
Sa ee, — 1g 
g + xX! a 
A ae Jie 
wo 4 y/ 
———= = secu’ igd 
a! ele xe g 
oder, nach dem Obigen: 
OP tt 7h 
cy C4 y 
2 nee 2 ee ee a 2) 
Cx CE D 
Cth p 
RG i ; F 
a 297007 omni ag eet at de 8 (05) 
i cl! a"! me xX Yo ( ) 


Driickt man hier nun noch 2, #", y, y”, z, 2" durch @ und @” aus, da: 


x == Ocosa — X ge! == 09! cos of — X" 

y = osina — Y y" = e" sina!’ — Y" 

g=owd—Z gis olhig dl — 2", 
so erhilt man aus (2) und (3) zwei Gleichungen zwischen @ und @”. Setzt man zur 
Abkiirzung: 

M = (X sine’ — Y cosa’) . cosec(a!’ — «') 


M' = (X! sine’ — Y' cosa’) . cosec(a!’ — a’) 
M" = (X" sino’ — Y" cose’) . cosec(a" — a’), 
so geht Gleichung (2) in die folgende iiber: 
OD PAN) «Sy, cle eV Penny YL sin (% — ot!) ; (4. 
c' 9” = M' — Me M” ¢ ACE COA ness Haste. ceo KA) 


Der Gleichung (3) kann man eine ganz analoge Gestalt geben; setzt man: 
N = X tg0' —Z cose! 
N! == X! tg 0' — Z’ cosa! 
N"= X"tgd' — Z" cosa’, 


I | 


so hat man: 

(cos ot! tg 0" — cose! tg 0’) c!' 9" = N' — Ne — N"c" — (cosa tgd — cosatgd')eg (5) 
Aus diesen beiden Gleichungen (4) und (5) kénnte man nun die Griésse ¢’ eliminiren, 
i ie t ‘ ; ne ttee see n 
in der Weise, dass die daraus resultirende Gleichung nur das Verhiltniss = oder — 

c n 


als einzigen nicht in aller Strenge bekannten Factor von @ enthielte. Erlaubten wir uns 
nun auch hier, dieses Verhiltniss der Dreiecksflichen fiir die Erde und fiir den Kometen 
gleich gross zu setzen, so kimen wir auf einen fiir jede beliebige Fundamentalebene 
giiltigen und brauchbaren Ausdruck. Da nun aber hier die X, Y, Z u. s. w. wegen der 
in voriger Vorlesung angegebenen Beriicksichtigung der Parallaxe nicht mehr den Punkten 
einer Planetenbahn entsprechen, indem sie sich nicht auf den Erdmittelpunkt beziehen, 
so wiirden wir hier mit Anwendung des Olbers’schen Princips ohne Correction eine 


-Inconsequenz begehen. Deshalb miissen wir, wenn sich die Beriicksichtigung der Parallaxe 
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und der Aberration vollstindig lohnend zeigen soll, der Gleichung zwischen @ und @” 
eine gréssere Genauigkeit geben, als in der Olbers’schen Annahme enthalten ist. 
Vorliufig aber machen wir hier von den Gleichungen (4) und (5) unmittelbar Ge- 
brauch; von der ersteren, wenn die Rectascension des Kometen sich stiirker andert, als 
die Declination, von der letzteren, wenn das Gegentheil der Fall ist. Weiter unten 


werden wir aus (5) eine Gleichung ableiten, welche vollkommen streng den Olbers’schen 
'" 


Ausdruck fiir als speciellen Fall enthialt. 


Um in den genannten Gleichungen ¢ und e” auf eine vortheilhafte Weise aus- 
mudriicken, fiihren wir die Verhiiltnisse des Sectors zum Dreieck ein. 

Dreieck 
Ausschnitt 
mit 4, das dem Intervalle ¢/ —¢ entsprechende mit 4”, das fiir ¢’.— ¢ mit 9’, so ist 
offenbar: 


Bezeichnet man das dem Zeitintervalle ’’—t' entsprechende Verhiltniss 


ee na (ee Vp 


=k — t)n" Vp 
= etn! Vp. 


demnach: 
oe ¢! ; n ow i n 
fll ag n! 9! n! 
. t’ alee t 7" a 4" ; 


CG. == . = 


tt ey} y! 9! y! 
Hierdurch gehen die Gleichungen (4) und (5) in die folgenden iiber: 
oy! on sin(a — a) Oy 
o” = M' gi! i" M a 9!" mM" oii ta 9” nl * 0) s \iomeonee (6) 
Uh eel 
(cos ct! tg 0" — cos a!’ ty 0') 9" == N' a N vale NY 
O"Nn on : e (7) 
; lta 0 : ! a u/ 
— (cos & tg 0 — cosatg 0’) 9a 0 


welche véllig streng sind, aber auch die nicht véllig bekannten Gréssen 9, y', y” ent- 
halten. Aus unseren Entwickelungen in der 35. Vorlesung, speciell der Gleichung oder 
Reihenentwickelung (5) geht hervor, dass 7 von x + 1%, 9! von r + rv", 7! von r + 7 
abhiingig ist und sofort bekannt wird, sobald es diese Summen werden. Zu bemerken 
ist, dass die Verhiiltnisse 7, 9, 7’ nur um kleine Gréssen zweiter Ordnung von der 
Kinheit verschieden sind, durch welchen Umstand es erméglicht wird, wenn man will, 
das unten zu beschreibende Verfahren der successiven Verbesserung schon wahrend 
der systematischen Versuche fiir die @ und e”, welche die Olbers’sche Methode vor- 
schreibt, durchzufiihren, im Gegensatze zu der Verbesserung des Olbers’schen M nach 
ausgefiihrter Bahnbestimmung. Zugleich erhalt man Gelegenheit, an die Zeiten die 
Verbesserung wegen der Aberration anzubringen. 

Dass die Gleichungen (6) und (7) iiberhaupt auch zur Verbesserung des Olbers’- 
schen Verhiltnisses gut gebraucht werden kénnen, liegt auf der Hand; wir wollen es 
aber hier doch noch an dem friiher behandelten MZ des zweiten Kometen von 1813 
erliutern. Wo die beobachteten geocentrischen Liingen und Breiten gebraucht werden, 
wird zur Anwendung yon (6) etwas einfacher: 


M = R sin(’ — © ) cosec (A” — 
M' = R' sin (A — ©') cosec (A" — 
M" = R" sin (’ — ©") cosee (A"” — 


i’) 
i’) 
i’), 
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und wenn wir (7) anwenden wollen: 


N = R tg’ cosO 
WN’ ==" R! tg 8 cos’ ©’ 
NY =F! ig B’ cos ©". 


Fiir das in Rede stehende Beispiel gestaltet sich die Aufstellung der Gleichung (6) 
wie folgt: 


Es wird: 
log M = 0,74555 
log M’ — 0,722.40 
log M"’ — 0,69108 
. aay 
on =!) 9,699 99,,. 


9 sin (A"” — 2’) a 
Ferner ist nach friiher gefiihrter Rechnung: 


r = 1,37708 
vr — 1,33042 
fo 129097 - 


da nun = 0,057191, welche letztere Zahl fiir v in die Reihenentwickelung (5) 


29 
(7! + r'\% 
der 35. Vorlesung gesetzt werden muss, um 7 zu erhalten, so ergiebt sich: 
n = 0,99891, logn = 9,99958, 
was auch der Tafel XI im Anhange entnommen werden kann. 
Ebenso findet sich: 
0,995 87, 
0,999 03, 


log n' = 9,998 20, 
log yn" = 9,99958, 


gees 


yf 


also, da: log # = 9,08392, log’ — 9,38323, log d” — 9,08049, 
logDy = 9,083 45 
log 8’ n' = 9,38143 
log 0” 1" — 9,08007, 


wird die numerisch ausgedriickte Gleichung (6): 
o” = 0,04278 + 0,50509 . a. 


Wir hatten friiher gefunden, dass log@ sehr nahe gleich 9,80366 sei; nach der 
eben aufgestellten Relation gehdrt dazu: 


log 0” = 9,56130, 
also ist hiernach der verbesserte Logarithmus des Olbers’schen M — 9,75764. 

Die Uebereinstimmung der aus den Gleichungen (6) und (7) folgenden Relationen 
zwischen g” und @ mit der nach der Carlini’schen Verbesserungsmethode folgenden 
ist davon abhangig, ob die Lange und die Breite der zweiten Beobachtung einer und 
derselben Parabel entsprechen. Wenn wir die Gleichung (7) zur Aufstellung jener 


Relation benutzen wollen, was hier in Anbetracht der grésseren Bewegung in Breite 
das Genauere ist, so bekommen wir: 


log N 

log N’ 

log N” 
log (cos a’ tg B” — 
log (cos a’ tg B 


— 9.60476 
— 958541 
— 9.55840 
cos A" tg B') —= 8,93215 
cos Atg B') = 8,64061,, 
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und endlich: 

o” = 0,03638 + 0,51504 o; 
dem Werthe loge — 9,80366 entspricht hiernach log 0!’ = 9,56122; folglich ergiebt 
sich aus Gleichung (5) der Logarithmus des Olbers’schen M = 9,757561). 


\ ”" 
Nach dieser Abschweifung iiber die Verbesserung des Verhaltnisses £3 kehren wir 


za unserem Hauptthema, der strengen Bestimmung einer Kometenbahn aus drei voll- 
stindigen Beobachtungen, welche in Rectascension und Declination gegeben sein sollen, 
zuriick. 

Es lasst sich zu dem Zwecke folgender Gang der Rechnung vorschlagen. 

Man macht zuerst eine Annahme iiber 9, welche dem Werthe r = 1 entspricht, 
setzt gleichzeitig fiir die Berechnung von y, 7’, yn” r = 1, r’ = 1, r’ = 1, und be- 
stimmt das zu @ gehérige 9” entweder nach der Formel (6) oder nach (7), je nachdem 
der Gebrauch der Rectascensionen, oder der der Declinationen eine gréssere Genauigkeit 
verspricht. Aus 9” ergiebt sich dann auf einfache Weise r” und nach der Encke’schen 
Hiilfstafel die zu @ und @”, oder r und r” gehérige Sehne x. Darauf berechnet man 
die heliocentrische Bewegung (v” — v), deren Cosinus wir in der 18. Vorlesung mit 
(rr) bezeichnet haben. Die Gleichungen (4) oder (5) der genannten Vorlesung, d. h. 
die Gleichung: 

(r r'') rr" — (R R") RR" + (R Me) Ro" + Cee ) R" 0 + (@ 0") 0 0”, 
mit Beibehaltung der dort eingefiihrten Bezeichnung geschrieben, liefert hier mit aller 
nur zu wiinschenden Schirfe das Product der Radienvectoren rr’, da das gegen die 
Anwendung derselben bei kleiner geocentrischer Bewegung gedusserte Bedenken jetzt 
wegfallt. Denn man kann nun nicht mehr, wie friiher der Fall war, das Beobachtungs- 
material merklich andern, ohne auch auf das Resultat fiir rr’ erheblich einzuwirken. 

Den so gefundenen Logarithmus des rr” zieht man von demjenigen, welcher der 
Hypothese fiir @ und e” entspricht, ab; die ganze Differenz betrachtet man als die an 
den angenommenen logr anzubringende Verbesserung. Sollte dieselbe zufalligerweise 
schon bei dem ersten Versuche klein ausfallen, so lohnt sich die Miihe, gleich auch r’ 
aus der Formel: 

y'2 ross gt! 2 + y'? + i? oes (cx + e! a!) + (cy + oly!) + (cz + de” el), 
und hieraus dann noch o’ zu berechnen. Die drei Abstiinde von der Erde @g seco, 
go’ sec 0’, @” secd" dienen dann dazu, die Beobachtungszeiten wegen der Aberration zu 
corrigiren; die r, 7’, r’ ergeben mit gesteigerter Schiirfe y, 7’, 7!’ und erméglichen auch, 
eine genauere Relation zwischen @ und 9” fiir die weiteren Versuche in Anwendung 
zu bringen. 

Zeigt sich hingegen der erste Versuch, indem sich aus Gleichung (5) der 18. Vor- 
lesung ein ganz anderes rr” ergiebt, als den zu Grunde gelegten Werthen entspricht, 
noch sehr von der Wahrheit entfernt, so wird man sich erlauben, die Correction wegen 
Aberration noch zu unterlassen, und fiir die eine Berechnung von 9, 1',4”, 1’ = 1/,(r +r”) 
zu setzen. Sollten die beiden Zwischenzeiten sich aber hierfiir zu weit von der Gleich- 
heit entfernen, so interpolire man r’ im Verhiltniss der Zwischenzeiten, setze demnach: 

i 
f= a r+ a ae 


*) Im Berliner Jahrbuche yon 1833 findet Encke nach ebenfalls beinahe strengen Formeln 
in diesem Falle einmal log M = 9,75863, ein anderes Mal log M = 9,75824, welcher letztere Werth 
mit dem nach der Carlini’schen Verbesserungsmethode gefundenen log M=9,75826 fast ganz tiber- 
einkommt. Die Unterschiede sind bei einer mit fiinf Stellen gefithrten Rechnung zu erwarten. 
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Dieser letztere Ausdruck wird sich haufig auch wahrend der ganzen Rechnung 
volistindig geniigend erweisen. 

Erscheint die Zweideutigkeit, welche der Bestimmung von @ aus r, oder von 9” 
aus *” anhaftet, stérend, so wird man es vorziehen, die obige Gleichung (5) in Be- 
ziehung auf ge” aufzulésen, und den dafiir gefundenen Werth mit dem Producte der 
angenommenen Werthe zu vergleichen. Im Uebrigen bleibt der Gang der Rechnung 
wie beschrieben wurde. Der Leser darf bei der Gleichung (5) aus Vorlesung 18 nicht 
iibersehen, dass darin @ und @”: die wirklichen, nicht curtirten Abstinde bedeuten. 

In den meisten Fallen wird man bei der eben beschriebenen Art, bei welcher die 
Verbesserung des Olbers’schen Verhiltnisses mit der Auflésung der Lambert’schen 
Gleichung vereinigt wird, ziemlich schnell definitive Werthe bekommen; iibrigens sind 
die Formeln dieser und der folgenden Vorlesung mehr fiir einen Noth- und Ausnahme- 
fall der Olbers’schen Methode geeignet, und ausserdem hier als Vorbereitungen zu 
einer weit vollkommeneren Form zu betrachten. 


Vierzigste Vorlesung. 


Zusammenstellung der Formeln fiir eine auf den Aequator zu 
beziehende Kometenbahnberechnung. 

Es seien: 

0, o', o’ die zu den Zeiten ¢, t’, t’” gehdrigen, von der bekannten Reduction vom 
mittleren Aequinoctium des Jahresanfanges auf das scheinbare Aequinoctium wieder 
befreiten Rectascension, 0, 0’, 0” die auf eben solche Art behandelten Declinationen 
des Gestirns, X, Y, Z, X’, Y’, Z, X", Y", Z" die zugehérigen, auf das mittlere Aequi- 
noctium des Jahresanfanges bezogenen, wegen der Lage des Beobachtungsortes ver- 
besserten Sonnencoordinaten. Um daraus die heliocentrischen Coordinaten des Gestitns, 
bezogen auf das genannte mittlere Aequinoctium, mit aller Schirfe zu finden, hat man 
nun zunichst folgende Vorbereitungsrechnungen, betreffend die Grissen R%, R?, R’’, 
(RR"), (Roe"), (R" 0), (9 @”), desgleichen cosy oder (Re) und cosy” oder (R’ 9") zu 
erledigen: 

Re — xX? + y2 + 78 
R2 = XxX" + Yy2 + 72 
RY Xa yay gia 
Re (RR") = xXx" 4+ YY" + 22" 
— R.(Re") = Xcosd” cosa” + Ycosd” sina” + Zsind" fhe aA(T) 
— Rk" .(R" 0) = X" cos 8 cosa + Y¥" cosd sinu + Z" sind 
(e@0") = sind sind” + cosd cosd" cos (u'" — «) 
—R.(Re) = — Reosy = Xcosd cosu + Yeosd sina + Zsind 
— R' (R" 0") = — R" cos 4" = X" cos 6" cos of" + ¥" cos 0" sin oe" 4+ Z! sin 0" 

Nachher berechne man, wenn die geocentrische Bewegung in Rectascension den 
grésseren Bogen umfasst, die Relation zwischen den auf den Aequator projicirten Ab- 
stinden @ und 9”: 


— 294 — 


ay! a 
sin (a! — a’) o” = I’ ae —NM oe 
on an (2) 
: a 
— Ml" — sin(e — 0!) rae 
wobei , 7’, 7" die in der 89. Vorlesung erklarte Bedeutung haben, die Gréssen UV, M’, Ml” 
aber der Reihe nach durch die Gleichungen: 


M =(X sine’ — Y cos a 
M' = (X!' sine’! — Y’ cosa’) MEME 
M" = (X" sine’ — Y" cos «| 


definirt werden, und als nur Gegebenes enthaltend, in die Vorbereitungsrechnung mit 
aufzunelhmen sind. ; 
Entspricht dagegen der Bewegung in Declination ein grésserer Bogen, so bediene 
man sich statt der Gleichung (2) der folgenden: 
5! U a 
(cos a tg 0” — cos ait ig 0) CHiN aur —wN wt 
(4) 
o 
— N" — (cos a'igd — cos atg 0’) Big! -0 
worin die Gréssen: 
Or aA ea 
N' = X' ig!’ — 7 cose’ 
N” =— bx! tg 0! ats UA cos a! 


(5) 


ebenfalls schon in den Vorbereitungsrechnungen vollstindig zu bestimmen sind. 
Man mache nun iiber @ eine zweckmissig scheinende Hypothese und berechne: 


v2 = R2 + o2secd? + 2Resecdcosy +> ++ - +++ ++ (6) 


Dem hieraus folgenden Werthe von r setzt man zuerst auch r’ und r” gleich, und ser 
diesen Werthen bestimme man auf die oben beschriebene Weise die Gréssen n,n 4” 
in (2) oder (4). Man ist jetzt im Stande, das zu o@ gehérige eg” nach (2) oder (4) zu 
berechnen, aus welchem wiederum 7” durch die Formel: 


v8 == Rll2 + o!2secd"2 + 2K" oe" secd" cosy” » - + + + + (7) 


zu bestimmen ist. Es kommt darauf die Encke’sche Hiilfstafel fiir die Lambert’sche 
Gleichung in Anwendung, welche aus 8” und r + 7” die Sehne » liefert. Zur Priifung 
der Richtigkeit des angenommenen Werthes von @ dient dann die Gleichung: 


(¢ 0”) go!’ secd secd” = 1/,(r? 4 v2 — x2) — (RR) RR’ 8 

ba (R" 0) Ro Prin \ oa (Re") Ro" sec 0” ( ) 

aus welcher @o” iibereinstimmend mit den der Gleichung (2) oder (4) gemiss an- 

genommenen Werthen von @ und @” sich ergeben miisste. Aus einem sich zeigenden 

Unterschiede leitet man auf die oben beschriebene Art ein verbessertes @ ab, um damit 
denselben Versuch zu wiederholen. 

Ist man durch die successiven Verbesserungen der Wahrheit schon sehr nahe ge- 

kommen, so berechnet man, wenn man sehr grosse Scharfe in die Bestimmung zu legen 

wiinscht, 7 aus der Gleichung: 


(on ty!)2 — [(on)?2 + oo" nn] v2 + [(8”" aye + a8" 17" 1 yl! _ wee oO" nx" tte oe (9) 
Geniigt geringere Genauigkeit, so setzt man: E 
Or = Br + Ot. oD ee 


— 295 — 


Aus r’ bestimmt man, wenn man der Rechnung die volle Schirfe bewahren will, 9’ 
unter Anwendung der Formel: 


o' sec 0’ = — Rlcosy’ tyr? — R2siny’? «+--+ + + + » (I) 


— R'cosy' = X'cos 8’ cose’ + Y'cos 0! sina’ + Z' sind’, 


wobei: 


bei etwas geringeren Anspriichen an die Genauigkeit kann man auch hier einfacher: 


8’0' = Fo + 80" 4 bea oe oy elie Hoe Omar (12) 
‘mi setzen sich erlauben, was zugleich dazu dienen kann, im anderen Falle das Vor- 
zeichen der Wurzelgrésse in Gleichung (11) zu entscheiden. Die weitere Rechnung hat 
man dann mit den Zeiten: 
t — 498s,5 @ secd i’ — 498s,5 0! sec 0! i!” — 4988.5 9” sec 0” 
za fiihren, um die Aberration zu beriicksichtigen; demgemiss sind auch 0, 0’,9” zu andern. 

Za bemerken ist dabei jedoch, dass die Gleichungen (10) und (12) nur brauchbar 
sind, solange die dusseren Beobachtungen auf derselben Seite des Perihels liegen, un- 
brauchbar dagegen, wenn auf entgegengesetzten Seiten. 

Hat man die definitiven Werthe von @ und e”, ry und r” und aus % noch. den 
heliocentrischen Bogen v — v gefunden, so berechnet man zuniichst auf schon be- 
kannte Weise die Epoche des Perihels 7, den Radius vector des Perihels g, sowie die 
wahren Anomalien v und v’. Diesem Geschifte kann man dann fast unmittelbar die 
Berechnung der Ephemeride folgen lassen, da sich, wie wir wissen, die heliocentrischen 
Coordinaten auf die Form: 

g=a'rsin(A’ + v) 

y = v'r sin(B’ 4+ v) 

zg=crsin(C’ + cv) 
bringen lassen, deren Constanten a’, b', c’, A’, B’, CO’, sich deshalb aus hats =, fe 
aan. 2” , : : : : 
qs ars ira ® und v’ auf folgende Weise bestimmen: 


W 


a’ sin{A’ + ¥/, (v’ + o)] = Ca ae =) sec 1/, (v” — v) 


[=] 


eos A + 4/, (o" + 0) = 4. (4 — =) cosec 1/, (v’ — v) 


oS 


Y sin |B! is 1, (o” + v)) = 1, (5 ++ ) see 1/, (v” — v) 
(13) 


S 


I cos (B+ fs 0" + N= a (4 — 1) cosee */5 (v" — 0) 


Yr ‘ 


QL 


sin [6 + fa (0! + 0] = fe (& + =) se Ys (v" — 0) 


°. 


/ cos [! + Yao" + v)] = fa (Fe — Z) cosee tfp (0" — 0) 


Will man die Ephemeride, wie das in der Regel bei der ersten Berechnung eines 
Himmelskérpers zu sein pflegt, nur zum Zwecke des Aufsuchens und der Voraus- 
berechnung seiner Helligkeitsverhiltnisse (da nach der Erfahrung auch bei Kometen 
nahezu die Helligkeit dem Quadrate des Productes der Entfernungen von der Erde und 
von der Sonne sich umgekehrt proportional zeigt) benutzen, so kann man auch die zu 
herechnenden Oerter simmtlich auf das mittlere Aequinoctium des Jahresanfanges be- 
zichen. Es sind dann also mit den heliocentrischen Coordinaten die Sonnencoordinaten, 
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bezogen auf dasselbe Acquinoctium, zu verbinden. Im anderen Falle, wenn die Ephe- 
meride auch zu scharfen Vergleichungen zwischen Rechnung und Beobachtung dienen 
soll, und dieses Geschaft auf die gewéhnliche Weise ausgefiihrt werden soll, hat man 
den berechneten mittleren Oertern noch die Reduction auf das wahre Aequinoctium des 
Beobachtungsmomentes hinzuzufiigen. Die Fixsternaberration hat man wegzulassen, da 
diese nachher bei der Vergleichung der Beobachtungen mit der Ephemeride in der uns 
bekannten anderen Art beriicksichtigt wird !). 

Um endlich mit leichter Miihe auch die Elemente $i, 7 — 8 und 7, bezogen auf 
die Ekliptik, zu haben, braucht man nur die Gleichungen (8) und (9) der 19. Vorlesung 
in Anwendung zu bringen. Jene Gleichungen machen keinen Unterschied zwischen 
rechtlaufigen und riicklaufigen Kometen; man erhalt bei letzteren einfach einen im 
zweiten Quadranten liegenden Werth von i, und fiir 7 — $4 das 3 — am der anderen 
Zaihlungs- und Bezeichnungsweise riicklaufiger Kometen; will man auf diese andere 
tibergehen, so hat man daher i in 1809 —i, m — & in 360° — (aw — 83) ma ver- 
wandeln, und den Elementen noch das Zeichen R. oder Retrograd hinzuzufiigen. 

Da hier die Bezeichnung in einzelnen Stiicken yon der in der 19. Vorlesung ab- 
weicht, und der Vollstiindigkeit halber mégen hier jene Vorschriften zur Berechnung 
von x — 8, &, ¢ noch einmal aufgefiihrt werden. Bedeutet ¢ die Schiefe der Ekliptik 
zur Epoche des gewiahlten Aequinoctiums, so berechne man einen Hiilfswinkel ~ aus 
der Formel: 


gy =F, 
dann hat man: 


to [a(B OC) pee My (BY —Cl) a ae) 


cos(e + w) 
cos § = a'sin[ A’ — (x — &)] 
— sin 8 cosi = a'cos[A' — (a — 8 )] | . 
sin 8% = 0'sece sin[B’ — (a — &)| ie 
= ¢' cosece sin[ C’ — (a — 8&2)] | 
In welchem Quadranten w — $3 und 82 liegen, muss hier, da wir die geocentri- 


schen Breiten nicht unmittelbar haben, auf etwas andere Art, als in Vorlesung 19 ent- 
schieden werden, namlich dadurch, dass eine der beiden Gleichungen: 

v’ cos[B' — (x — 83)] = cos 8 cosi coss — sini sing 

c cos|C’ — (a — &)] = cos 8 cosi sine + sini cosé 


zugezogen wird. Ist noch eine derselben befriedigt, so ist in (14) der Quadrant von 
a — & richtig gewahlt; im anderen Falle sind x — &3 und & um 180° zu dndern. 
Das auf solche Weise bestimmte System wird die Gauss’schen Constanten wiedergeben, 
daher die Beobachtungen darstellen, und man hat somit auch die Elemente, bezogen auf 
die Kkliptik und das mittlere Aequinoctium des Jahresanfanges. 


) Nach der Bezeichnung des Berliner Jahrbuches hat man also an die mittleren Rectascensionen 
noch die Gréssen Aa, Bb, an die Declinationen die Gréssen Aa’, BU’ anzubringen. 
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Hinundvierzigste Vorlesung. 


Rechnungsbeispiel zu Vorlesung Vierzig''). 


Der Komet 1857. III. wurde vom Herrn Professor Férster am Berliner Refractor 
wie folgt beobachtet: 


Mittlere Berliner Zeit Rectascension Declination 
1857. Juni 23. 12h 56! 53” DOOmb a Oo 64 + 40° 59’ 38.5 
Pat ID OG S34 ll DAU) Bile at + 44 53 50,1 
Juli, 2. 1 AE See ie OOLLO + 48 47 838. 


Wir fihren zunaichst an diesen Beobachtungen die Reduction vom scheinbaren 
Orte auf den mittleren aus, d. h. beziehen die Beobachtungen auf das mittlere Aequi- 
noctium des Jahres 1857,0, indem wir sie zugleich von der Fixsternaberration befreien. 
Die Jahrbiicher geben die dazu gehérigen Formeln und Zahlen. Dem Jahrbuche (hier 
dem Nautical Almanac) entnehmen wir auch noch die Sonnencoordinaten fiir die Beob- 
achtungszeiten und bringen daran zur Beriicksichtigung der Parallaxe die in der 38. Vor- 
lesung angegebenen, von der Sternzeit und Polhéhe des Beobachtungsortes abhingigen 
Correctionen an, namlich: 


a Rees es 1 
an den X die Correction 206264,8 cos M Cos s 
ua . 
ee eon. a0encaa 7 
i} 
4 . 
Pa Maes? le itn wing 2RGEE  P 
] 


Wir wollen diese leichten Reductionen hier nicht in das Einzelne durchfiihren, 
sondern gleich das auf solche Weise von fremdartigen Beimischungen befreite Material 
der Rechnung selbst hier anfiihren. 


t,t',t” . . . . Juni 23,53950 Juni 27,53932 Juli 2,56085 
LO a. 53° 6! 51" 61° 20’ 48” 778 Of 44” 
et) an 40 59 35 44 43 46 48 47 4 
eX — 0,04208 — 0,10953 — 0,19350 
eee ak, 0,93183 0,92730 0,91569 
WaT To .. 0,404.32 0,40235 0,39731. 


Die Vorbereitungsrechnungen nach den Gleichungen (1) der vorigen Vorlesung 
ergeben nun nach (1): 


R2 = = 1,03355 (R"'9) R” sec = — 0,96155 

R2 = = 1,03377 (00") sec seed” = 1,90622 

R'2 = —1,03378 (Re) R = Reosy = — 0,80873 

(RR") RR! = —1,02204 (B" 0!) RB” = R" cos 4! = — 0,85827, 
(Re") B sec 0" = — 1,36029 | 


”) Da es hier bloss darauf ankommt, den Gang der Rechnung zu veranschaulichen, so wurde 
yon einer Umrechnung der Beispieles mit den modernen Werthen der Sonnenparallaxe und Aber- 
rationszeit abgesehen. Anmerkung des Herausgebers der 2. Auflage. 

Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 388 
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und fiir den Fall einer scharfen Berechnung der Aberration: 


RP’ cosy’ ~— — 0,82396 
R?siny'2— _0,35486. 


Von den Formeln (2) und (4) verdient offenbar hier die erstere bei der Auf- 
stellung der Relation zwischen @ und oe” den Vorzug, weil die Bewegung in Reet- 
ascension die in Declination bedeutend iibertrifft; berechnet man deshalb die M, MW’, M", 
so erhalt man: 


M = — 0,48370 
mM — — 0,54077 
mu" = — 0,60888, 


und jene Relation wird iiberhaupt: 
sll 
gl ny! 
Die Gleichungen (6) und (7) nehmen, in Zahlen ausgedriickt, folgende Gestalt an: 
r2 == 1,03355 — 2,14293@ + 1,75529 02 
2 == 1,03378 — 2,60520 0” + 2,30340 0’, 
und die Gleichung (8) endlich wird: 
3,81244 . 90” = r? 4 v2 — x2 — 2,04408 + 1,923100 + 2,72058 @”. 


an 


0,27058 . 9” = — 0,54077 — 4, + 0,48370 ere + 0,60888 + 0,14819 soa @. 


Da hiermit die Vorbereitungsrechnungen beendigt sind, schreiten wir zu den Ver- 
suchen iiber 9; ohne Gefahr, unser Ziel zu verfehlen, kénnten wir mit einem Werthe 
beginnen, der r = 1 entspricht. Die Grésse der negativen Coéfficienten von @ in dem 
Ausdrucke fir r? lisst indessen vermuthen, dass r bedeutend kleiner als 1 ist; deshalb 
schatzen wir r = 0,75 und beginnen die Versuche mit 9 = 0,9. Mittelst der geschatzten 
Werthe von r +r", r+ r%, r +r’, welche wir vorliufig bei der Berechnung von 
n, 1', y” alle drei gleich 1,5 setzen, bekommen wir nach den nun’ bekannten Vor- 
schriften: 


log ==) 0,09 87L login = 893513 
logy’ = 9,99578 log #1’ = 9,18663 
logy” = 9,99918 log 3’ yn” = 8,83680. 


Um die Gleichung zwischen g und @” zu verbessern, hat man jetzt die n, 7’, 1” 
mit den Werthen r = 0,72574, r’ = 0,64809, r”’ = 0,55063 zu berechnen. Zu 9 = 0,9 
oder log @ = 9,95424 gehért zufolge der Relation (2) loge” = 9,79022, aus (6) und (7) 
ergeben sich die zugehérigen r2 und r//2: 


r? = 052670 r = 0,72574 
12 — 0,30325 r’ — 0,55067. 


Bestimmt man aus & und (r +r”) die Sehne x mittelst der Lambert’schen 
Gleichung und Encke’s Hiilfstafel, so wird logx = 9,43970, “2 = 0,07575. Wird 
letzterer Werth auf der rechten Seite von Gleichung (8) substituirt, so erhalt man: 


(rr) rr” = 0,37582; 


wir wollen diesen aus Gleichung (8) hervorgehenden den geometrischen, den aus der 
Lambert’schen Gleichung zu bestimmenden, wenn man das derselben entsprechende x 
in die Formel (rr”) rr’ = 1/, (r? + r’2 — x?) einsetzt, den phoronomischen Werth | 
von (rr”) rr” nennen. Der letztere wird hier gleich 0,37710. Um die Fehler von 
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, ’, n” za verbessern, berechnen wir zu dem r und r” der ersten Hypothese noch das 
r’ nach der Formel: 


(8 n')2 y'2 a (on + a" 7") (Oy r2 - gl ny” y!'2) ree an BO" yl . 2 


Diese Rechnung liefert uns: 7’ — 0,64407; bestimmen wir jetzt aus den drei 
Radienvectoren von Neuem y, 7’, 1", so erhalten wir: 
logn = 9,99744 logy == 8,93386 
log 4’ = 9,99309 log 3’ n' = 9,18394 
log n"” = 9,99893 log #""'n" = 8,83655. 
Dem Werthe von logo = 9,95424 entspricht nach Gleichung (2) demnach genauer der 
Werth: logo” — 9,80303; die weiteren Zahlen der zweiten Hypothese werden nun: 
r= 0.52610 y == 0,72574 
rit == 0,30839 f= 0.55533 
logu —= 9,43894 
“2 == 0,07548 
(rr") rr” geometr. —= 0,38237 
Gr) rx" phoron. = 0,37980. 


Um der Wahrheit sich mehr zu nihern, miisste daher das Product rr’, welches 
dem angenommenen Werthe von @ und @” entspricht, in dem Verhiltniss von 0,37980 
mi 0,38240, oder das hypothetische 7 = 0,72574 im Verhaltniss von 10,37980 : 70,38240 
vergréssert werden. Es wiirde dies eine Vermehrung des r von 0,00248 erfordern, 
welchem Zuwachs von r nach der Relation: 

r® = 1,03355 — 2,14293@ + 1,75529 02, 
oder: 
r Ar = (1,75529 @ — 1,07146) A 0 
als Zuwachs von @ die Grésse 0,00354, als Zuwachs von logo die Grésse 0,00171 ent- 
spricht. 

Bei der folgenden Hypothese nehmen wir demgemiss an: loge = 9,95595; um 
mit grésserer Genauigkeit den entsprechenden Werth von logo” zu finden, verbessern 
wir mit den drei Radienvectoren der vorhergehenden Hypothese r= 0,72574, 1’ = 0,64859, 
r'’ == 0,55533 die Werthe von logy, logn’, logy”. Die letzteren werden dadurch: 

oh eg logy = 9,99750, 
logy Y=" 9,993.16, 
logy” = 9,99894. 


log 0" wird gleich 9,80459, und die weiteren Zahlen der Rechnung ergeben sich 
wie folgt: 
ry? == 0,53032, y == 0,728 22, 
p= 0,309 15, r’ — 0,55601, 
logx = 9.43839, 
“2 == 0,075 380, 
(rr) rr” geometr. = 0,38411, 
(rr”) rr” phoron. = 0,38208. 

Das logo der Hypothese bediirfte diesmal der Verbesserung von 0,00131; um die 
Convergenz des Verbesserungsverfahrens zu erhéhen, nehmen wir an, dass die durch 
dasselbe zu erhaltenden einzelnen Correctionen eine geometrische Progression bilden; 
dieselbe wiirde hier mit den Gliedern: 

0,00171 + 0,00131 +... 
38* 
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beginnen; ihr Exponent wiirde 0,77, ihre Summe gleich 0,00171 - —— also gleich 
ih bt, 
0,00727 sein. Demgemiss diirfen wir schliessen, dass log@ sehr nahe gleich 9,95424 
+ 0,00727 oder 9,96151 sein wird, was sich in der That bestiatigt findet. 

Es ist deshalb jetzt die Verbesserung der Beobachtungszeiten wegen der Aberration 
vorzunehmen. Benutzen wir die », 4’, 4’ der vorhergehenden Hypothese, so finden wir, 
dass zu loge = 9,96151 ein loge” = 9,80982 gehdrt, und dann wieder folgende drei 
Radienvectoren: 


r — 0,73658 
r’ = 0,65664 
r= 0,558 19. 


Aus dem +’ folgt der Abstand von der Erde in der zweiten Beobachtung gleich: 


— R'cosy' + yr? — Rsin x? oder gleich 0,82396 + 0,276 28. 
Die drei nicht curtirten Abstinde von der Erde, mit denen man die Aberrations- 
constante von 493,31) nach den gegebenen Vorschriften multipliciren soll, werden somit: 


1,21250 
1,100 24 
0,979.50, 


und die geforderten Verbesserungen der Beobachtungszeiten, in Tagen ausgedriickt, gleich: 
— 0,006 92 
— 0,006 28 
— 0,005 59. 

Man wird also fiir den Schluss der Rechnung die Beobachtungszeiten: 


Juni 23,53258 
Juni 27,53304 
Juli 2,555.26, 


und die 9, 7’, 4”, Oy, 8 7', 3” ” noch einmal dementsprechend berechnen. 
Fiir die folgende Hypothese wird mit Riicksicht hierauf: 


4 


log ==" 9,997 37, logy = 893405, 
log n' = 9,993 38, log & yn’ = 9,184 30, 
log n"” = 9,998 98, log #4!’ = 8,83667. 


Fiihrt man die Versuche zu Ende?), so findet man endlich fiir log @ die definitive 
Lésung: 
logo = 9,96102, 
und fiir log 9”: 
log e” = 9,808 09. 
Es entsprechen dieser Lésung die Radienvectoren: 
fn == 0.73582, logr == 9,86677 
y' == 0,55755, logr” = 9,746 28 
“2. == 0,074787. 
Zunaichst berechnet man darauf den Bogen 1/, (v'’ — v) nach der Formel: 


Arr” sin 1/,(v" — v)2 = x? — (r” — v)2, 


") Siehe Anmerkung 8. 297. 

*) Bei dem Schlusse der Versuche ist es, wenn man eine sehr grosse Genauigkeit in die Rech- 
nung legen will, vorzuziehen, den geometrischen Werth von x” aus der Gleichung («'’ — x)? + (y” — y)? 
+ (2” — 2)? za suchen, um mit dem phoronomischen Werthe zu vergleichen; um so mehr, als die 
heliocentrischen Coordinaten doch spiiter berechnet werden miissen. 


j 
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woraus sich: 
V, (vo — v) = 9° 18' 59”,3 


ergiebt. 
Rechnet man darauf nach den Formeln (12) der 28. Vorlesung, so findet man noch: 
Y,(o" + v) = — 40021' 45,8 
logg == _ .9,568436 
oder: 
» == -— 90° 2! 30",9 
Go (he 24s $23, 


und hieraus mittelst der Barker’schen Tafel die Zeit des Perihels: 
T = 1857, Juli 17,99482 (Berl. Zeit). 
Die definitiven Werthe der heliocentrischen Coordinaten des Kometen waren fiir 
die erste Beobachtung: 


% = 0,59073, 4 = — 0,20066, «= 0,39015; 
fiir die zweite Beobachtung: 
Yeo Ol. ye == — 0,289 23, 2" —'0,33658; 
also werden die Gréssen a’, A’, b’, B’, c', C' u. s. w. 
a’ = num. log. 9,97237, Alia 2419 13! 14” 
b’ = num. log. 9,934 12, Be 288402045 
ce = mum. log. 9,79078, Ce OO eae 


Hiermit ist nun alles fiir Berechnung einer Ephemeride Erforderliche bekannt. Priift 
man, wie die zweite Beobachtung durch diese Constanten dargestellt wird, so ergiebt sich: 


Berechnete Rectascension — 61° 20’ 50” 
Beobachtete 5 = 61 20 48 
Berechnete Declination — + 44 43 56 
Beobachtete “ = 44 43 46. 


Die Rectascension wird so genau dargestellt, als es der Gebrauch der fiinfstelligen 
Tafeln erméglicht. Kine ebenso genaue Darstellung der Declination dagegen war, weil 
wir die Relation (2) angewandt, welche nur die Rectascensionen beriicksichtigt, nicht zu 
erwarten. 

Wollen wir nun noch die auf die Ekliptik bezogenen Elemente des Kometen kennen 
lernen, so haben wir, nach den Gleichungen (14) und (15) der 40. Vorlesung, mit dem 
Werthe ¢ = 23°27'37" fiir die Schiefe der Ekliptik zu der Epoche 1857,0: 

m — § = 134° 4’ 0” 
8 23 48 42 
a 121 6 52, 


oder, nach anderer Bezeichnungsweise: 
ie DOR NOL 
LO, sas Ys CY) 
(i OR OOM iGe 
Retrograd. 
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Zweiundvierzigste Vorlesung. 


Die Gauss’sche Form der Olbers’schen Methode, auf den Aequator 
tibertragen. 


Wir haben absichtlich in den vorhergehenden Rechnungen aus bald zu errathenden 
Griinden von einer Umformung der Gleichung (4) keinen Gebrauch gemacht, durch 


r 1 ; : 
welche die Grésse om welche am meisten durch die Convergenz der Verbesserungen 


verzégert wird, ganz aus der Relation verschwindet. Unsere Absicht war, den Leser 
schon an diesen Rechnungen erkennen zu lassen, wie man fiir den Fall, dass eine Beob- 
achtung wegen fehlender Declinationsbestimmung unvollstandig ware, doch nicht allzu 
miihsam zu einem scharfen Resultate gelangen kénnte. Diesem Falle widmen wir in 
der folgenden Vorlesung noch einige Betrachtungen; jetzt aber wollen wir zeigen, wie 
in dem Falle vollstindiger Beobachtungen fiir die Fundamentalebene des Aequators eine 
vollstindig strenge Gleichung zwischen @” und @, den auf diese Ebene curtirten Distanzen 
mi erhalten ist, in welcher als Unbekannte ausser @ und 0” selbst nur das Verhialtniss 


a noch auftritt. Von diesem Verhaltnisse lasst sich nach den friiheren Entwickelungen 


erkennen, dass es bis auf Gréssen von der Ordnung des Productes der kleinen Zwischen- 


zeiten, d. h. bis auf Gréssen der zweiten Ordnung inclusive genau, gleich dem Verhiltniss 
U / 


; , a , 
der Zwischenzeiten rT P oder a gesetzt werden kann. MHieraus geht noch hervor, 


dass eine solche Relation, wie wir sie zu entwickeln vorhaben, um die Genauigkeit des 
Olbers’schen M zu erreichen, die Kenntniss der 4, 7’, y"’ nicht mehr erfordert. Sub- 
stituirt man aber bei einer Wiederholung der Rechnung die 4 und yy”, welche dann 
selbst bis auf Gréssen zweiter Ordnung inclusive bekannt sind, so erhalt man die Un- 
bekannten bis auf Gréssen vierter Ordnung genau; tiberhaupt steigert jede Wiederholung 
die Genauigkeit hier um zwei Ordnungen, und wenn die Zwischenzeiten gleich sind, 
sogar um drei Ordnungen. 

Dieses vorausgeschickt, bemerken wir, dass der Coéfficient NW’ der Gleichung (4) 
im Gegensatze zu M' der Gleichung (2) von der Wahl der Anfangsrichtung in der 
Fundamentalebene abhangig erscheint, so dass es immer méglich sein wird, durch eine 
blosse Drehung des Coordinatensystems um die Z-Axe den Coéfficienten N’ und dem- 


1 5 : ; A : 
nach auch N’ - ay Zam Verschwinden zu bringen. Es sollen also jetzt die Rectascensionen 


von einem Meridian gerechnet werden, welchem nach der gewéhnlichen Zahlweise die 
Rectascension A’) entspricht, unter der Bedingung, dass: 
N' = X'tg0' cos Ay + Y' tg 0’ sin A’) — Z’' cos (w' — A',) = 0 
wird. Die Auflésung dieser Bedingung ergiebt: 
X! tg 0’ — Z! cos a 1) 


' _ . . . e . . . UU 
ER Y' tg 0 — Z' sina’ (1) 


1) Es mag hier vorlaufig Erwahnung finden, dass nach dieser Gleichung A’, mit der Recta- 
scension (beziehungsweise der Linge) der Pole eines gréssten Kreises identisch ist, welcher den 
zweiten geocentrischen Ort und den zugehdrigen Sonnenort verbindet. 
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Die Zweideutigkeit des Quadranten von A’) ist hier gleichgiiltig, da sie keinen 
Einfluss hat. 

An die Stelle der Gleichung (4) kénnen wir daher jetzt die folgende setzen: 

» tg 0 cos (we — A’y) — tgd’cos(a— A) On 

a tg 0" cos (c!” — A’) — tg 0" cos (w — A’) 874" : 
tg 0! (X" cos A’) + Y" sin Aly) — Z" cos(w — Ay) | (2) 

ig 0' cos (c” — A',) — tg 0” cos (u' — A'y) 
tg 0’ (X cos A’) + Ysin A'))— Zceos(u'— A) ON 

. tg 0" cos (a — A’) — tg 8" cos (a! — A) 97 4" 

welche Formel noch vollkommen streng ist. 


Nimmt man nun aber an, dass das Verhiltniss bei dem Kometen und bei der 


on 
gl" n" 
Erde gleichen Werth hat, was bis auf Gréssen zweiter Ordnung inclusive richtig ist, so 
muss die vorstehende Relation auch die Lésung der Erdbahn: 9 = 0 und 0” = 0 mit 
einschliessen, was nur méglich ist, wenn sich auch das von @ freie Glied der rechten 
Seite auf Null reducirt. Man kann daher mit demselben Grade von Annaherung, den 
die Olbers’sche Methode besitzt, von der Gleichung: 

pets cose —— Ay) — igd cos(a — A',) vt! —# 3 
Beer o cose = A) = 190" cos (oo) — A’) & — i ee wel?) 
Gebrauch machen, bei welcher die Verwandlung der Beobachtungen in Lange und Breite 
nicht mehr verlangt wird. 

Gelingt es nun noch, die Gauss’sche Form, die Versuche anzustellen, auf den 
Aequator zu iibertragen, so werden wir zu einer Methode gelangen, welche grésste 
Bequemlichkeit mit grésster Schirfe vereinigen lasst. Wir erreichen unseren Zweck 
wenn wir setzen: 


X" — X = goosy cos G 
Y"” — Y = goosy sinG 
Z" — Z = gsiny, 
wobei, wie leicht ersichtlich, g die Erdsehne zwischen der ersten und dritten Beobachtung, 
G die Rectascension des ersten Erdortes, vom dritten aus gesehen, y die zugehdérige 
Declination bedeutet. 
Ferner setzen wir, analog den friiheren Entwickelungen in der 28. Vorlesung: 


MM cos wi!’ — cos % = hcos € cos H 
MU sin w — sina = heos 6 sin H 
Mig 0" —tgd =hsinf, 


wodurch man fiir x? oder (#” — «)2 + (y” — y)? + (e” — 2)* folgenden Ausdruck 
erhalten wird: 
“2 — o%h? — 2goh[siny sin§ + cosy cos§cos (G — H)| 4+ 9. 

Bezeichnen wir den Winkelabstand des ersten geocentrischen Ortes des Kometen vom 
ersten Sonnenorte mit ~, die entsprechende Grésse bei der dritten Beobachtung mit ", 
so haben wir: 

Rosy = Xcosdcosm + Yoosdsina + Zsind 

R" cos" = X"cos 0" cos a" Y" cos 0" sina!” + Z" sind”. 

Es sei auch noch der Kiirze wegen: 
cosp = sinysin§ + cosy cos§cos (G — H), 

so werden r?, r’? und x? wieder ganz ihre friihere Form (28. Vorlesung) annehmen; 
man wird namlich haben: 
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r2 == (@secd — Roos)? + R2siny? 
r’2 == (M@ secd"” — R" cosp")? + BR"? sin pl? 
x? == (oh — gcos@)? + g?sin gy 
Man braucht jetzt nur noch wieder die Grésse uw mittelst der Gleichung: 


oh — goog = u, 
dai: 


einzufiihren, und die Versuchsgleichungen werden wieder ganz die friiheren, nur mit 
dem Unterschiede, dass sich 9, und entsprechend w, ebenso wie das wieder mit M 


" 
bezeichnete Verhaltniss 7 hier auf den Aequator, statt auf die Ekliptik beziehen. Es 


ist leicht zu sehen, dass die Formeln fiir die Ekliptik durch Specialisirung aus den 
vorhergehenden zu erhalten sind. 

Wir wollen fiir diese der Olbers’schen nahe verwandte Methode, welche ihr an 
Bequemlichkeit ungefahr gleich kommt, aber dabei so ungemein leicht den héchsten Grad 
von Schirfe in die Bestimmung legen lisst, noch einmal die Formeln zusammenstellen. 


Dreiundvierzigste Vorlesung. 


Zusammenstellung der Formeln fiir die unmittelbar auf den Aequator 
bezogene, strenge Form der Olbers’schen Methode. Rechnungsbeispiel. 


Man berechne: 
X' tg — Z' cos o! 1 

Y' tg 0’ — Z' sino!’ ” 

tg dcos(V + a) —tgd’cos(V ta) t’—? 
tg 0’ cos (V + a") — tg 0" cos (V + ow’) ¢ —t? 
gcosycosG = X" — X 
gcosysinG = Y" —Y 
gsny = LZ" —Z 
M — cos (o! — «%) = hcos€cos(H — «’’) 
sin (o!” — «%) == hcos§ sin(H — a’) 
Mitgd"” — tgd = hsin€ 
cosp = sinysin€ + cosy cos€cos(G — H) 
Reosy —= Xcosdcosa + Yeosdsina + Zsind 
R" cosy" = X" cos 0" cos oi!" Y" cos 0" sino’ + Z" sind". 


(oVa=— 


Ve 


*) Oder auch, wenn man lieber die Polarcoordinaten, Rectascension und Declination des Sonnen- 
ortes A’ und D' gebrauchen will: ; 
ny = tg 8” cos A! — tg D' cose 

tg 0’ sin A! — tg D! sin of! 
Desgleichen kann man im Folgenden setzen: 


cosy = sind sin D + cos d cos D cos(a — A), 
cos" = sin 0” sin D! + cos 0” cos D" cos (a! — A"). 


A = gsing 

B= Rsinb 

B" = R" sin yl 

b° = heosd 

nee 

ac M 

c = gcosy — bdReosh 

" = gcosg — b" R' cosy", 
dann wird wieder: ; 

i — 4 1 =) + B 

ys — Cone aa : -) + B” 


4? — 4? + A?; 
ist w auf bekannte Weise, der Lambert’schen Gleichung gentigend, bestimmt, so wird: 
__ u+ geosp 
ae So, 
Fiir eine Wiederholung der Rechnung wird man die Zeiten wegen Aberration 
corrigiren, und UM nach Gleichung (2) unter Beriicksichtigung der 1 und 4" von Neuem 
bestimmen, dabei jene Gleichung unter der Form: 


Ye 
genet (+8 
schreibend, in welcher: 
tg 0"( X" cos V — Y¥" sin V) — Z" cos(o! + V) 
tg 0’ cos(V + a) — tgd"cos(V + a) 

tg 0’ (X cos V — YsinV) — Zcos(#' + V) 

tg 0’ cos(V + a) — tgd"cos(V + a!) ? 
tgdcos(V + a!) — tgd'cos(V + «) an 
tg 0! cos(V += ot”) — tg 8" cos(V + a!) Ox" 


Die zweite oder Verbesserungsrechnung wird also mit dem Werthe: 
a’ 
M=a ‘On 


worin der in der ersten Rechnung gefundene Werth von @ zu substituiren ist, zu 
fiihren sein. 

Man erreicht durch die Verbesserung des M hier dasselbe, was man auch durch 
andere Arten der Correction des Olbers’schen M erreicht, dass der durch den zweiten 
Sonnenort und den zweiten geocentrischen Ort gehende Kreis durch die berechnete 
Parabel wiedergegeben wird. Entsprechen die Beobachtungen in Wirklichkeit einer 
Parabel, so miissen auch wieder der beobachtete und der berechnete Ort in einen Punkt 
des genannten gréssten Kreises fallen. 

Wir benutzen noch weiter das Material des Kometen 1857 III, um die grosse 
Bequemlichkeit der oben gegebenen Formeln zu zeigen. Mit Zugrundelegung also der 
Daten der 41. Vorlesung erhdlt man: 


CC 


= 


Pe os = 2803) 32" va ae 194° 17’ 28” 
log M = 9,848 28 c =— 7 5919 
Cee 186° 4'56” logh .. = 9,663 45 
y =—=— 238 5 gcosp = 0,148 33 
logg = 9,183 24 Reosyp = 0,808 73 


Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 39 


— 306 —— 


R" cost" = 0,85827 log b = oes 
log A == 8.54866 log b” ==. ¥,63398 
log B == ~ 9,189 61 ¢ —= — 0,138227 . 
og BS = OTaGe7 eo = — 0,22117 
Den Gleichungen: 
oe (“7*) + B 
pee (“ - ea 4 Bh 
“2? == 4? + Ae 
und der Lambert’schen Gleichung wird nun, wie man leicht findet, geniigt durch: 
u = 0,271 32, 
d. h. durch folgende Werthe von logo, logo", logr, logr” und x?: 
loge = 9,95942 
log 9’ = 9,80770 
logr == 9,86595 
logr” = 9,74617 
x2 = 0,074866. 
Will man die Genauigkeit noch weiter bis zu den Gréssen vierter Ordnung in- 
clusive treiben, so hat man die Gleichung (2) anzuwenden, in welcher A’, mit — V 


identisch ist. Es wird nun, wie wir hier nicht von Neuem zu berechnen brauchen, mit 


Beriicksichtigung der Aberration +), log = 0,09738, demnach: 


on 
Bal 
’ — 0,702850 + 0,24517 — 0,244.58 
1 
— (0;70285 + 0,00059 - a) 
( » Sell (o) Q 


oder, wenn wir fiir (@) den eben gefundenen Werth, dessen Logar. = 9,95942, einsetzen: 
o” — 0,70350 9, 


9 


Cashiet 
log M = 9,847 26; 
bei der zweiten, mit diesem Werthe zu fiihrenden Rechnung wird man so gut wie 


vollig strenge, mit dem friiher auf langerem Wege gefundenen Resultate iiberein- 
stimmende Zahlen erhalten. 


Vierundyvierzigste Vorlesung. 


Der sogenannte Ausnahmefall der Olbers’schen Methode. Berech- 
nung der Bahn eines Kometen aus drei Beobachtungen, von denen 
} nur zwei vollstindig sind. 


Nach den Principien der Olberxs’schen Methode war das Verhiltniss M der 
Distanzen von der Erde aus der Lage des Durchschnittspunktes jener beiden gréssten 
Kreise der Sphire zu finden, von denen der eine die beiden fusseren geocentrischen 


*) Siehe Bemerkung S. 297, 
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Oerter, der andere den mittleren geocentrischen Ort mit dem Orte der Sonne verbindet. 
Es ist klar, dass dieser Durchschnittspunkt und demnach auch der Olbers’sche Aus- 
druck fiir das genannte Verhiltniss an grosser Unbestimmtheit und Unsicherheit leiden 
werden, so oft die beiden Kreise nur einen sehr kleinen Winkel mit einander bilden, 
d. h. wenn die Richtung der geocentrischen Bewegung eines Kometen sehr nahe mit 
dem durch die Sonne gelegten griéssten Kreise zusammenfallt. Diesen Fall, wo man 
demnach die Relation zwischen @ und 9” mit anderen Hiilfsmitteln ableiten muss, nennen 
die Astronomen den Ausnahmefall bei der Olbers’schen Methode. 

Die Hiilfsmittel nun, welche alsdann zugezogen werden kénnen, besitzen wir schon 
in den Entwickelungen der 40. Vorlesung; denn in den Relationen (2) und (4) dieser 
Vorlesung spielt der Durchschnittspunkt der genannten Kreise keine Rolle. 

Obgleich hiernach die Untersuchung im Ausnahmefalle als erledigt betrachtet 
werden kénnte, weil man sich, sei es fiir den Aequator, oder fiir die Ekliptik, durchaus 
der Formeln der genannten Vorlesungen bedienen kann, so mag doch hier noch eine 
Entwickelung Platz finden, welche zuweilen mit Nutzen bei Kometenbahnen von geringer 
Neigung gegen die Erdbahn angewendet werden kann. Die Parallaxe kann dabei nicht 
gut von vornherein beriicksichtigt werden, weshalb es hier bequemer erscheint, die 
Formeln auf die Ekliptik zu beziehen. 

Die friher entwickelte Relation (4), 8. 289, wobei die M definirt sind durch dic 
Gleichungen (3), 8. 294: 

sin (A" — A’). ce’ 9” = M — Me — Mc" — sin(A — 1’). co 
geht dann iiber in: 
sin (A" — 1’) c 0” = R'sin(A’ — ©’) — Rsin(’’ — ©). ¢ 
— R"sin(v’ — ©")c’ — sin(a — A’) co. r 

Es ist nun einleuchtend, dass, wenn in dieser Gleichung die Verhiltnisse = aa 
wie sie fiir die Erdbewegung stattfinden, substituirt wiirden, dieselbe durch die Werthe 
o = 0 und 0” = 0 befriedigt werden miisste, da die Erde selbst sich in den drei durch 
die Beobachtungen gegebenen Gesichtslinien befindet. Bezeichnen wir daher die genannten 
Verhiltnisse bei der Erdbewegung mit C und C”, so wird die Gleichung: 

0 = R'sin(V’ — ©’) — CRsin(d’ — ©) — CR" sini’ — ©") . 
oder: 1 C 
0 = R'sin(a’ — ©')- Gi — Rein (’— ©)- ees R" sin (4! — ©") 


erfillt sein miissen. Subtrahirt man diese Gleichung von der obigen Relation, nachdem 
man die letztere durch c” dividirt hat, so findet man: 


Bodiam or (e—4) 


, c C ; Cc 
— Rsin(’ — ©) @ = ar) — sin(A — A’) a 0. 


Ferner aber ist, mit Riicksicht auf die Definition von ¢ und e”, sowie die Ent- 
wickelungen der 32. Vorlesung: 


a Le ce we ea, a 1 ag" 
Me Rah Me co nite Oe 9) 
a y" ny" n + yn" gl y a" ao" 
eons nl ey! Uber 
also: zy ; 
1 a Og" C o 
goplo ge) fae 


39* 
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and analog fiir die Erde (da die Ausdriicke bei den Kegelschnitten allgemein gelten): 
1 a ao" C a 
@w=pl-gm) wae 
Folglich erhalten wir, wenn wir von diesen Gleichungen in der obigen Relation Gebrauch 
machen, die Gleichung: 
eS Aa ( 1 ) sin (A' — ©') a  sin(A — #) (1) 
ot R' 73] sin (A" — 2’) O” sin (A" — 2’) (C2) ike 
Nach dem Vorschlage von Encke fiir den Ausnahmefall der Olbers’schen 
Methode kann diese Gleichung so angewendet werden, dass man zuerst: 
OD ce fh geet Maree) toa eae i ed 
o | Oo” sin (A” — 0) 
den Formeln der Olbers’schen Methode als Ausdruck fiir IJ zu Grunde legt. Der 
danach durch die bekannten Versuche erhaltene Werth von @ sei gleich (@), so wird 
dann nach Gleichung (1) der Ausdruck: 
Oe a ay mM il sin (A' — ©') ® sin (’ — A) 
2 (0) a Pe = "sin (A — A) a” "sin (A" — 2d) 
ein verbesserter Werth des Olbers’schen M sein, mit welchem die Rechnung zu 
wiederholen ware. Es ist demnach der zuerst angenommene Werth: 
a sin (A' — A) 
Oo” sin (A"” — A’) 


mit dem Correctionsfactor: 


i O38" R' sin (4’ — ©’) (a i =) 
2(0) sin(d’ — a) R3 y'3 
zu rultipliciren. 
In dem von uns schon mehrfach benutzten Beispiel vom zweiten ‘Kometen des 
Jahres 1813, welches zwar keinen Ausnahmefall bietet, gerade deshalb aber geeignet 
ist, den Grad der Anniherung der vorhergehenden Formeln zu zeigen, war: 


log = 9,08392, KOA — — 4049! 16", 
log 8’ = 9,38323, ie 7 en SOUR OIG ae 
log 8” = 9,08049, logsin(A’' — a) = 8,92451,, 
log (@) == 9,803 66, log sin(A"” — a’) = 9,224.52, 
logr' = 0,123.99, u— ©! = 241048737", 
log RB’ == 0,001 75, log sin (4 — ©') = 9,945 1 Tae 
Setzt man in der Formel (1) zuerst 7’ = R’, d. h. macht man von (2) Gebrauch, 


so erhalt man: 
log M = 9,703 42. 
Rechnet man hingegen mit Benutzung der obigen Werthe von r’ und 9, auf welche 
man successive durch Wiederholung der Rechnungen der Olbers’schen Methode gefiihrt 
werden wiirde, so findet man: 
ao" sin(’ — ©’) R /1 1 
2(0) sin (A’ — 2) = a =) Se eee Pes 


den Correctionsfactor des obigen M demnach gleich: 


1,135 63, 
dessen Logarithmus: 

0,055 24 
zu dem Werthe von log M = 9,70342 addirt werden muss, um diesen letzteren zu ver- 


bessern. Man erhalt demnach jetzt: 
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log M = 9,75866, 

wahrend nach dem gewéhnlichen Ausdruck der Olbers’schen Methode: 
log M = 9,75799 

gefunden wurde. 

Nicht immer, obwohl meistens, wird in dem Ausnahmefalle der Olbers’schen 
Methode die Bewegung in Lange die iiberwiegende sein; auch der Fall, dass der geo- 
centrische Ort hauptsachlich Breitenainderungen erleidet, und also wegen der Kleinheit 
von A’ — 4 und 4” — d' auch die vorhergehende Formel fiir UM ihre Dienste versagen 
wiirde, hat einigen Anspruch auf unsere Beriicksichtigung. Aus der Relation (4), Vor- 
lesung 40: 


1 
(cos A’ tg B” — cos A" tg B'). 0” = N’- view NG — N” — (cos d'tg B — cositg B') - 5 Q, 
worin: N ==Rves): to 8 


Ne ==.’ ‘cos:©) tg Bi 
N" = R"' cos ©" tg B', 


folgt durch Betrachtungen, welche den vorhin angewendeten ganz analog sind: 
ao 1 
(cos 4' tg B” — cos A" tg B’) 0” = aa R' cos ©' tg B’ - (a Bt =) 


a 
— (cos i’ tg B — cos tg B’) ar 9: 


» _. & cositg B' — cosi' tg B 4 ao" é i) R' cos ©! tg B' (3 

a 8 cos M tg B" — cos A" tg p' ° 2 R83 r’3} cosi'tg B" — cos A" tg fp’ ) 

Hs ist einleuchtend, dass es fiir die Relation zwischen 0” und @ ganz gleichgiiltig 

sein muss, von welchem Punkte der Ekliptik die Lingen gezahlt werden, so dass man 

unbeschadet der Richtigkeit der vorhergehenden Gleichung die in derselben vorkom- 

menden Gréssen 4, 4’, 4” und ©’ um den Betrag ©! vermindern kann. Dadurch geht 
dieselbe iiber in: 

» _ ® tg B'cos (A — ©') — tg Boos (4' — ©') 

a gl! tg B" COs (A’ Mie: ©’) meee tg Bp’ COs (A” — + ° 


i R' tg B' 1 1 
+", Bale tg B' cos (4’ — ©') — tg B' cos (K” — ©) (a *)| 


Der Factor von @ auf der rechten Seite dieser Gleichung unterscheidet sich von 
dem gewoéhnlichen Ausdruck fiir das M der Olbers’schen Methode, wie man sieht, 
bloss dadurch, dass hier iiberall die Cosinus der Bogen 4 — O', 4 — OC, 2” — CO! 
yorkommen, wo dort die Sinus stehen. In einem Ausnahmefalle der in Rede stehenden 
Art kann man daher so verfahren, dass man in dem gewdéhnlichen Ausdrucke fir das 
Olbers’sche M die Cosinus statt der Sinus der obigen Unterschiede einsetzt. Hat man 
hierdurch eine erste Naherung erhalten, so kann dann dieses M durch Multiplication 


mule) 


mit dem Factor: 

Pes 09" tg Bl R ue uy 
2 tg B’cos (A — ©') — tg Boos (A’ — ©') (0) \RB #'8 
- verbessert werden. ; 

Bei dem Kometen 1813 II. liefert die Cosinusformel: 
log M = 9,73400; 

der Logarithmus des Verbesserungsfactors aber wird, log (9) = 9,803 66 und log r' = 0,123 99 
gesetzt, gleich: 
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0,02427, 
also der verbesserte Werth selbst: 
log M = 9,758 27, 
was mit dem nach der Carlini’schen Methode gefundenen log M = 9,75826 so gut 
wie vollig, und auch mit dem Ergebniss der Formel (2) ziemlich gut iibereinstimmt. 
Die Formel (4) verdiente aber hier vor jener wegen der stirkeren Breitenbewegung 
den Vorzug. 

Der aufmerksame Leser wird vielleicht selbst schon die von uns viel gebrauchte 
Relation (2) (40. Vorlesung), und die daraus abgeleitete (1) dieser Vorlesung, in welchen 
beiden die Winkelcoordinaten des Abstandes von der Fundamentalebene, d. h. die Decli- 
nation oder die Breite, explicite nicht vorkommen, als unmittelbar brauchbar auch fiir 
den Fall einer Bahnberechnung erkannt haben, welche auf zwei vollstandige und eine 
unvollstindige Beobachtung gestiitzt werden soll. Es ist dies ein Problem von prak- 
tischer Bedeutung, weil bei den Beobachtungsmitteln, auf deren Gebrauch sich die 
Astronomen bei den Kometen vorzugsweise angewiesen sehen, die Bestimmung einer 
Declination ziemlich leicht misslingt. 

In dem Rechnungsbeispiele der 41. Vorlesung hatte es, wie man leicht erkennt, 
der Kenntniss der Declination der zweiten Beobachtung gar nicht bedurft; diese Deeli- 
nation diente dort nur dem untergeordneten Zwecke, die fiir die Beriicksichtigung der 
Aberration néthige Bestimmung von Qg’ aus r’ auf eine bequemere Art auszufiihren. Hs 
hatte dies aber auch dadurch geschehen kénnen, dass man das Formelsystem: 

o' cose’ == ce + cla" + xX! 

o' sine! = cy ne ely" mils y! 

o! tg 0 =ceg + cl gl! ae VAL 
aufléste, wodurch dann sowohl der fiir die Verbesserung der Beobachtungszeit zu suchende 
Abstand von der Erde Q’secd’ bekannt, als auch eine schitzbare Controle der Rechnung 
gegen grébere Fehler gewonnen wird; denn es wird das so zu findende g mit der 
gegebenen Rectascension sehr nahe tibereinstimmen miissen. 

Ware die unvyollstindige Beobachtung immer die mittlere, so wiirden wir den 
gegebenen Vorschriften nichts weiter hinzuzufiigen haben. In der Praxis aber ist es 
gerade die Beobachtung in der Nacht der Entdeckung, also die erste, welche mehr als 
andere der Gefahr, unvollstindig zu werden, ausgesetzt ist. Aber auch diesem Falle 
kénnen die Formeln der 40. Vorlesung durch eine leichte Modification angepasst werden, 
indem man den auf die unvollstandige erste Beobachtung beziiglichen Daten den Accent ' 
giebt. Das Material der Rechnungen der 41. Vorlesung wiirden wir dann, naimlich unter 
der Voraussetzung, die Declination der ersten Beobachtung (Juni 23.) sei nicht gelungen, 
in folgendes Schema stellen: 


t, v, t . .°. . . Juni 27,53932, Juni 23,53950, Juli 2,256085 


Staonal tate tee 619 20/48" . 53° 6/51" 779 of 44" 
r) Leper Ceca ak UA Vat Ue + AS ee 
XK XY ae ae eee OS — 0,04203 — 0,19350 
Y YOVeO ae gee 0,927 30 0,93183 0,915 69 
Vy Si ees 0,402 35 0,404.32 0,397 31, 


um dann darauf mit consequenter Beriicksichtigung der Vorzeichen die Formeln der 
40. Vorlesung anzuwenden. Es wird dabei 9” negativ, desgleichen #7", da die Reihe 
fiir das Verhiltniss des Sectors zum Dreieck nur die geraden Potenzen von # enthilt. 
Die Vertauschung der ersten mit der zweiten Beobachtung hat also bei diesen Groéssen 
die Folge, dass auch ®y und ®y! sich vertauschen, wihrend 7" negatives Vorzeichen 
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bekommt. Bei den VM, M’, M" dagegen werden in Folge der verainderten Ordnung des 
Materials ganz andere Zahlen zum Vorschein kommen, im vorliegenden Falle z. B.: 


MM = OGAL17 
mM’ — — 0,59291 
Mu — — 0,70437, 
als Relation zwischen @ und 9” wird die Gleichung: 
0,65889 . co!” — — 0,59291 + 0,64417¢ + 0,70437. c” + 0,17816 co 
oder: 
on! on i on 
0,65889 9” = — 0,59291 Frog + O,6441T gio + 070437 + 0,17816 gata 0 


erhalten werden. Im Uebrigen weicht der Gang der Rechnung von dem des Beispiels 
in der 41. Vorlesung nicht ab; es erscheint daher unndthig, dieselbe hier von Neuem 
durchzufiihren, 

Man kann vielleicht noch wiinschen, auch den Fall behandelt zu sehen, wo die 
Declinationen alle gegeben sind, dagegen eine der drei Rectascensionen fehlt. Derselbe 
kann ganz leicht zu einem praktischen werden, z. B. dann, wenn man nach Anstellung 
einer in beiden Coordinaten gut gelungenen Beobachtung entdeckt, dass an der Recta- 
scension des gebrauchten Vergleichssternes eine Unsicherheit haftet. Der erfahrene 
Beobachter weiss, dass Unsicherheiten von mehreren Zeitsecunden, aus Zaihl- oder Schreib- 
fehlern entsprungen, gar nicht so iiberaus selten selbst in den besten Sternkatalogen 
sich vorfinden, dass darauf nicht einige Riicksicht zu nehmen ware. 


Dieser Fall kann ohne besondere Schwierigkeit auf Grundlage der Gleichung (4) 
(40. Vorlesung) behandelt werden; denn obwohl in derselben die ‘als nicht genau bekannt 
anzusehende Rectascension « ebenfalls vorkommt, so kénnen wir es, da sie nur durch 
ihren Cosinus vertreten ist, leicht so einrichten, dass eine ganz rohe, nur bis auf etwa 
eine Zeitminute genaue Kenntniss derselben, wie wir sie ja immer zur Hand haben 
werden, zur Aufstellung der Relation zwischen @ und 9” vollkommen hinreicht. 

Offenbar ist die die Abhangigkeit des @” von @ ausdriickende Gleichung unab- 
hangig von dem Nullpunkte der Zaihlung der Rectascensionen; man kann diesen Null- 
punkt daher, anstatt in das Friihlingsiquinoctium, in einen Punkt des Aequators ver- 
leven, dessen Rectascension nach der gewéhnlichen Zahlungsweise einen gewissen Werth 
a, hat. Die Gleichung (4) der 40. Vorlesung wird dann iibergehen in: 


; ¥ ry ; : g! x! oS 
[cos (0 — a.) tg 0" — cos (a — a'y)igd’] 0” = N' anh N 97 - 
wy iA je / / on 
“Sa N + ae [cos (a iy: oy) tg 0 ——— COS: (a oh!) tg 0'| Oy" QO, 


worin dann aber fiir N, N’, N” der Reihe nach die Ausdriicke: 
(X cosa’, + Y sine’) tgd’ — Z cos (a — ay) 
(X' cos o', + Y" sin a',) tg 0’ — Z' cos (a — ay) 
(X"cos a!) + Y" sin oo) tg’ — Z" cos (ou! — a'y) 


za setzen sind. 


Es wird nun aber immer méglich sein, die willkiiliche Grésse a’) so nahe dem 
za wahlen, dass ohne merklichen Fehler: 


cos (0 — o/,) = 1 


Sesetzt werden kann, und die obigen Ausdriicke die Form: 
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ty ! oO v7) 
he 7 N go" x!" 


[ig 6” — cos (ct — wy) tg 8’] 0” = N’ 


a 
— WN" — [tgd — cos (% — wy) tg 0] Pal @, 


N = (X cosa’, + Y sina'y) tgd’ — Z 

N' = (X' cose’, + Y’ sina',) tgd’ — Z' 

N" = (X" cosa, + -Y" sina'y) tg 0’ — Z" 
annehmen. 

Aus dem Materiale des Kometen 1857 III. z. B. hatten wir, wenn wir statt der 
Declination der zweiten Beobachtung deren Rectascension als nicht genau bekannt vor- 
aussetzten, mit der Annahme: 

o> = 61°30’: 
N = + 0.38703 
NY =="> 03303.15 
N” = + 0,30840 


[tg 0” — cos (a — o,) tgd'] =  0,18732 
[tg — cos (%® — ay) tgd’| = — 0,11093. 
Iferaus ergiebt sich die Relation: 
x! a 
0,18732 9” — 0,35315 al — 0,387 03 Brat 


9 
— 0,30840 + 0,11094 wat 0. 


feat) 


Substituirt man fiir se und CaS die definitiven Werthe, wie sie sich schliess- 
" oa 


PANE 


lich in der 41. Vorlesung ergaben, d. h. log & 7 
erhilt man den zu dem Werthe loga = 9,96102 gehérigen Werth von log 9" gleich 
9,808 28, wahrend derselbe an jener Stelle gleich 9,80809 gefunden wurde. Der kleine, 
fiir praktische Zwecke meistens nicht in Betracht kommende Unterschied riihrt zum 
groésseren Theile daher, dass die hier gebrauchte Declination der mittleren Beobachtung, 
und die oben zu Grunde gelegte Rectascension nicht einer und derselben Parabel ent- 
sprechen. 

Da, wie wir eben gesehen, eine Schitzung der verfehlten Rectascension bis auf 
15 Bogenminuten oder 40 bis 60 Zeitsecunden genau gentigt, die zur Bahnberechnung 
erforderliche Gleichung zwischen @ und @” aufzustellen, so ist also das Fehlen der 
Rectascension bei einer Beobachtung ebenso wenig wie das der Declination ein Hin- 
derniss fiir die Ausfiihrung der Vorschriften der 40. Vorlesung. 


— 0,34761, log yr — 0,09737, so 
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Finfundvierzigste Vorlesung. 


Hine andere Umformung der Gleichung (4) in Vorlesung Vierzig. 
Bessel’s Beitrag zur Kometentheorie. 


Durch einen Kunstgriff, welchen wir im Vorhergehenden schon einige Male in An- 
wendung brachten, kann die Relation (4): 


1 
(cos A’ tg B' — cos i" tg B') 0” = N' ae n= 
— N" — (cosa! tg B — cosa tg B’) aH 0 


1 : c ; 
so umgeformt werden, dass die Grésse =, welche im Gegensatze zu — schon in der 
G c 


ersten Naherung den Radius vector r’ in die Formeln einfiihrt, verschwindet. 

Wir machen wieder die Bemerkung, dass der Nullpunkt der Ziahlung fiir die 
Langen nach Belieben gewahlt werden kann, und nehmen jetzt als solchen einen Punkt 
der Ekliptik von der Linge 909+ ©’. Es geht dadureh cos iiber in cos (A— 90° — ©') 
oder sin(A— ©), cos i’ in sin (A'— ©’), cos A” in sin (A — ©'), Nin Rsin(O — O') tg B, 
N' in & sin (©! — ©’) to B’ oder Null, N” in R” sin (©O” — ©’) tg B' und die ganze 
obige Gleichung in: 

» __ tg 8’ sn(A — ©’) — ig B sin(a’ — ©’) 
0 > 4g BT sin Ca a an GO — O’). e ° 


Rig B’ sin(O' — ©) a + Rtg B’ sin(C! — ©") 
tg B" sin (4’ — ©') — tg B’ sin(a” — ©’) 


(1) 


ae 
iiber. 
Es ist dies wieder eine durchaus strenge Gleichung, welche speciell das Olbers’sche 


M ergiebt, sobald das Verhaltniss 5 bei dem Kometen dem entsprechenden Verhilt, 
niss bei der Erde oder der Grosse: 
ee ae R! sin (6" noo ©') 
R sin (©! — ©) 


gleichgesetzt wird; man erkennt sofort, dass alsdann das Zusatzglied zu dem Olbers’- 


schen Ausdrucke verschwindet. 

Die Gleichung fiihrt uns daher ebenfalls auf das schon bekannte Hiilfsmittel, die 
Olbers’sche Methode von dem Fehler der Voraussetzung zu befreien, dass die Sehne 
der Kometenbahn von dem mittleren Radius vector in demselben Verhiltniss, wie bei 
der Erde geschnitten werde. Es ist zu dem Zwecke nur néthig, wenn eine erste Rech- 


: ; c ¢ ; : : 
nung die Distanz @ = (9) und eae (=) hat finden lassen, die Bestimmung mit Zu- 


grundelegung des Ausdruckes: 


ae tg B' sin(A — ©') — tgB sin(v’ — ©’) € 
agp sin( — ©’). — ig f’ sin(t” — © 7 


Rtg B' sin(@' — ©). (ir) an R" tg B' sin(C! — ©”) 1 
tg B" sin (A’ — ©') — tg B sin (A” — ©0') (Q) 


Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 40 
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: : 5 ¢c 
za wiederholen. Um nun aber zu vermeiden, dass man bei der Berechnung von Ww 
jedesmal auf die Elemente selbst zuriickgehen miisste, behandelt Bessel die Aufgabe: 
vr durch die beiden Ausseren Radien und die Zwischenzeiten unmittelbar zu finden ?). 


Wir haben fiir diese Aufgabe schon oben eine indirecte, praktisch sehr bequeme 
Auflésung kennen gelernt, indem wir bemerkten, dass fiir r’? die Gleichung: 


5 7 2 a n Aad x" 
7? = one ot a 1 ; oe st 
= g! Ne 2 an gg! 7" 
a | or + oy! ; = a 
wi on : gl 7" ; 
g x! Bu y! 
existire. Von einer Schitzung fiir r’ ausgehend, fanden wir einen Naherungswerth fiir 
yn, 7’, n", mit welchem wir dann r’ genauer bestimmen konnten; dieses lieferte uns 
darauf genauere Werthe von 7, 7’, 7’, dann wurde die Berechnung des r’ wiederholt 
und so fort, bis sich nichts mehr inderte. Obgleich die rasche Convergenz dieses Ver- 
fahrens das Bediirfniss einer directen Auflésung nicht fihlen laisst, so kann doch die 
elegante Behandlung des Problems durch Bessel hier nicht gut iibergangen werden. 
Bedeuten nach unserer gewéhnlichen Bezeichnung », v', v’ die wahren Anomalien, 
so wird bei der Parabel: 


e #2 _ rr sin(o” — ov) sin(e — 0’) <c0s1/,,02 
cn" rr’ sin(o’ —v) ~—— sin(v' — v) cos 1/,v'? 
__ (tg, 0" cos 1/yv' — sin'/,v') (cos 1/,u' + tg }/,v" sin 1/, 0) \ (2) 
(es ee 


eres Vou! —tg'/,v' 1 + tg V,0' tg V/s vt" 
~ tgYau' — tg, 1+ tg'ov tgi/,0! 
Wir fanden nun schon in Vorlesung 35 fiir den doppelten parabolischen Sector 2 
die Gleichung: 


a 
24 = q (tg 20" — tg ¥, v) (1/5 tg Ya 0"? + 4/s tg Yo v" tg a0 + VY; tg 3/g0? 4+ 1), 


(sin '/, o' — tg 1/,v cos 1/,v') (cos /gv' + tg ov sin %/y 0) | 


also wenn wir zur Abkiirzung: 


3 = 
a ( t’) — fs 
3k 
5} (’—) = 7, 
3k 
Bi it t ae — Yi 
wes 
setzen und die Gleichung auf die Intervalle ¢’ — ¢ und ¢’ — t anwenden: 


T" = qh (tg 3/0 — tg3/or) (3 + ty%/go® + to/,v toro’ + ty/nv%) | (3) 
T = ¢ (tg3/,0" — tg/,v') (3 + tg Yov"? + tg Yoo" tg 1/ov' + tg 3/.v'2) J 
oder: 
T" — g’h (tg /gv' — tg 1/g 0)? = 34% (tg1/, 0’ — tg 1/20) (1 + ty /0 tg Yav/) 
LT — qe (tg '/y0" — tg ¥/n0')) = 34% (tg pv" — tg Yov\(1 + ty a0! ty Yp 0!) 


*) Siehe Astronomische Abhandlungen, herausgegeben von Schumacher. Zweites Heft, S. 1. 
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Es sei noch zur Abkirzung: 
V4. (9 4/ae — tg 3,0) = ws Va.(t9 foo" — ty fav’) = us 


dividirtt man die letzterhaltenen Gleichungen in einander, so erhalt man mit Riicksicht 
auf (2): 
c n T — u' 
@ == Say — 7" a als . . ° e e ° ° . . . (4) 
Die unbekannten Gréssen w und w’, von welchen demnach das gesuchte Verhilt- 
niss abhangt, erhalt man durch die gegebenen Grissen r, r’, T, 7” ausgedriickt, wenn 
man. q, tg 1/,v, tg1/2v” aus den Gleichungen (3) und aus: 


” 
tg Vv = tgYeu + Be tg 1/, 0! = tg ao" rs Nes eS a Rar (5) 
Va Va 
U] 
tg 1/. 0? = a te, tg 1/, v/2 =" _ IF yn bcd Cerne am eee GOP 


eliminirt. Substituirt man fiir tg 1/,0/ in (3) seine Werthe aus (5), so erhalt man, mit 
Beriicksichtigung von (6): 
Ce rates a 
T =u (8u" — 8uigi/,v" V¥q + wu) | 
ferner, weil nach (5) und (6): 


wu! + u = tg lav" Wo ig rv 
mr —r = qtgt/.v"? — gtg}/, v2, 


die Gleichungen: 
uw 


a = ig fo" V¥q + ty/yvVq 


ul" tw = | 
‘ fot 
2tgyv~qa= va —(u" tu); 2tgt,o" Vg = Mimar: + (a!’ + uw). 
Substituirt man diese Ausdriicke in (7), so wird: 
ar aw (or 4 3" EE saat — wt) 
= (9) a 4q —— 

u' + w 
fr! —r 

2-f§—==_4% (60" 3u ‘sone Buu" — ut ). 
u 


Addirt man diese Gleichungen, ecinmal unmittelbar- und einmal nach Multiplication mit 
-—— w' und + wu, so erhalt man: 
(P+ T= 3 (r+ 1) (wu! + uv) — (wv + ads 


2 
2(fu" — Tn) = wu" [3 vt — vr) + ul? — uP} 


und, wenn: 
/ rs 
u + u! = 2a, u— wu! = 2¢4 


gesetzt wird: 
eo A i a eG) 
a(R Ts —3(0 4 Ts! = — FSG" — 1) — dee | 


Der zweiten Gleichung kann man auch, mittelst der ersten, die folgende Form geben: 


" Y 
lap oa | Re tet) —#)-¢ 
z 
\ 


igpiesas 19 pul 


mes ely (r’ — r)z | 


(9) 
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Die Bestimmung des Verhialtnisses — oder — ist also von zwei cubischen Glei- 
¢ n 


chungen abhingig, von denen die einfachere dem irreductiblen Falle angehért. Die Grosse z 
kann ihrer Natur nach nicht negativ werden; die bekannte trigonometrische Formel 
lasst sogleich erkennen, dass zwei positive Wurzeln existiren, von denen die kleinere zu 
wahlen ist, wenn der Komet weniger als 180° in wahrer Anomalie zuriickgelegt hat. 
Die Gleichung fiir 2’ hat nur eine reelle Wurzel. Fiir die praktischen Anwendungen 
wird man zuweilen mit Reihenentwickelungen, durch welche noch die Glieder zweiter 
Ordnung beriicksichtigt werden, hinreichende Schiarfe erlangen. Die Reihenentwicke- 
lungen sind nach der Methode der unbestimmten Coéfficienten ganz ahnlich, wie in 


Vorlesung 35 leicht auszufiihren und ergeben: 


; 74+ 7" a 
ea: (r ot r) Gas 0) 3 (r” + 47) r) he 
ie i ieee. ya ; Y wy a yl! St 9 
=> BG’ +r) 1 En (r” aTgee eT 
oder: 
a cs 9 Y alld : 2/ ; YA Bild yl —— r 
Gi Cr” 4 r) | 3 7! (r” + 1)?” 
ae 27 ice tee eee 
“EF Dipae ny Bile ee 
: - : T 
woraus dann die Gleichung (4), und da = aah mai 
Ur 
== jl — 
n Ge 
iS 
a 1 ees a 


bestimmt wird. 
Bei den oben gebrauchten Beobachtungen des Kometen 1857 IIT. hive wir: 


30 
log? = 8,93648,. log I = log ya = 9526309 
' ’ 30" 51753 
logo: == 919092; log T’ = log v2 —= 9) bios 
We ra rye 3a” _ 
log ®” = 8,85769, log T" = log —= = 9,16430 


Es ergiebt sich nach den Reihenentwickelungen: 
logy = 9,99760, logy” == 9,99898. 
Fiir den vorliegenden Fall zeigen sich hiernach, wenn man mit den friiher erhaltenen 
Werthen vergleicht, die Reihenentwickelungen fiir u und w” hinreichend weit fortgesetzt. 


Wo es auf Erlangung grésserer Schirfe abgeschen ist, diirfte meistens das oben 


= ee : c ‘ < 
beschriebene indirecte Verfahren zur Bestimmung von — aus r und r’ den Vorzug ver- 
¢ 


dienen. 
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Sechsundvierzigste Vorlesung. 


Ueber Construction einer Tafel zum schnellen Erkennen der Identitat 
von Kometen. 


Die in den yorhergehenden Vorlesungen entwickelten Methoden nehmen auf alle 
Umstinde Riicksicht, Welche bei neu entdeckten Kometen vorzukommen pflegen, es sei 
denn, dass sich die Bahn schon in den ersten Rechnungen als merklich von der Parabel 
abweichend erweist. Letzterer Fall ist gar nicht selten, und die Geschichte der Kometen- 
erscheinungen hat auffallende Beispiele davon verzeichnet, dass die Astronomen durch 
solche Kérper von kurzer Umlaufszeit iiberrascht wurden, wie bei dem grossen Kometen 
des Jahres 1770, dessen Periode sich unerwarteter Weise zu nur 5!/, Jahren herausstellte. 
Es fallt bei einem solchen Vorkommnisse der Berechnung der parabolischen Bahn die 
Rolle zu, den Beweis zu fiihren, dass die Beobachtungen nicht darstellbar werden, eine 
Aufgabe, welche bei der gebriuchlichen Anwendungsweise der Olbers’schen Methode 
etwas weitliufige Rechnungen verursacht; denn es ist der gesammte EKinfluss aller der 
Vernachlassigungen, welche man sich zu erlauben pflegt, wie der Parallaxe, der Aber- 
ration, der Bewegung des Aequinoctiums u. s. w. auf die Bahnbestimmung sehr schwer 
wu schitzen. Die zuverlassigsten Beobachtungen vorausgesetzt, wird man daher erst, 
wenn die Abweichungen von der Parabel in ansehnlicher Groésse hervortreten, den 
Beweis ihres Vorhandenseins leicht fiihren kénnen. Mit geringerer Mihe diirfte der- 
selbe Nachweis auf iiberzeugende Art nach der in Vorlesung 42 gegebenen Ueber- 
tragung der Gauss’schen Form auf den Aequator zu fiihren sein, weil sie der Beriick- 
sichtigung aller Correctionen in hohem Grade Vorschub leistet. 

Um aber die eben empfohlene, chenso kurze als scharfe Methode noch niitzlicher 
zu machen, ware es wiinschenswerth, den Rechner auch noch der schliesslichen Bestim- 
mung der Elemente fiir die Ekliptik zu tiberheben. Dies ist um so leichter thunlich, als 
ja vorerst die beiden Hauptzwecke der Bahnbestimmung, die Aufstellung der Ephemeride, 
und die Untersuchung der Identitét mit friiheren Kometen, ohne die Kenntniss jener 
Elemente erreicht werden kénnen. 

Um nun die Frage nach der Identitét méglichst rasch. zur Entscheidung bringen 
zm kénnen, bedarf es nur einer leichten Umformung des Verzeichnisses der friiher 
erschienenen Kometen, bei welcher an die Stelle der Elemente $3, 7 — 5S, 4 die Gauss’- 
schen Constanten A +a — § oder A’, B+ x — 8 oder B’, C+ x — S oder C’ mit 
Hinzufiigung ihrer Secularinderungen gesetzt werden. Eine solche von dem Verfasser auf 
Grund des in der dritten Ausgabe der Olbers’schen Abhandlung enthaltenen Kometen- 
verzeichnisses berechnete Tafel findet der Leser im Anhange als Tafel XIX gegeben. 
Hs ist klar, dass die drei von einander unabhingigen Constanten A’, B’, 0’, die Elemente 
8, « — 8 und ¢ vollstindig ersetzen. 

Soll ein neu erscheinender Komet, dessen Bahn man eben bestimmt, mit einem 
fritheren fiir identisch gelten kénnen, so miissen, unter Beriicksichtigung der Secular- 
anderungen, die A’, B’, C’ und q der neuen Erscheinung mit denen der aiten tiberein- 
stimmen. 


Vierte Abtheilung. 


Die Bestimmung elliptischer Bahnen. 


Siebenundvierzigste Vorlesung. 


Hinleitende Bemerkungen. 


Was in der Einleitung zu der dritten Abtheilung iiber das Bediirfniss nach Me- 
thoden gesagt wurde, welche die Bestimmung der Bahn aus den Beobachtungen eines 
kurzen Zeitraumes ermdglichen, behalt auch in Bezug auf die elliptischen Bahnen der 
Planeten und der Kometen von kurzer Umlaufszeit seine Bedeutung, und ist dort schon 
grossentheils ausgesprochen. Die Aufstellung solcher Methoden ist eines der vielen 
unsterblichen Verdienste von Gauss um die Wissenschaft, und sie hat wesentlich dazu 
beigetragen, ja war fast dazu unentbehrlich, aus den zahlreichen Entdeckungen der 
Neuzeit dauernden Gewinn fiir die Astronomie zu ziehen. 

Die Vorschriften zu solchen Berechnungen bilden bekanntlich den Gegenstand des 
hier schon oft citirten classischen Werkes: Theoria motus corporum coelestium in 
sectionibus conicis solem ambientium, auctore Carolo Friderico Gauss. Wie aus der 
Geschichte dieser Untersuchungen hervorgeht und ausserdem in der Vorrede des 
genannten Werkes ausdriicklich gesagt wird, war die von Gauss urspriinglich nament- 
lich auf die Ceres angewandte Form der Methode, aus drei vollstandigen geocentrischen 
Oertern die elliptischen Elemente zu finden, von der spater in der Theoria motus 
bekannt gemachten in der Form erheblich verschieden!). In neuerer Zeit ist die 
Encke’sche Form der Gauss’schen Methode (entwickelt im Anhange zu dem Berliner 
Jahrbuche von 1854) wohl hiufiger von den Rechnern benutzt worden. 

Das Wesentliche in dieser Methode ist die Aufstellung einer Gleichung achten 
Grades fiir die Bestimmung des mittleren Radius vectors 7. Der Weg, auf welchem 
dazu gelangt wird, kommt dem schon in Vorlesung 34 eingeschlagenen sehr nahe, da 
dieselben Principien zur Anwendung kommen, wie bei dem Lambert’schen Kriterium 
tiber den geocentrischen Lauf, und die Gleichung ebenfalls dieselbe ist, welche man 
durch Erweiterung jenes Kviteriums zu einer Bestimmungsmethode erhalt. Nur ist hier 
bei den Planeten die ganze Rechnung so anzulegen, dass man von den Fehlern aller 
nicht vollkommen correcten Voraussetzungen sich in beliebigem Grade unabhingig 
machen kann. Es ist dies cine an jede Planetenbahnmethode nothwendig zu stellende 
Forderung, da hier die Bestimmung im Allgemeinen viel empfindlicher gegen Vernach- 


*) Methodi enim ab initio adhibitae indentidem tot tantasque mutationes passae sunt, ut inter 
modum, quo olim orbita Cereris calculata est, institutionemque in hoc opere traditum vix ullum 
similitudinis vestigium remanserit. 
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lassigungen ist, als bei den Kometenbahnen, auch der grésseren Schirfe der Beobachtung 
wegen die Unterschiede zwischen Rechnung und Beobachtungen viel leichter die Fehler 
der Rechnung verrathen. 

Sobald r’ durch Auflisung der Gleichung achten Grades berechnet ist, folgen daraus 
sehr einfach auch die beiden Radienvectoren r und r’, sowie der zwischen ihnen durch- 
laufene heliocentrische Bogen. Aus diesen Stiicken und dem gegebenen Zeitintervall 
t’ — ¢ miissen dann schliesslich die Elemente selbst berechnet werden, eine Aufgabe, 
welche analytischen Kunstgriffen einen grossen Spielraum gestattet und mehrere nume- 
risch bequeme Lésungen zulisst. 

Die eben in ihrem Grundriss gezeichnete Methode der Bestimmung einer ellip- 
tischen Bahn aus drei vollstandigen Beobachtungen versagt, wie schon in dem zweiten 
Abschnitte erwihnt wurde, ibre Dienste, sobald die Bahn sehr nahe mit der Erdbahn 
gusammenfallt, weil alsdann die drei geocentrischen Breiten aufhéren, drei von einander 
unabhingige Data zu enthalten. Man erkennt dies leicht, wenn man sich den Fall denkt, 
dass die Neigung der Bahnebene vollkommen zu Null wird; es bleiben dann, ausser 7 
und $2, welches letztere beliebig gewahlt werden kann, noch die vier Elemente: Linge 
des Perihels 2, halbe grosse Axe a, Excentricitat e¢ und die mittlere Anomalie M einer 
bestimmten Epoche zu finden tibrig, und es ist offenbar, dass hierzu vier Lingen in den 
Daten enthalten sein miissen. Aus diesem Grunde ist es néthig, wenn 7 sehr klein 
- wird, eine andere Methode, als die obige, anzuwenden; die Vorschriften der Bestimmung 
einer elliptischen Bahn aus vier Beobachtungen, von denen zwei vollstiindig sind, wie 
Gauss sie gegeben hat, beruht im Uebrigen auf denselben Principien, wie die erst- 
erwahnte Methode. Doch erfordert die Anwendung derselben, zumeist aber die Aus- 
wahl der vier Beobachtungen, welche der Rechnung zu Grunde gelegt werden sollen, 
noch besondere Vorsichtsmaassregeln, ohne welche man zu ganz fehlerhaften Resultaten 
kommen kann. Wir werden daher spater bei der Entwickelung dieser Methode auf die- 
selben aufmerksam machen. 

Die Methode der Berechnung aus drei vollstandigen Beobachtungen geben wir im 
Folgenden wieder in verschiedenen Formen, von denen die auf den Aequator unter 
Kinfiihrung der Sonnencoordinaten bezogene bei solchen Gelegenheiten, wo es sich um 
Beriicksichtigung aller kleinen Correctionen handelt, die bequemste zu sein scheint. Bei! 
anderen Gelegenheiten tragen die Umformungen, welche Encke und in neuerer Zeit 
Hansen mit den Fundamentalgleichungen der Aufgabe vorgenommen haben, erheblich 
m der Vereinfachung der Rechnung bei. 


Achtundvierzigste Vorlesung. 


Entwickelung der Fundamentalgleichungen fiir die Bestimmung 
der Entfernung eines Himmelskérpers aus drei vollstindigen Beob- 
achtungen und Auflésung derselben fiir den Aequator. Erste Naherung. 


Bezeichnet man wieder mit n, n’, n'’ beziehungsweise die doppelten Dreiecksflichen 
rr" sin (vo — v'), rr” sin (vo — v), rr’ sin (o' — v), so bestehen zwischen den helio- 
centrischen Coordinaten des Planeten die schon bekannten Relationen: 
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wo! = me + na", 
ny = ny + n'y", 
v2 = ne + nl 2", 
ele 
oder, bei Einfiihrung von ¢ = = ae 
n n 
Pilea os Higa a Ris 
y! — cy + cy! 
gl! — Cz ao Ces 


In dem dritten Abschnitte gestalteten wir diese Relationen zu einer Gleichung 
zwischen den beiden curtirten Distanzen @ und e” um, indem wir die heliocentrischen 
Coordinaten, durch die Distanzen @, 9’, 9” und die Sonnencoordinaten X, Y, Z; X', Y', Z; 
X", Y", Z” ausdriickten und 0’ eliminirten; es gab das zwei verschiedene Gleichungen. 


Eliminirten wir durch einen Kunstgriff auch noch die uns unbequeme Grosse gir 80 


wurden wir auf den Ausdruck fiir das Olbers’sche IM mit den verbessernden Zusatz- 
gliedern gefiihrt. Fiir den gegenwartigen Zweck dagegen, wo wir uns nicht mehr nach 
der Lambert’schen Gleichung einzurichten haben, eliminiren wir aus den obigen Funda- 
mentalgleichungen @ und e@”. Denn wir erhalten durch diese lineare Elimination offenbar 
eine Gleichung zwischen 9’, ¢, ¢” 
strenge, c, ¢” 


und lauter gegebenen Gréssen; nun lasst sich aber o! 
wenigstens sehr angenihert mit Hiilfe der friiheren Entwickelungen durch | 
den mittleren Radius vector r’ ausdriicken; es entsteht also eine Gleichung zwischen 1’ 
und bekannten Grdssen. Der daraus hervorgehende Werth von r’ und der entsprechende 
von @’ geben, in die bei der Elimination zum Vorschein gekommenen Zwischen- 
gleichungen substituirt, auch noch @ und e”. Fiihren wir nun die eben in Gedanken 
durchlaufenen Operationen wirklich aus, so erhalten wir: 


g' cosa’ — X' = c¢(Q cosa — X) + ec" (Q" cosa” — x") 
Q' sina! — ¥" = ee sina — ¥) + e"(@" sinat” — ¥") 


o'tgd’ — Z' = c(otgd — Z) + c'(e" tg" — Z"), 
oder: 


| 
be 


o' cose! — ¢X — ce’ X" + cocosa + ce" cosa” | 
go’ sine’ = Y' — ¢¥Y — c'Y" 4+ cosa + c'oe"sina’ > -. +. - (I) 
o' tg 0 = Lf = ov. eS (he A + cotgd + ce" tg 0" | 
Multiplicirt man die zweite dieser Gleichungen mit cosw”’, die erste mit sino’, und 
zieht die eine von der anderen ab, so wird: 


Q’ sin (ce — ot’) = (X' sine!” — Y' cose’) — (Xsinel! — Yeosa) ¢ 
— (X" sine!” — Y" cosa’) c' + cesin(o” — a), 
oder, wenn wieder zur Abkiirzung: 
X sina! — Y cose!’ = M,, 
X' sina’ — Y' cose” = M, 
XU omaed —— "cine! = TM 


gesetzt wird: ; 
o! sin (a” — o') = M, — M,c — Mc’ + cosin(@” — a). . . |) 

Addit man die erste der Gleichungen (1) zu der dritten, nachdem man sie be- 
zichungsweise mit tgd” und — cose’ multiplicirt hat, so erhalt man: 


o' (tg 8" cos «! — tg 0! cool") = (X'tg 6" — Z' cosa!) — (Xtg 6" — Zcose)e¢ 
— (X"tgd" — Z" cosa!) c' + ce(tgd" cosa — tgd cosa), 
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und wenn: 
X tg0” — Z cose’ — N 

X' tg 0” — Z' cosa" — N' 

x" tg 0” 7! chs ol! tae NT 

gesetzt wird: 

0! (tg 0” cos a’ — tg 0' cosa!) = N'’ — Ne — N" ec" + ce (tg 0" cosa — tgdcosu") .. (3) 

Aus den beiden Gleichungen (2) und (3) kann nun ohne Schwierigkeit auch noch 
c@ eliminirt werden; den letzteren Zweck erreicht man indessen leicht auf anderem 
Weege. Man kann nimlich wieder bemerken, dass der Coéfficient von cg in Gleichung 
(3) von der Zihlungsweise der « abhingig ist und deshalb durch eine Drehung des 
Coordinatensystems um die Z- Axe, wobei die Z offenbar ungeindert bleiben, zum Ver- 
schwinden gebracht werden kann. Es sei diese Drehung oder die Rectascension der 
neuen X-Axe gleich A’), so wird, wenn die neuen Coordinaten durch die alten aus- 
gedriickt werden, offenbar: 

X cos A’) + Y sin A’, fir X 
X' cos A’, + Y' sin A’, fir X’ 
XK" cos A’, + Y"sin A', fir X", 
demnach, um N, N’, N” durch die gewéhnlichen Coordinaten auszudriicken: 
N =(X cosA, + Y sin A'y) tg0” — Z cos(w’ — A’) | 
N' = (X' cos A’) + Y’ sin A’y) tg 0” — Z' cos(a’ — Ay) |} + + + + (A) 
N" = (X"cos Al) + Y" sin A'y) tg 6" — Z" cos(a!’ — A'y) | 
za setzen sein. Damit der Coéfficient von ce: 
ig 0” cos (% — A'y) — tg 0 cos(a!” — A’) 
zu Null werde, hat man: 
tt Bee A tg 0” G08 tg 0 Cos 
tg 0” sina — tg sino!’ 

Die Grisse A’) hat eine kurz anzugebende geometrische Bedeutung: es ist die 
Rectascension des Poles eines durch den ersten und dritten geocentrischen Ort gelegten 
gréssten Kreises, d. h. die Rectascension eines von den beiden Oertern um 90° ab- 
stehenden Punktes der Kugel. 

Damit dieses wirklich der Fall sei, wire nédthig, dass: 

sin D'y sind + cos D') cosd cos (~ — A'y) = cos 90° = 0, 
und desgleichen : 
sin D', sind” + cos D', cos 0” cos (a!’ — A',) == cos 90° = 0 
wird, wenn D’) die Declination des in Rede stehenden Punktes vorstellt, also auch: 
1 + cotg D', cotgd cos (% — A’,) = 1 + cotg D’, cotg 8" cos («’ — A’,) = 0, 
also ist die Bedingung fiir A’): 
tg 0” cos(a — A'y) — tg cos(a'’ — A’) = 0; 
endlich ergiebt sich nach dem Vorhergehenden: 
tg D') = — cotgd cos(% — A’)) = — cotg 0" cos(u" — A’). 

Man erhalt fiir A’) zwei um 180° verschiedene Werthe, von denen derjenige, 
welcher fg D') positiv liefert, dem Nordpol des gréssten Kreises entspricht. 

Wir haben hiermit eine der Formen, in welchen die Aufgabe, die Lage eines durch 
zwei gegebene Punkte gelegten gréssten Kreises zu finden, eine Aufgabe, die uns noch 
einigemal bei wichtigen Gelegenheiten aufstossen wird, gelést werden kann. 


Klinkerfues, Theoretische Astronomie. Al 
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Die Gleichung (3) geht dann, wenn man die Bedeutung der NV, N’, N” aus (4) 
m Grunde legt, itiber in: 
o' [tg 0” cos («' — A) — tg! cos (a — A’))] = N’ — Ne — N"e"" 

welche Gleichung wir der ,Kiirze halber unter der Form: 

mo’ = N' —“Ne— NUc! ..... . . 2 
schreiben wollen. Um daraus eine sehr genitherte Bestimmung des Radius vectors 7’ 
zu gewinnen, fiihren wir, wie friiher, den Winkel z ein, welcher in dem ebenen Dreieck 
Sonne-Erde-Planet der mittleren Beobachtung an dem Planeten gebildet wird. Be- 
zeichnen wir noch ferner in demselben Dreiecke den fiusseren Winkel an der Erde mit 
4’, 80 ist: 

R' cosy! = — X' cos 0' cosa’ — Y'cosd' sino! — Z' sind, 
und: 
fA Uy 

esos — Mon! = 9), 

Fiir c und ¢’ fanden wir friiher die einschliesslich der kleinen Gréssen zweiter Ordnung 


richtigen Ausdriicke: 
a _ oo 
C= ry il | 5) a) 


A gs 9! 
Ua oy ae RES | VE 
c= ipl (1 Gs eS) 


Es wird also in Folge der Gleichung (5) und weil r’ = 


R' sin y! 
sing ° 


' 
m R' cos 0! sin(y’ — 2) = (x" — N = — N" >) sin 2 


car nn BO \ OO sin 24 
Ee (a aoa 3) DR sin ys 


4 


Lést man die Parenthese der linken Seite auf und fiihrt zwei Hiilfsgréssen a und q 
ein, derart, dass: 


m R' cos 0" siny’ = asing 
m R! cos 0" cos y' 4 (a N 2 Ne +) == C05 Ge, 
so wird: 
IR sin sin z# = asin(z — q) a 


mI’ cos0' siny’ 
pas sin (¢ — 4) 
sin gq 


Zur leichten Aufsuchung der reellen Wurzeln dieser Gleichung, welche in Be- 
ziehung auf sin von derselben Form ist, wie die Gleichung (8) der 34. Vorlesung, 
lasst sich nun wieder die bei derselben Gelegenheit gezeigte Waterstone’sche Con- 
struction anwenden. Wir werden dadurch einestheils einer weitliufigen Discussion iiber 
die méglichen und brauchbaren Wurzeln derselben iiberhoben, anderentheils erhalten 
wir eine héchst schitzbare Naherung, wodurch die scharfe Auflésung fiir jeden in der 
Praxis vorkommenden Fall ungemein erleichtert wird. Wir wissen, dass nach der Be- 
deutung des Winkels z in unserer Aufgabe die zulissigen Lésungen zwischen zg = 0 
und g = y' liegen, dass ferner eine Lisung, welche sehr nahe ¢ = y’ liefert, stets vor- 
kommen muss, da sich diese Lésung auf die Erde selbst bezieht. Aus der Natur der 
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Construction ist auch ferner leicht zu erkennen, dass ein Schnittpunkt der geraden 
Linie und der Curve achten Grades, welcher eine brauchbare Lésung liefert, einer Be- 
rihrung der Curve mit der Geraden sehr nahe liegen kann, in welchem Falle dann noch 
eine weitere brauchbare Lésung vorhanden und ein nur durch Zuziehen nicht benutzter 
Beobachtungen zu lésender Zweifel entsteht, welche der beiden Wurzeln gerade Giiltig- 
keit hat. 

Man kann, wie spiter gezeigt werden wird, die Aufstellung der wichtigen Glei- 
chung (6) auf sehr elegante Weise von dem Durchschnitte der beiden gréssten Kreise 
abhingig machen, welche den ersten und dritten geocentrischen Ort und den zweiten 
Sonnenort mit dem gleichzeitigen geocentrischen Orte verbinden. Mit noch griésserem 
Vortheile fiir die Uebersichtlichkeit werden wir spiter die Abstinde der geocentrischen 
Oerter und der Sonnenérter von drei gegebenen grissten Kreisen einfiihren, welche 
Form fiir Aequator und Ekliptik fast gleiche Bequemlichkeit hat und daher bei der 
Beriicksichtigung der kleinen Correctionen gute Dienste zu leisten vermag. 


Neunundvierzigste Vorlesung. 


Verbesserungsverfahren fiir eine aus den Fundamentalgleichungen 
der achtundvierzigsten Vorlesung hergeleitete Niherung. 


Durch wiederholte Anwendung der in voriger Vorlesung gegebenen Fundamental- 
formeln kann jeder beliebige Grad von Anniaherung erreicht werden, wenn man in den 


Ausdriicken von ¢ und ce” die Factoren yon als unbekannte, nach und nach zu ver- 


1 
27/3 
bessernde Gréssen einfiihrt. Setzen wir demgemiss: 


(1) 
cas (2 1 oe) 
so wird, da ¢ = mae Ces . 
OF a 2 (= Bi — 1) 73, 
Bezeichnen wir auch hier, wie friiher bei der Parabel, das Verhiltniss a welches 


m entspricht, mit 7, das n’ entsprechende mit 1’ und das fiir w” mit 7”, so kénnen 


wir einfacher setzen: 
y 3 
Q =2 (4 —1)-r9 


qr a2 (U1) | 


(2) 


41* 
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Substituiren wir die Gleichung (1) in den Formeln der vorigen Vorlesung, so geht 

die Gleichung (6) iiber in: 
i" 
(F-¥e poe rd @") sin eh = 

In dieser Gleichung ist bei der ersten Annaherung: 

C= 0" a 

zu setzen; nachher aber kommen die Ausdriicke (2) zur Anwendung. Es ist deshalb 
wiinschenswerth, die Werthe von 7, 1’, 7" auf ahnliche Weise, wie wir es fiir die Parabel 
thaten, berechnen zu kénnen, nimlich nicht aus den Elementen selbst (deren Berechnung 
man gern bis zum Schluss der ganzen Rechnung verschieben wird), sondern aus den 
Bestimmungsstiicken, welche auch ausserdem schon in der Rechnung vorkommen. Mit 
der Entwickelung der dazu néthigen Formeln werden wir uns daher weiter unten zu 
beschaftigen haben. 

In Betreff der Gleichung (3) ist es noch niitzlich zu bemerken, dass die zweite 
oder rechte Seite derselben nur in Folge der Correction der Zeiten wegen der Aber- 
ration sich 4ndern wird, da dieselbe von den hypothetischen Gréssen Q und Q” ganz- 
lich unabhangig ist. 


Im Folgenden stellen wir noch einmal die Formeln, welche unter einer Hypothese 
iir @ und Q” die Kenntniss der Entfernungen verschaffen, zusammen, um sie nachher 


2m cos 6! 


2 Pies M4 . ms 5 ; i a 
a R' sin y/* sin(e — g) (3) 


durch ein Beispiel zu erlautern. 

Es seien, wenn die im Vorhergehenden angewandte Bezeichnung gilt, o, a’, o” die 
drei beobachteten Rectascensionen, wenn der Aequator als Fundamentalebene gewahlt 
wird, oder die drei Lingen, wenn die Ekliptik gewahlt wird, 0, 0’, 0” die drei Deeli- 
nationen oder die drei Breiten, je nachdem auf den Aequator oder die Ekliptik bezogen 
werden soll, X, Y, Z, X', Y', Z', X", Y", Z" die Sonnencoordinaten oder die mit dem 
entgegengesetzten Zeichen genommenen heliocentrischen Coordinaten der Beobachtungs- 
stationen, auf die gewahlte Fundamentalebene bezogen!). Man berechne,nun V oder 
— Ay nach der Formel: 


tg 0” cosa — tg0 cosa!’ , 
GN oe tg 0" sina — tg0 sino! ) 

ferner: 
ae m = igd” cos (@' + V) — ty0' cos (a@"’ + V) «-. 2 ee 

N = (X cosV — Y sinV) tg0” — Z cos(o!’ + a 

N' = (X' cos V — Y' sin V) tg 0” — z cos (ol + V) }! 5) san 

N" = (X"cosV — ¥" sin V) tg0"” — Z" cos(ol’ + V) } 

Ri cos 4 = — (X*c0s 0" cosa’ oi sino! 4+ Z' sind")... a) 
wobei zu bemerken, dass RA’? = X’? + yr 4 7’, 

asing = ml’ cos0' siny! 


(VY) 


/ / / Uy o Ww a ic 
acosg = mf’ cos0' cosy’ 4 (w Na N = 


*) Wird der Aequator gewahlt, so kénnen dem astronomischen Jahrbuche die Reductionen auf 
das mittlere Aequinoctium entnommen werden, und sind dann an X, Y, Z u. s. w. nach der 38. Vor- 
lesung die Correctionen — 0,0000427 cos w coss, — 0,0000427 cos p sins, — 0,0000427 sin p an- 
zubringen; an «, 0 u.s. w. die Reduction des scheinbaren Ortes auf das mittlere Aequinoctium. 
Verhiiltnissmissig bequeme Formeln fiir die Beriicksichtigung aller kleinen Correctionen bei der 
Ekliptik giebt H haetcots im Berliner astronomischen Jahrbuche fiir 1854, 8. 356 bis 361; diese Neben- 
rechnungen verursachen aber dennoch einige Mihe und ermiiden den Rechner oft soe vor der’ 
Hauptarbeit, in héherem Grade wenigstens, als bei einer auf den Aequator bezogenen Rechnung der 
Fall ist. 


dann ist die Gleichung: 
(Fr NQ joe => _." "¢) sime* —= 2a RK)? siny!? sin(e—gq). »« . . (VI) 
aufzulésen; in der ersten Naherung ist Q = 09” und Q” = 09”, in den folgenden 
” 
ie Gr — 1); == 2ir'2 2 — 1) zu setzen. Ist die Gleichung (VI) auf- 


gelést, so ist dann weiter der mittlere Radius vector: 


pe eres (VI) 
ging 
und fiir @’ hat man: 
R' sin (y' — ¢ < 
o' see0' == ea ws - (VID) 
Berechnet man darauf: 
a 
(A = 9 + sl 
ol q" if (IX) 
Pe pees 
Sale tg? (i 70 all 
und: 
M = X sina — Y cosa 
Mi — X! sine —— Y" cose 
MM OX ino == Vi" cosca % 
ine ee " : sh eee i 
AE = OG SNC! Y cosa 
mM, = x’ sino” — Y' cose’ 
VG Xe si” == VY" cosa!’ 


so wird dann nach Gleichung (2) der vorigen Vorlesung: 
c @ sin(a’ — «) = Q'sin(a" a) M,+M,¢+ Mc" . (xD 
e'0" sin(a — a) = o'sin(a — o') — M+ Mec+ Me" 
eg letztere der Gleichungen (XI) folgt aus der ersteren durch Analogie, indem @ mit 
#’ zu vertauschen ist. 


Finfzigste Vorlesung. 


Rechnungsbeispiel zu den Formeln der Vorlesung Neunundyierzig. 


Von dem durch Luther in Bilk entdeckten Planeten Arethusa ver6ffentlichten 
kurz nach der Entdeckung die ,,Astronomischen Nachrichten“ unter anderen die folgen- 
den Beobachtungen: 


Mittlere Zeit Rectascension Declination 
Bik 1867, Nov. 23. 104 29m39s 4 1™30840 + 219 30’ 5,0 
Berlin Dec. 13. ees) Pals Jee DARD +19 2 21 3 
Berlin Dee. 30. iC Bey WY By toy Bi0) soul + 17 23 48 ,2. 


Auf diese Data wollen wir nun die Vorschriften der vorigen Vorlesung zur An- 
wendung bringen; wir reduciren deshalb die Zeiten auf Berliner Zeit, indem wir zu der 
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Bilker Zeit der ersten Beobachtung den Meridianunterschied 26™ 30s addiren, verwandeln 
dann die Stunden, Minuten und Secunden in Decimaltheile des Tages, und setzen dic 
Rectascension aus Zeit in Bogen um. Es ergiebt uns das: . 


Berliner Zeit Rectascension Declination 
1867, Nov. 23,456 551 60° 22’ 36”,0 + 21° 30’ 5/70 
Dec. 13,381 400 56 28 3258 4°19. 2-21%3 
Dee. 30,314 920 DAS 42 + 17 23 43 ,2. 


Die beobachteten Oerter sind auf das scheinbare Aequinoctium bezogen und 
miissen deshalb auf das mittlere von 1867,0 reducirt werden. Die astronomischen Jahr- 
biicher geben, wie in Vorlesung 14 dargelegt, fiir die umgekehrte Reduction unter 
anderen folgende bequeme Vorschrift: 

Man addire zur Rectascension « die Grésse: 


f + gtgd sin(G + a) + hsecd sin (H + a), 


icosd + gcos (G+ «) + heos (H + a) sind, 
wobei die numerischen Werthe von f/, g, h, 7, G, H aus dem Jahrbuche selbst fiir jede 
Zeit zu entnehmen sind; man erhalt dadurch die Reduction in Bogensecunden. Fiir die 
obigen drei Zeiten findet sich z B. aus dem Jahrbuche durch Interpolation: 


zur Declination 0: 


Nov. 23: f = 34",82, 9 — 17,66, h — 20",07,i =  3”,84, G = 380946’, H= 26°16! 
Dec. 13: f = 37 ,73, g = 18 ,82, bh = 20 ,40, = 1 16, G = 29 17, 2 ee 
Dec. 30: f = 40 ,35, g = 19 ,80, h = 20 40, i = —1 31, G = 27 31, H = 341 31, 


daher die Reductionen yom mittleren auf den scheinbaren Ort, oder 4a und JO fir 
jene drei Zeiten: 


AAlGs == (3-8). Oa pode 
63 ,61, DLAI, 
Gil Se ‘ay AGke}. 


Im gegenw4rtigen Falle, d. h. bei der umgekehrten Reduction, sind diese: Correctionen 
mit entgegengesetztem Zeichen anzubringen. 

Kine weitere Vorbereitung besteht in dem Interpoliren der Sonnencoordinaten aus 
dem Jahrbuche und zwar mit Hinschluss der Reduction auf das mittlere Aequinoctium 
von 1867,0. Man findet 1): 


Noy. 23,456551: X — — 0,4757602, Y — — 0,7933098, Z— — 0,3442252, 


Dec. 13,381 400: 0,12 Tia ole — 0,892 6633, — 0,387 340 2, 
Dec. 30,314 920: + 0,147 956 2, — 0,891 7435, — 0,386 9388. 


Um das zu der Rechnung zu benutzende Material endlich vollends von allen fremd- 
artigen Einfliissen zu reinigen, miissen von diesen Sonnencoordinaten noch die nach der 
38. Vorlesung zu berechnenden Coordinaten des Beobachtungsortes oder Auges abgezogen 
werden. Die erste Beobachtung ist um 2 39’ 15” Bilker Sternzeit angestellt, folglich 
ist s = 39° 49’; @ oder die Polhéhe von Bilk ist gleich 51° 12’; nach jener Vorlesung 
(siehe auch die Anmerkung zu Vorlesung 49) erhalten wir fiir die erste Beobachtung 
die an X, Y, Z der Reihe nach anzubringenden Verbesserungen: 


— 0,000 0208, —"0,000 0173, — 0,000 033 4. 


Auf dieselbe Art, mittelst der Sternzeit und der Polhéhe des Beobachtungsortes Berlin 
werden die Correctionen fiir die zweite und dritte Beobachtung gefunden: 


1) Bei der Berechnung von Planetenbahnen ist der Gebrauch von mehr als fiinf Stellen an- 
zurathen, weil hier meistens eine Vernachlassigung yon einigen Secunden eine gréssere Bedeutung 
hat, als bei den Rechnungen der dritten Abtheilung. 
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— 0,000 0201, — 0,000 016 9, —— 0,000 034 0, 
-— 0,000 022 1, — 0,000 0143, — 0,000 034 0- 
Hiernach stellen wir das gereinigte Material wie folgt zusammen: 
Die Zeiten t, 7, t’ . . . . Nov. 23456551, Dec. 13,381400, Dec. 30,314 920, 


die Rectascensionen «, «, «’ RO SI Beet. 569 276 20/72 54° 36’ 40,2, 
Seer insonend, 0,6" . 421 30 15, 119 2 15,9 +17 28 37,55, 


die Sonnencoord. X, X’, X” . — 0,4757810, — 0,1471352, + 0,1479341, 
“ > Y, Y’, Y” . — 0,7933271, — 0,8926802, — 0,891 7578, 
7% is Z, Z', Z" . — 0,3442586, — 0,3873742, — 0,386 9728. 

Wir kénnen gleich noch hinzufiigen: 
die log R, log RB’, logR"”. . . 9,994335 2, 9,993 068 8, 9,992 682 7. 


Diese letzteren drei Zahlen, oder auch die Gréssen 


yetr+ 2, yxXe-y? + wy Px + yey 77 
kénnen auch noch dazu gebraucht werden, einen wesentlichen Theil der Vorbereitungs- 
rechnungen, nimlich die corrigirten Sonnencoordinaten auf eine leichte Weise gegen 
erébere Fehler zu priifen. Man Fig. 56. 
braucht zu diesem Zwecke nur 
mit den unmittelbar den Jahr- 


biichern zu entnehmenden R, 9 

R', R"” wm vergleichen, deren Sos as oe ao c 
Werthe sich auf den Mittel- 

punkt der Erde beziehen. Den 

Hinfluss der excentrischen Lage a 


des Auges auf die R erkennen 
wir leicht aus Fig. 56, worin S den Mittelpunkt der Sonne, C den der Erde und O den 
Ort des Auges vorstellt. Zieht man noch OP senkrecht- zu SC, so ist mit stets hin- 
reichender Scharfe das Stiick CP gleich dem gesuchten Einflusse zu setzen, und man hat: 
Saas es rie 
PC = 0€ cs PCO = — SC os PCO, 
SC 
d. h. das R des Erdmittelpunktes iibertrifft das des Beobachtungsortes um die Grésse: 
Tree cos Z —= 0,0000427 cos Z, 

wenn wieder a die Sonnenparallaxe, Z aber die Zenithdistanz der Sonne zur Zeit der 
Beobachtung vorstellt. Die letztere Grésse lisst sich auf bekannte Weise ungemein 
leicht bis auf etliche Minuten genau finden. Bei der ersten Beobachtung z. B. stand 
die Sonne nahezu 144° 28’ vom Bilker Zenith entfernt; es sollte das in Anwendung 
kommende verbesserte & das uncorrigirte der Tafel um den Betrag 0,0000351 iiber- 
treffen. Es ergiebt sich die betreffende Differenz ganz befriedigend gleich 0,000036 3. 

Nach dieser Sonderung der kleinen Verbesserungen der Sonnencoordinaten beginnen 
wir die eigentliche Rechnung. ; 

Es findet sich nun nach Gleichung (I) der 49. Vorlesung: 

V = 560 16’ 18,74, 
nach (II): 
m == 0,001 9617, 
nach (II): 
N = 0,001 2164, NN’ = 0,068 896 6, NY == 61201285; 


nach Gleichung (IV): 
yi — 229 54! 28,12; 
da ferner aus (V): 
q — 7 58! 29,93 3) 
log a — 7,709 2968, 
so hat man endlich fiir Gleichung (VI): 
gl 
/ 


(0,001 2164 = Q + 0,1201235 - 0") sin 24 = 0,000575 7285 sin (e —7° 58’ 29",93). 


Es ist nun, wenn vorliufig die uncorrigirten Zeiten zu Grunde gelegt werden: 

log? = 9,4643287 
log 3" 9,802 1175 
log ®” = 9,535 055 8, 

Setzt man ferner bei der ersten Naherung: 

} Q — Age — oo", 
so nimmt die Finalgleichung fiir z die Form an: 
sine? == (8,9445462) sin (¢ — 7° 58’ 29”,93), 
wobei die eingeklammerte Zahl schon den Logarithmus des zu gebrauchenden Factors 


vorstellt. Als scharfe Lésung der Gleichung, und zwar hier nach Ausschluss der fiir 
die Erde geltenden, ergiebt sich: 


| 


g == 8° 15’ 4204. 
Entsprechend wird: 

logr’ = 0,426 4086, 

log op’ = 0,2149174, 
der Logarithmus der Entfernung von der Erde in der zweiten Beobachtung gleich 
0,239 345 9. 


Nach den Gleichungen (X) erhalt man ferner: 


tt 


M = — 0,0211712, M,, — 0,0715575, 
uM’ = _0,313.6048, M', = 0,3970205. 
Mu" — 05696067, M" = 0,637 0387. 


In der ersten Anniherung wird zufolge der Gleichungen (LX): 


a ao! 
ee (1 te ve loge == 9,663 3498, 


gl 1 
eee (1 " sans log c” = 9,7340769. 


Substituirt man diese Werthe in (XI), so erhalt man: 
logo = 0,1908326, log(@ secd) == 0,2221560, 
logo” == 0,2521109, log (@” sec 0") == 0,272 4383, 
hieraus endlich auf schon hinlainglich bekannte Weise die heliocentrischen Coordinaten 
der Arethusa in der ersten und dritten Beobachtung: 


*) Aus dem, was im dritten Abschnitte tiber die Construction der Wurzeln der die Grésse ¢ 
bestimmenden Gleichung achten Grades gesagt wurde, lasst sich noch ohne besondere Schwierigkeit 
eine Grenze fiir sin q® herleiten, wenn fiir 2 eine positive reelle Lésung ausser der fiir die Erdbahn, 
d. h. eime Lésung zwischen z = 0° und ¢ = x’ vorkommen soll. Dazu ist erforderlich, dass 


sing < x oder ¢ selbst vom Zeichen abgesehen < 36° 52’,2 sei. 
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1 243997 7, oy == 211420094, 2 = 0,955 5874, 
‘aw = 08869249, —-y"” =: 2.348.547, a" = 0,9467529, 
auch logr, logr” und die Sehne x: 
logr == 0,423 9975, 
logr” = 0,428 6255, 
0,411 9399. 


x 


I 


Hinundfinfzigste Vorlesung. 


Hinige Umformungen der Formeln der Vorlesung Neunundvierzig. 


Sollte man es in den vorhergehenden Formeln vorziehen, statt der Sonnencoordinaten 
die fiir Parallaxe, Aberration, Pracession und Nutation vorschriftsmissig corrigirten 
Rectascensionen A, A’, A” und Declinationen D, D’ D” der Sonne einzufiihren, welche 
sich offenbar auch aus den Gleichungen: 


X = RoosD cos A, X! == R'-cos D! cos A’, XG lvecoseD) «Cos wAls 
Y = RoosD sin A, Var eCOSDeISYit Als Yeh cost). si A 
Zo hs D; Ae == he sign D, Zee Sie) 


ergeben '), so wird nach den Formeln der 49. Vorlesung: 


NV —— ”" ” 
aie tg 0" cos(A + V) tg D cos (w"” + V) 
Je = tg 0” cos(A’ + V) — tg D! cos (&’ + V) 
R' cos D' 
BE re tg 0" cos(A"” + V) — tg D" cos (&!”’ + V) 
R" cos D" 3 
und da ferner in (X) der genannten Vorlesung: 
M =R sin (aw — A) cosD M,, = BR sin (#& — A) cosD 
M’ = R' sin (7 — A’) cos D' M, = R' sin (« — A’) cos D' 
M" = R" sin (a — A") cos D" M', = R" sin (a — A") cos D", 
so gehen die Formeln (XI) iiber in: 
c @ sin (a — a) = Q! sin (a! — a!) — R'sin (&’ — A’) cos D! 


+ ¢Rsin (a! — A) cosD + ec" R" sin (cw — A”) cos D" 
ce’ 9" sin (% — a!) = Q! sin (a — a) — R'sin (a — A’) cos D! 
+ ¢cRsin (a — A) cosD + ce” R" sin (a — A") cos D". 


1) Das Interpoliren der Polarcoordinaten fiir eine jede der drei Beobachtungen aus den An- 
gaben des Jahrbuches ist, da bei denselben die zweite, dritte und die weiteren Differenzreihen viel 
kleiner werden, als bei den rechtwinkligen Coordinaten, das Bequemere, und wiirde noch unbedingter 
den Vorzug haben, wenn die Jahrbiicher die Rectascension und Declination der Sonne, auf das 
mittlere Aequinoctium des Jahresanfanges bezogen, angaben; denn alsdann brauchte man nach Vor- 
lesung 48 nur die Sonnenparallaxe in Rectascension und Declination an die interpolirten Oerter 
anzubringen. 
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Zu der Hinfiihrung des Schnittpunktes der beiden gréssten Kreise, desjenigen, 
welcher die beiden Ausseren geocentrischen Oerter, und desjenigen, welcher den zweiten 
geocentrischen Ort mit dem entsprechenden Sonnenorte verbindet, gelangen wir durch 
folgende Betrachtungen, welche den bei der Olbers’schen Methode angestellten ganz 
nahe verwandt sind. 

Wie eben dort gezeigt wurde (sieche 26. Vorlesung), ist jede in den gréssten Kreis, 
welcher die dusseren geocentrischen Oerter verbindet, fallende Richtung als der Pol 
einer Fundamentalebene anzusehen, in Beziehung auf welche die geocentrischen Langen 
oder Rectascensionen um 180° verschieden werden. Denken wir uns die Sonnencoordi- 
naten der drei Beobachtungen schon auf eine solche Fundamentalebene transformirt und 
-bezeichnen dieselben durch *%, H, Z, 4’, H’, Z’, 4", H", Z”, die Coordinaten des Pla- 
neten mit den entsprechenden kleinen Buchstaben des griechischen Alphabets, so muss: 


Rs ee iba ae IS Pe 8 
ET AL, ei geet ee 


werden. Es muss daher ferner, wenn 4, Hj), Z, die Sonnencoordinaten eines Punktes 
bedeuten, welcher mit dem Schnittpunkte der Planetensehne durch den Radius vector 
verbunden, die Richtung dieser Verbindungslinie in jenen gréssten Kreis fallend, d. h. 
nach dem Pole der Fundamentalebene zielend, ergiebt, wenn &), Nos £ die Coordinaten 
des Theilpunktes der Planetensehne vorstellen: 


Ey |p = 0 
% + B= 0 


sein. Zufolge der eben entwickelten Gleichungen ist also auch: 


4! — No et + (1) 
BY ibe ake ot br 0) Lee Se 


Man kann es nun aber immer durch die Wahl der 4Z-Ebene, welche zu jener 
Fundamentalebene gehért, so einrichten, dass die Tangenten der Quasilangen, d. h. beide 
Seiten der Gleichung (1), verschwinden. Nach den friiher bei der Olbers’schen 
Methode angestellten Betrachtungen ist es zu dem Zwecke nur néthig, die #Z-Ebene 
demjenigen gréssten Kreise der Sphire entsprechen zu lassen, welcher die 4usseren 
geocentrischen Oerter verbindet. In Beziehung auf ein solches Coordinatensystem 
ist dann: 


Me — gcd 0 age 0, 
He ee owe ei! = 0, 


also auch: 
H" Hy af = 9 n 
Hi, 2H noe ow. ee 
oder: 
n ny" 
Ho Fig, ca ah oh ee ee . . . . ° . . (3) 


Es muss aber offenbar noch ausserdem 4) der Projection des Radius vectors der 
Erde auf die Fundamentalebene angehéren, welcher Bedingung durch die Gleichung: 


Ah H! 
— ey 
Ko = 


geniigt wird. Von der Bestimmung von 4) und H, kann man sich daher folgende’ 
anschauliche Construction entwerfen. Es sei in Fig. 57 die Ebene des Papiers die 
Fundamentalebene, deren Pol der Durchschnittspunkt der oben genannten gréssten Kreise 
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ist, OP die durch die Sonne gelegte %-Axe, deren Richtung dem Durchschnittspunkte 


des durch die ausseren geocentrischen Oerter gelegten gréssten Kreises mit der Funda- 
mentalebene entspricht, O@ die darauf senkrechte H-Axe, R, R’, R” die drei auf die 
Fundamentalebene projicirten Erdérter. Man theile nun die projicirte Erdsehne RR” 
durch den Punkt R, so, dass Ry) R’: RR, — n: n" und ziehe durch Ry eine der Axe 
OP parallele Linie; der Durchschnitt derselben By mit OR’ liefert denjenigen Punkt 
der Fundamentalebene, dessen Sonnencoordinaten 4), Hy den oben entwickelten Bedin- 
gungen geniigen, und von welchem aus gesehen der Durchschnitt der Planetensehne mit 


dem mittleren Radius vector in der Richtung Fig. 57. 

des Poles der Fundamentalebene erscheint. Q 

Der Natur der Sache nach ist Z) beliebig, es R” 

kann daher auch Z) = 0 gesetzt werden. eae 
Machen wir bei der Construction die Ro +B 

Grundvoraussetzung der Olbers’schen Me- ae 


thode, so erhalt man einen Punkt in der 
Projection der Erdsehne selbst, iibereinstim- 
mend mit dem, was wir friiher gefunden 
haben. 

Nach dem Vorhergehenden werden wir 
auch fi unser gewodhnliches Coordinaten- 
system die Sonnencoordinaten Xj), Yo, Z 
eines Punktes angeben kénnen, der die in Rede stehende Higenschaft hat, sobald uns 


0 P 


nur ausser der Rectascension % und der Declination 6) des Durchschnittspunktes der 
beiden gréssten Kreise, die Gréssen » und ”, von welchen in jedem Falle das Gesuchte 
abhinet, bekannt sind. Wir haben dann die Gleichungen: 


Ly + Xo = Op COS HK 

Yo + Yo = Qo Sin H% eee get ecitec, te ote vo epetrn (Ce) 

fy + Zy = ootg 9o 
worn %, % die gewodhnlichen Coordinaten des Durchschnittes der Planetensehne mit 
seinem Radius vector, @) die projicirte Distanz der beiden mit einander verbundenen 
Punkte darstellt. Es ist aber offenbar: 


‘ wn ” ”" 
n +n oan ’ ntn , n+ n , 
ec Hy i hy —_—_—- %F= 4 SS VSS 
nl 0 ’ nl % Y, n! 5) 


wir haben daher ferner: 


, > wn! x n+ nn" 


e+ hy = SS Oy GIB 
nl 0 nl Qo 0 
" " 
m+n n+ n 
U peas Na 
y alls —_- oo = aa C0 Sto Cuneo ay icky uP ene (5) 
nv n 
” " 
n+ n nm + 1 
/ ls, 
ea eye A= apeun® tg 9o 


und nach den Fundamentalgleichungen unserer Aufgabe: 
We ee OF COS (OF | 
y + Y' o! sin of! Mtr ee ae ee Maina) 45! (6) 
zg! + vA o! tg 6! | 


daher durch Elimination von a’, y', 2’: 


ll ll 
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" an 
x' — aes ma X, = o' cosa! — Caan Oy COS Op 
n n 
" ~ 
x ee ie Q! sin ci! yee Oo SiN O% - » (o Sceiieae 
y! a Zo = high — Se. 


ZAweiundfinfzigste Vorlesung. 


Fortsetzung der vorhergehenden Entwickelungen. 


Die Gleichungen (7) der vorigen Vorlesung kénnen auf sehr verschiedene Weise 
zur Herleitung des Radius vectors r’ gebraucht werden: verbindet man beliebige zwei 
von ihnen zur Elimination von @ 9, so bleibt eine Gleichung zwischen 9’ und anderen 
Gréssen, welche entweder, wie X’, Y’, Z', vollstindig gegeben sind, oder sich doch, wie 


n+ vn! 
n 


, sehr angenihert durch die Zwischenzeiten und r’ ausdriicken lassen. Fiihrt man 


: i i: , : R' siny' : eae : 
auch hier wieder den durch die Gleichung sin z = =e definirten Hilfswinkel ein, 
U R' ; U 
: : sin (y' — 2 : Preis : 
so wird wieder 2 Ges (x y und man erhalt durch die Substitution dieses 
sin z 


Werthes eine Bedingungsgleichung fiir den Winkel ¢ von derselben Form, wie wir sie 
schon gefunden und aufgelést haben. 

Die Gleichungen (7) nehmen wieder eine einfache Form an, in’welcher man die 
wichtigeren Verhiltnisse deutlich tibersehen kann, wenn sie auf die mehr genannte 
Fundamentalebene der 4H bezogen werden. Bezeichnen wir nimlich mit 6 den Ab- 
stand des zweiten geocentrischen Ortes vom Durchschnittspunkte .der beiden groéssten 
Kreise, mit J den Winkel, welchen diese gréssten Kreise mit einander einschliessen, so 
wird in den Gleichungen (7): 


Og sie Stead. 
0,200? 
0) = 909 6 


mi setzen sein; zugleich ist aber auch nach Fig. 57: 


Wankel SPO, —=soyae— acy eee, 
daher: 
Ah elt 
=a >= ig % = tg a —— tg J, 
wy 


Fo 
und da zufolge der Natur der gewahlten Fundamentalebene @9 = 0 wird, so gehen die 
Gleichungen (7) iiber in: 


" 
n+tn 
Loud 
4 — —— & = o' cos Jd 


" 
Hee H, = o' sind 


n! 
" 
z' — died Z) = @' cotyo — aoe Qo tg 90°, 
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n + nl!’ 


n! 
kurz mit p bezeichnen und bemerken, dass die beiden ersten der genannten Gleichungen 
nach dem Vorhergehenden durch Multiplication oder durch Division mit tyJ in einander 
tibergehen : 


oder wenn wir die in unbestimmter Form erscheinende unbekannte Grésse 


Qo ty 90° 


HH! — 


" 
m+n 
— H, = o'sind 


” 
z' — ore Z) = 0’ cotg6 — p. 


Wenn 4), Hy), Z) einem Punkte des mittleren Radius vector der Erde angehéren, 
also Z, aufhért, willkiirlich zu sein, enthalten die beiden Gleichungen demnach, von 
nm, n', n’ abgesehen, zwei Unbekannte 0’ und p. In der ersteren Gleichung kommt schon 
o’ allein vor; diese bietet deshalb die einfachste Form fiir die Anwendung dar. Weil 
nach dem Friiheren: 


" - w" 
n n n n 
; HA =—=—= H+ —H8" =cH + c'H", 


und: 


, _ R'cosd' sin (y’ — 2) _ R'sin@ sin (y’ — 2) 
ae sin z oe sin @ ; 


so kann sie auch geschrieben werden: 
RB sin (y' — 2) 


Sin B 


H' — cH — c'H" = SOS Jes ae | (L) 


Es kommt nun darauf an, alle diese Gréssen H, H’, H"” auf bequeme Weise durch 
die gegebenen Gréssen auszudriicken. Die Axe der H fallt offenbar zusammen mit der 
Richtung des Poles der Fundamentalebene; wenn daher D) und A, die Declination und 
die Rectascension des Nordpols der Fundamentalebene vorstellen, so wird nach den be- 
kannten Formeln fiir Transformation rechtwinkliger Coordinaten: 


H = X cosDycosAy + Y cosDysin Ay + Z sin Dy 
H' = X' cosD,cos Ay + Y' cos Dy sim Ap + Z' sin Dy © 
HAH" = X" cos Dy cos Ay + Y" cos Dy sin Ay + Z" sin Do. 

Diese Formeln lassen sich, wenn man die leichteste Art, die Parallaxe in Rechnung 
zu bringen, haben will, nicht mehr wesentlich vereinfachen. D, ist offenbar das Com- 
plement des Winkels, welchen der durch die iusseren geocentrischen Oerter gelegte 
grésste Kreis mit dem Aequator bildet, A, die Linge des aufsteigenden Knotens jenes 
grossten Kreises auf dem Aequator, vermindert. um 90° Die bekannten Formeln fir 
rechtwinklige spharische Dreiecke liefern uns demnach die Gleichungen: 

cotg Do cos (Ay — % ) = — tgd 
cotg Dy cos (Ay — ow’) = — tg 0d", 
aus deren Addition und Subtraction dann weiter die folgenden hervorgehen: 
cotg Dy cos [Ay — 1/2 (a + o)] = Ye (tg 0" + tg) see 1/, (&!’ — a) 
cotg Dy sin [Ay — 3/y (u” + o)| = 1, (tg 0" — tg 0) cosec 1/, (l’ — a), 
und also auch: 


sin (0" — 0) P ‘ 
te coty 1/5 (a — a); 


bezeichnet man noch bei dem durch die Sonne und den zweiten geocentrischen Ort 
gelegten gréssten Kreise die Gréssen, welche D, und A, analog sind, mit D') und A’, 


tg [Ao — 3/5 (a =f ot) | — 
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die aus X’, Y’, Z' herzuleitende verbesserte Rectascension und Declination der Sonne 
mit A’ und D’, so hat man D’, und A’) aus den Formeln: 
cotg D', cos [ A’) — 1/, (a&' + A')] = 1 (tg D' + tg 0’) sec 1/, (a — A’) 
coty D') sin [Ay — 3/ (w' + A’)] == 1/5 (tg D' — tg 0’) cosec 1/4 (a — A’), 


also: oN , 
tg [A") — Ye (4’ 4+ o’)] = ee - cotg 1/, (A! — oa’). 
Die beiden mehr genannten gréssten Kreise begrenzen auf dem Aequator den 
Bogen A’, — Aj; diesem Bogen, als der Seite eines sphiirischen Dreiecks, liegen die 
Fig. 58, Winkel 90° — Dy) und 180° — (90° — D',) 
B' an. J oder die Neigung der beiden Kreise 
Ba gegen einander ist der dritte Winkel des 
ne ee ad B” Dreiecks; derselbe lasst sich nach der ge- 
C’ wohnlichen Fundamentalformel mit Schirfe 
finden. Es wird dabei: 
cos J —= — sin Dy sin D', 
B + cos Dy cos D'y cos (A) — Ao). 


In der folgenden Zeichnung, Fig. 58, 
stellen B, B’, B” die drei geocentrischen 
Oerter, S den Ort der Sonne in der zweiten 
@ Beobachtung, C den einen Pol des Bogens 
des gréssten Kreises BB” vor, welcher von 
B'C im Punkte C’ geschnitten wird. Der Durchschnittspunkt von BB” mit B’S sei 
Co; dann ist offenbar: 
— cos B'C = sinB'C' = sinJsinB' CQ, = sinJ sine, 
ferner: 
cos B'C = sin D, sind’ + cos Dy cos 0' cos (o! — Ay) = — sin@ sin J. 
Dadurch ist Alles in Gleichung (1) bekannt geworden. 


Dreiundfiinfzigste Vorlesung. 


Folgerungen fiir den zu erreichenden Grad yon Genauigkeit einer 
Bahnbestimmung. 


Im Vorhergehenden haben wir den Durchschnittspunkt zweier gegebenen Kreise 
unter Zuziehung geometrischer Betrachtungen eingefiihrt, obgleich es fiir diesen Zweck 
einen kiirzeren und eleganteren Weg giebt. Dieser letztere, den wir bald kennen lernen 
werden, ist indessen weit weniger geeignet, eine vollstandige Kinsicht in alle Beziehungen 
des genannten Durchschnittspunktes zu der zu lésenden Hauptaufgabe zu gewahren. Zu 
den in solcher Weise zu erérternden Fragen gehért auch die, von welchem Umstande 
die bei der Bestimmung des mittleren Radius vector zu erreichende Genauigkeit vor- 
mugsweise abhinge, wenn Beobachtungen von gleicher Giite und gleicher Grésse des 
geocentrischen Bogens vorausgesetzt werden. Der Lambert’sche Schluss aus der 
Kriimmung des geocentrischen Bogens auf die Entfernung von der Sonne fihrt namlich 
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auf ein merkwiirdiges Dilemma, welches in dem Falle geradliniger geocentrischer Be- 
wegung am deutlichsten hervortritt. Hs kann solche Bewegung in einem gréssten Kreise 
nach dem Lambert’schen Kriterium sowohl daher entstanden sein, dass der Radius 
vector des betreffenden Himmelskérpers dem der Erde gerade gleich ist, aber auch eben- 
sowohl darin ihren Grund haben, dass ein Urtheil iiber die Entfernung in dem beson- 
deren Falle iiberhaupt nicht méglich ist. Es ist klar, dass ein solcher Ausnahmefall, wo 
die der Zahl nach ausreichenden Data zur Bestimmung untauglich werden, sich auch 
immer dadurch auszeichnen muss, dass die geocentrische Bewegung eine geradlinige wird, 
da ja, wenn der Radius vector unbestimmt und unbestimmbar wird, das Lambert’sche 
Kriterium ebenfalls diese Eigenschaft des Radius vector wiedergeben muss. Es liegt 
deshalb hier die Versuchung sehr nahe, mittelss Umkehrung des Lambert’schen Satzes 
zu schliessen, im Falle geradliniger geocentrischer Bewegung, d. h. wenn nach unserer 
Bezeichnung 6 = 0 wird, werde die Lésung unbestimmt, und verliere iiberhaupt in 
allen Fallen in demselben Maasse an Bestimmtheit und Genauigkeit, wo 6 kleiner wird. 
Dass dies ein Irrthum sein wiirde, geht schon aus dem Vorhergehenden hervor, zeigt 
sich aber noch besser, wenn wir die Gleichung (1) voriger Vorlesung noch einmal genauer 
betrachten. Wird 6 = 0, so geht dieselbe iiber in: 


BH = cH! = 0, 
und wenn wir die Gleichungen (1) der 49. Vorlesung beriicksichtigen: 


oO aad a QH git OQ” A" 1 
[/ " v 
H— 5H eH —(E% + RF ole 
oder: 
a QH ad Q" BH" 
i, & B72 a Se oe OQH + 8” Q"H" (1) 
Bree o ee ed San eet i 


/ 1 
ay Hoe ra x ti 
Diese Lésung leidet an keinerlei Unbestimmtheit, so lange der Divisor 0’ H’ —®H — 0” H" 
eine ganz bestimmte Grisse bleibt, wie im Allgemeinen der Fall ist. Es wird r’ dabei 
immer sehr nahe gleich R&’ der Entfernung der Erde von der Sonne werden, um so mehr, 
je naher wir fiir Q und Q” die entsprechenden Werthe der Erdbahn setzen, waihrend wir 
dagegen durch Einsetzen der genaueren Werthe bei dem Planeten die Lisung fiir den | 
letzteren mit beliebiger Genauigkeit erhalten kiénnten. In dem Umstande, dass in diesem 
speciellen Falle (wenn eben der genannte Divisor nicht Null wird) die Liésung fiir die 
Erde mit der fiir den Planeten in der ersten Anniherung iibereinstimmt, liegt auch die 
Erklarung dafiir, dass die Finalgleichung hier nur eine reelle Wurzel liefert. 

Man sieht aus derselben noch, dass das Verschwinden von 6 die Bestimmbarkeit 
des r’ keineswegs aufhebt, dass 6 iiberhaupt nicht als Maass fiir die Bestimmbarkeit des 
r’‘angesehen werden darf. 

Schreiben wir die Gleichung (1) unter der Form: 

a QH go" Q” H" 

oY” 2 0 2 
— poe ee a Nerina ator 5, (2) 
wozu wir nach dem Friiheren berechtigt sind, so kénnen wir sagen, dass die Sicherheit 
der Bestimmung durch die Gleichungen (1) oder (2) um so geringer sein wird, je kleiner 
das durch H’ — H) vorgestellte Stiick der Projection von R’ auf die Fundamentalebene 
ausfallt, Ein Blick auf die Fig. 57 zeigt, dass diese Grésse, unter iibrigens gleichen 
Umstinden, einestheils sinJ, anderentheils dem Cosinus des Winkels, welchen die 
Richtung yon R’ mit der Fundamentalebene der , H bildet, proportional ist. Der 
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letztere Winkel erginzt offenbar den Abstand der Verléngerung des Radius vector 
vom Durchschnittspunkte der mehrfach genannten gréssten Kreise der Sphare, oder den 
Winkel vy’ — 6 zu 90°. Somit kommen wir zu dem bemerkenswerthen Resultate, dass 
die Sicherheit der Bestimmung von r’ aus drei geocentrischen Oertern unter tibrigens 
gleichen Umstinden dem Producte: 
sin J sin (y' — 6) 

proportional ist. 

Dieses Product ist nun aber, wie aus einer der Grundformeln fiir rechtwinklige 
spharische Dreiecke leicht hervorgeht, gleich dem Sinus des Abstandes des mittleren 
Sonnenortes von dem durch die fusseren geocentrischen Oerter gelegten gréssten Kreise. 
Das Endresultat unserer Untersuchung iiber die Bestimmbarkeit des mittleren Radius 
vector lasst sich also darin aussprechen, dass der zu erreichende Grad von Genauigkeit 
unter sonst gleichen Umstainden dem Sinus jenes Abstandes proportional ist. 

Hiernach ist es z B. eine sehr ungiinstige Lage der Beobachtungen, wenn der 
durch die fusseren geocentrischen Oerter gelegte grésste Kreis auch durch den mittleren 
Sonnenort geht. In der That haben wir ja diesen Fall schon als den Ausnahmefall der 
Olbers’schen Methode bei den Kometen kennen gelernt. Dass dort dessen ungeachtet 
unter Zuziehung anderer Formeln und einer anderen Art der Naherung eine Bestimmung 
méglich wurde, verdankten wir dem Umstande, dass wir dort nur fiinf Unbekannte zu 
suchen hatten; bei den Planeten hért in gleichem Falle die Bestimmbarkeit ganzlich 
auf. Kin Fall, in welchem man sich solcher Ungunst nicht durch Auswahl der drei 
Beobachtungen zu entziehen vermag, ist der, wo die Ebene der Planetenbahn sehr nahe 
mit der Ekliptik zusammenfallt. In der Beziehung haben uns ja auch in Wirklichkeit 
schon ganz andere Betrachtungen gezcigt, dass eine Bahn mit geringer Neigung gegen 
die Ekliptik aus drei vollstandigen geocentrischen Oertern nicht bestimmt werden kann, 
und dass es dazu einer besonderen Auswahl des Materials und einer besonderen 
Methode bedarf. 


Vierundfiinfzigste Vorlesung. 


Hinfachere Herleitung der Hauptgleichung fiir die Bestimmung 
der Entfernung der Himmelskérper. 


Die Gleichungen (XI) der 49. Vorlesung, oder, wenn man fiir die Sonne die Polar- 
coordinaten einfiihrt: 
c @ sin (a — «) = Q! sin (a” — au’) — R' sin (w” — A’) cos D! + ce Rsin (w’ — A) cosD 
+ ¢! R" sin (ol! — A") cos D" 
e” 9" sin (& — a!) = Q! sin (a — a’) — R' sin (a — A’) cos D' + c Rsin (« — A) cosD 
+ ¢” R" sin (« — A”) cos D", 
behalten ihre Giiltigkeit auch dann noch, wenn die darin vorkommenden Coordinaten 
auf ein anderes System als das des Aequators bezogen werden. Wahlen wir unser 
System der 4, H, Z, welches ja nach dem Vorhergehenden ein viéllig bestimmtes ist, so | 
nehmen die beiden Gleichungen eine einfache und ibersichtliche Form an. Zunidchst 
sieht man, dass o’ — «% == 180°, w’ — o! = J wird, indem der Pol des Systems mit 
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dem Durchschnitte der gréssten Kreise zusammenfallt, welche durch die beiden dusseren 
geocentrischen Oerter einerseits und durch den mittleren geocentrischen Ort und den 
Sonnenort andererseits gelegt werden. Die cos D, cos D’, cos D” sind dann identisch mit 
den Sinus der Abstinde der Sonnenérter von jenem Durchschnittspunkte, die o/’ — A, 
a!’ — A’, o!' — A” sind die Winkel, welche die durch den Durchschnittspunkt und die 
Sonnenérter gelegten gréssten Kreise mit dem durch die dusseren geocentrischen Oerter 
gelegten grissten Kreise einschliessen. Die Producte: 


sin (#!'’ — A) cosD 

sin (a!’ — A’) cos D! 

sin (a! — A") cos D" 
sind demnach, wenn man von den Formeln fiir rechtwinklige sphirische Dreiecke Ge- 
brauch macht, nichts Anderes, als die Sinus der Abstainde der Sonnenérter von dem 
durch die 4usseren geocentrischen Oerter gelegten gréssten Kreise. Fiihren wir auch 
noch die unverkiirzte Distanz von der Erde in der mittleren Beobachtung ein und be- 
zeichnen dieselbe mit J’, so ist offenbar: 

oe = 7' sine. 

Die Grésse sin 6 sin (o’ — a!) oder sin 6 sin J ist wieder nichts Anderes, als der Sinus 
des kiirzesten Abstandes des zweiten geocentrischen Ortes von dem durch die beiden 
ausseren Oerter gelegten Kreise. Bezeichnen wir diesen Abstand mit 7’, die Abstiinde 
der drei Sonnenérter der Reihe nach mit @, o’, o”, so erhalten wir daher aus den 
Gleichungen am EHingange dieser Vorlesung: 


A siny’ = R' sino’ — cRsinw — c'R"sinw”. . . . . . (A) 
Macht man die in Vorlesung 49 gezeigte Umformung, zu welchem Behufe man hier: 
bsing = siny! sin p' 
oO R i / 
bcos g = cosy!’ siny’ + sino’ — (we sino + oT RT sin 0") 
setzen kann, so wird die dortige Gleichung (VI): 


"pu 


G a Q sin @ + Spr Q" sin a") sin 24 = 20K siny’sin(e —q) « . (2)! 


Die Winkel yp’, «, w', " werden positiv oder negativ zu rechnen sein, je nachdem 
die Oerter auf die eine oder die andere Seite des gréssten Kreises fallen. Sie lassen 
sich mit grosser Bequemlichkeit ausdriicken, sobald man die Pole des durch die beiden 
ausseren Oerter gelegten gréssten Kreises auf uns schon bekannte Weise, sei es in 
Lange und Breite, oder in Rectascension und Declination, bestimmt hat. Die Einfiihrung 
dieser Coordinaten des einen oder des anderen Poles ist es, welche uns erlauben wird, 
den Grundgleichungen des Problems auch in Beziehung auf die Bestimmung von.@ und 
o”, oder den unverkiirzten Abstiinden von der Erde 4 und 4” aus J’ eine ‘hnliche 
Kinfachheit, wie der Gleichung (1) zu geben. 

Verbindet man niamlich denjenigen Pol, welchen man als den Nordpol ansehen 
will, mit den geocentrischen Oertern sowohl als mit den Sonnenértern durch grésste 
Kreise, und bezeichnet die Winkel, welche von denselben mit einem beliebigen durch 
denselben Pol gelegten gréssten Kreise gebildet werden, wie folgt: 


mit G, G', G” die Winkel, beziehungsweise des ersten, des zweiten und des 
dritten Sonnenortes, 


" die entsprechenden Winkel fiir die geocentrischen Oerter, 


mit & &, & 


so werden die beiden Gleichungen am Anfange dieser Vorlesung: 
Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 43 
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e o sin (&” — e) = o' sin (&" — é') — R' sin (e” — G’) cos w! 4+ cRsin (&” — G) cos@ 
+ eR" sin (e — G") cos”. 

co" sin (€ — &) = o'sin (¢ — &) — R' sin (e — G') cos@' + c Rsin (e — G) cos@ 
+ ce! R" sin (€ — G") cos 00". 

Dabei wird wieder vorausgesetzt, dass; wie alle Coordinaten, so auch die 9, 9’, @” 
auf eine Fundamentalebene, die den bezeichneten Pol hat, bezogen werden. Fihrt man 
dagegen die 4, 4’, 4” in diese Gleichungen ein, so ist offenbar in Beziehung auf diese 
Fundamentalebene, da die durch den ersten'und dritten geocentrischen Ort reprasentirten 
Richtungen dieser Fundamentalebene parallel sind: 

9 = 4, 
o” — Ah", 
und ausserdem ist, nach den oben gemachten Bemerkungen und mit Riicksicht darauf, 
dass 90° — 7’ den Abstand des zweiten geocentrischen Ortes von jenem Pole darstellt, 
O <==. cosa. 
Wir haben mithin folgende Gleichungen, um 4 und 4” aus J’ zu berechnen, nachdem 
das letztere gefunden ist: 
c 4 sin (&”’ — &) = J' cosy’ sin (e” — &') — R' cosa! sin (e” — G') 
+ ¢Reos@ sin (e’ — G) + €! BR" cos w" sin (e” — G") 
c! A" sin (¢ — 8") = A' cos p' sin (¢ — &') — R' cosa! sin (€ — G’) 
+ ceReosasin (e — G) + e’ R" cos" sin (¢ — G"). 

Aber auch diese Gleichungen lassen sich wieder bedeutend vereinfachen, wenn man 
bemerkt, dass nach den bekannten Grundformeln fiir sphirische Dreiecke cos yp’ sin (e’—é’) 
gleich dem Cosinus des Abstandes des zweiten geocentrischen Ortes von einem Punkte 
des durch die anderen geocentrischen Oerter gelegten gréssten Kreises ist, welcher 
letztere Punkt von dem dritten geocentrischen Orte um 90° in bestimmter Richtung 
entfernt ist. Desgleichen ist cos @ sin (e” — G) der Cosinus des Abstandes des ersten 
Sonnenortes von demselben Punkte; cos ! sin (é!’ — G') und cos o!' sin (é” — G@") sind die 
entsprechenden Gréssen fiir die beiden anderen Sonnenérter. Die zweite der Gleichun- 
gen (la) enthalt die Cosinus, bezogen auf einen Punkt, welcher in dem gréssten Kreise 
von dem ersten geocentrischen Orte 90° entfernt ist. J iir die genannten Cosinus fiihren 
wir abkiirzende Zeichen oder Symbole ein, der Art, dass z B. (aw A) den Cosinus des 
Abstandes des ersten Sonnenortes von dem um 90° verschobenen zweiteu geocentrischen 
Orte bedeutet, und schreiben dann die Gleichungen (1a) in folgender, fiir die Rechnung 
sehr iibersichtlichen Form: 

(%,%)¢ A = (o,0/) 4’ — (a, A') R' + (o% A)eR + (a .A”) c! pe - (3) 
(049 o!”) cl’ A" = (0% a!) A! — (% A’) R! + (a A)eR + (% A”) oR" 

Bei dem Gebrauche dieser Symbole ist noch zu bemerken, dass derjenige Accent, 
welcher sich auf den in bestimmter, im Uebrigen beliebiger, Richtung auf dem gréssten 
Kreise zu verschiebenden Ort bezieht, am Fusse des Buchstabens angehiingt ist, so dass 
%. B. % die Rectascension des Punktes bedeutet, welcher dem ersten geocentrischen Orte 
entspricht, Bei dieser Bezeichnung wird dann auch (%«%) == — (a a’) 1), 


(La) 


*) Unter Anwendung der Formel: Cosinus der Hypotenuse gleich dem Product der Cosinus 
der Katheten findet man auch noch leicht die bei der Priifung zu verwendenden Relationen: 


CPO Oy ce! eeAl A i 
arc cos (4 @!) — are cos ca) = arecos ae are cos CD) a are COs 20 
cos W cos W cos w COs w C08 w 
v4 A! ct All All 
— arccos Eves arc cos SS arc COs wee) 


COs w! cos w!" cos w!! 
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_ Wir kénnen nun nach dem Vorhergehenden iiber die Gleichungen (1) und (3), 
welche als die Fundamentalgleichungen des ganzen Problems zu betrachten sind, eine 
interessante Bemerkung machen, die nimlich, dass simmtliche darin vorkommende Coéffi- 
cienten von cR, c’ R”, R', c4, ¢' 4" und J’ sich ausdriicken als die Cosinus der Ab- 
stinde der Sonnenérter und der geocentrischen Oerter von drei gegebenen Punkten der 
Sphare. Der eine dieser Punkte, welcher bei Aufstellung der Finalgleichung fiir r’ durch 
(1) die Hauptrolle spielt, ist der Pol des durch den ersten und dritten geocentrischen 
Ort gelegten gréssten Kreises, die beiden anderen sind Punkte dieses gréssten Kreises, 
welche von den dusseren geocentrischen Oertern in gleicher Richtung um 90° abstehen. 
Die Cosinus der Abstande der Oerter von diesen drei Punkten lassen sich mit beinahe 
derselben Bequemlichkeit ausdriicken, sie mégen in Rectascension und Declination oder 
in Linge und Breite gegeben sein; auch ist es ein nicht geringer Vortheil dieser Form, 
dass die darin vorkommenden Gréssen eine kurz anzugebende einfache geometrische 
Bedeutung haben. Man ist so in den Stand gesetzt, sich durch Constructionen auf dem 
Globus oder auf Karten gegen grobe Rechenfehler zu schtitzen; gegen kleinere stehen 
eine Reihe von Prifungen zu Gebote. 


Funfundfinfzigste Vorlesung. 


Weitere Ausfiihrung der Gleichungen (1) und (8) in der 54. Vorlesung. 


Unser erstes Geschaft, die Bestimmung der Rectascension Ay und Declination Dy, 
oder auch, wenn wir die Ekliptik vorziehen, der Linge und Breite des Poles, welcher 
yon beiden 4usseren geocentrischen Oertern Fig. 59. 
um 90° entfernt ist, kann nach der 52. Vor- K 
lesung als erledigt angesehen werden. Die 
Rectascension und Declination, oder auch, 
mutatis mutandis, die Linge und Breite des 
Punktes, auf welchen die Cosinus (a a), 


(% A’) u. s. w. nach voriger Vorlesung be- 
zogen werden sollen, seien % und 0). Eine 
leichte Berechnungsart fiir dieselben erkennen 
B, 
| B 


wir mit Hilfe der Fig. 59. 
In derselben stellt B den ersten geo- 
centrischen Ort, B, denjenigen Ort vor, der, ‘ Q 
mit dem ersten und dritten geocentrischen 
Orte in einem gréssten Kreise liegend, 90° 
von ersterem absteht. J hingegen ist der 
Ort, welcher senkrecht zu jenem gréssten 
Kreise 90° entfernt ist, d. h. der Pol des- 
selben; P sei der Pol des Aequators, Q ein Punkt, mit K und P in einem gréssten 
Kreise gelegen. : 
Hiernach ist also: 


a 
hs 
bs 
I 


Ay —@ 
KP = 90° — D, 
BP = 90° — 0, 
43* 
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daher: 
se Bk Pe = - sin KP B = cosdsin(Ay — «); 
sin BK 
ferner: Bene. 
cos B, P = cos KP cos KB, + sin KP . sin K B, cos B, K P, 
oder, da: 


BK = 90, B,P= 90 —&, B,KP = 9094+ BKP, 
sind) = — cos D, sin BK P = + cosDycosdsin(a — Ay). . . . (I) 
Auch hat man nach Fig. 59: 
cos B, Pcos KP + sin B, Psin KP cos B, PK = cos B,K = 0, 
oder, weil B, PK = Ay — %, 
sin 09 sin Dy + cos dy cos Dy cos (Ay — %) = 0 
C08 (% — Ay) = —tgDoigd) - . . . 2 = ees 


Bezeichnen wir die Rectascension und Declination desjenigen Punktes, welcher zum 
dritten geocentrischen Orte in derselben Beziehung steht, wie der eben bestimmte zum 
geocentrischen Orte, mit # und 0), so haben wir nach vollstandiger Analogie: 


sin Oo, == cos Dy cos 0" sin (@’ — A)) . . « = =e 
cos (% — Ay) = — tgDtgd, - . . . 6 Smee 


Nachdem so Ay, Do, %, 90, %, Op bestimmt worden sind, driicken sich die in den 
Gleichungen (1) und (8) der vorigen Vorlesung enthaltenen Factoren aus, wie folgt: 


siny'! = sinDysind’ + cos Dy cos 0’ cos (ou — Aj) 

sino = sinDysinD + cosD)cosD cos(A — Ap) 

sino! == sin DysinD! + cos Dycos D!' cos(A' — Ay)| + 

sina" == sin Dy sin D" + cos Dy cos D" cos (A” — Ao) 

(0% oe’) == sind, sind’ + cosdy cosd!' cos(a — oH) 

(%p 0!) == sind, sind” + cosdy cosd” cos (a!’ — op) 

(% A) == sind) sinD + cosdy cosD cos(A — Oo) 5 
(a, A’) = sind, sin D! + cosy cos D! cos(A' — 0%) | “eee ) 
(% A”) = sind) sin D"” + cosd, cos D" cos(A"” — oO) 

(%, 0%) == sind, sind + cosd, cosd cos(% — OH) 

(0%, 00’) == sind, sind’ + cosd, cos 0’ cos(o! —. OH) 

(%.A) = sind, sinD + cosd, cosD cos(A — Oe) 

(%,.A’) = sind, sin D' + cosd, cos D! cos(A’ — og) 

(a A") = sind, sin DD” +. cos 0, cos D!' cos(A"” — oO) 


Als einfachste Priifung der meisten dieser Vorbercitungsrechnungen haben wir, 
dass (0) 0") == — (%,«) werden muss. 

Durch Reduction auf die Ekliptik kann D, D’, D’ zum Verschwinden gebracht 
werden, und es werden dann neun von den vorhergehenden Ausdriicken eingliedrig; doch 


wird sehr haufig durch diesen kleinen Vortheil die Miihe jener lastigen Reduction sich 
nicht hinlanglich belohnt finden. 


Wenn durch Auflésung der Gleichungen (1) und (3) (54. Vorlesung) die Entfer- 
nungen 4 und 4” bekannt geworden sind, so findet sich auch die Sehne x, welche die 
beiden Oerter im Raume verbindet, nach der bekannten Formel: 
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= (0" — a) + yy + 
= (4" cos 0" cos a” — X" — Acosdcosa + X)? 
+ (4" cos 0" sino!” — Y" — Acosdsina + Y)? 
+ (4" sind” — Z"” — Asind + Z)? 


tt 


¢ ¢ yl? 
ee a pits es cc! 


Sechsundfinfzigste Vorlesung. 


Rechnungsbeispiel fiir die Formeln der 55. Vorlesung. 


Die Art der Anwendung der vorigen Formeln mag an dem in der 50. Vorlesung 
aufgefiihrten Beobachtungsmaterial fiir Arethusa ihre Verdeutlichung finden. Aus den 
X, Y, Zu. s. w. finden wir die entsprechenden Coordinaten der Sonne wie folgt: 


Die Rectascension A, A’, 4” .. 239° 2! 51",68, 260° 38’ 25”,53, 279925’ 8" 56 
» Declination D, D', D’.... —200 24! 45,43, —239 10! 44,64, —230 10’ 31/58 
peop, log Flog" is. 2 6. 9,994 335 2, 9,993 0690, 9,992 6828. 

Nach Vorlesung 52 haben wir dann nach den Formeln: 
Si Ce! ee rail. Vor! 
tg {4o /y (a! + ow) = ans 0) cotg 1/4 (a 0) 
tg D) = — cotg 0 cos (% — Ay) = — cotg 0" cos (a!’ — Ay), 


wenn wir fiir die geocentrischen Oerter dieselben Werthe wie friiher einsetzen: 
Aj =-303°9 48! 41/529, 
Dy == +489 41* 26",58; 

Die Zweideutigkeit der Lésung wird dadurch gehoben, dass D) positiv werden 
soll. Wir haben schon darauf aufmerksam gemacht, dass 360°— A, mit V der 49. Vor-! 
lesung, welches nach der Formel: 
tg 0" cosa — tg 0coso" 
tg 0" sina — tg 0 sino’ 
gleich 56° 16’ 18”,74 gefunden wurde, identisch ist. 

Es ergiebt sich ferner: 


“‘tgV = 


Oy = 3459 21’ 20,39 

6, == — 38918" 197 

C—— 337° 477 37"43 

dp, = -— + “36° 3° 16",93, 

und darauf nach den Formeln (5) (55. Vorlesung): 

log siny’ == 7,5919067 log (%) A’) = 9,457 6851 
logsinca = 7,4145303 log (0% A”) = 9,723 7550 
log sine!’ == 9,1688477 log (ot %) = 9,0732781,, 
log sino” —= 9,4106642 log (4 0’) == 8,6208351, 
log (0% 0) == 8,885 3727 log (0% A) == 8,9545596 
log (% &"”) == 9,073 2787 log (0% A’) == 9,598685 9 
log (0% A) == 8,4543236,, log (0%, A") = 9,793 3293. 
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Die Priifungsgleichung fiir die Richtigkeit der Bestimmung von A), Do, %; 
do, O95 do, 
(ap 00!) == — (Oy 0) 


erweist sich hier als erfiillt, desgleichen die Controlen: 


(cig 0") (% @') 


are cos — arcecos 
cos w cos wy" 
Oy A Oy A 
= arc cos WE — arecos ee 
COs Cos @ 
Ob, A! 04, A! 
= arecos IGE»: — arecos oy) 
Cos @ COs © 
06, By 0 TAL! 
= arecos (a ) — arecos (% ’) 
COS 00 COS 


—= + arc sin (o% 0"), 
sie bestatigen in den wichtigsten Beziehungen die Richtigkeit der bis hierher gefiihrten 
Rechnungen. 
Die Gleichungen (1) und (8) der Vorlesung 54 werden demnach: 


(7,5919067) 4’ = — (9,1688477) R’ — (7,4145307)cR 
— (9,4106642) o” R" 

(9,0732781,)c4 == — (9,5986859) R’ + (8,9545596)cR 
+ (9,7933293) c” R” + (8,6208351,) 2" 

(90732787) c! 4” = — (9,4576851) R’ + (8,4543236,)cR 


+ (9,7237750) ce” R” +-(8,8853727) J’, 

worin die eingeklammerten Zahlen die Logarithmen der Coéfficienten bedeuten. Der 
Coéfficient von R! in der ersten dieser Gleichungen oder sino! verdient bei jeder 
numerischen Anwendung eine besondere Beachtung, weil er durch seine Grésse oder 
seine Kleinheit ein Kriterium dafiir liefert, ob das Material zu der’ Bahnbestimmung 
giinstig gewahlt ist. Fallt derselbe sehr klein aus, so ist ein zuverlaissiges Resultat nicht 
zu erhalten, man ist dann genéthigt, andere Beobachtungen zu wahlen, wie auch immer 
die anderen Coéfficienten beschaffen sein mégen.. 


Die Gleichung (2) der Vorlesung 54 wird nach Einfiihrung von Q und Q”: 
[(7,0740077) Q + (9,1432163) Q"] sinz* = 7,0908172 sin (¢ — 7° 58’ 29,02). 
In der ersten Anniherung wird wieder: 
log Q = log Q" = log dO" = 8,9993845, 
und die Gleichung fiir z: 
sin 24 = (8,9445291) sin (2 — 7° 58! 29’,02). 
Die einzige hier zulassige Loésung ist: 
2 == 8 10'98"08: 
Der Logarithmus des Abstandes der Arethusa von der Sonne in der zweiten Beob- 
achtung, logr’ wird: 
logr’ = 0,4264114, 
der des Abstandes von der Erde: 
log d' = 0,2393502. 


cS Q ; gl Q" | 
Fir ¢ oder 5) (1 a. sn) und ¢” oder 7a ¢ + a7) hat man nach dem Vorher- 


gehenden: 
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loge == 9,6633497 
loge’ = 9,7340768, 

ferner: 
loge R = 9,6576849 


log ¢’ R” = 9,7267596; 
die Substitution in die zweite der obigen Gleichungen liefert: 


log I = 0,2221505, 
die dritte ergiebt: 
log 4" = 0,272484 3. 
Diese Werthe stimmen mit den in der 50. Vorlesung gefundenen so nahe iiberein, 
als die beiden so verschiedenen Formen der Berechnung nur immer erwarten lassen, 


Siebenundfiinfzigste Vorlesung. 


Vereinfachungen und Abkiirzungen fiir die Methode der Vor- 
lesungen 54, 55 und 56. 


Durch eine Combination verschiedener Betrachtungsweisen gelangten wir oben zu 
dem Ergebniss, dass die Coéfficienten von J’ und dann von 4 und 4”, mit denen diese 
Gréssen in den Fundamentalgleichungen multiplicirt sind, und ebenso die Coéfficienten, 
mit welchen die Radienvectoren R, R’, Rk” multiplicirt erscheinen, als die Cosinus der 
Abstainde der beobachteten und der Sonnendrter von den Polen dreier grésster Kreise, 
oder, was dasselbe ist, als die Sinus der Abstiinde der beobachteten Oerter und der 
Sonnenérter von denselben gréssten Kreisen zu betrachten sind. Der eine dieser gréssten 
Kreise wurde durch den ersten und den dritten geocentrischen Ort gelegt, in Betreff 
der beiden anderen scheinen wir noch an die Beschrankung gebunden, dass wir sie 
durch den einen und den anderen dieser Oerter, aber senkrecht zu dem erstgenannten 
legen miissen. Die folgende Betrachtungsweise nun fiihrt uns nicht nur sehr schnell zu 
dem erhaltenen Resultate, sondern zeigt uns auch, dass wir in der Wahl des Winkels, 
welchen die gréssten Kreise am ersten und am dritten geocentrischen Orte einschliessen 
sollen, véllig freie Hand haben; wir diirfen also in Betreff ihrer noch andere Bequem- 
lichkeitsriicksichten maassgebend sein lassen. 

Betrachten wir noch einmal die Relation, welche zwischen den ¢-Coordinaten der 
drei Planetendrter besteht: 

ne! = ne re nl 2, 
so ist nach Friiherem einleuchtend, dass ihre Giiltigkeit nicht an eine Fundamentalebene 
yon ganz bestimmter Lage, wie z. B. an die Ekliptik oder an den Aequator, gebunden 
ist, sondern dass sie bestehen bleibt fiir jede Ebene, welche durch den Mittelpunkt der 
Sonne geht; um das einzusehen, braucht man ja nur zu bemerken, dass die z immer 
dadurch erhalten werden, dass rcosv und rsinv mit Coéfficienten multiplicitt werden, 
welche nur von der Lage der Bahnebene zur Fundamentalebene abhangig sind. 

Ferner ist klar, dass die z, wenn sie auf drei verschiedene Fundamentalebenen 
nach einander bezogen werden, den heliocentrischen Ort ebenso bestimmen, wie dies 
durch rechtwinklige oder schiefwinklige Coordinaten geschieht. 
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Erinnern wir uns nun noch, dass jede heliocentrische Coordinate, also auch 4, sich: 


zusammensetzen lisst aus der geocentrischen Coordinate fiir dieselbe Fundamentalebene 
und der Erdcoordinate, dass also ein auf solche Fundamentalebene bezogenes ¢ sich 
ausdriickt durch die Relation: 
z= Asinw — Rsinw, 

worin w und w beziehungsweise die Abstiinde des geocentrischen Ortes und Sonnenortes 
von dem der Fundamentalebene entsprechenden gréssten Kreise bedeuten, so erkennen 
wir gleich auch ein ebenso einfaches als bequemes Mittel, aus den bekannten drei Grund- 
gleichungen der Aufgabe beliebige zwei Abstinde zu eliminiren. Denn um z B. 4 und 
A" za eliminiren, brauchen wir die ¢ nur auf eine Fundamentalebene zu beziehen, fiir 
welche die Abstinde wy des ersten geocentrischen Ortes und wy” des dritten geocentri- 
schen Ortes Null werden; wir haben also den gréssten Kreis durch den ersten und 
dritten geocentrischen Ort zu legen. Dies liefert uns dann unmittelbar die Gleichung (1) 
der 54. Vorlesung. Soll dagegen nachher, wenn 4’ bestimmt ist, J gefunden werden, 
so erreichen wir die dazu erforderliche Elimination von 4” dadurch, dass wir durch den 
dritten geocentrischen Ort einen gréssten Kreis legen, fiir dessen Lage im Uebrigen, da 
er zur Bestimmung von 4 fiihren soll, nur die eime Beschrankung existirt, dass er 
nicht durch den ersten geocentrischen Ort gehen darf. Wir kénnen denselben deshalb 
durch den ersten oder den dritten Sonnenort legen, und so ausser J” auch noch R oder 
R" eliminiren. Soll endlich 4” durch Elimination von J gefunden werden, so werden 
die Abstiinde von einem durch den ersten geocentrischen Ort und Sonnenort gelegten 
gréssten Kreise in Rechnung kommen. 

Bei der folgenden Bezeichnung wird man diese Betrachtungsweise leicht in der 
Erinnerung behalten und sich die Uebersicht bewahren kénnen. Es bedeute das Symbol 
(4 4’ 4") den Sinus des Abstandes des zweiten geocentrischen Ortes von dem durch 
den ersten und dritten gelegten grissten Kreise (J RA"), (JR 4"), (4AR" 4") der 
Reihe nach die Sinus der Abstiinde des ersten, zweiten und dritten Sonnenortes von 
demselben gréssten Kreise u. 8. w., bei welcher Bezeichnung jedesmal das Zeichen fiir 
den geocentrischen Radius desjenigen Ortes, fiir welchen der Sinus des Abstandes zu 
nehmen ist, zwischen die Radien derjenigen Oerter gestellt wird, durch welche der griésste 
Kreis gelegt werden soll. Die Gleichung (1) der 54. Vorlesung schreibt sich also: 

(4 A! A") A = (4 R! A") R' ae (4RA")cR is (4 BR" 4") oc! R"; 
zur Bestimmung von J aus 4’ erhalt man: 

(4d. R) Wik ci a (a" R' R) R' —— (4" 4R)cA ae (4" R" R) eR, 
wenn ein durch den dritten geocentrischen Ort und den ersten Sonnenort gelegter 
grosster Kreis angewendet wird, dagegen: 

(a" dR) A oie (AUR RY) R' — (MATE her, fe (a" RR eR, 
wenn der grésste Kreis den dritten geocentrischen Ort und den dritten Sonnenort ver- 
bindet. Bei der letzteren Art, den gréssten Kreis zu legen, wird, wie man sieht, auch 
ce eliminirt; sie ist deshalb der ersteren vorzuziehen. 

Fiir die Bestimmung von 4” aus J’ hat man: 

(44'R)4 — (ARR) = (44"B) c' A" — (ARR) c' R". 

In Betreff der Vorzeichen der Abstiinde und ihrer Sinus kann man noch bemerken, 
dass es ganz gleichgiiltig ist, welche Seite der Fundamentalebene oder des gréssten 
Kreises man als die fiir die positiven z betrachtet, wenn nur immer beachtet wird, dass 
Oerter, welche auf entgegengesetzten Seiten des gréssten Kreises liegen, auch Abstinde 
von entgegengesetztem Vorzeichen haben, und dass diese Abstinde immer im ersten 
Quadranten genommen werden kénnen. 


{ 
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Wenn wir die drei gréssten Kreise fiir die Elimination so legen, wie eben vor- 
geschlagen wurde, so kénnen die. Formeln (5) der 55. Vorlesung zum Theil durch 
bequemere ersetzt werden. Zuerst werden die Rectascension (oder die Linge) A) und 
die Declination (oder die Breite) D) vom Pole des durch den ersten und dritten geocen- 
trischen Ort gelegten gréssten Kreises nach den dort gegebenen Formeln berechnet, also 
Ay nach einer der beiden Formeln: 


. " 
tg {Ay — 3/,(@” 4+ a)} = ee cotg 1/, (a!’ — cx) 
oder: 
asses 2 tg 0" cos — tg0 cosa!” cotg 0” cos o'’ — cotg 0 cos o (1) 
: tg 0" sina — tgd sino” cotg 0" sino!’ — cotgd sin o 


Dy nach der Formel: 
tg Dy = — cotgd cos(% — Ay) == — cotgd” cos(a” — Ay) . . . . (2) 


Bezeichnen wir die Rectascension (oder die Linge), die Declination (oder die 
Breite) des Poles eines den ersten geocentrischen Ort und den ersten Sonnenort ver- 


Fig. 60. uv 


Q 


bindenden gréssten Kreises beziechungsweise mit K und mit 90° — y, die entsprechenden 
Gréssen fiir den dritten geocentrischen und den dritten Sonnenort mit K'’ und mit 
90° — y"’, so haben wir: 


__ tg9 cosA — tgD cosa 
ig0 sin A — tgD sina 
cotgy = + cotgd cos(« — K) = — cotyD cos(A — K) 


Ope 


3 
aK! — tg 0” cos. A" — tg D" cos a!" (3) 
— tg 0” sin A" — tg D" sina" 
cotg yy” — + cotgd" cos (a” — K") = — cotg D" cos (A” — K") 


In der Fig. 60 sei sodann HQ der Aequator (oder die Ekliptik), 7, 7” seien die 
Erdérter in der ersten und dritten Beobachtung, P, P” die geocentrischen Oerter des 
Gestirns, V und WN” die Schnittpunkte der die Oerter 7 und P, beziehungsweise 7” und 
P" verbindenden grissten Kreise mit dem Aequator (oder der Ekliptik), C’ ihr gemein- 
schaftlicher Schnittpunkt. 


Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 44 
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Somit ist — NN” = K” — K, Winkel 0’ NN” = y, Winkel C'N” Q = 7", 


in D 
SNL — chil 
sin y 
sin N" T" —\— Sm us 
siny (4) 
sin 0 
SUENEE a —— 5 
sin Y 
. ad 
sin N" pt — ST 
sin y 
oder auch, zur Entscheidung des Quadranten: 
cosoNT == -— cosD sin (A — K) 
cos N" T" — — cos D" sin (A” — Kk") 


cos N P + cosd sin(a — K) 
cos N" P" = + cosd" sin (o!’ — K"). 


! 


Der Winkel NC'N" sei gleich ¢é; dann haben wir nach den Gauss’schen 

Dreiecksformeln: 

sin 1/, & sin1/,(NC' + N"C') = sin!/, NN" sin}, (y"” + ) 

= sint/, (K" — K) sin1/, (y" + 7) 

sin 1/, &' cos3/, (NO’ + N” C’) = cos 1/. NN" sin1/, (y" — y) 

= cos '/, (K" — K) sin}/, (y"” — 7) 

cos 1/, &' sin3/. (N C' — N"C') = sin1/, NN" cos1/y (y" + ¥) 

= sin1/, (K" — K) cos /, (y” + 9) 

cos 1/, &' cos 3/5 (N C’ — N” C’!) = cos}/, NN” cos */y (y" — 7) 

= cos1/, (K" — K) cos}/, (y" — 7) 


(5) 


Es wird ferner: 


(4"4R") = sine’ smPC’ = sine’ sin(NC’ — NP) 

(4" RR") = — sine’ sm TC! = — sine’ sin(NC' — NT) (6) 
(44"R) = — sine’ sin P"C' = — sine’ sin(N”C' — NP") 

(AR"R) = sine’ sinT™O’ = sine’ sin(N7C’ — NTT") 


Berechnet man auch fiir die mittlere Beobachtung den Planetenort P’ und den 
Erdort 7’, die Gréssen, welche K und y, K” und y"” entsprechen und welche wir mit 
K' und y’ bezeichnen wollen, mit anderen Worten die Rectascension (oder die Linge), 
den Polabstand des den geocentrischen Ort mit dem Sonnenort verbindenden gréssten 
Kreises, den Durchschnittspunkt WN’ mit Aequator oder Ekliptik, den Durchschnittspunkt 
C"” mit dem gréssten Kreise der ersten Beobachtung, den Winkel e” an diesem Punkte, 
ferner den Durchschnittspunkt C mit dem gréssten Kreise der dritten Beobachtung und 
den Winkel ¢ an diesem Punkte, so hat man: 


(4"A'R") = sine sin(N’O — eo 

(4° RR") = — sine sin(N'C — NT) | | an (7) 
(44'R) =— sine" sin(N' C" — NP’) 

(ARR) = _ sine" sin( NC" — NT) 


Die Zuziehung von K' y’, g, ’ wiirde hier kaum vortheilhaft erschemen, wenn nur) 
verlangt wiirde, die vorhergehenden vier Gréssen auszudriicken; denn denselben Zweck 
kann man noch kiirzer durch die Anwendung der Formeln: 


Eee BT 


(4" A' RR") = sind’ cosy” + cosd’ siny" cos(o’ — K") 

(4" R' R") = sin D! cosy" + cos D' siny" cos(A' — K") 
(44'R) = sind’ cosy + cosd’ siny cos(«%’ — K) Sala) 
ARR = sinD' cosy + cosD' siny cos(A' — K 

( ? ? 


erreichen. Indessen ist zu bemerken, dass spater unter Anderen auch der Bogen 
N'P'’ — N’'T"', derselbe Winkel, den wir frither mit y' bezeichnet haben, gebraucht 
wird. Er findet sich bequem aus der Verbindung der Gleichungen: 


i a ee 
sin y 
bane: sin D’ 
° ip | eee 
SEN re a SU 
sin y 


Fir (4 4’ 4") und (4 R’ 4") hat man: 
(4RA") = sinD sinDy + cosD cos Dy cos(A — Ap) 
(4A' A") = sind’ sinD, + cos0' cos Dy cos (o’ — Ay) . 
(4 R' 4") = sinD! sin Dy + cosD! cosDy) cos(A’ —A)){ ss (9) 
(4R" A") = sin D" sin D, + cos D" cos Dy cos(A” — Ay) 


Hiermit sind die Vorbereitungsrechnungen im Wesentlichen beendigt. Will man 
Priifungsgleichungen fiir ihre Richtigkeit, so kann man dazu den Umstand benutzen, 
dass auch die Coéfficienten (4" 4 R"), (4" RR"), (4 4" Rk), (4 R"R) sich noch auf 
andere als die oben angegebene Art berechnen lassen, namlich nach den Formeln: 


(4" 4R")= sind cosy" + cosd siny"” cos(a — K") 
(4" RR") = + sinD cosy" + cosD siny" cos(A — K") - 
(4A"R)= sind” cosy + cosd” siny cos(«’ — K) ee ee 


(4 BR" R) = + sin D" cosy + cosD"siny cos(A’— K) 


Die Priifung der Richtigkeit kann, sobald die Gleichung fiir r’ aufgelist ist, noch 
durch eine Bedingungsgleichung, welche fiir den mittleren heliocentrischen Ort erfiillt 
sein muss, vervollstandigt werden, wie spiter gezeigt werden soll. 

Die Finalgleichung fiir 4’ oder den Hiilfsbogen ¢ aufzustellen, setzt man nach der 
54. Vorlesung: | 


bsing = (4 4' 4") sin (NP! — NT’) 
beosq = (44' A") cos (N' P! — N'T') ke (11) 
+ (AR) te (4 RA") oe (aR 2) nh 
Bi R' g RY 
- dadurch erhalt man: 
gu pit 
(ara ox zs + (J R" J") Q! 5 rt sin zt — 20 R’3 siny’3 sin(e —q). . (12) 


wobei 7’ = NP’ — NT. 

Die Grisse (4 R’ 4"), identisch mit sino’ der 54. Vorlesung, hat eine so besondere 
Wichtigkeit fiir die Beurtheilung der Sicherheit der Bahnbestimmung, dass sie verdiente, 
bei einer praktischen Rechnung jedesmal angegeben zu werden. Fillt (4 R’ 4") sehr 
klein aus, so wird die Bestimmung stets unsicher sein, selbst bei ziemlich erheblichen 
Zwischenzeiten, und umgekehrt erhilt dieselbe Grésse einen erheblichen Werth, so sind 
schon ziemlich geringe Zeitraume hinreichend, der Bahnberechnung die néthige Zuver- 
lassigkeit zu geben. 

44* 
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Wenn r’ und 4’ gefunden sind, so wird se 


0 =a (1 + ap) 
i ay 
v= (1 + sn) 
berechnet und dann 4 und 4” aus den Gleichungen: 
(aE Ved — (4" 4' R") aA ver (Ws he RF BR”) R + (a" RE) cR (13) 
(AAR) Ane (4 4' Rk) A' ete (4 RR) PR + (ARR) eC te 
Durch 4 und 4” werden r und r”, tiberhaupt die heliocentrischen Oecerter der 
ausseren Beobachtungen bekannt. Da dieselben, wie schon in der zweiten Abtheilung, 
Vorlesung 21, gezeigt wurde, in dem durch den entsprechenden geocentrischen und den 
Sonnen- oder Erdort gelegten gréssten Kreise liegen, so kann der zwischen ihnen 
gelegene heliocentrische Bogen (v’ — v), ganz wie dort bei der Kreisbahn geschehen, 


berechnet werden. Wir gebrauchen spiiter die zu diesem Bogen gehérige Sehne #, 
welche dann aus der bekannten Formel: 


a? == 7? 4+ 7/2 — Irv" cos (v" — v) 


bequem genug zu finden ist. Fiir die heliocentrischen Lingen v’ — v und uv” — v’, 
welche man zur Verbesserung der Hypothese iiber die Dreiecksflachen néthig hat, 
ergiebt sich: 


wit rt sin (ul —v') 
vo ore sin(u’ — v) % 
Wo 0 Eee —— OY ne Gy 
vw rr" sin(u! —v) < 
Oa: ss 
Lied) 
sin(v'’ —v) = aa sin (v" — v) 


sin (v"” — v') = 


Aus den definitiven Werthen von J und 4” lassen sich zuletzt die Argumente 
der Breite in Beziehung auf die gewahlte Fundamentalebene sowie Knoten und Neigung 
der Bahn ganz in derselben Weise berechnen, wie es in der Gauss’schen Methode fiir 
die Kreisbahn, Vorlesung 21, gezeigt wurde. Es sei der Kiirze halber der spharische 
Winkel C’pp” = n und 180° — OC’ p"p = 7", so bat man die Gleichungen: 


sin 1/, (v" — v) sin1/, (n"” + 4) = sin1/,é sin1/, (p O' + pC’) 
sin 1/, (v" — v) cos, (y" + 7) = cos/, &' sin}/, (p CO’ — p” 0") (14) 
cos 1/, (v"" — v) sim 1/. (n" — 9) = sin /y8! cos1/, (p C’ + pC’) 


1 ata (U" — v) costs (n" — 0) = 008 Yo" cos tf, O — 2C) 
un 


sin 1/,4 sin, [uw + (K — 90° — 8)] = sin1/, Np sin /, (y + 9) 
sin Y/p% cos'/, [uw + (K — 90° — &)] = cos'/, Np sin '/, (y — n) 
cos #/o% sin 1/, [w — (K — 90° — $)| = sin1/, Np cos}/, (y + 9) 
cos 1/,4 cos 1/y [w — (K — 90° — &)] = e0s1/, Np cos1/, (y — 7) 


(15) 


Vertauscht man in diesen Gleichungen K mit K", y mit y", 7 mit 7", so arbalt” 


man 7, § und das Argument der Breite der dritten Beobachtung. 


Hier bietet sich also wieder eine Priifung fiir die Richtigkeit der Rechnung, ob 
4 und § mit den aus der ersten Beobachtung gefundenen Werthen iibereinstimmen; 
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auch muss w’ — u = v" — v werden }). 


Es kommen jedoch die Formeln (14) und (15) erst, wenn definitive Werthe von 
A und 4" und den entsprechenden Gréssen durch Verbesserung der Hypothesen ge- 
funden sind, zur Anwendung, weil die provisorischen Werthe von i und 82 fiir die 
Rechnung ohne Nutzen sind. 


-Rechnungsbeispiel ftir die Bestimmung von 7, / und 7” nach den 
Formeln der vorigen Vorlesung. 


Nehmen wir zur Illustration der 


(1) und (2): 


darauf aus (3): 


Ay —= 303° 43' 41,29 
Dy) = 48 41 26 58, 


K = 307° 46’ 8,08 


y = 45 43 13,10 


Achtundfinfzigste Vorlesung. 


eben entwickelten Formeln das Material fiir 
Arethusa aus der 50. Vorlesung wieder zur Hand, so finden wir zunichst nach Formel 


K" = 277 36 28 ,12 + 360°?) 


vy! —= 23 11 8,88 


Ferner ergeben die Formeln (4): 


aus (5) folgt: 


also aus (6): 


1) Ferner hat man: 


sin a! —- 


NT = 299 9! 15/08 
NP -=-30 “AT (31580 
N"1" — 91 39 54 ,00 
NW" Pp" — 49 24 0 67; 


NO! = 25° 11 45",74 
N"C' = 50 43 35 ,94 
s) == 27 Al 18,86, 


log (4 AR") = 8,656 2126 
log (4" RR") — 8,506 1624, 
log (4 4" R) = 8,031 6723 
log (4 RR) = 9,483543 1. 


sin (v! — v) sin € 


sinn ~~ sin(N’C"” — N’ P! — 2)’ sina! 


die hieraus folgenden Werthe yon v/ — v und v! — v’ miissen den auf die andere Art bestimmten 


gleich werden. 


*) Durch die Addition von 360° wird ein negatives K” — K vermieden und leicht méglichen 


Irrthiimern vorgebeugt. 


sin (v! -— v’) 


sin(z — NC + N'P!)’ 


Berechnet man diese Gréssen zur Priifung auch nach den Formeln (10): 
(4" AR") = sind cosy” + cosd siny"” cos (« — K") 
(4" RR") = sinD cosy" + cosD siny"” cos (A — K") 
U\8. W., 
so erhalt man: 
log (4" 4") = 8,656 2059 
log (4" RR") 8,506 160 7n 
log (4 4" R) 8,031 678 2 
log (4 R" RY = 9,483 5428. 

Die Differenzen mit den obigen Werthen entsprechen kleinen Bruchtheilen der 
Bogensecunde, die bei einer einigermaassen complicirten Rechnung nicht mehr zu ver- 
biirgen sind. Wir nehmen aus beiden Zahlen das Mittel. 

Werden die Formeln (3), (4) und (5) auch auf die zweite Beobachtung angewendet, 
so erhalten wir: 


lI ll 


K’ — 275° 11' 32,66 + 360° 

y= 9B «Bl 45 48 

NT’ — 16 388 43 ,63 

NP! 22" 53-44 1A 94 

NO" = 27 85 41,53 

NO" = 55 3 43 57 ; 
gi. jee 98 236 74 


N'C = 126 10 26,85 
N"C = 123 57 83,73 
1 10 40,14 


~ 


und dann ferner nach (7): 
log (4" A' Rl") = 8,2921921 
log (4" RR") = 81941554, 
log (4.4 R) 8,036 238 3 ae 
log (4 RR) 9,237 984.4. 
Die Formeln (8) ergeben fiir dieselben Gréssen der Reihe nach die Zahlen: 
8,292.1906 
8,194.1608, 
8,036 2355 
und 9,237 9838. 
Nach den Formeln (9) erhalt man: 
log (4R J") = 7,4145303 
log (4 A' A") = 1,5919067 
log (4 BA") = 9,1688477 
log (4. R" A") = 24106642. 
Die vorletzte dieser Gréssen ist, wie wir gesehen haben, auch bestimmend fiir die 
Sicherheit, welche das Material der Bahnberechnung zulasst. 
Es kommen jetzt die Formeln (11) und (12) an die Reihe; dabei wird: 


ll Il 


oe 
o" 1 
(AR" 4") af 4 = =e 0,139 0645, 


qg — 7° 58! 30",10, 
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demnach die Finalgleichung fiir den Winkel am Planeten z: 
(0,0011968 Q + 0,1390645 Q") sinz* = 0,001 232710 sin (2 — 7° 58’ 30’,10). 
In der ersten Hypothese ist bekanntlich Q = Q” = 99” au setzen; hiermit wird 
die Finalgleichung, da log 03” = 8,999 3845, 
sin 2* = (8,9445387) sin (e — 7° 58!’ 30",10), 
worin die eingeklammerte Zahl einen Logarithmus vorstellt. Die Lésung der Gleichung ist: 
2 == 89715) 4", 25, 
Ferner erhalt man: 
logr' = 0,426 4086 
log A’ = 0,239 3468 
loge == 9,663 3497 
loge’ = 9,7340768 
und dann aus den Gleichungen (13): 


logd = 0,2221604 
log A" — 0,272 4401. 
Nun ist offenbar: 
ry? = R2 + 4? +2R 4eos(NP — NT) 
V2 — R24 4" + OR" A" cos (N” p" — nv Tey: 
also: 

logr — 0,4240050 
logr” = 0,428 6268 1). 


Hieraus finden wir die Winkel am Planeten in der ersten und dritten Beobachtung, 
d. h. mit anderen Worten, den spharischen Abstand des geocentrischen vom heliocen- 
trischen Orte pP und p” P”, da: 
__ Rsin (NP — NT) 


sin p P 
> R'" sin (v" Pp" == N" r%) 
tes Rasim Pe Te” 
demnach: 
(ie = O2N36! 32/725 
p’'P’ = — 14 16 10 ,04, 
ferner: 
Pero + ypP — NC’ .— NP + pP =— 4° 59’ 13"81 
pp" CG! — Pp! (ol +p" Pp" — N" C! nae N! pl! a ip” Pp" SS 19 56 34 ne) 
hieraus : 


19 12 
sin 1/,(v" — v)? = sin 5 sin 1/,(p C’ + pC’)? + cos 5 sin 1/,(p OC’ — p” 0")? 
oder: 
v"” — v = 8° 49’ 51",70 
‘tas O41 OLS 7: 
Endlich ergiebt sich noch aus den Gleichungen: 


5 U e" re s ” . Us ! cr . ” 
sin (v' — v) = 2 sin(u” — v) und sin (v"” — v’) pst (vu! — v) 


vy —v = 4 47 54" 11 
Gey 4 769. 
1) Die Unterschiede dieser Zahlen gegen die in Vorlesung 50 und 56 erhaltenen erscheinen als zu- 


lassig, da es nur leichter Aenderungen in der letzten Stelle der Gréssen log (4 4’ R), log (4 R’ R) bedarf, 
am sie zu heben, auch die schliessliche Darstellung der Beobachtungen durch sie nicht beeintrachtigt wird. 
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Die Priifungsgleichung vu’ — v + v” — v! = v" — v erweist sich also hier bis © 


auf die nicht zu verbiirgende Grésse von 0,10 befriedigt. 
Die Formeln (14) und (15) der vorigen Vorlesung kommen erst spaiter nach Ver- 
besserung der Hypothese fiir Q und Q” zur Anwendung. 


Neunundfiinfzigste Vorlesung. 


Transformation des Lambert’schen Satzes tiber die Kriimmung des 
geocentrischen Laufes '). 


Entwickelungen der letzten Vorlesungen setzen uns in den Stand, auch dem 
Lambert’schen Kriterium, nach welchem aus dem Sinne der Kriimmung des geocen- 
trischen Laufes eines Himmelskérpers zu erkennen ist, ob sein Radius vector 1’ den der 
Erde R’ iibertrifft oder nicht, eine noch weit einfachere und unmittelbarer anwendbare 
Form zu geben, als dies von uns friiher bei Gelegenheit der Betrachtungen zur Olbers’- 
schen Methode geschehen ist. Wir machten schon dort (Vorlesung 33) auf den grossen- 
Nutzen aufmerksam, welchen eine geeignete Form fiir die Versuche bei der Berechnung 
von Kometenbahnen haben kann. In der Beziehung forderten wir, dass die Sondirung 
von 7 nicht gar zu weit von dem fiir die Hauptrechnung zu fiihrenden Wege ableite, 
hauptsachlich also durch Gréssen gestiitzt werde, welche dieser Hauptrechnung nahe 
liegen oder selbst hineinfallen, und itiberhaupt, dass sie kurz sei. Da es aber auch 
schon an und fiir sich, ohne dass man gerade gewillt ist, die Berechnung der Bahn vor- 
zunehmen, bei Kometen ein Interesse hat, das Kriterium zu versuchen, so wird wo még- 
lich die anzuwendende Form so einzurichten sein, dass sie fir den Gebrauch der Recta- 
scensionen und Declinationen nicht unbequemer wird, als fiir den der Lingen und 
Breiten, damit man nicht néthig habe, die unverhaltnissmassig lange Verwandlung der 
drei geocentrischen Oerter in Lingen und Breiten vorzunehmen. Allen diesen Anforde- 
rungen kénnen wir nun auf folgende Weise Geniige leisten. 

Nach dem Lambert’schen Kriterium miissen, wenn 7’ < R’, also r’! — R’ negativ 
ist, der zweite geocentrische Ort und der zweite Sonnenort. auf entgegengesetzte Seiten 
des durch den ersten und dritten geocentrischen Ort gelegten gréssten Kreises fallen; 
es miissen deshalb auch nach unserer Bezeichnung die Gréssen (4 4’ 4") und (4 RB’ 4") 
entgegengesetzte Zeichen haben; demnach wird in diesem Falle der Quotient 

(4 R' 4") 
negativ ausfallen miissen. Im anderen Falle, wo r’ — R’ positiv ist, werden dem 
genannten Kriterium zufolge die Griéssen (4 4’ 4") und (4 R' 4") beide auf eine und 
dieselbe Seite des grissten Kreises fallen, also dasselbe Vorzeichen bekommen; der 
erwahnte Quotient wird also positiv. Es hat also dieser Quotient stets dasselbe Vor- 
zeichen von 1 — R’, und man kann deshalb das Kriterium fiir beide Falle in dem 
Satze zusammenfassen, dass: 


1) Es versteht sich bei Behandlung dieses Gegenstandes wohl von selbst, dass die Anwendung 
des Kriteriums fir die Faille aufgespart werden kann, in denen der fussere Winkel an der Erde 
grosser als 90° wird, wie es meist bei Kometen vorzuliegen pflegt. 
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(4B! i”) 
(fA) 

in jedem Falle eine positive Grésse ist. 

Es wird nun aber nach den Formeln der 57. Vorlesung: 

(44' A") _ sind’ sin D, + cos 0! cos Dy cos (o' — Ao) 
(4R' 4") sin D' sin D, + cos D' cos Dy cos(.A'— Ay) 

__ sind! tg Do + cotg 0" cos(o! — Ag). 

~ sin D! tg Dy + cotg D’ cos(A’ — Ay) 
Substituirt man fiir tg D) seinen Werth: 

— cotgd cos(a— A,) oder — cotg 0" cos (a — Aj), 


(! — R) 


so erhalt man: 
(4k! A") __ sin D! cotg D' cos (A’ — Ay) — cotg 0 cos (% — A.) 
(4 4' A") sind’ cotg 6’ cos (a — Ay) — cotgd cos (% — Aj) 
__, sin! cotg D' cos (A! — Ay) — cotg 0" cos (a!’ — Ao) 
~~ sin 0! cotg 0’ cos (a — A,) — cotg 0" cos (o!’ — Ay)’ 


oder auch, wenn man die Aehnlichkeit der Bildung dieser Grésse mit der des Olbers’- 
schen M noch etwas mehr hervortreten lassen will: 
(TEA) 698 DY tg D! cos (« — Aj) — tg 0 cos (A' — Ay) 
Ca” cog" Vig 8" cos (% — Ay) — tg 8 cos (a! — A,) 
cos D! tg D' cos (a — Ay) — tg 0” cos (A’ — Aj) 
cos 0’ ig. 0’ Gos (ol — Ay) — tg 0" cos (0! — Ap) ; 

Durch die vorhergehenden Betrachtungen gelangen wir also mit Riicksicht auf die 
57. Vorlesung zu folgendem Satze: 

Sind a, 0, a’, 0’, o, 0” die auf den Aequator oder auch auf die Ekliptik bezogenen 
und einander benachbarten geocentrischen Oerter eines Himmelskérpers, 7’ sein Radius 
vector in der mittleren Beobachtung, A’, D', R’ die Polarcoordinaten des Sonnenortes 
derselben Beobachtung, und A» eine durch die Gleichung: 

af Vij 
t9')s(e" — 9) to (de — th” + «)) = SY 
definirte Grésse, so ist: : 
cosD' tg0cos(A’ — Ay) — tg D'cos(a — Ay 
cos 0’ tg 0 cos(o! — Ay) — tg 0’ cos(% — Ap) 
immer positiv. 
Denselben positiven Werth hat auch die Grésse: 
cos D' tg0"cos(A’ — Ay) — tg D' cos(a!” — Ay) ,, 
cos 0’ tg 0” cos(a@ — A,) — tg’ cos (ol’ — A,) G 
welche gut zur Priifung der Rechnung noch zugezogen werden kann. 

Noch bequemer zur Anwendung ist der vorhergehende Satz in der folgenden 
Form: 

Hat die Grésse: 

coty D' cos (A’ — Ay) — cotg 0 cos (% — Ao) 

cotg 0’ cos(% — A,) — cotg 0 cos(% — A) 
oder auch die Grosse: 

cotg D’ cos(A’ — Ay) — cotg 0" cos (a! — Ay) 

cotg 0’ cos (a — Ay) — cotg "cos (a — Ay) 


Klinkerfues, Theoretische Astronomie. AB 


(7 R’) 


PR), 
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cotg D! 
cotg 0” 


gleiches Vorzeichen, so ist r’ — R’\ positiv; im anderen Falle ist r — R’ 
negatiy. 
Beispiel: Gehéren die folgenden drei geocentrischen Oerter: 


1840 Jan. 0,0 Berl. Zeit . . . o = 253930/4, 6 = + 3° 8/2 
Jan. 40. » yma as of <= 260 90,8, 6 2 4 Degas 
Jan. 80°, » «= » « 6 == 26699,4, 6°= 4 Ida 


einem Gestirn an, welches am 4. Januar der Sonne naher war, als die Erde, oder einem 
von der Sonne entfernteren? Man findet nun die Rectascension und Declination der 
Sonne zu dieser Epoche aus dem Berliner Jahrbuch: 
Al 221384093", Do === 20046725 
ferner: 
Ay = 19191724. 


Ein einziger Blick auf die Gleder des Zahlers und Nenners zeigt, dass hier obige 


3 ., cotg D’ : ‘ 
Quotienten positiv werden, also mit ote entgegengesetztes Vorzeichen haben, folglich 
war r’ — R’ negativ, das Gestirn der Sonne niaher, als die Erde. Die obigen Oerter 


beziehen sich auf den Kometen 1840. I; fiir diesen wird logr’ = 9,79171, also in der 
That entschieden kleiner als log R’, welcher sich fiir jene Zeit — 9,99267 findet. 


Sechzigste Vorlesung. 


Hinige Bemerkungen tiber den Fall der Schleifenbildung im 
geocentrischen Laufe eines Himmelskérpers. 


Es diirfte hier, ehe wir die weiteren Vorschriften zur Berechnung einer elliptischen 
Bahn aus drei Beobachtungen erértern, am Orte sein, einige Bemerkungen iiber den 
Fall einzuschalten, in welchem ein Himmelskérper nach nicht zu langer Zeit zu dem- 
selben geocentrischen Orte zuriickkehrt und demnach eine Schleife gebildet wird; denn 
dieser Fall verdient wegen einiger merkwiirdiger Verhiltnisse, welche dabei hervor- 
treten, unsere Aufmerksamkeit. Die Méglichkeit eines solchen Verhaltens im geocen- 
trischen Laufe, dass derselbe, auf einer Karte oder Globus aufgetragen, sich selbst durch- 
schneidet, ist dem Leser wohl ohne Weiteres einleuchtend; auch halt es nicht schwer, 
praktische Beispiele dafiir aufzufinden!). Es kann sich sogar ereignen, dass bei dem 
ersten Material zu einer Bahnbestimmung, welches die Beobachter dem Rechner in die 
Hande liefern, der erste und dritte geocentrische Ort sehr nahe in einen einzigen 
zusammenfallen und von dem Knotenpunkte einer Schleife wenig verschieden sind. 
Schon aus diesem Grunde verlohnt es sich, die Bedingungen einer Schleifenbildung 
etwas genauer zu untersuchen, besonders aber die Frage zu erértern, wie ein solches 


7 


*) So stand Irene an den Tagen 1867, Januar 16 und Mai 4 an einem Orte, dessen angendherte 
Rectascension gleich 945m 45s, Declination gleich + 26°41! war. 
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Zusammenfallen der fusseren geocentrischen Oerter auf die Bestimmbarkeit der Bahn 
einwirkt. 

Denn es wird dann die Lage des durch jene Oerter zu legenden gréssten Kreises 
unbestimmt, und es liegt also nahe, zu vermuthen, dass die Bahnbestimmung selbst an 
solcher Unbestimmtheit leiden werde. Die folgenden Betrachtungen sollen die Richtig- 
keit der Vermuthung niher nachweisen; sie werden uns ferner mit einer interessanten 
Eigenschaft der Schleifenbildung bekannt machen. 

Die Wiederkehr eines Himmelskérpers an denselben geocentrischen Ort bedeutet, 
dass fiir die zwei verschiedenen Epochen die Verbindungslinien desselben mit der Erde 
einander parallel werden. Die beiden Verbindungslinien begrenzen dann mit der Erd- 
sehne und der Planetensehne zusammen ein Trapez, und es lasst sich die Ebene, in 
welcher dasselbe liegt, sehr leicht bestimmen. Offenbar wird dieselbe durch denjenigen 
gréssten Kreis reprasentirt, welcher durch die Richtung oder den Zielpunkt der Erd- 
sehne auf der Sphiére und durch den Knotenpunkt der Schleife zu legen ist, in welchem 
die beiden geocentrischen Oerter zusammenfallen. In denselben véllig bestimmten 
gréssten Kreis fallen auch die Richtungen der Verbindungslinien zwischen je zwei 
Punkten der Planetensehne und der Erdsehne, folglich auch die Verbindungslinie zwi- 
schen denjenigen Punkten, in denen die Sehnen von ihrem mittleren Radius vector 
geschnitten werden. Da die letztere - Fig. 61. 
nun auch in dem durch den zweiten p 
geocentrischen und den Sonnenort 
gelegten gréssten Kreise liegt, so a aye 
findet in Betreff ihrer Richtung 
keinerlei Unbestimmtheit statt, und 
wir kénnen daher ganz, wie in Vor- 
lesung 34, die Gleichung achten To T 
Grades aufstellen, welche den mitt- 
leren Radius vector r’ oder den Winkel am Planeten, z, in der zweiten Beobachtung ergiebt. 
In Fig. 61 stelle wieder S die Sonne, 7 die Erde, P den Planeten in derselben Beobachtung 
yor, 7) und Py seien beziehungsweise die Schnittpunkte der Sehne mit dem mittleren Radius 
vector bei der Erde und bei dem Planeten. Der Winkel PTS ist nach friiherer Bezeichnung 
gleich 180° — y’, der Winkel, welchen PT und P, T) mit einander bilden, gleich dem 
Abstande des zweiten. geocentrischen Ortes von dem obigen Durchschnitt zweier grésster 
Kreise oder gleich 6. Es wird daher Winkel P) 7) T = y' — 6. Bezeichnen wir noch 


SPo mit 7, ST) mit Ro, so haben wir: 
Rising! ‘Ry sin(y' — 6) 


/ 
= 7, = ——- 
4 sin z sin (e — 6) ’ 
r ao : 
oder, wenn =i == | — 977 gesetzt wird: 
. ( toy a are? singe Ri sin'y' R, sin(y’ — 6) 
y 2 r!2 2° RK sing? ~ sine sin (¢ — 6) 


Wir kénnen durch Auflésung dieser Gleichung die erste Naherung fiir r’ und J! 
erhalten. Versuchen wir dann aber auch noch 4 und 4” durch die frither gegebenen 
Formeln aus 4’ zu berechnen, so stossen wir auf die Schwierigkeit, dass die Coéfficienten 
dieser Unbekannten in dem. vorliegenden Falle Null werden. Bald erkennen wir aus 
einer leichten geometrischen Betrachtung, dass diese Schwierigkeit nicht bloss in der 
pea nendten Form, sondern in der Natur der Sache selbst liegt; denn wir kénnen durch 
den mit r’ gleichzeitig bestimmten Schnittpunkt der Planetensehne mit dem Radius vector 

45* 
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unendlich viele Sehnen der Art legen, dass die Theile derselben in dem angenommenen 
Verhiltnisse von n: 7” oder @: 9’ stehen. Demnach sind wir auch ausser Stande, zu 


finden, welcher Verbesserung diese fiir = gemachte Annahme bedarf, und unsere Ope- 
n 


rationen werden auf die Ermittelung eines sehr angeniherten Werthes fiir r’ beschrankt. 
Eine solche vorlaiufige Kenntniss der Entfernung eines Himmelskérpers, wenn auch ohne 
die Bestimmung der Bahnelemente, hat schon an und fiir sich Interesse und ist ausserdem 
-nicht ohne allen praktischen Nutzen. 

Ferner sehen wir uns noch zu folgenden Schliissen berechtigt. Ist, wie wir eben 
gesehen, bei der ersten Anniherung fiir r’ die Lésung eine bestimmte, so muss auch 
unsere Gleichung (1) der 54. Vorlesung immer dieselbe Lésung geben, wie wir den 
gréssten Kreis durch den ersten und dritten geocentrischen Ort, d. h. durch den Knoten- 
punkt der Schleife, auch immer legen mégen; denn jene Gleichung kann ein fehlerhaftes 
Resultat nicht liefern. Dies selbst dann nicht, wenn jener grésste Kreis durch den Ort 
der zweiten Beobachtung gelegt wird und also ~’ verschwindet. Es muss dann in Be- 
ziehung auf die demselben entsprechende Ebene: 

R' sin’ = cRsinw + e! R" sino" 
sein, wobei @, w’, @” den Abstand der drei Sonnendrter von dem durch die 4usseren 
Beobachtungen gelegten gréssten Kreise vorstellen. 

Dieselbe Ebene schneidet abcr offenbar fiir die Zeit der mittleren Beobachtung 
die Sehne der Erdbahn und die des Planeten in gleichem Verhialtnisse, und zwar in 
demjenigen, in welchem die Erdsehne von dem mittleren Radius vector geschnitten wird. 
Setzen wir diese Verhiltnisse, wie bei der Olbers’schen Methode, bei beiden Kérpern 
gleich, so folgt sogleich: ; 

cRsinw + c” R' sinw" = 0; 

denn Rsinw und R" sinw"” sind nichts Anderes, als die Projectionen der Abschnitte der 
Erdsehne auf eine zu der genannten Ebene senkrechte Axe und miissen demnach in 
demselben Verhiltnisse stehen. Wir haben also auch: . “ 

FR’ sin co’ = 0, 
d. h. 3 

(ie = (0k 

in welchem Resultate folgende merkwiirdige Eigenschaft des Knotenpunktes einer 
Schleifenbildung im geocentrischen Laufe enthalten ist: 

Verbindet man jeden geocentrischen Ort in der Schleife mit dem ihm 
entsprechenden Sonnenorte durch einen gréssten Kreis, so schneiden sich alle diese 
gréssten Kreise im Knotenpunkte der Schleife?). 

Diese Eigenschaft, welche zum Aufsuchen von Knotenpunkten benutzt werden kann, 
lasst sich auch, allerdings auf indirectem Wege, aus dem Lambert’schen Kriterium 
iiber die Kriimmung des’ geocentrischen Laufes herleiten. Wir wissen, dass, wenn ein 
durch den ersten und dritten Ort gelegter grésster Kreis den Himmel in zwei Halb- 
kugeln theilt, der mittlere Ort mit der Sonne auf derselben Halbkugel liegt, wenn seine 
raumliche Entfernung von der Sonne die der Erde iibertrifft, auf entgegengesetzter, 
wenn das Gegentheil der Fall ist. Dieses Kviterium wird, wenn auch zuweilen ein 
unbestimmtes, doch niemals ein falsches Ergebniss liefern diirfen, auch in dem Falle 
nicht, wo die Lage des gréssten Kreises willkiirlich wird. Wiirde nun nicht irgend ein 
als mittlerer angesehener Ort der Schleife mit dem Knotenpunkte und der Sonne auf 


*) Es ist kaum néthig zu bemerken, dass sich dies bloss auf Schleifen von miassiger Ausdehnung 
erstreckt, innerhalb deren das oben gebrauchte Olbers’sche Princip nicht merklich fehlerhaft wird. 
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demselben gréssten Kreise liegen, so wiirde es zugleich in unsere Willkiir gelegt, den 
Sonnenort und den geocentrischen Ort auf entgegengesetzte oder auf gleiche Halb- 
kugeln fallen zu lassen. Da dies aber offenbar widersinnig ist, so muss der obige Satz 
bestehen. 

Fiir die Praxis der Bahnberechnungen ergiebt sich aus dem Vorhergehenden, dass 
man bei dem Aussuchen des Materials die Annaherung an eine Schleifenbildung még- 
lichst vermeiden muss; in den, itibrigens seltenen Fallen, wo dies nicht angeht, steht 
wenigstens eine sehr angenaherte Bestimmung des Radius vector r’ zu erreichen. Letztere 
mi erhalten, bedarf es keiner besonderen Methode; die Gleichung (1) der Vorlesung 54, 
in welcher o’ dann so giinstig als méglich gemacht werden kann, reicht dazu aus. 


Hinundsechzigste Vorlesung. 


Encke’s Form der Fundamentalgleichungen. 


Eine in neuerer Zeit sehr in Gebrauch gekommene Methode zur Berechnung einer 
elliptischen Bahn aus drei geocentrischen Oertern riihrt von Encke her. Sie setzt die 
Oerter als in Linge und Breite gegeben voraus, daher wir zur Vermeidung von Con- 
fusion die im Vorhergehenden angewandte Bezeichnung in einzelnen Stiicken Andern. 
Es bedeuten im Folgenden: 
A, 4’, 4M" die drei beobachteten geocentrischen Lingen des Planeten, 
B, 6’, B”’ die drei beobachteten geocentrischen Breiten, 
0, o', o” die drei curtirten Abstinde des Planeten von der Erde, 
I, L', L" die drei Lingen der Erde; 

im Uebrigen kann die friihere Bezeichnung beibehalten werden. 

Aus den drei bekannten Gleichungen: 

0 = c(ecosd + ReosL) — (o' cosh’ + R'cosL') + c'(0" cosh” + RK" cosh) | 
0 = c(@sind + RsinL) — (o' sind’ + PR’ sinL') + ce’ (0 sind” + R" sin L') 
0 = cotgB Poets -— o'tg B’ ++ 61 e tgip!, 
welche die Liésung des Problems enthalten, eliminirt man gleichzeitig @ und @” dadurch, 
dass man die erste Gleichung mit: 
tg B sin” — tg B" sind, 
die zweite mit: 
tg B" cosd — tg B cos", 
die dritte mit: 

sin (A — 2X") 

multiplicirt und dann die drei addirt. Man erhalt auf diese Weise: 


0 =e R [tgBsin(A"—L) —tg B" sin(A—L)|— R' [tg B sin (A" — L') — ty B"' sin (A —L/)] 
+ ¢" R" [tg B sin (A"” — L") — tg B" sin (2 — L")|— 0’ [tg B sin (A" —2') 
— tg B’ sin (A" — 2) + tg B” sin (A’ —A)}. 

Um diese fiir die numerische Rechnung noch etwas unbequeme Gleichung zu ver- 
einfachen, fiihrt Encke den aufsteigenden Knoten K und die Neigung J des durch die 
dusseren geocentrischen Oerter gelegten Kreises in Bezug auf die Ekliptik ein. Wir 
haben dann nach Friiherem: 
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sin (A — K) tod = tg B, 
sin (A" — K) tg J = tg BY, 
wobei noch zu bemerken, dass J positiv und < 90° genommen werden kann. Sub- 


stituirt man in obiger Gleichung diese Werthe von tg# und tg B” und macht von dem 
Lemma Gebrauch, dass fiir jeden beliebigen\ Werth von w: 


sin (A"” — w) sin (A — K) — sin (A — w) sin (A” — K) 
= !/, cos [(A" — 4) — w + K| — 1, cos[(A"” — 4) + w — K] 
= sin (A" — Ad) sin(w — K), 
so geht die Gleichung iiber in: 
0 =c R sin(a” — d)sin(L — K) tg J — R' sin(d"” — d)sin(L' — K) tod 
+ oR" sin (A" — Ad) sin(L" — K)tg J 
— 0! {sin (A"” — Ad) sin(a’ — K)tg J — sin(a"” — 4) tg Br. 
Setzt man nun hier noch: 
sin (d’ — K) tgJ = tg B, 
so wird nach Weglassung des gemeinschaftlichen Factors sin (A — 4): 
SAY eee) 
cos B° cos B' tg 
Diese Gleichung spielt dann in der Encke’schen Methode dieselbe Rolle, wie in 
der Rechnung der 54. Vorlesung die Gleichung (1); sie dient, indem fir ¢ und ¢’ immer 
mehr und mehr genaherte Werthe gesetzt werden, wenn @’ durch r oder den bekannten 


Hiilfswinkel z ausgedriickt wird, dazu, die Entfernungen des Planeten in der zweiten 
Beobachtung zu finden. 


cae o' = R' sin (L! — K) — cRsin(L — K) — c" R" sin(L" — K). 


Encke bespricht bei Gelegenheit dieser Gleichung noch ausfiihrlicher die Noth- 
wendigkeit, schon bei der ersten Naherung in den Ausdriicken fiir n und mn” die kleinen 
Glieder dritter Ordnung, oder was dasselbe ist, in denen fiir ¢ und c” die zweiter Ord- 
nung zu beriicksichtigen. Wir wollen deshalb diesem Punkte hier auch einige Bemer- 
kungen widmen, welche dem Leser nach dem friiher Vorgetragenen leichter verstandlich 
sein werden, und die wir aus diesem Grunde bisher unterdriickt haben. Es liegt namlich 


sehr nahe, zu glauben, man kénne in den drei Fundamentalgleichungen zwischen @, 0’, 
" 


s , a iuamaes 
" fiir c und ¢’ einfach die Naherungen ¢ = — und c’ —= — einsetzen und so aus 
3 eg! g! 


diesen drei Gleichungen ersten Grades jene Absténde von der Erde herleiten, In den 
Irrthum, dass dabei eine brauchbare Naherung zu erhalten sei, sind vor Gauss und 
Olbers sogar namhafte Astronomen verfallen. Das Unzureichende eines solchen Ver- 
fahrens kénnen wir sogleich daran erkennen, dass wir fiir die Unbekannten nur eine 
einzige reelle Lisung bekommen kénnen, wahrend doch im Allgemeinen zwei ganz ver- 
schiedene Lésungen, die fiir die Erde und die fiir den Planeten, existiren miissen. Erst 
wenn wir in den Entwickelungen fiir ¢ und ¢” die Glieder zweiter Ordnung mitnehmen, 
; i " Mt 
indem wir ¢ = aC + — und, oo = 5 @ + setzen, erhalten wir, wie wir 
gesehen, eine Gleichung, welche vom achten Grade ist und fiir beide obige Lésungen 
Raum hat. Diese Gleichung kénnte man, wenn es Vortheil gewahrte, durch Benutzung 
der einen bekannten Wurzel um einen Grad erniedrigen; das Resultat dieser unserer 
Ueberlegung befindet sich demnach in Uebereinstimmung mit dem von Lagrange aus- | 
gesprochenen Satze, dass die Finalgleichung fiir r’ mindestens vom siebenten Grade sein 
miisse, um eine brauchbare N&herung zu liefern. 
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a” 
Ausserdem wiirde die Annahme ¢ = S Ca sh die Folge haben, dass ¢ + c” 


=F 
= 1 wiirde und die Ausdriicke fiir die Coordinaten des zweiten heliocentrischen Ortes: 
a = cae + c'a" us. w. zugleich einem Punkt auf der Sehne, in welchem diese vom 
mittleren Radius vector geschnitten wird, zukamen. Wir vernachlassigen also mit solcher 
Annahme die Kriimmung der Bahn, indem wir das zwischen der Sehne und dem Bogen 
liegende Stiick des Radius vector gleich Null setzen, also gerade dasjenige Stiick, auf 


welches das Lambert’sche Kriterium tiber r’ sich stiitzte. Wir erkennen also auch 
" 


hieraus, dass das Glied mit eUie 
27'3 


Der grosse Erfolg der Olbers’schen Methode im Vergleich zu anderen Vor- 
schlagen, welche Olbers in seiner Abhandlung erértert, griindet sich im Wesentlichen 


in der ersten Naherung nicht entbehrt werden kann. 


; ” i 
c aris 
darauf, dass der Ausdruck fiir M oder 2 nur yon 7 abhangig ist, aus welchem Ver- 


Se ome 
haltniss das beriicksichtigte Glied wieder herausfallt. 


Qr'3 


Zweiundsechzigste Vorlesung. 


Fortsetzung der Entwickelung zur Kneke’schen Methode. 


Um die Finalgleichung fiir r’ in der vorigen Vorlesung fiir die Rechnung zurecht 
mi legen, fiihren wir mit Encke nach dem Vorgange von Gauss die Gréssen: 


yn! 


n yn"! 
ee Q=(5+5-1)2" 


nv 


ein, womit die Bedeutung von P und Q fir alle Naiherungen festgestellt ist. Setzt man | 
nun der leichteren Uebersicht wegen: 


ps sin (B’ — B°) 
tg J cos B° 
R sin (L — K) 
b= 
q° 
__ Risin (L' — K)?) 
C= 5 
R" sin (L" — K) 
ad — 0 i) 
a 
so geht jene Finalgleichung iiber in: 
J Spi eae ( sn): 
cos Bl ye). 1+ P aR 27/3 


Es ist aber, wenn wieder 7’ den Winkel, welchen die zweite Beobachtungsrichtung 
mit der Verlangerung des Radius vector der Erde bildet, d. h. den ausseren Winkel an 
der Erde vorstellt: 


1) Wobei die Verwechselung mit der Grésse ¢ unserer friiheren Formeln leicht zu vermeiden ist. 
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o RF’ tis 
19 oes 19, 
y2 = Ri + 25 05 Bl cosy’ + cos BiB 


wi = — Roos x + Yr? — R? sin x. 


Setzt man noch zur Abkirzung: 


oder: 


iain a 

1+ P 
Che 
20 _ 
9) ? 


“a 


so hat man die Doppelgleichung: 


“y = — 5  _— Reosy + YP — Rising, 
welche nach Wegschaffen der Wurzelgrésse die Gleichung achten Grades: 

®__ [Ko + Ri cosy’)? + R? sin y”|r® + 21°(k°o + R'cosy’)r® — 1” = 0, 
ergiebt. Letztere Gleichung wird dadurch vereinfacht, dass mittelst der Gleichungen: 


R' siny’ = wsing 
ko + R' cosy’ = woos q, 
die Hiilfsgréssen w und q eingefiihrt werden; sie wird dann: 
re — wr + 21 woosgr”® — I” = 0, 
oder: 
® — (ur — 1cosq) + 1° sin @. 
Da demnach auch erlaubt ist, einen Hiilfswinkel € so einzufiihren, dass: 
r't sin§ = 19 sing 
r't cos § = wr? — 1 cos q, 
so hat man nach Elimination von 1’4: 
wr’ sin § = 1° sin (€ + g) 


oder, wenn man diese Gleichung in 1’! sin § = 1° sin g dividirt: 
gee sin q 
w sin (6 + a)’ 
folglich: 
poe sin q R’' sin v! 


~ sing +a) sin(E + 4)’ 
und endlich also: 
1° sin q 


sint = ame : ~ sin(§ + q)* 


yl ut sin g3 


Es ist aber offenbar der Winkel € + q nichts Anderes, als der von uns mit 2 
bezeichnete Winkel am Planeten in der zweiten Beobachtung, da ja: 
pS TSU Yoke Ce SOT 
te sin(S +g). sine 


Wir gelangen somit wieder auf die uns bekannte Gleichung: 


sin (¢ — q) = msin z4, 
: 1° , 
wobei m —= ——,._——.. der Kiirze halber gesetzt ist. 
tb Be? sin 7°83 


— 361 — 


Von der ausfiihrlichen Discussion der Wurzeln dieser Gleichung, wie sie Encke 
nun vornimmt, sehen wir ab, weil der Gebrauch der Curve achten Grades: 


y = (1 + 2)", 
welche, wie wir wissen, in ihren Durchschnitten mit einer gegebenen Geraden die reellen 
Wurzeln der Gleichung liefert, uns dieselbe auf einfache Weise entbehrlich macht. 
Deshalb gehen wir gleich zur Entwickelung der Encke’schen Formeln fiir die 
Berechnung von g und @” aus g’ iiber. 


Dreiundsechzigste Vorlesung. 


Fortsetzung der Formeln der Encke’schen Methode. 
Wenn aus den beiden Gleichungen: 


” 

Ors = (@cosd + ReosL) — (o' cosa’ + R' cos L’) + = (e” cos A” +- R" cos L") 
" . 

i = (o sind + Resin L) — (o'sin’’ + R’sinL') + < (e” sind” + R" sin L'’) 


durch Elimination yon g” ein Ausdruck zwischen @ und 9! abgeleitet wird, so erhalt man: 


we ° — sina” — a) °° sin (A — A) 


Nach den fritheren Entwickelungen (Vorlesung 61) aber ist: 


nw . Migs NY cua oY es ies gli n! os fia ofl 
n eM A). m R sin (A" — L) — R' sin (A"” — L') + a R" sin(a TP) 


”" 
5 Rsin(L — K) — RF’ sin(L' — K) + = R" sin (L" — K) = — asec B’ Q’. 


Substituirt man den hieraus zu entwickelnden Ausdruck fiir ¢’ in die vorhergehende 
Gleichung, so geht der Ausdruck: 


ae " 
=; Rsin(4"” — L) — Risin (A"” — L/) + “RY sin (" — L") 


iiber in: 
a® §=sin(A” — LT") , 
cos B' sin (L" — K) ° 
n 
a R 
+ he 1)” {sin (A"” — L) sin (L" — K) — sin (A” — L”) sin (L — K)S 
U 
a eer » {sin (A” — L’) sin (L" — K) — sin (A” — L") sin (L'— K)}, 


oder, nach dem schon friiher (Vorlesung 61) benutzten Lemma, in: 


| “ih kee R 
ao! sin (A" — ZL! ot ; ; 
i ooo a ey TP Bag Sarg Mil Gal care aa ete 
U 
"re ee - sin (L — L/) sin (A" — K), 
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d. h. in: 
avo’ sin(A”— L")  sin(A”— K) (n ,. _L, I oe (TM 
cosB’ sin (L’ — K) | sin(L"— K)  \n! mses I) ~ 1) 


Zur Abkiirzung setze man: 

R! R" sin (LZ —L') __ Rosin (L" — L’) 

RR" sin (L" — L) Rosin (L" — L) 

RR sin(L' —L) | BF sn(l' — L) 

RR" sin (L" — L) RB" sin (L" — LY 

so wird der Ausdruck zur Berechnung von @ aus Q’: 
__ fsin (A" — 4’) a° sec B’ sin (A” — L")\ n'Q! 
~ (sin (A — 2) sin (A” — A) sin(L" — K)f on 

sin (L"— L) sin(a”— K) [Nn _ i 
sin (A" — 2) sin(L"— K) | n , 
und ferner fiir @”, durch blosse Vertauschung der Accente zu erhalten: 
n _. {sin (A' — A) a® sec B’  — sin(A — L)\ r'Q! 

(sin (A — 2) sin (A" — a) sin(L— K)f n” 
4. RY sin (L" — L) sin (A — K) a iat i}. 


iN = 


. N’ = 


ee 


sin (A” — 2) sin(L — K) \ n" 
< : " 
Von der Olbers’schen Methode her ist uns bekannt, dass das Verhaltniss 7 
bis auf sehr kleine Gréssen héherer Ordnung hinauf gegeben ist, mit anderen Worten, 
dass das von g! freie Glied dieser Ausdriicke im Vergleiche zu den anderen ausser- 
ordentlich klein wird. Der Vortheil der vorgenommenen Umformung ist hiernach sehr 
einleuchtend. Zu grésserer Uebersichtlichkeit setze man: 


sec B! eth: RR" sin (L" — L) ee 
sin (A" — aA)” a? sin (A” — A) : 
sin (a" — 2) R" sin (A"” — L!’) 

CED I(t d 

y» _ sin( — A), Rain — DL) 
saree °F (A” —- 2d) & b 

sin (A" — K R sin (L — K 
man K) Pe 
vobei: 

2a ip ae ane ee 2” sin (L" — K) 

My" = 1 Sh, (= 


ist, so wird: 
Uy 
oe =a, —+ (+ -1) 


t W 
On = mM," 5 + my" (> aioe? 1): 


Es ist noch zu bemerken, dass die Griéssen I,, M,, M,", M,", ebenso wie N 


und N”, von jeder Hypothese unabhingig sind, daher zur reinen Vorbereitungsrechnung 
gehéren. 


Nachdem so gezeigt worden, wie die Entfernungen des Himmelskérpers von der 
Erde wie von der Sonne zu finden, giebt Eneke die uns bekannten Formeln zur Be- 
rechnung der heliocentrischen Polarcoordinaten und der Lage der Bahnebene. Wir 
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kénnen dieselbe hier iibergehen. In spateren Vorlesungen haben wir uns auch noch 
mit der Aufgabe zu beschiftigen, wie die bei der ersten Hypothese angenommenen 
Werthe von c und c¢” zu verbessern sind. 


Vierundsechzigste Vorlesung. 


Zusammenstellung der Formeln der Encke’schen Methode fiir die 
Bestimmung der Entfernungen, sammt Rechnungsbeispiel. 


Encke theilt die Vorbereitungsrechnungen zur Bestimmung der Bahn eines Himmels- 
kérpers in drei Abschnitte, welche durch ein Beispiel unter Zugrundelegung der fol- 
genden Beobachtungen erlaiutert werden. 


Aap ae 1847 Juli 5,42671 Berl. Zeit Juli 10,41048 Juli 16,39150 


oss ean 256° 8! 40,9 9559 13/ 28,6 2540 20/ 18", 
MeBOR sca. sss 4+ 18941! 5/3 4+ 189 3/56"4 + 17°15! 85”,1 
LO ae 983° 9! 19/7 987 54! 324 298 36’ 59,8 
log R, log R’, log R" . 0,007 1570 0,0071111 0,006 9788 }). 


Fir Abschnitt I. berechne man: 
a =k(t’ — ?) 
oe =k (t' — 2) 
oO” =k — 2), 
RF’ sin (L" — LZ) 


ates Te sth da hs), 

NY! = R' sin(L' — L) 

R" sin (L"” — L) 
DO aes P 
ee, (TT) 
-, _ tg(’ — TL’) 
= wc a 

wobei 7’ < 180° und so zu nehmen ist, dass cosy’ mit cos(A’ — L’) einerlei Zeichen 


hat. Der logk ist bekanntlich 8,2355814. 
Im gegenwartigen Beispiele findet man: 


log ® — 9,0123567 log N = 9,7385266 
log # — 9,2755817 log N"” — 9,6594867 
log &” — 8,9331394 vy! — 369 51! 14,67, 


welchen Zahlen man noch gleich hinzufiigen kann: 
log R' cosy’ = 9,9102910 
log R' sin y’ = 9,7851024. 


Fiir den Abschnitt II., die Aufstellung der Finalgleichung fiir 9’, berechne man: 


1) Es ist dies Material schon von dem Kinflusse der Parallaxe, der Aberration u. s. w. befreit 
worden, die dazu dienlichen Formeln giebt Encke bei derselben Gelegenheit. Berliner Astronom. 
Jahrbuch fiir 1854. 

46* 
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sin (B" ae B) cap (a" kale a) 


. ”" it eh ley 
sin [1/, (A" + 2) 1G i FT oste co Sec 


cos [1/, (Av + a) — KltgJ = sin (BY — B) cosec ¥/y (A"” — 2), 


2cos B cos B" 


in welchen Formeln J < 90° und positiv genommen wird, ferner: 


tg Bo = sin (A' — K) tg J, 
sin (B’ — f°) 


Ce 
cos B° tg J 

ieee R sin (L — K) 

a Decanter aa. 

__ RB sin(Z' — K) 
c= 7 

R" sin (L" — K 

= Bess ) sy, 


Die numerische Rechnung ergiebt hier: 


B= 234° 49'53",15 logb = 2,5779016 
logtg J — 9,9686905 loge —= 2,6073742 

Bo == Lan be 01 logd = 2,6365339. 
log a® = 7,3025279 


Der Abschnitt II. der Vorbereitungsrechnungen enthalt die Bestimmung der Coéffi- 
cienten in den Gleichungen zwischen @ und 9’, sowie zwischen 9” und g’, namlich von: 


ee sec fp’ 
~ sin (A — A) 
, — BR" sin (L" — D) 
~~ a® sin (A” — 2) 
— mG! hs e si (AY = 1"). 
ss aa Ca Re d 
wr — (A’ — A) ee Resin (A — L) 
; sin (A — 2) b 
Pee a 
eee sin ( K) 
d 
; sin (A — K 
M,” =h a 
~ fiir: welche man hier findet: 
log M, = 9,7326119 log Ma 053598550), 
log M," = 9,6709014 log M,"" = 0,4546085,. 


Hiermit sind denn die Vorbereitungsrechnungen der Encke’schen Methode beendigt. 
Kinen Abschnitt IV. nach der Encke’schen Eintheilung macht die nun folgende 
Bildung und Berechnung der ersten Hypothese aus; es wird darin: 


*) Encke bemerkt an dieser Stelle: ,der Winkel 6° muss mit der gréssten Genauigkeit be- 


10 


stimmt werden“, und giebt in der That denselben nachher zu 17°57/50” —— an. Es kann aber, wie 


717 


auch schon Hansen bemerkt hat, nichts niitzen, diese Hiilfsgrésse mit grésserer Genauigkeit als die 
ibrigen zu berechnen, es sei denn, dass man beabsichtige, p/ oder die Breite der mittleren Beob- 
achtung mit um so viel grésserer Schirfe darzustellen, als die ubrigen Data, was aber selbst wiederum 
zwecklos ware. Dies erhellt hinreichend aus dem Umstande, dass in der obigen Formel fiir a® der 
Sinus der Differenz p’ — 8° vorkommt. 
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i 
12 Ss = Ore= ao" 
gesetzt, und dann: 

o b+ Pa 

heap 

ko ==. ¢ —— 0? 

9 = 1/, 0 @ 
using = R'siny 
ucosq — k® + R'cosy' 

1° 

er uw RB sin x'8 


abgeleitet. Der Quadrant von q ist so zu wiahlen, dass w mit 1° einerlei Vorzeichen 
hat. Man lést darauf durch Versuche die Gleichung: 
sin (¢ — q) = msinet 
unter der uns schon bekannten Bedingung, dass z > 0 und < y’ werden muss. 
Die numerische Rechnung liefert uns diesmal: 
log P = 9,9207827, log Q = 7,9454961 
loge® = 2,6055360 
logk® = 0,2330642 
log? = 0,2500021 
logu = 0,4143456 
logm == 0,4803493 
q = 18° 34’ 5413, 
und durch Auflésung der Endgleichung: 
z@ == 14° 12! 38",24, 
welches hier die einzige mégliche Lésung ist. 
Es folgt hierauf Abschnitt V. der Encke’schen Kintheilung, bestehend in der 


Ermittelung von 7’, 9’, der Verhaltnisse der Dreiecksflichen c und c’ und von @ und 9”, 
wobei die Formeln zu gebrauchen: 


Apgle tea 
sing ° 
R' sin (7y’ — 2 
A TT 
zh aay Sete 
a | + 555) ia.) 
OY == Ie 


Die numerischen Werthe sind: 


logr’ = 0,3950737 loge’ = 9,6576827 
logo’ — 0,1805822 logo = 0,1738041 
loge = 9,7369000 log 0” — 0,1904926. 


1) Hier ist wieder darauf aufmerksam zu machen, dass die Verwechslung mit der Hilfsgrésse c 
der Vorbereitungsrechnungen zu vermeiden ist. 
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Finfundsechzigste Vorlesung. 


Hansen’s Form der Bestimmung der Distanz eines Himmelskorpers 
aus drei Beobachtungen. 


Eine neuere, deshalb verhiltnissmissig weniger bekannte Form der Bahnberechnung 
aus drei Beobachtungen riihrt von Hansen her!). Da diese Arbeit zu dem Bedeu- 
tendsten gehért, was iiber das vorliegende Problem geschrieben worden ist, so geben 
wir sie hier in den Hauptziigen wieder. 

Es bedeuten 2, y, ¢ die rechtwinkligen heliocentrischen Coordinaten eines Planeten 
(oder Kometen), 7 den Radius vector, w den Winkel zwischen dem Radius vector und 
dem aufsteigenden Knoten der Bahnebene in der Ekliptik, also das Argument der Breite, 


é die Neigung der Bahnebene, sowie / die heliocentrische Linge, so sind me ay ee die 


Cosinus der Winkel, welche der Radius vector mit den drei Coordinatenaxen bildet, 
und man hat nach einer dem Leser geliufigen Formel: 


x2 = rcosu cos $& — r sin u cos i sin 83 
y = reosusin& + r sin wu cos i cos $d 
2 Pr sinu sini. 


Aus diesen und den analogen Gleichungen fiir einen zweiten und dritten Ort leitet 
dann Hansen die von uns schon mehrfach benutzten Relationen: 


0 = na — n'a! + nz" 
0 = ny — any + n'y! 
0O=>ne — ne + nel “| 


ab; diesen Theil der Hansen’schen Entwickelungen kénnen wir iibergehen. 

Bedeutet wieder 4 die geocentrische Linge, 8 die geocentrische Breite, @ die auf 
die Ekliptik projicirte Entfernung des Planeten von der Erde, DZ die heliocentrische 
Lange der Erde, R den Radius vector der Erde, so kénnen die Ausdriicke fiir die recht- 
winkligen Coordinaten des Planeten auf folgende Form gebracht werden: 

x = 0 cos (A — e) + Roos (L — 28) 
y = osin(A — £) + Resin (L — 28) 
2 = 0 tg B, 
vorausgesetzt, dass die Wahl der X-Axe in der Ebene der Ekliptik noch frei steht und 
dieselbe so getroffen wird, dass dieser Axe die Linge ¢ zukommt (die Lingen, wie 
immer, von dem Friihlings- Aequinoctium an gerechnet). Es ist hiernach ¢ eine ganz 
willkiirliche, spiter nach Bequemlichkeit zu bestimmende Grésse. Wird nun in die 
Fundamentalgleichungen: 
0 = nae— na’ + n'a" us. w. 
substituirt, so werden dieselben: 
0 = ne cos(A — &) — nw’ Q' cos (A’ — @) + wm" Q" cos (A — 8) 
+ n Reos (L — 8) — n' R'cos (L' — «) + nm" R’ cos (L" — 8) 


*) In den Berichten iiber die Verhandlungen der kénigl. sachsischen Gesellschaft der Wissen- 
schaften zu Leipzig. Mathematisch-physikalische Classe. 15. Bd. 1863, 
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mosin(A —.8) — n! 0! sin(A’ — 2) + mn’ ol sin (A" — 8)” 


cS 
+ nRsin (L — é) — w' R'sin(L' — e) + n" R"sin(L" — &) 


0 notgB — n' o'tg B' + n" o" tg B". 
Eliminirt man das eine Mal 0”, das andere Mal o, so erhilt man: 
Q Q 
Pea, ey tg B" | ; Mee Ast ea Wer ees: ie oh 
ee a 8 + ar R sin (L— €) — aie sin (L' — «) asi sin (L'’ — 8) je 
! " t U 
o” = Bie meek ue ea Rsin(L—s) — i R’ sin (L' — 8) + Bi'sin(L" —6)| 


in welchen zur Abkiirzung: 


E = tgf'sin(a" — F) — tg B" sin(A’ — e€) 
E' = tgB sin(A" — 8) — tg B" sin(A — 2€) 
E" = tgB sin(a’ — &) — tg B' sin(A — 2) 


gesetzt worden ist. Die Gleichungen (1) dienen, wie die ihnlichen Gleichungen, welche 
wir friiher abgeleitet haben, dazu, @ und e” zu bestimmen, wenn », n/, n’ und @' be- 
kannt sind; nur muss man sich daran erinnern, dass diese Gleichungen (1) schon fiir 
die Ekliptik specialisirt sind. Ausserdem ist aber noch zu bemerken, dass bei beiden 
Gleichungen keineswegs derselbe Werth von é eingesetzt zu werden braucht, denn es 
kann ja schon bei der obigen Elimination von e” aus den drei Grundgleichungen ein 
anderer Werth von é substituirt gedacht werden, als bei der Elimination von @, da beide 
Eliminationen getrennte Operationen sind. 
Sollen @ und 0” gleichzeitig aus den obigen drei Fundamentalgleichungen eliminirt 

werden, so multiplicire man: 

die erste mit ig B sin(A” — &) — tg B" sin(A — 2#) 

die zweite mit — tg Bcos(A” — «) + tg B" cos(A — 2) 

die dritte mit — sin (A — A), 


und addire die Producte; es ergiebt sich dadurch: 


Coleg A BOE SOR eS are 5.30008) 
wobei zur Abkiirzung: 
K = tg Bsin (a"” — 2’) — tg B' sin (A" — 2) + tg BY sin (2! — 2) 
A = R {tg Bsin (A" — L) — tg B" sin (A — L)} 
B= R" {tg B sin (A" — L") — tg B" sin (A — L")} 
C= R&R {tg Bsin (A" — L') — tg B" sin (A — L’)} 


gesetzt ist. Dies ist die Gleichung, welche zur Bestimmung von 9’, unter Anwendung 
‘ " 


der uns bekannten Naherungen fiir die Verhiltnisse a und — der Dreiecksflachen ge- 
n 


braucht wird, und welche der Leser in den friiheren Vorlesungen schon in ganz ahn- 
licher Form kennen gelernt hat. Wir wissen speciell aus der 54. Vorlesung, dass J’ 
und deshalb auch g’ in dieser Gleichung mit sin wy’, d. h. mit dem Sinus des Abstandes 
des mittleren geocentrischen Ortes von dem die dusseren Oerter verbindenden Kreise 
multiplicirt ist, woraus unmittelbar folgt, dass das K der Hansen’schen Gleichung (2) 
zu Null werden wird, wenn die drei geocentrischen Oerter in einem gréssten Kreise 
liegen. In der That ist es-auch sehr leicht, auf andere Weise direct nachzuweisen, 
dass die Gleichung: 
0 = tg B sin (A” — i’) — tg B’ sin (A” — 2) + tg B'sin(A' — A) 

die Bedingung fiir eine solche Lage der drei Oerter ist. Denn bezeichnen wir die 
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Neigung des durch den ersten und dritten Ort gelegten griéssten Kreises gegen die 
Ekliptik fiir einen Augenblick mit 4, die Linge seines Durchschnittspunktes oder Knotens 
auf der Ekliptik mit H, so muss, damit ein solches Verhalten eintrete: 


igB = tgnsin(A — H) 
tg B' = tgnsin (A’ — BH) 
ty B" = tgnsin (A" — BH) 


sein, aus welchen drei Gleichungen die obige dadurch hervorgeht, dass man die erste 
mit sin [A” — H — (’' — H)], die zweite mit — sin [A” — H — (A — Qi), die 
dritte mit sin [A’ — H — (A — H)] multiplicirt und die Producte addirt. Nach dem 
bekannten Lemma, dass fiir irgend drei Winkel «, o', a’: 
sin oe sin (ot — ot) — sino! sin (a!’ — a«) + sina!’ sin (a — a) = 0, 

ist auch die Summe der eben gebildeten Producte gleich Null, wie bewiesen werden sollte. 

Im Uebrigen ist uns schon aus den friiheren Vorlesungen bekannt, dass das Ver- 
schwinden von K, d. h. von #’, an und fiir sich fiir die Bestimmbarkeit der Bahn ohne 
alle Bedeutung ist, so lange nicht auch der obige Coéfficient €’, d. h. sin w', der 
54. Vorlesung zu Null wird. Findet Letzteres statt, so ist das Material fiir die Bahn- 
berechnung aus den drei Oertern nicht zu gebrauchen. Auch sieht man leicht ein, dass, 
wenn C = 0 wird, jedesmal bis auf Gréssen héherer Ordnung genau K = 0 werden 
muss; denn entweder ist dann in der Gleichung (2): 


n yn! 
= A+ a B 
schon fiir sich gleich Null, d. h, nach Vorlesung 54: 


n n" 
—| Rsinw + =) aR sin.w! == 10; 
n 7 


4 " 
woraus J sin Ww’! = 0, also wy’ = 0 oder K = 0 folgen wiirde; oder aber = A+ —B 
ist von Null verschieden, dann muss, da jedesmal, wenn w’ oder C verschwindet, die 
Lésung unbestimmt werden muss, sin ~' oder K gleich Null werden, weil man sonst 
eine bestimmte Lésung entgegen den friiheren Sitzen erhalten wiirde. 

Hansen beweist noch in seiner Abhandlung den fiir diese Art von Untersuchungen 
so wichtigen Satz: 

» Wenn sich sowohl der Planet wie die Erde in gerader Linie so bewegen, dass 
die Dreiecksflachen, die von den Nadien beschrieben werden, den Zwischenzeiten pro- 
portional sind, so liegen alle geocentrischen Oerter des Planeten in einem gréssten 
Kreise.“ é 

Da wir diesen Satz, besonders im Abschnitte IX. (iiber Meteoritenbahnen) noth- 
wendig gebrauchen, so seien demselben hier noch einige Bemerkungen gewidmet. 

Die Voraussetzung des Satzes ist keine andere, als die, dass der Planet und die 
Erde gerade Linien mit constanter Geschwindigkeit durchlaufen, welche um so niher 
erfiillt ist, je kleiner der von beiden beschriebene heliocentrische Bogen oder die Zwischen- 
zeiten der Beobachtungen sind; denn die Voraussetzung verlangt, dass: 


mae oa 
n oY 
n! a 
yn"! oa gt z) 


oder: 


und ausserdem: 
ml" << o (MM) e 


sowohl fiir den Planeten wie fiir die Erde; dies ist aber auf andere Weise nicht mdglich, 
als dadurch, dass der heliocentrische Bogen mit seiner Sehne zusammenfillt und diese 
vom mittleren Radius vector bei beiden Kérpern der Zeit proportional getheilt wird. 
Von der Olbers’schen Methode her ist uns aber noch bekannt, dass, wenn Punkte von 
solcher Beschaffenheit auf beiden Sehnen mit einander verbunden werden, die Richtung 
der Verbindungslinie stets auf emen Punkt des durch die diusseren geocentrischen Oerter 
gelegten gréssten Kreises ziclt. Es muss also unter der gemachten Voraussetzung der 
geocentrische Lauf mit einem gréssten Kreise zusammenfallen. 


Sechsundsechzigste Vorlesung. 


Fortsetzung der Entwickelung fiir die Formeln der Hansen’schen 
Methode. 


Die Betrachtungen iiber die Ordnung der Coéfficienten K, A, B, C der Gleichung (2) 
(65. Vorlesung) in verschiedenen Fallen, welche Hansen bei dieser Gelegenheit anstellt, 
dirfen wir hier iibergehen, da wir das Wichtigste davon schon beriicksichtigt haben, 


") 
, : : : ee D cee : 
desgleichen die Reihenentwickelungen fiir — und —-; uns ist hier zunichst nur an der 
n n 


Umformung der Grundgleichungen gelegen, durch welche dieselben fiir den Gebrauch 
bequem gemacht werden. Bei der Gleichung (2) (65. Vorlesung) hat man nichts weiter 
zu thun, als, nachdem man sie in der Form: 


i; nae nw  B C 


~~ nl Kos pi an n Keosp'  Kcos Bp’ 


geschrieben, wobei 4’ die bekannte Bedeutung hat, anstatt der Verhiiltnisse von n, 
" gwei andere Gréssen P und Q einzufithren. Nach dem Vorgange von Gauss 


" " 
n 1, (0 + H 
P=—, qa arn (Ft™ —1), 


nN 


n', n 
setzt man: 


wonach dann obige Gleichung iibergeht in: 


Aloe Bf Q C 
pase SUA Ne a alk AE ete ey a ee (| 
(1, EPP) (1 ip a NESE a () 
oder: 
Ope Or Py a op CU SP 
min roo Ot yeep 
Mier werden nun wieder die Gleichungen: 
ye R' sin (y' — 2’) 
sin 2! 
a R' sin x 
sin ¢ 
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benutzt, um 4’ und ¢r’ durch den fusseren Winkel an der Erde in der zweiten Beob- 
achtung, y', sowie durch den Winkel am Planeten in derselben Beobachtung, z’, aus- 
madriicken. Die Gleichung (1) nimmt durch diese Substitution fiir J’ die folgende 
Form an: , 
Q sin z' ay K R' cos B' sin (y’ — 2’) + Csin 2! (1 + P) oe 
2r'3 A+ BP 


Setzt man hier: 


Ssing = KR' cos B' sin x, 
Scos6 = OC — KR’ cos B' cos x’, 
so erhalt man: 


sin 2! 1+ P 2 : 
. = ew) ae: Ssin (2! + 6) — sin 2’, 
und wenn ferner: 
Te Ssineo = Qsinw 
1+ P 


—— == Il == 
yee Rp &86 COS 60 


2 R'3 sin y'3 2 ua! 
gesetzt und jetzt auch r’ durch 2’ ausgedriickt wird, fiir die Finalgleichung der Be- 
stimmung von 2’ oder 7’: 

M sin 2'4 == sin (e' + @) . . -. |. er 

Ks ist leicht zu erkennen, dass — @ mit unserem friiheren q identisch sein muss, 

weil die ganze Gleichung mit der friiher erhaltenen iibereinstimmen muss, wie denn 

verschiedene Wege immer bei dieser Gleichung achten Grades wieder zusammentreffen. 

In der ersten Auflésung derselben oder der ersten Hypothese iiber P und @Q hat man 
mu setzen: 


Pre es om 


Um nun auch die Formeln (1) der vorigen Vorlesung, welche aus dem gefundenen 
o' oder 4’ @ und @” ergeben, in bequemerer Gestalt zu haben, besonders aber die Tren- 
nung der hypothetischen, d. h. von P und @ abhangigen Glieder von den iibrigen zu 
bewerkstelligen, kann man nach Hansen wie folgt verfahren. 
Setzt man in der ersten der Gleichungen (1) der vorigen Vorlesung die willkiir- 
liche Grésse ¢ gleich L’, so geht das in derselben vorkommende E iiber in: 
ig B' sin (A" — L') — tg B" sin (A! — L'), 
E' dagegen in: 
tg B sin (A" — L') — tg B" sin (A — L"), 
d. h. ganz einfach in: 
B 
re 
Setzt man in der zweiten der Gleichungen ’ der vorigen Vorlesung ¢ = ZL, so 
geht das #” derselben iiber in: 


tg B sin (A’ — L) — tg B' sin (A — L) 
und das H’ der genannten Gleichung in: 
tg B sin (A” — L) — tg B" sin (A — L), 


demnach in: / 


ae 
R 


Jene Gleichungen werden also: 


__ 1 R" ’ , o Woe ” D tg B” 
oa {EZ cos B' + R' tg B" sin(L” — T)} — > 


La 
° nA 


RR" sin(L" — L) 


{E” 4’ cos B’ + Rtg B sin (L' — L)} — ae RR' sin (L/ -—- L) 


E = tg 6' sin (A" — L") — tg B" sin(v — L”) 
E" = tgB sin(a’ — L) — tg’ sin(A — L). 
Die Gleichungen (3) lassen sich dadurch weiter vereinfachen, dass fiir J’ der 
Ausdruck: 
r sin (7 — 2’) 


sin v! : 
dieere 
r’ sin 2 
sin x 
eingefiihrt wird. Ausserdem setze man: 
Wsinw = Ecos p’ 
Weosw = {Ecos f' cosy’ — tg B” sin(L"” — L’)} ay 
W" sinw” = E" cos p’ 
W" cos w" = {E" cos B’ cosy’ — tg B sin (L' — L)} sie? 
es wird dann: 
wv R" Ww ee B” 
ee asf ‘sin(w — 2’) — RR" sin (L"” — LZ), 
oe” =5, we r’ sin (w"’ — z') — up RR" sin(L" — L), 
also, wenn der Abkiirzung wegen: 
ies n' 
c= ea ie y" = We. r 
” 
G=— ee RR" sin(L’ —L), G’ = — ae RR" sin(L" — L) 
ae ey , RW" 
le i 
gesetzt wird: : 
0 =U V snfw — 2) +6 
0” — Ul" yt sin (w"" “bd 2') + (Ee. 


Aus den Gleichungen: 
” 
P=~, ea ot) 


” 
folgt: 
n' n’ 1 n n" Q 
nm» P°? Nala TF oye 
also: 
n 1+ P Me an. 
aeea OGe: Gn e 


oe = 
da nun nach den Entwickelungen fiir die Gleichung (2): 


1+ P (A+ BP) sind 
Q  Ssin(e +6) ’ 


1 ops 
; : ee és "oS R' sin v 
so wird, wenn man noch in den Ausdriicken fir V und V" 7’ — ae te setzt: 
ya ABP. Rsiny pone’, 
ae S sin (2 + 6)’ Gixe 


Hiermit ware der oben ausgesprochene Zweck erreicht; doch nimmt Hansen, um 
zi seiner definitiven Form zu gelangen, noch einige weitere Vereinfachungen vor, welche 
wir in der nachsten Vorlesung kennen lernen werden. 


Siebenundsechzigste Vorlesung. 


Hinige weitere Vereinfachungen der Hansen’schen Formeln. 


Substituirt man in den Gleichungen: 
Csiny’ = Ssin(y’ + 06), 
Cosy’ — K RF’ cos B' = Scos(y’ + 6), 
welche zur Bestimmung von § und 6 dienen, die fiir C und K gegebenen Ausdriicke, so 
geht C cosy’ — KR’ cos B’ tiber in: ; 
RB’ cos x! {tg B sin (A"” — L') — tg B" sin (A — L’)} 
— R’ {cos B' tg B sin (A" — A’) — sin B! sin (A" — a) + cos B' tg BY sin (A’ — A)}. 
Dieser Ausdruck vereinfacht sich, wenn man den Winkel einftihrt, welchen der 
den zweiten Sonnenort mit dem zweiten geocentrischen Ort verbindende grisste Kreis 
mit der Ekliptik bildet. Bezeichnet man denselben mit y’, so hat man nach bekannten 
Formeln fiir die spharischen Dreiecke: 


sin y’ siny’ = sin B’ 
sin x cosy’ = cos B' sin(d’ — L’) 
cos = cos f' cos (A’ — TL'); 


dabei muss y’ so bestimmt werden, dass sin y' positiv wird. Es wird nach Einfihrung 
dieses Winkels: 


Ccosy’ — KF’ cos p’ 


I 


R' cos B' {tg B[sin (A” — L’) cos(A' — L') — sin(a” — 2)] 
ig B' [sin(A — L’)cos(A’ — L') + sin(a’ — A)]} 

R’ sin B’ sin (A"” — a) 

R’ {tg B cos (A" — L') — tg B" cos(A — L’)} cos B' sin (4' — L’) 
B’ sin B' sin (A"” — 2) 

Dsiny! cosy’ + R’siny’ sin(a"” — Ad) siny’, 


(ehh es 


wo zur Abkiirzung: 
R’ {tg B cos (A"” — L') — tg" cos(A — L’)} = D 
gesetzt ist. Fiihrt man jetzt die Gréssen T und ¢ mittelst der Gleichungen: 
L'sint = D 
T cost = R' sin (A"” — 2) 


ein, so hat man fiir die Berechnung von S und 6: 
fia sin(y’ +6) =C 
sin y! © 
a cos(y’ + 6) = Tsin (¢ + »’). 
sin x ' 
Auch die Ausdriicke fiir W, w, W", w” lassen sich vortheilhaft. umformen. 


Man hat: 
Wsin(w — y') = Wsinwcos zy’ — Weoswsiny! 


= tg B" sin(L" — L'), 
desgleichen: 
W cos(w — yx') = {Ecos B’ — tg B’ sin (L" — L') cosy} - ay 
W" sin (w" — 4’) = tg Bsin(L’ — L) : 
W" cos (w" — 4’) = {E" cos B' — tg B sin (L' — L) cos y'} “ ri 


Wenn man in diesen Gleichungen fiir H und EH” ihre Ausdriicke substituirt, so wird: 
W cos (w — x’) = {sin B! sin (A” — L") — tg B" sin (A' — L'") cos 
; 1 
— tg B” sin(L" — L') cos y'| —; 


sin x? 

und da: 

in BI 

08 ny 

COS cos yy! 

siny’ sin (A’ — L') 

cosy’ _-cosy' cos (A' — L’) 

siny sin (A’ — T) 


W cos (w — y') = sin (A” — L") siny' 
, {sin (A! — L") + sin (L" — Li’) cos (A' — L’)\ 


Alb " 
Eg \ sin (A’ — L') : 
also da: 
sin (A' — L') = sin {(a’ — L') — (L" — L’)}, 
endlich: 
W cos (w — x') = sin (A" — L") siny’ — tg B" cos (L" — L') cosy’, 
desgleichen : c 


W" cos (w" — y') = tg B cos (L' — L) cosy’! — sin (A — L) siny’. 
Setzt man daher: 
Asin = tg B" cos (L" — L'); A' sinw'' = tg B cos (L' — L) 
A cosa = sin(A"” — L"); A" cos! = sin (A — 1), 


so erhalt man: 
W cos(w —y') = A sin(y’ — w) 


W"' cos (w" — y') = A" sin (u" — 7’), 


durch welche Ausdriicke die Rechnung bedeutend vereinfacht wird. 


Achtundsechzigste Vorlesung. 


Zusammenstellung der Formeln der Hansen’schen Methode 
zur Bestimmung der drei Entfernungen, nebst Rechnungsbeispiel. 


Nach Hansen ist also den vorhergehenden Entwickelungen zufolge zu berechnen: 
A=R {tgBsin(a" — L) — tg B"sin(A — L)} 
B= R" (tg Bsin (a" — L") — tg B" sin (A — L")} 


C R’ {tg Bsin (A" — L') — tg B" sin (A — L')} 
D R’ {tg B cos (A" — L') — tg B" cos (A — L’)}, 
ferner: 
sin x! siny' = sin p’ 
sin x! cosy’ = cos B' sin (A' — L’) 
cos x = cos B' cos (A’ — L’), 
wobei y’ so bestimmt werden muss, dass sin y' positiv wird, dann: 
Fsint = D; S'sn(y’ + 6) = C 
T cost = R'sin(a" — a); S'cos(y’ + 6) = Tsin(t + y’) 
Siz S sys ip oa 


2 (R’3 sin y'3) 
‘Hier ist es zweckmissig, den Quadranten so zu wiihlen, dass 7’ + 6 stets kleiner 
als 180° wird, wobei dann 6 die Grenzen + 90° und — 90° nicht iiberschreiten kann. 
Weiter sind noch zu erledigen die Vorbereitungsrechnungen: 
A sinu = tg B" cos(L" — L'); A" sinw"” = tg Bcos(L' — L) 
A cosu = sin(A" — L''); A" cosw" = sin(A — L) 
W sin(w — x’) = tg B" sin (L" — L') 
W cos(w — x’) = Asin (y’ — pw) 
W" sin (w" — yx!) = tg B sin (L' — L) 
W" cos (w" — x’) = A" sin (u"” — 7’) 


y= =¥, Tine 
" 
gay Ht, cee 


wobei N’ die Grosse RR" sin (L! — L) vorstellt. 
Das nachste Geschaft nach Erledigung dieser Rechnungen bildet die Bestimmung 


U 


von 2’. Es sei zu dem Zwecke: 
Sat At BP 
s 
i 
2 sina = a sin 6, 
1+ Pp 
22 — os 
cos 00 s cos 6 1 
Vie = 


so ist die Gleichung: 
M sin 4 = sin (e’ + o) 
aufzulésen, 


aa eo 


Bei Gelegenheit dieser Zusammenstellung macht Hansen noch folgende fiir die 
praktischen Rechner sehr beachtenswerthe Bemerkung. 

»Da die Genauigkeit der Bahnbestimmung ceteris paribus so sehr von der Grésse 
des Winkels abhingt, den der durch die beiden dusseren Planetendrter gelegte grésste 
Kreis mit dem durch den mittleren Planetenort und den dazu gehérigen Sonnen- oder 
Erdort gelegten gréssten Kreis macht, so wird es niitzlich sein, diesen Winkel jedesmal 
za berechnen. Ich fiige um so mehr die Formel dafiir hinzu, weil sie mit Benutzung 
der oben angewandten Hiilfsmittel sehr einfach wird. Es findet sich leicht: 


pA sat ad 
~ cos(y' + 6)’ 

wo # der gesuchte Winkel ist. Bei Verdéffentlichungen von ersten Bahnbestimmungen 
findet man oft die Zeiten der angewandten Beobachtungen mit angegeben, welches sehr 
angemessen ist, da man dadurch zum Theil schon in den Stand gesetzt wird, sich von 
der zu erwartenden Genauigkeit der Bahnbestimmung einen Begriff zu machen. Man 
wiirde diese Angabe sehr vervollstindigen, wenn man auch den Werth des Winkels a 
hinzufiigen wollte, den man, um ihn auf eine kurze Weise zu bezeichnen, den maass- 
gebenden Winkel nennen kann.“ 

Treffender aber noch diirfte vielleicht der Abstand des mittleren Sonnenortes von 
dem durch die dusseren geocentrischen Oerter gelegten gréssten Kreise, der Winkel o’ 
der 54. Vorlesung, die Benennung des maassgebenden Winkels verdienen, weil er noch 
mehr Kriterien fiir die Sicherheit der Bestimmung vereinigt. Denn je grésser dieser 
Abstand ist, desto grésser ist auch, haben wir gesehen, die Sicherheit der Bahnberech- 
nung, und in demselben Maasse, wie durch zu grosse Anniherung des dritten an den 
ersten geocentrischen Ort der Abstand o’ unbestimmter und willkiirlicher wird, wird 
auch die gesuchte Bahn unbestimmter und willkiirlicher. Der Winkel # verrath aller- 
dings ebenfalls durch seine Kleinheit die Unsicherheit des zu erwartenden Resultats, 
nicht aber durch einen grossen, nahe 90° erreichenden Werth das Gegentheil, weil ja 
auch bei einem grossen Werthe desselben, wenn der Planet in der mittleren Beob- 
achtung in Opposition und in der Ekliptik steht, die Bestimmung der Bahn unthunlich 
werden kann. 

Hat man ¢’ auf bekannte Weise gefunden, so wird dann: 


i Fi sin x R’ sin (y' — 2’) 


— A = 
See ae sin e! 
ya 7 Ee sind yal 
sin(z’ + 6)’ BP 


0 = UVsin(ww— #)4+ G4 
o” — ul" Vv" sin (w"" pee 2’) + Gl’, 
Zur Verdeutlichung werden die Formeln auf die folgenden drei Beobachtungen 
der Euterpe angewandt: 


PEE as. 1853 Noy. 12,432133 Dec. 2,433406 Dec. 22,373477 
a 50° 42’ 43,5 46° 10’ 48”,0 440 23! 19,8 
epee... . — 29 9 20,5 — 1° 45’ 58”,6 — 1° 16’ 29,0 
er, . 50° 27’ 38!,1 709 41’ 34”,1 90° 58’ 38,4 
log R, log R', log R" 9,995 195 9,993 596 9,992 739 
Die in der Rechnung vorkommenden Lingenunterschiede sind: 

Av — T= — 6 4! 183 A’ — L’ = — 26° 18’ 14”,3 

A” — LT! = — 46° 35! 18",6 A — T/ = — 24° 30! 46,1 
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AM h = —_ 6°19! 23,7 L" — L! = 20°17: 4".38 
4A—L=-+ 0°15! 5"4 L' — L = 20° 13’ 56”,0 
A — L" = — 40° 15! 54",9 L" — L = 40°31’ 0,3 
A — L' = — 19° 58’ 50",6 . 
Die Werthe der von P und Q unabhangigen Gréssen ergaben sich wie folgt: 
log A = 17,605768 log B = 8,105 426 
log C = 9,951528 log D = 8,101883, 
y’ = 184015! 2”,5 y' == 24° 34' 20",7 
log siny’ = 9,618930 
b= 6 L0%6S"45".9 logT = 9,419529 
6 = — 1° 9'25",9 logS = 7,971239 
log M' = 0,861392 
u == 181938! 44".7 log Md = 9,861377 
je == SAT ab 03,9 log A" = 8,551339 
w = 11 25 34,2 logW = 8.530434 
w= 4 27 34,8 logW" == 8578134 
log U = 0,036 677 log U" = 0,586491 
log G = 0,042566 log G" = 0,770529 


log? = 9,535308 
log’ = 9,837003 
log 0” = 9,536639 
Hierauf wird fiir P und @Q die erste Hypothese gebildet, wobei: 


gl" 
log P = log == 0,001 331 
log Q = log 3 3" = 9,071 947. 
Es wird dann ferner: 
log 2: = 0,254612 
c — — 11° 8’ 31",0, log S = 9,066 241 
log M = 0,867 098. 
Die Finalgleichung Msin 2’! = sin(e’ + @) liefert hier: 


= UU OD logr’ = 0,297 999. 
Endlich erhalt man: 
logV = 0,596435 log V" = 0,595104 


logg == log {U V sin(w — 2) + G* = 0,007056 

log 9” = log {U"V" sin(w" — 2!) + GS = 0,064834. 
Fir den curtirten Abstand der Euterpe in der mittleren Beobachtung findet sich: 
R' sin (y' — 2) cos p' 


mat = 0,019838, 
SIN & 


log @' = log 


Neunundsechzigste Vorlesung. 


Die Verbesserung der Hypothesen fiir die Dreiecksflichen. 


Nachdem wir eine Reihe von verschiedenen Methoden kennen gelernt haben, die 
Werthe der Radienvectoren und der Distanzen zu bestimmen, und da die Genauigkeit 
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der Rechnung davon abhangt, wie nahe die itiber die Verhiltnisse von n, n’, n’’ 
gemachten Annahmen der Wahrheit kommen, so werden unsere nichsten Untersuchungen 
sich mit den Verbesserungen zu beschiftigen haben, welche an jene Verhiltnisse anzu- 
bringen sind. Es kann dies auf sehr verschiedene Art ausgefiihrt werden, z. B. einfach 
dadurch, dass aus den fiir die dusseren Radienvectoren r und r”, dem dazwischen 
liegenden heliocentrischen Bogen v'’ — v und der.entsprechenden Zeit #” — ¢ die 
Elemente bestimmt und hieraus dann die Flachen n, n’, n” genauer abgeleitet werden. 
Es wiirde dies jedoch, ganz abgesehen davon, dass wir die Berechnung der elliptischen 
Elemente bisher noch nicht kennen gelernt haben, ein Umweg sein, weil es fiir den in 
Rede stehenden Zweck der Kenntniss der Elemente selbst nicht bedarf. Ein kiirzerer 
Wee zeigt sich, wenn wir an das Verfahren erinnern, welches wir bei der Parabel 
befolgt haben: wir suchten die Verhiltnisse von m, n’, n’ zu den entsprechenden Sec- 
toren, die Gréssen 7, 7’, 7”, welche sich mit wachsenden Zeitintervallen nur sehr 
langsam von der Hinheit entfernen und von dieser nur um Glieder der zweiten Ord- 
nung verschieden sind. Bei der Parabel konnten wir jene Verhiltnisse durch die zwei 
von Bessel aufgestellten kubischen Gleichungen, d. h. in vollstindig algebraischer 
Form finden, bei der Ellipse sind wir auf Reihenentwickelungen angewiesen, denen wir 
iibrigens auch schon bei der Parabel in praktischer Hinsicht den Vorzug vor der end- 
lichen geschlossenen Form gegeben haben. 

Von solchen Reihenentwickelungen werden wir daher auch hier wieder vielfach 
Gebrauch machen, sowie auch von den so oft wiederkehrenden angenaherten Relationen: 


7 
e=T=F(it+ pa) 
n r 
?= = F(t te I 
” o 2 7/3 
die ersten Glieder einer Entwickelung der Dreiecksflaichen nach Potenzen der Zeiten 
zu Grunde liegen. Wir haben dieses Fundament der ersten und damit aller weiteren 
Naherungen unter Zuziehung gewisser geometrischer Betrachtungen noch nicht so 
vollstindig kennen gelernt, als es unsere folgenden Aufgaben erfordern; diese Liicke 
wollen wir daher zunachst ausfiillen. 
Wir beginnen damit, aus den rechtwinkligen Coordinaten w, y, 2 der Zeit ¢ die 


Coordinaten 2’, y', 2 einer benachbarten Zeit ¢’ abzuleiten, indem wir den bekannten 
Taylor’schen Lehrsatz anwenden; nach diesem haben wir: 


a dz uy Diep Cie 18) aaa) 
et dy wy dye Ci 0? et ' 
een gh Gene ck 9 | 


Die Coordinaten z und ¢’ kénnen wir gleich Null setzen, wenn wir die Bahnebene 
des Planeten zur Fundamentalebene des Systems annehmen. 
Fiir die Coordinaten x’, y', welche der Zeit ¢” entsprechen sollen, haben wir 


ebenso: 
dan d?a (t” — t)? 
i ODT ek 
es me tae ES a 2 z | 


ly By Vinal eal Meat aa ht | 
" — / Cee 
d yr dt c ae dt? 2 | 

Man kann ferner noch die Axe der x mit der grossen Axe zusammenfallen lassen, 
s0 dass: 
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n= rr" sin (v" —v') =r" sinv".r' cosu' — r' sinv' . r" cos ul 
= yl a! — yal! 
wird. 
Substituirt man hier die aus (1) und (2) folgenden Werthe von 2’, #”, y/, y” und 
setzt zur Abkirzung t’ — t = 7) t’ — t =\t", so wird: 
dy dzy = v2 — 7/2 
Wipel eae ate ees " ! ee a We 
 foinieae Gras aK “+ (# a "ap 2 


dsy ax — 1/3 dy d4a\ xi!4 —-q/4 
+ (« dere VG)S ror en ae es, Tae 
da @y dy @a\ vr? — tr’ 
: re a at 7S) 2 
dx dy dy @za\ r'3r — xr" 
( yee ee 


dt dt} dt dé % 

Es kommt jetzt darauf an, die Differentialquotienten der Coordinaten nach der 
Zeit, welche in den Gleichungen (1) vorkommen, auf eine fiir uns brauchbare Weise 
auszudriicken. In der Vorlesung 31 bemerkten wir, dass die Anziehung der Sonne dem 
Planeten zur Zeit ¢ eine beschleunigende Kraft ertheilt, welche in den von uns gewihlten 
Einheiten des Raumes und der Zeit durch 

hy? ke? 

SE glee Fa sel 
ausgedriickt wird. Multipliciren wir diese direct nach der Sonne gerichtete Beschleuni- 
gung mit dem Cosinus des Winkels, welchen ihre Richtung mit der 2-Axe bildet, d. h. 


also mit 7? 80 erhalten wir die dieser Axe parallele Beschleunigung oder die Geschwin- 


qe 


oder 


digkeit, mit welcher die Geschwindigkeit “ sich andert. Diese Grdésse 


d®% : os x 
ae sucht die Coordinate algebraisch zu verkleinern, hat deswegen negatives Vorzeichen, 


und wir erhalten daher die Relation: 


ee 
dit r3 
Aus denselben Griinden ist ferner: 
dy By 
des r 
Verbunden liefern beide Relationen die Gleichung: 
d*y d* x 
ane lige ag , 
welche man auch erhalt, wenn die Gleichung: 
dy dx 
x at i] ry Constans 


nach ¢ differentiirt wird. 

ady — ydx ist bekanntlich der allgemeine Ausdruck fiir das Element des 
doppelten Sectors; die vorhergehende Relation enthalt also das Resultat, dass die in 
gleichen Zeiten “beschriebenen Sectoren constant sind, d. h. das Keppler’sche Gesetz 
iiber die vom Radius vector beschriebenen Flachen. Die Constante ist, wie wir wissen, 


gleich kVp, wenn p den halben Parameter der Bahn vorstellt (cf. 2. und 4. / Woxtesung, 
Abtheilung I. 
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Differentiiren wir die Gleichung: 


dy ax 
aoe ea) ais ar 0 
einigemal weiter nach f, so erhalten wir leicht: 
dx dy LY POPE ay Bx 
oe eo ae) 
dx diy dy @x sre eG - d‘x 
dena.) 8 dE a 
U. 8. We 
Durch Differentiation der Gleichungen: 
@e sa 
dea” rs. 
d?y ky 
GE 
bekommen wir: 
ae hk? dx he ar 
dt? rs dt rt dt 
dey ke dy ky dr 
dé at 1 Oe ae 
git 
d+x kta kh? dx dr rdt 
dt! re ak” at 
dr 
dty kty k2 dy ar ridt 
pee ye! ap gg 
u. 8. We 
also auch: 
tet Oy ie aay dy _ We Perky es | WA 
ee es a de de de a 
pity fit _ dy de, yd dy dy de | og de dy ® 
dt* dts dt dt dt dt dt dt r° at at r 
dy dr kx da dr k?y 6k dr 
Br a aie at | 
Wir haben diese Coéfficienten in den oben erhaltenen Ausdruck fiir y” 2 — gy! 


einzusetzen. Wenden wir die so erhaltene Formel an, um unsere drei Gréssen n, n’, n" 
zu entwickeln, wobei wir dann die fusseren Coordinaten durch die mittleren und ihre 
Differentialquotienten auszudriicken haben, so wird unter Wiedereinfiihrung von 0, 0’, 0”: 


f O2 8 dr’ ) 
a ene tT ae ee Seat 
Be Ee gas ays earven 
eo 0) oe | 
ese. LP : 67'8 uF 4's kdt | 
ee cae a8 dr’ | 
n" = 8" Vp sake T rer eae 
Durch Elimination von p ergiebt sich: 
8 o2— 92 | 8 ("2 + BO! — 82) dr’ | 
as oO Lhe Gs "2 4 y'4 tap Sd 
ee Oe 9G Bor ety ar 
oe 2 67's 4'4 kat 
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Diese Entwickelungen weichen also in ihrem Schlussresultat von dem durch 
geometrische Betrachtungen gefundenen: 


n a ao ) 
ae eta tay 
ny! gl a git 
Tae lta top 


nach welchem wir bisher die erste Hypothese gebildet haben, schon in den Gréssen der 
zweiten Ordnung ab, eine Folge gewisser Vernachlassigungen, welche bei der friiheren 
Herleitung nicht gut zu vermeiden waren. Der betreffende Unterschied hat gewéhnlich 
fir die Praxis keine grosse Bedeutung, weil man die Beobachtungen in den meisten 


Fallen so wahlen kann, dass sehr nahe 0 = ®&” wird, unter welcher Bedingung die 
Unterschiede: 
ao" oO? — # ao" (O” + 9 4+ &) (O" + 8 — B) 
oder 
2 6 2 6 
und. 
oa! g!2 vio glo ag! Gi 4p git ale o”) (a = gr aoe a a) 
5 a oder ST 6 


zu Null werden. Diese Vernachlassigungen spielen daher, den Fall sehr ungleicher 
Zwischenzeiten ausgenommen, kaum eine bedeutendere Rolle, als die mit Differential- 
ny"! 
yn 
weit entwickelt bestehen, auch kann man sie ohne Unbequemlichkeit vermeiden. Eine 
bedeutende Steigerung in der Genauigkeit der ersten Hypothese wiirde dadurch erzielt 
werden kénnen, dass wenigstens das nachste und grésste der folgenden Glieder mit- 


quotienten von r’ multiplicirten Glieder, aus welchen die Reihen fiir oi; und beliebig 


a eae ‘ dr, é : Le 
berticksichtigt wiirde. Es ist aber oe nicht, wie der Coéfficient von ag in dem vor- 


hergehenden Gliede, eine reine Function der Zwischenzeiten, sondern von den noch 
unbekannten Elementen abhingig. Dieses Umstandes wegen wurde bei Bildung der 
ersten Hypothese auf das Glied dritter Ordnung verzichtet. Es hindert nun aber nichts, 
dr’ 
at? 
wie r’, unmittelbar durch den Winkel am Planeten in der zweiten Beobachtung, welchen 
wit mit z oder zg’ bezeichnet haben, auszudriicken und so in die Finalgleichung der 
ersten Hypothese einen so hohen Grad von Genauigkeit zu legen, dass es nur in den 
seltenen Fallen néthig sein wird, zum Bilden und Durchrechnen der zweiten Hypothese 
zu schreiten, oder die anderen Verbesserungsvorschriften, welche wir unten entwickeln, 
zur Anwendung zu bringen, von der Verbesserung der Zeiten wegen der Aberration 
natiirlich abgesehen. 


wie in der nachsten Vorlesung gezeigt werden soll, auch den Differentialquotienten 


Siebenzigste Vorlesung. 


dr’ 


ue | 
Stellen y, 7’, y die Ausseren Winkel an der Erde in den drei Beobachtungen vor, 
so haben wir unter Beibehaltung anderer bekannter Zeichen: 


Beriicksichtigung yon in der Finalgleichung fiir 2’. 


( 


== 138) == 
fe de et RP OR A cosy 
rt A214 R24 WRA" cosy". 


Auf verschiedene Arten, z. B. nach den Entwickelungen der 54. Vorlesung, kénnen 
4 und J” auf die Form: 


a 
a) es +- b 
A =—— q"' = + bo” 


gebracht werden, worin a und a” vollstindig gegebene Coéfficienten bedeuten, und die 
Gréssen b und 6b” wegen ihrer héheren Ordnung hier ganz zu vernachlassigen sind. 
Wir haben demnach: 


Gnas, (ie opp 
pay htt 2 RR = A eos pay 


” 
a 
Chee Sa Ci Fi A' cosy" a1 —_ 3, 


¢l!2 


Da nun: 
, 
Be ego Gt... 
y2 = 72 + Qe! — S ee ‘)+-- 
so wird: 
i a — pe — p4o(© pe R Yiatee A, 
£@—)o + — n42(5 Rreosy" — 4 Rewy) a+ (So — % 


” 


~ Um in den Reihenentwickelungen fiir a und = das Glied dritter Ordnung, 


-, ar” are oT gece ona: : 
welches eben mit at multiplicirt ist, zu beriicksichtigen, haben wir die letztere Grésse 


nur bis zur ersten Ordnung inclusive zu finden néthig; wir diirfen deshalb ohne allen 


Schaden in der eben entwickelten Gleichung alle Gréssen zweiter. Ordnung weglassen 
/ / 


und fiir * und 5 ganz einfach die Werthe 4 und beziechungsweise substituiren. | 


Wir erhalten dann: 
d 8’ oe gle 
201 BF = BR — B+ 2(F a" Rcosz"” — Takeosr) a’ + (sae — gre) A 
oder wenn wir zur Abkiirzung: 
‘A= PR? — R 


oO ce 
B= — 0" R' cosy” — ~aRecosy 


a a 
a2 2 
C — gn” — xv 
setzen, 
y! 
29 es —At2B4' + C4" 


Ist ferner: . 
gC = B+ yB? — AC 


hC = B — VB? — AC, 


9 9 y' 
a Cae nt ee paws 02) 


so wird: 
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Diese Zerlegung in Factoren wird, der absoluten Kleinheit von A wegen, fast 
stets auf reelle Werthe von g und h fiihren; in den gewiss héchst seltenen Fallen, wo 
AC > B? und also das Gegentheil stattfindet, wird man das Binom A+ 2Ba4’+ CJ” 
unzerlegt anwenden. 

In Anbetracht des Umstandes, dass die Verbesserung wegen der Aberration eben- 


falls die Kenntniss von 4 verlangt, ist die Gleichung (1) fiir die praktische Rechnung 
U 
schon so bequem, wie man nur wiinschen kann. Substituiren wir daraus den fiir he 


kat 
abzuleitenden Werth: 


C (4#+9) (4 +h) 
2 oy! 
n ml 
in die Ausdriicke von 7 und pr 80 erhalten wir: 


n _ @ os 93 O87 4 99" 98) CO, y ) 
no e239"? 3(07 + 38” — 92) OC , gaze 
we [1 + 6rs 873 “gp + De 


Um unserer Absicht gemiss die erste und zweite Hypothese mit einander zu 
verbinden, haben wir hiernach in den Entwickelungen der 49. Vorlesung: 


gl ae OG gl lle + aol ee ie C 
gaVae 1s. ; A+ a0 (44H 
, O/2 — gr oe P+ ao"— 92 C 
OCs 3 ae 4 ‘a (I+ 9) +h) 
zu setzen. In der Praxis wird man in der Gleichung (3) der 49. Vorlesung erst einmal 
G2 ae 2 G/2 res ol/2 
Q = 09" und Q” = 29” oder noch besser Q = sama oases Oa Ths setzen, 


aus der so erhaltenen vorlaufigen Liésung fir J’, J und J” berechnen, die Zeiten 
wegen Aberration verbessern, und darauf die obigen genaueren Formen in Anwendung 
bringen. 

Noch etwas einfacher indessen gestalten sich die Ausdriicke fir Q und Q”, wenn 
man 4’ und r’ durch den Winkel 2’ selbst eliminirt. Es wird: 
R' sin(y’ — 2’) + gsine! 


' aed 
mabe Be sin 2! 
AS (as / - / 
vee R' sin (x 2’) + hsine’ 
= . 7 ? 
sin zg 
setzen wir also: 
R' siny 
R’ cos a = 8 
08 X g 
R' sin x 
Ee ne t UL 
R' cosy, —h oa 
so wird: ‘ 
; j Rsiny’? sin (e — q)sin(ze' — q") 1, sin(z' — q)sin(e! — q") 
(4+ 9) (+h) = oe ye ; 


sing’? sing sing” sing sing” 
und die obigen Formeln fiir die verbesserten Werthe von Q und Q” gehen itiber in: 
gue a2 — p92 ah a” 2 t Fe" — B82 Csin(e’ — gq) sin (2' — q") 
ames 3 o 4 : sing sing!’ 
gq” = OS OF ee Te ee : C sin (2 8 q) sin (e’ — q") 
3 a 4 sing sing” 


@) 


-——_ ee eS 


Nach der Definition yon Q und Q” wird dann wieder: 
n a Q 
Fae =H (lt an 
nl! g! Q" 
wa’ =a (1+ gn) 
wonach, wenn r’ bestimmt worden, ¢ und ¢’ bekannt werden. 

Diese Gleichungen (3) beriicksichtigen in Strenge alle Gréssen dritter Ordnung 
in den Verhaltnissen = und - oder, was dasselbe bedeutet, alle Gréssen vierter Ord- 
nung in den Flichen », n', n’ selbst. Wird unsere Finalgleichung fiir die Bestimmung 
yon @ oder r’, unter Mitnahme dieser Glieder entwickelt, so steigt sie auf den zwélften 
Grad; sie lasst sich jedoch ohne diese Entwickelung sehr nahe ebenso bequem auflésen, 
als die des achten Grades, auf welche. wir die Bestimmung zuriickfiihrten. 

Sollen anstatt Q und Q”, wie sie in Vorlesung 62 definirt sind, die Gauss’schen 
oder Encke’schen Gréssen P und Q gebraucht werden, so wird, da alsdann: 


Pa 
ee 
nm’ ton 
Q pe 2, + ps 1) r'3, 
nach den obigen Reihenentwickelungen: 
_ a L O? 9 8 8 A OBA 4+ CA" 
P=5 | mE ar a 
__ ae” 1 ae e293 + 88 Csin(e! — q) sin (2 — ¢") 
me ae | 6 rs 873 8" sing sing’ | (4) 
oe £4+2R7 + Of? as 
Us ao" [1 4 9 pl 9 ! 
Oo” — & Csin(e' — q) sin (2' — q'')) 
Mera an 1 x z 
= 39 fe 1 99! sing sin q" 


Das eben angegebene Verbesserungsverfahren wird in fast allen praktischen Fallen 
der Ableitung einer weiteren Verbesserung iiberheben, da die iibrig bleibenden Fehler 
fast immer nur Bruchtheilen von Bogensecunden in der Darstellung der geocentrischen 
Oerter entsprechen, Gréssen, die kaum jemals ein Beobachter wird verbiirgen wollen. 
Es diirfte deshalb dieses Verfahren bei seiner Kiirze und Uebersichtlichkeit Empfehlung 
verdienen. Um dasselbe durch ein Rechnungsbeispiel zu erliutern, kniipfen wir an dic 
von Encke fiir die Hebe gefundenen Zahlen an (Vorlesung 64). Wir haben: 


/ A \e 
o = dos B VE = M, ae. 
! A m UJ 
@” zee A" cos B" = uM," a = MM," = 
dunks 
cos p! 
PaaS. ee 
zasd cos B 
gh a=, ae TES 


Als Zahlenwerthe erhalten wir: 


loga = 9,7341708 
loga" = 9,667 956 2, 
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ferner mit den fiir Aberration?) corrigirten Werthen von %, 8, &’ oder mit: 
log d = 9,012 3443, log 8’ = 9,2755706, log 0” = 8,933 1298, 
log A == 6,9283640, i 
log B = 8,9501074, 
log C = 8,7850447 
logg —= 7,6763938 
logh = 0,4667970, 
Ga oe OLOAues 
q’ — 9915’ 6.0 
$2 — g'2 


6 == 0:0005392 
03 1 ols C 3 
SH sing sing” Be Od Be 
g! (LES a> C 
29 sing sing” D,0286108; 
se Q” 0,000539 2 0,00071756 
Pi = t = aa —- Ar sin (e’ — 879 0'54",5) sin (e’ — 9° 15" 60} 


Q = 00” (1 — 0,0286404 sin (2’ — 37° 0! 54”,5) sin (e’ — 9° 15’ 6”,0)}. 
Wird hier eingesetzt, was durch die vorlaufige Rechnung der ersten Hypothese 
erhalten wurde, namlich: 
g' == 14° 12’ 38",24 
logr, == 03950737, 
‘so finden wir: 
log P = 9,9208015 
log Q = 7,945 8051. 
Stellen wir mit diesen Gréssen wieder die Gleichung auf: 
sin (2! — gq’) = msine’s, 
so erhalten wir: : 
sin (2! — 18° 35! 4,50). = (0,4807492) sin e!* 
Als Lésung ergiebt sich: 
2 i= 148 120-5 8)482 
logr’ = 0,394 9482. 
Der Unterschied gegen die strengen Werthe: 
2 == 140712) 54"",20 
log r’ = 0,3949410 
ist praktisch fast ganz unmerklich, indem der zweite geocentrische Ort bis auf einen 
Bruchtheil einer Bogensecunde in beiden Coordinaten durch die entsprechenden Elemente 
dargestellt wiirde. 

Die in der 49. Vorlesung gegebene Form der Finalgleichung unterstiitzt durch 
ihre Symmetrie die gemeinschaftliche Erledigung der ersten und zweiten Hypothese 
mehr als die Encke’sche Methode. Es wird unnéthig sein, noch fiir jene Art der 
Berechnung ein Beispiel beizubringen, da alles Wesentliche schon aus dem Vorher- 
gehenden ersehen werden kann. 

Die Beriicksichtigung der Glieder vierter Ordnung in der Entwickelung von 
n, n', mn”, oder der dritten Ordnung in deren Verhiltnissen hat uns fiir r’ auf eine 


1) Siehe Bemerkung 8. 297. 
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Gleichung des zwélften Grades gefiihrt, die aufzulésende Finalgleichung also um vier 
Grade erhéht. Die Gleichung ist nicht auf einen niederen Grad reducierbar; demnach 
ist der zwélfte Grad der niedrigste, auf den man bei Beriicksichtigung aller jener 
Glieder nothwendig gefiihrt werden muss. 


Kinundsiebenzigste Vorlesung. 


Fortsetzung der Entwickelungen zur Verbesserung der Hypothesen. 


Eine andere einfache Art, die Werthe von P und Q oder von Q und Q” zu ver- 
bessern, lisst sich aus dem in der 8. Vorlesung behandelten Lambert’schen Satze tiber 
die Bewegung in Kegelschnitten herleiten. 

Nach den Gleichungen, welche P und Q unter Beibehaltung bekannter Bezeich- 
nung definiren: 

yl! nll a gl 
an ae" ns 
n+ vn" n oO Fo not 
— 2 = ‘3 — 9 4 . y'3 
oak ( wl 1)* G nT BM BF 1)» 


haben wir zur Verbesserung der Hypothese das Verhialtniss von je zwei der Grdéssen: 


nn wn 


2 5? 9 
za ermitteln. 
Zu dem Ende machen wir von den Gleichungen: 
b sin 1/,(’ — FE) = yrr’ sin 1/,(v' — v) 
und 
EG) 
ar 
der 8. Vorlesung Gebrauch. Nach dem Inhalte derselben Vorlesung, wenn man z. B. 
die Gleichung (2) daselbst unter der Form: 


cos, (E! — B) = jo tea De 


0 — sind — (0’ — sind’) = 


4a 4a 
ea 4a—r—r—x 
j[eaie SNGMN Ga id 
= c0s1/,0 cos ir 0’ + sint/,0 sin?/, 0! 


schreibt, ist: 
EE! — #= 0 — 0. 


7 eee . 
Fiir das Verhiltniss 7 haben wir demnach, mit Riicksicht darauf, dass nach dem 
Lv 


Vorhergehenden: 
roa 
n’ = bsin1/,(0” — 0). 4a. sin ‘ - sin oe 
ae a Oa d — (sind” — sind) | 


yn — rs) 77° 
sin 1/,(0” — 0) sin z sin z 


Ye 
Offenbar diirfen wir den Factor a hier ganz unterdriicken, weil bei der Ver- 
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: ; aig ieee para te wi 
besserung des P und Q die Verhaltnisse — —,—, — nur in einander dividirt vor- 
n> on? n 
kommen, wodurch der constante Factor wegfallt. Wir schreiben, um die Unterdriickung 
9! gs 


des Factors anzuzeigen, die Verhaltnisse —, .—, — mit Klammern, also die vorher- 
wn” 


gehende Gleichung 
(=) 6” — 0 — (sind"” — sind) 
a oe” 


Ne le 
sin 1/,(0"” — 0) sin Ch ee 


Nach einer bekannten Reihenentwickelung ist: 
1/, (0" —.6) = sin ¥/, (6" — 0) 4.1/5. 1/5 sin, (07 — 0)> eae 


setzen wir also: 


6” — 0 = {2m sin1/, (0"” — 0)}, 
so wird m immer bis auf Gréssen der zweiten Ordnung inclusive gleich der Einheit 
bleiben und man wird, da auch der Factor 2 weggelassen werden kann, haben: 


a m — cos 1/,(0" + 0 
(=) = A s.r 
’ sin 1/, (0” — 0) sin az" sin 7 


Um diese Formel in Anwendung bringen zu kénnen, bedarf es der Kenntniss von 
0 und 0”, da m mit grésster Schirfe aus der Differenz dieser Gréssen berechnet werden 
kann. 6 und 6” aber wiirden bekannt sein, wenn a bekannt wire; denn man hitte 
alsdann: 


: rtyr'’— x 
sn), 02. 
/s a 

rtr" + x 
sn 2).0° = 
/s aa 


Hieraus ergiebt sich folgender sehr einfache Weg der Verbesserung: man bestimme 
durch Versuche denjenigen Werth von a, welcher die Gleichung: 
Gg! 
qtr te 0 — (sind” —.sind)- +--+ + + ++ + = (QQ) 


a 


befriedigt, und berechne aus den gefundenen Werthen von 0 und 0” die Gréssen der 
Gleichung (1). 

Eine Umformung der Gleichung (2) soll in der nichsten Vorlesung behandelt 
werden; da diese Anwendung des Lambert’schen Satzes interessante Beziehung zu 
anderen Doctrinen hat, so erscheint es niitzlich, etwas linger, als es unser nachstes Ziel 
erforderte, dabei zu verweilen. 

Wir werden dann in der Folge eine noch einfachere und iibersichtlichere Form 
der Verbesserung der Hypothese durch den Lambert’schen Satz kennen lernen. 
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Zweiundsiebenzigste Vorlesung. 


Die zur Beschreibung eines Kegelschnittbogens gebrauchte Zeit, 
ausgedriickt durch ein bestimmtes Integral. 


Der Unterschied zwischen einem Bogen y und seinem Sinus siny kann, wenn 
sin Uy? = a 
gesetzt wird, unter der Form: 
2Qare sin x — 2 Va- yl—zx 
geschrieben werden. Differentiirt man diese Function nach 2, so erhalt man: 
1 yi == Va 2% 
———= = — = + oder ‘ 
Yu — 2 Ve V 


1 —x* x — x? 
d. h. also: 
nda 


a — x? 
6” — sind” — (0 — sind) 


der vorigen Vorlesung ist demnach identisch mit dem bestimmten Integral: 


y — siny = 2 


Die Grosse: 


CARES See 
4a 
I i 2a" ada a) 
k Vo— x | 
Ene te cent e 
4a 


Diesen Ausdruck wollen wir, weil es besonderes Interesse gewahrt, auch aus den 
Elementen der Attractionslehre ableiten. Nach der 8. Vorlesung ist die in Rede 
stehende Zeit durch die Summe der beiden Radienvectoren r + r”’, die Sehne x und 
die halbe grosse Axe a vollstindig bestimmt und deshalb auf die Bewegung in einer 
unendlich schmalen Ellipse reducirbar, wie sie ein ohne alle seitliche Geschwindig- 
keit nach der Sonne fallender Kérper beschreiben wiirde. Nennt man dabei ¢ die 
Entfernung von der Sonne, so wird die auf z wirkende beschleunigende Kraft aus- 
gedriickt durch: 


und nach bekannten Grunds&tzen haben wir demnach: 


d? zg Se k2 
dt? 22 
oder: 
deg 
tay ke? 
dt g2 


49* 
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Multipliciren wir hier mit a dt, so wird die Gleichung integrirbar; denn man 


dt 
hat dann: 
dz q de. Es ke ao 
ae dhs. g2 : 
also: 
dz? 2k? 
— C = 5 | 
qf -- Constans ; . 


Die Integrationsconstante bestimmt man durch folgende Betrachtung. Bei dem in 
Rede stehenden Grenzfall der elliptischen Bewegung fallt die Sonne bis auf unendlich 
Kleines mit dem einen Scheitel der Ellipse zusammen und das Perihel wird in einem 
Bogen von unendlich geringem Kriimmungshalbmesser durchlaufen. Der Abstand von 


, : : : ad : ; 
der Sonne im Aphel ist 2a; fiir diesen Werth von ¢ ist daher se = 0. Somit haben wir: 
2k? 
—— — Constans = 0 
2a 
oder: 
k? 
Constans —= — 
a 
und 
dz 2 1 
Ne ee ee ee 
at y z a 
Die Zeit t’ — t, welche néthig ist, um von einem Werthe von 4, ¢ = 4, zu einem 
anderen ¢ = 2” zu gelangen, driickt sich also durch das bestimmte Integral: 
1 dz 
k er aa tb : 4 
zZ a 
20 
aus. Es muss nun aber, damit nach dem Lambert’schen Satze diese Zeit t/’ — ¢ die- 


selbe sei, wie in dem Kegelschnitte mit den Radienvectoren r und r” und der Sehne x: 


Zieh ee Ts 


‘ 


it 
sein. Wir haben also zunichst: ° 
ton tun atoe) Ye (r + rl! + x) 
P tosA pas? dg bree edz 
Ua 2 T -) 
zg a a 
Ya (rv + rl! — x) Ya (r + r!? — x) 


In diesem letzteren Integral brauchen wir nur eine andere Integrationsvariable « 
einzufiihren, indem wir: 


2 = 2a 
setzen; die Grenzen werden dann: 
r+tr” — x4 rtr! 1 x 
———— _ und S—- ——___——_ 
4a 4a j 


und wir erhalten nach Aufhebung einiger Factoren im Zahler und im Nenner wieder 
den obigen Ausdruck: 
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(ea et 


4a 
ep py 2a ade 
k Vc — 2? 
r+rl—z 
4a 


Diese Formel gestattet, abgesehen von ihrem theoretischen Interesse, auch manche 
praktische Anwendung, z. B. die Ableitung einer Naherungsformel fir a. Betrachten 
wir der Kiirze halber die rechte Seite des Ausdrucks als eine Function der kleinen 


Grdsse cae? welche Function wir mit f (*) bezeichnen wollen, so haben- wir nach dem 


Taylor’schen Satze: 


af (% 

OS Oh ee ee 
wobei f (%)o, ue! u. 8. w. die Werthe sind, welche die Function und ihre Derivirten 
nach x fiir den Werth * — 0 annehmen. Offenbar ist nun nach den Elementen der 
Lehre von den bestimmten Integralen: 

f (%)o = 0 

af (%)o von x 9, 9 ae 

Ove 4a; ik’ 

also: 


ee? — *) = Oo = 


elnzusetzen ist. Schafft man durch das Erheben ings 


Add 


AEE . < r 
wobei fiir # die Grésse 


4a 
Quadrat alle Wurzelzeichen fort, so erhalt man fiir = folgende Anniherungsformel: 
if 1 “2 
Rennate LaF oS aC ininch RAUB eee aI se ec (2) 


Diese Gleichung vernachlassigt nur die dritten und hédheren Potenzen der kleinen 
Gréssen x%, kommt daher in den praktischen Fallen der Wahrheit recht nahe. Wenn 
man fiir denselben Zweck eine algebraische Gleichung héheren Grades ableiten will, so 


geht man besser von der Formel: 
Wh (r + rl + x) 


a’ y2 = dz 


el 
p 


24 
Vo (re tert——) 
aus, welche in den obigen Entwickelungen enthalten ist. Es sei zur Abkiirzung: 
1 
1 us 


24 


=F 7, 


so wird nach den angegebenen Principien: 
aa 3 4% \5 
z) dt Z a : 
ot aap faa acg.a8 t | 
wenn in Z und seinen Derivirten ¢ = 1/,(r + r”) gesetzt wird. Alle Coéfficienten 


von * in dieser Gleichung treten daher in der Form von Potenzen der zu bestimmenden 
Grosse: 


} Ee ep | 
Ve(r + r” 2a - 
welche wir mit & bezeichnen wollen, und ’ oe gegebenen Grésse ¢ oder r - suf. 
Man erhalt durch Differentiation : \ 
AZ 
dg ag ane ne 


demnach, wenn die fiinfte und die héheren Potenzen von x vernachlassigt onde fiir 
die & die Gleichung: 


te me “a a 


Aus & findet man die grosse Axe 2a mittelst der Relation: 


1 1 1 
ee eS Oa 4 
2a et”) # (4) 
Die Gleichung (3) bequem aufzulésen, schreibe man sie in der Form: 
4 2 £3 2 £5 
=> a+ phe Aang va ine St ee 


rt r'\3 24 Pear \E wee 
Ge aT) 


; : 1 Meas P 
Die erste Naherung, mit der oben fiir oo gefundenen iibereinstimmend, ist: 


9 
E = = V2; 
welche in das mit x? multiplicirte Glied fiir & eingesetzt wird, um eine genauere Lésung 
za erhalten. lLetztere wird wiederum in & und & substituirt und das Verfahren so 


weit fortgesetzt, bis sich an den erhaltenen Werthen nichts mehr andert. ‘Auf solche 
Weise erhalten wir unter Anderem die Niherungsformel: 


a ee ( a ve (=a) . 


Diese Formel liefert in allen praktischen Fallen einen sehr angenaherten Werth 
von € und dann von a, der fiir den Zweck der Verbesserung von P und von Q (oder 
auch von Q und Q” bei Anwendung der symmetrischen Form) meist vollkommen geniigt. 

Zur Erliuterung des Gebrauches der Gleichung (5) seien gegeben: 


logr_ == 033307640 logx = 9,4525659 
logr” == 0,3222939 #4 = 51:98891, 
also: 
log! == 9,5766974 
und: Bp a= (Gee 
Sf ee GONE 
apie ee 2 
(=*) 
9 
42 
DAY — — 0,0005878 


5 ee 


eagle 


logé = 0,2745100, 
endlich nach Formel (4): 
loga = 0,4224425. 

Der strenge Werth von loga ist 0,4224391, wie man leicht durch Substitution in 
die Gleichung 0 = a2 {6” — 6 — (sind” — sind)} finden kann; demnach betragt der 
Fehler der Form (5) hier nur 34 EKinheiten der siebenten Stelle, welche Genauigkeit 
fiir den Zweck der Verbesserung der Hypothese mittelst der Gleichung (1) der vorigen 
Vorlesung vollstandig ausreichen wiirde. 


Dreiundsiebenzigste Vorlesung. 


Berechnung der Elemente 0, ¢, p und der mittleren Anomalie der 
gewihlten Epoche. 


Die halbe grosse Axe ist gewissermaassen das Hauptelement des ganzen Elementen- 
systemes, denn sie bestimmt die Umlaufszeit und es wird daher sehr hiufig das Resultat, 
welches sich dafiir ergiebt, mit einer gewissen Spannung erwartet werden, die bei dem 
Rechner erst nach Erlangung eines hinreichend sicheren Naherungswerthes nachlasst. 
Mit Riicksicht hierauf ist es angenehm, gerade die Bestimmung von a an die Spitze 
gestellt zu sehen. Es fallt aber nachher die Berechnung der itibrigen Elemente, von 
welchen die Bewegung in der Bahnebene selbst abhangt, so einfach aus, und es liegt 
dafiir nach den Entwickelungen der Vorlesung Alles so bereit, dass wir die dazu kaum 
noch néthige Erlauterung hier gleich anschliessen wollen. 

Aus a folgt zunachst 0 und 0” mittelst der Formeln: 


Ul 
are r Ti AY 
YD) 1/, 02 == 7 le BL rem 
4a 
” 
L r r x 
EACIARY Cea na oo a 
4a 
Die Differenz 6” — 0 ist zugleich auch die Differenz der excentrischen Anomalien 


E" — E; folglich haben wir sofort die halbe kleine Axe b aus der Relation: 
bsin 1/,(E" — E) = bsin}/,(6" — 6) = Yor" sin 1/,(v" — v). 


Ferner ist: 
Shy lceeet Fb ==) COS tN ee ei Menge vals’ oe Ce) 


wo den Excentricititswinkel vorstellt. Letztere Formel ist vortheilhaft bei grossen 


als 


_Excentricitaéten, wie sie bei den periodischen Kometen vorkommen. Ist dagegen 


klein, wie bei der grossen Mehrzahl der Planeten, so kann e zugleich mit der excen- 
trischen Anomalie auf folgende Art gefunden werden. Man hat: 


r 
ecosH = 1 — — 
a 
” 
A 
600s i — 
a 


und durch Addition und Subtraction dieser Gleichungen: 
2aecos'/,(E" + EF) = [2a — (r" + 1)] secl/,(#" — E))\ - (2) 
2aesin1/,(E"” + EF) = (r’ — r) cosec/,(E” — E), [7 ‘ 
aus welchen Gleichungen 1/,(H” + E) und also, da '/,(#"” — E) = 1/,(6" — 6), auch 
E und BE" selbst sich ergeben. Endlich folgen noch M und UM” die mittleren Anomalien 
fiir t und ¢#”. Ist nun dieser Theil der Rechnung richtig gefiihrt, so muss: 
FS 
M" —- M= yA 
ae 
werden. ; 
In dem Beispiel der vorigen Vorlesung wiirden wir, nachdem die Gleichung: 
& = 6” — 6 — (sind" — sind) 
durch den Werth loga = 0,4224391 scharf berichtigt ist !): 
Tf, 0 == 87° 42'31",55 
1/,0" == 40° 50! 35,64 
finden. Die Anwendung der Formel (1) wiirde darauf ergeben (da namlich vy’ — v 
== 97°34! 53",73) und also: 
rr sin 1/,(v" — v) 


an, (8" — 8) = 94089508 


logb = log 
ist), 
log cos p = 9,9865207 
@ = 14¢12"5",00. 
Werden dagegen die Formeln (2) angenommen, so erhalt man: 
log 2ae sin'/,(k” + E) = 9,8823552, 
log 2.ae cos/,(E" + EH) = 0,0211831, 
d. h. unzweideutig, weil 2ae positiv werden muss: 
1/,(E"” + E) = 324° 0! 20,09 
log 2ae = 0,1131948 
loge = log sing = 9,3897257 
Gia Thais 
ferner 
HE == 320° 52716"00 
El == 327 . 8 24,18 
M = E — esnE = 320°52'16",00 + 31932",01 — 329° 44! 28”,01 
M" = E" — esin E" = 327° 8'24",18 + 2745494 — 334° 45! 5912. 
k(U — 4) __ 5011 31",93) gee eee 
ah 31,03; die erenz 
der Priifungsgleichung 0,08 deutet einen kaum merklichen Fehler der Rechnung an. 
Die Berechnung von v und v"” wird nothwendig, wenn man die Lage des Perihels 
bestimmen will; man hat zu dem Zwecke die Formeln: 


Hier ist M” — M = 5°1'31",11, wahrend 


iif = tg (45° + 2) tg). B 
tg'fav" = tg (46° + 2) tg 1B" | 
= / 
*) Dabei leistet der Gauss’sche Kunstgriff des logarithmischen Incrementes, welcher in der 
4. Vorlesung auf die Keppler’sche Gleichung angewendet wurde, die besten Dienste. 
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und dann die Priifung, ob v’ — v mit dem Werthe aus den friiheren Rechnungen in 
Uebereinstimmung ist. Hier findet man: 

v~ = 310° 5d’ 30",28 

v = 318 30 24,06 
in hinreichend befriedigender Uebereinstimmung mit dem oben angenommenen Werthe 
= 7°34! 537,73. 

Fiir acos pm? oder p, den halben Parameter, ergiebt sich: 
logp = 0,395 4839. 


Die eben gefundenen Zahlen stimmen bis auf dusserst kleine Unterschiede mit 
denjenigen iiberein, welche von Gauss in der Theoria motus aus denselben Daten 
abgeleitet werden. 

Es mag noch die Bemerkung hier einen Platz finden, dass die Bequemlichkeit des 
Verfahrens keine Einbusse dadurch erleidet, dass r + r’, welches in dem Nenner der 
Glieder der Gleichung (5) und (6) der Vorlesung vorkommt, klein wird. Wo dies etwa 
bei periodischen Kometen in dem sichtbaren Theile ihrer Bahn der Fall ist, nimmt auch 
die Grésse § entsprechend ab, denn die letztere ist nach den obigen Entwickelungen 
der reciproke Werth der Geschwindigkeit des Kérpers, d. h. eine Grésse, welche der 
Quadratwurzel aus dem Radius vector umgekehrt proportional ist. Die Naherung, 
welche die genannten pe phiagen gewahren, wird demnach auch fiir solche Falle eine 
sehr brauchbare sein. 


Vierundsiebenzigste Vorlesung. 


Die Gauss’schen und die Encke’schen Formeln fiir die 
Verbesserung der Dreiecksfliichen. 


Aus der eer rer * schen okies folgt, fiir die erste und dritte Beobachtung 
angewendet : = 


kt : 

= = HE — esin iH 
a ’2 

kt" , 
=== E  esin f 
a’ 


wobei die Zeiten yom Perihel an gerechnet werden, also ferner: 
oe : 
i E" — E — 2esin /,(£" — E)cos1/,(k"” + £), 


oder unter Hinfiihrung des halben Parameters p: 


a Vp = Se yl — 2 (hk — B= Vesin 1), (H” — Bycos/, (RE + EY. - (1) 
Erinnert man sich nun der Formeln: 

sin1/,E Ya(1 + e) = sin/.v Yr 

cos'/, BE Ya(1 — e) = cos3/yv Yr 

sin 1/, ” Ya (1 + e) = sin}/, v" Yr" 

cos fp EB" Va(1 — e) = cos'/,v" yr", 
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so erhalt man ohne Miihe: 


sn fy (" — Ba = MET) | a 
oo Y(t" +t) = on), (| — B) — a" — EE 


Substituirt man diese Werthe von sin1/,(E" — E) und cos1/,(E” + E) in die 
obige Gleichung (1), so wird: 
# Vp = al — 2(E” — E — sin(E” — EB) 

+ 2sin1/,(E!" — EB) {cos ¥/.(E" — E) — ecos1/, (E" + E)}} 

2 sin 1/. (v" — v) cos 1/, (v"” — ao 
aeVp 

= @ yl — e? {E" — E — sin(E" — E)} + rr" sin(v"” — v). ! 
Setzt man hier den aus (2) folgenden Werth von a ein, so ergiebt sich: 


cs El! — BB) — sin (fh! EF in /, (vl — De eis "os " 
ou Vp — ¢ = i ar BS ) 2 fe / (v ve v) Vrr Vp + rr sin (v a j v), 


— a1 — @ {z — E — sin(E" — BE) + 


: A 
d. h., wenn wir, wie friiher, unter 7’ das zugehérige Verhiltniss actor verstehen: 
E" — E — sin(E" — EB) aa eet 
a | | 4 
sin ¥/, (" — E)8 2. cos Wy (v"” — v) rr” 1 a 


Aus letzterer Gleichung wiirde sofort der Werth von 4! zu ermitteln sein, wenn 
nur der Factor: 
E" — E — sin(k" — E) 
sin 1/,(E"” — E)3 


bekannt ware. Von der Bestimmung desselben haingt also die Verbesserung der Hypo- 
thesen vorzugsweise ab. Zieht man noch die Gleichungen: , “4 


r =a (1 — ecs£) 
r!' ==. a (1 — ecos EB") 


mu Hilfe, so erhilt man zunachst: 
r+ r= 2a [1 — ecos!/,(E"” + E)cos/,(E"” — B)] 

und dann durch Einsetzung des aus (3) folgenden Werthes fiir ecos1/,(H" + E): 
r+ r” = 2asin\/,(E"” — E)? + 20s 1/,(v" — v) rr" cos 1/, (E" — EF) 

Ae a etd: + 2c08 ify (v" — v) rr” {1 — 2sin1/, (E" — £)2} 

ees, 

2 cos 1/.(vu" — v) rr" 
+ 2¢os¥/,(v” — v)¥rr” {1 — Qsint/, (B" — E)*}, 


also eine Gleichung zwischen sin!/,(H” — E)®, y'2 und bekannten Gréssen. Nach der 
ersteren der beiden Unbekannten aufgeldst liefern sie: 


1 3 
sin'/,(H” — #)2 = 3 a ) 
/1( ) g 2 cos 1/,(v" — v)Yrr’ ‘ 
or tr! — 208, (v" — v) rr" — 
4 cos 1/, (v"” — v) rr” 


Jetzt braucht man nur noch den in (4) vorkommenden Factor: 


| 
| 
| 
| 


ee ee LS eee 
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E" — E — sin(E" — E) 
sin 1/,(H"” — E)8 

in eine nach Potenzen von sin1/,(H” — EF) fortschreitende Reihe zu verwandeln, um 
in den Gleichungen (4) und (5) eine Lisung der uns beschiiftigenden Aufgabe, Ver- 
besserung der Dreiecksflachen ohne Zuriickgehen auf die Bahnelemente selbst zu haben. 
Gauss fiihrt die verlangte Reihenentwickelung in der Theoria motus etc. art. 90 in 

folgender Weise aus. 
Ks sei zur Abkiirzung: 
2g — sin2g 

sin g 

sin '/, g? = &. 


== 1G 


Differentiirt man sowohl X als auch # nach g, so wird: 


3 X cosg sing? + Lee ice 2 — 2cos2g = 4 sing? 


dg 
Zig asin gs 
also: 
dX 
dX dg 8 —6Xcosg 
dx” dx sin g? ; 
dg 
und da: 
cosg = 1 — 2sin1/, 92 = 1 — 22, sing? = 1 — cosg? = 4x (1 — 2) 
aX 4—3X (1 — 22) 
dz 2x2 (1 — 2) 
oder auch: 
dX 
(Qo 20) = 4. — (3 — 62) xX . Peoria & ond wis 7. 6)) 


Nimmt man nun an, die Reihenentwickelung von X nach x habe die Form: 
X = 4/,(1 + ax + Bar + yaoi 4+ dat +---), 
worin o, B, y, 0 constante Coéfficienten sind, und substituirt aus dieser Form in die 
Gleichung (6), so erhalt man: 
8/, low + (26 — wx? + (By — 2B)x3 + (40 — 8y)at+--+} 

= (8 — 4a)x + (8a —4f)a2 + (86 — 4y)x3 + (By — 40)a* + --), 
und nach dem bekannten Fundamentalsatz fiir die Methode der unbestimmten Coéfficienten: 
6 8 10 12 
37 B= 7% y7=76 d=? Lise Se VW’, 


Wir haben also folgende Reihe: 
2g — sin2g 4 BNO Rah suse 2 BOTS eh Ys 
El eee oe 
sin g? CAP ag AIT RE var Pdi VR © 
Die Gleichungen (4) und (5) nehmen durch Einfiihrung einer von der Sehne x 
zwischen den beiden Radienvectoren abhangigen Hiilfsgrésse eine noch etwas bequemere 
Gestalt an. Setzt man nimlich: 


a 


o or 
aun = sing’, 
wodurch zugleich: 
(r + r')2 sin gp’? = «2 = vr? + v2 — 2Qrr"cos(v" — v) 
= (r + rr")? — 4rr" cos !/,(v" — v)?, 
50* 
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do hex 
2 cos¥,(v" — v) rr” = (r + r")cos g! 
sich ergiebt, so gehen die Gleichungen (4) und (5) in die folgenden iiber: 1 
1 3 sin /y 2 a. 
im, 1 feral, pee Wy (td eeaeee eee Aen ee Vat BO <  be 
mn ahd Bie ae ae (i + r') cos 7) cos (p! - (8) 


oe — 7! — [5 = = © sin If, (E" — E) 


Lobe oy! 3 (9) 

cs 3 5 Ce = eo + ¢ + aa 

Was nun die Auflisungen dieser Gleichungen betrifft, welche Gauss durch Hiilfs- 

tafeln schr erleichtert hat, so geniigt hier folgende Bemerkung. Die Glieder der 

Gleichung (9), welche sin!/,(Z” — E)? und die héheren Potenzen dieser Grisse ent- 
halten, bringen, da sie simmtlich mit dem sehr kleinen Factor dritter Ordnung: 


multiplicirt sind, Gréssen der fiinften, siebenten u. s. w. Ordnung hervor. Man wird 
deshalb aus der cubischen Gleichung: 
et 3 ipa 
(ae vieg) | AO OE py ee 

eine brauchbare Annaherung fiir 9’ 7! gewinnen, welche dann ihrerseits in Gleichung (8) 
eingesetzt, einen Werth von sin1/,(H” — EF)? liefert. Letzterer kann dann wieder zu 
einer strengeren Lisung der Gleichung (9), indem man ibn in den vorher vernach- 
lassigten Gliedern substituirt, benutzt werden. Dieses Verfahren begriindet auch im 


Wesentlichen die Gauss’schen Entwickelungen und Hilfstafeln fiir log (oder logy’ 


der Theoria motus corp. coel.), auf die wir am Schlusse der 77. Vorlesung zuriick- 
kommen werden. 


Finfundsiebenzigste Vorlesung, 


~ 


Fortsetzung der Entwickelungen von Eneke zur Bestimmung 
der Dreiecksflachen. 


Das am Schlusse der vorigen Vorlesung erwahnte Gauss’sche Verfahren zeichnet 
sich dadurch aus, dass es noch fiir sehr grosse Zeitintervalle seine Convergenz bewihrt. 
Da aber in den praktischen Fallen diese Eigenschaft der meist nicht grossen Zwischen- 
zeiten wegen nicht in solchem Grade verlangt wird, so diirfte die Encke’sche Auf- 
lésungsart der Gleichungen (8) und (9) (74. Vorlesung) ihrer grésseren Kinfachheit 
wegen in den meisten Fallen etwas gréssere Bequemlichkeit besitzen. 

Encke substituirt den Ausdruck fiir sin 1/,(#” — E)? aus (8) in (9) (74. Vor- 
lesung) und leitet dann vermittelst der Umkehrung der Reihen eine nach Potenzen 
der Grosse: 

o2 
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is be : ; 1 
welche wir im Folgenden mit v’? bezeichnen wollen, geordnete Entwickelung von log — 
7 


(oder logy’ der Encke’schen Bezeichnung) her. Es wird auf diese Weise zunichst: 


4 4.6 y'2 
a’ = 97! [4 12s 
Jia eae ast wa cos g'8 
se Sr Tees 88 51 y'4 
3.5 + cosg’ oa ate cos sp’é (1) 
ete A 68) 4g Bw? sin p? 
Rn Sea) cosg's —cos g' 
Se Use, Bl yl? 
eos) cos G2 ress 


_ Setzt man nun: 
log nat a =—ar' + pv’? + yv’3 + Ov't + --, 


worin o, B, y, 0 etc. die nach der Methode der unbestimmten Coéfficienten zu suchenden 
Zahlenfactoren vorstellen, so muss, wenn e die Basis des natiirlichen Systems ist: 


a= etV FBvV2tyrvBE IVA toe J ao (av! 4+ Bv'2 + yy's oF dv!4 + +++) 


ea ee py ou! + ey? + 


sein. Man erhilt somit, nachdem fiir a sein aus (1) folgender Ausdruck gesetzt worden 


ist, zwei nach Potenzen von v’ fortlaufende Reihen, die einander gleich sein sollen, in 
denen daher die Coéfficienten gleicher Potenzen iibereinstimmen miissen. Fitihrt man 
die leichte, nur etwas weitlaufige Entwickelung wirklich aus, wobei noch gleich cos g’ 


= 1 — 2sin'1/, mp” gesetzt werden kann, so wird: 
“a= 0 
4 oe 736 
Oe 3 AP ee Sn YS oes 
70 
3 So: 736 © 89 


und tiberhaupt: 


a a 32 es | Io =) 9 
ONT alae ta + F (sin lo sg 


736 . } 89 1 19 ayl2 799 y! , 
+ 35 (sin 4 '* — 5 sin /g piev? + |. vit) af +. 


Da sin1/,q’ eine kleine Grésse der ersten Ordnung ist, so sind die einzelnen 
Glieder dieser Entwickelung der Reihe nach von der zweiten, vierten, sechsten u. s. w. 
Ordnung; sie werden daher auch am zweckmiissigsten in derselben Reihenfolge zur 
Anwendung gebracht. Encke hat eine kleine Tafel berechnet, in welche man mit 
dem Argumente log cos gy’ einzugehen hat, um die Coéfficienten in der Entwickelung des 


=r ‘ ‘ , 
log brigg 7 in Einheiten der siebenten Decimalstelle zu finden. Der grésseren Einfach- . 


yu 
heit wegen lauft die Reihe nach Potenzen von oder — an = fort 1). 


‘) Siehe Encke’s Abhandlung ,Ueber die Bestimmung einer elliptischen Bahn aus drei voll- 
standigen Beobachtungen“. Berliner Astronom. Jahrbuch fir 1854. 
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Sobald 7! bekannt ist, wird auch die Bestimmung der Elemente a und e, sowie 
der wahren Anomalie v, welche von dem Argumente der Breite abgezogen werden 
muss, um x — 8 zu finden, sehr leicht, wie hier gleich bemerkt werden mag. Denn 
man hat fiir den halben Parameter p die Gleichung: 
rr” sin\(v"" — v)\* 
( Oy ) 


also, wenn gy den Excentricitiitswinkel bedeutet: 


p= 


A rr” sin (v" — v)\?. 
acos 9? = Tapia ae 
ausserdem ist nach den vorhergehenden Entwickelungen: 


sin! /,(B" — EB) = ie 


cos gp’ cos gp’ 
bsin1/,(E" — HE) = Vrr sin 1/,(v" — v) 


__ sin'y(v" — v) ” 
acosp~ = sin 1/,(E” — B) yrr . 


und auch: 


oder: 


Aus der Relation: 


ee 
1 ++ ecosv 
kann dann sofort auch v bestimmt werden, gleichwie man die Formel: 
r =a(l — ecosE) 


gebrauchen kann, um H und dann die mittlere Anomalie M zu. bestimmen. Wendet 
man dieselbe Bestimmungsart auch noch fiir v", ZH” und M" an, so hat man die Con- 
trolen der Rechnung, dass die Unterschiede v” — v, H'’— EF den vorigen gleich 
werden miissen, und dass die Differenz: 
mM — v= Ce) ; “ 
ah 
sich ergeben muss. 

Die Grésse 9’ bildet auf diese Weise, wie man sieht, auch gleichsam den Schliissel 
zur Lésung der Aufgabe, aus den beiden Radienvectoren, dem eingeschlossenen Bogen 
und dem Zeitintervall die Elemente der Bewegung in der Bahn zu finden. Fiir die 
Verbesserung der Hypothesen dagegen ist 7’ nicht nothwendig, sondern nur die dem 
Intervall ¢” — ¢' entsprechende Grisse 4", da die den Hypothesen zu Grunde zu legen- 
den P und Q in folgender Weise definirt werden: 


yl! 


Pe git 


Gus at ps 1) 2! 


Ks ergiebt sich nun aber, wenn man die Gleichungen: 


cian 1 + ecosv 
r 
£ = 1 + ecosv’ 
5 = 1 + ecosv” 
der Reihe nach mit sin (v" — v'), — sin(v" — v), sin(v' — v) multiplicirt, addirt und 


eines hiufig angewandten Lemma sich erinnnert; 
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. sin (v'"’ — v') — sin (v" — v) + sin (v' — v) 
.y 1 1 
= sin(v" — v') — “i Sin (v" — v) + yi sin (v' — v) 
De arr'r” {sin 1/, (v" — v') cos 1/. (v" — v') — sin 1), (v"” — v’) cos (1/, ve" + fv! — v)} 
ie rr" sin(v! — v') — rr” sin(v’ — v) + rr’ sin(v’ — v) 
_ 48in1/s (vu! — v’) sin 1/.(v" — v) sin'/,(v' — v) | lia 
n +n — vn! 
und demnach ferner nach einer leichten Reduction des Ausdruckes fiir Q: 
Oy" n Wine a 
P= ——, wobei also: 7 = —=, 9” = —— ist} 
on z 5) Vp "Vp 


an gl " y'2 
—  r . "cost, (v" — v) cos, (v" — v) cos Vy Clay 


Bilden wir dagegen die Hypothese, wie in Vorlesung 70, d. h. nach der Definition: 


n a Q 
w= (Lt gy): 


ny" gl Ud 
AMEE (1 —F sn) 


80 wird offenbar: 


arg 8 On y'2 

a a r y cos 1/5 (v" — v') cos 1/,(v" — v) cos 1/,(v! — v) 
a a a 
a area Y= 25h ie 


und es ist folglich auch hier Alles bei der Verbesserung der Hypothesen auf die Er- 
mittelung von y und y” zuriickgefiihrt. 


Sechsundsiebenzigste Vorlesung. 
Hansen’s Formeln zur Verbesserung. 


Wie wir friiher (Vorlesung 65 u. f.) Hansen’s Formeln fiir die Durchrechnung 
der einzelnen Hypothesen kennen gelernt haben, wollen wir jetzt, im Anschluss daran, 
seine Verbesserungsart der Hypothesen mit unwesentlichen Modificationen in der Be- 
zeichnung hier wiedergeben. Ls ist dies um so wiinschenswerther, als Hansen den auf 
dieses Capitel beziiglichen Reihenentwickelungen einen noch erheblich héheren Grad von 
Convergenz gegeben hat. 

Es sei der Kiirze halber: 


F=i,("+v), f=, (v"—»), 
G _ 1/, (z" + E), g — 1/, (z” ae E), 
so geben die bekannten Gleichungen: 
Yr cos gv = Ya(l —e). cos'/,H 
Vr sin ¥/, v = yal + e) . sin), E 
Yr" cos ¥/. v0" = Va(1 —e). cos 1/, E" 


Yr" sin 1/,u"” = Ya + e). sin1/, E", 
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sogleich: 


Vrr" cos F’ = acos G' — aecosg 
Yrr” cos f' = acosg' — aecos G’, 
oder: 
ecosF’ — —2 cos.g' — cos f! 
Yrr" 
a 
ecos G’ = cosg' — Vrr cos f" 
a 
Ferner hat man, da: 
Pl + ecosv 
- 
a = 1+ ecosv” 
ist: 
" 
ytor 
Dp ae = 2 + 2ecos ¥" cos f", 


und wenn fiir ecos I’ sein Werth aus Gleichung (1) gesetzt wird. 
Qrr" sin f'? 
Das i ; a Re PRL 
r + r”’ — 200s g' cos f yrr 


Nun ist aber: 
an! Vp = 2rr" sinf’ cost", 
also: 
1 er 
n'? Orr" cos f2 (r + 1” — 2cosg' cos f" Yrr’) 
Zieht man die Gleichung: 
g 
— = E' — esinE" — (FE — esinE) 
ar 
oder: 
o 
ale : 
zu und eliminirt ecos G’ durch Kinsetzung seines Werthes aus (2), so 
g! 9 y Jt 
= = 2g — sind’ + — 


ar 


= 2g — 2ecos G sing! 


sing’ cos f'. 


Da nun in Folge der Gleichungen: 


r yl! 
— =] SS eosk, v= lees 2 
a a 

y+ yr! 

—— 2 — 2ecos G’ cos g! 


wird und ferner durch Elimination von ecos G' mittelst (2): 


nee. 2 sin g!? 


ar +o — Qeosg! cos f’ Yrv”” 
so hat man unter Beriicksichtigung der Gleichung (3): 
1 4rr” sing’? cos f”? 


a ra 2 "2 


/ 


‘ : a 
Mittelst dieses Ausdruckes kann man a aus der oben fiir ai 


chung eliminiren; wenn dabei zur Abkiirzung: 


a 


erhalt man: 


ge - (t) 


gefundenen Glei- 


J q 
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2 


pees 
ae (2 cos f! Yrr)s 


gesetzt wird, so erhalt man: 


29' — sin2g’ 1 1 
m’ - a aa aig RAO RG Pity a pau were (5) 
Es muss nun, um y’ zu finden, g’ zwischen den Gleichungen (3) und (5) eliminirt 
29 — sin2d’ 


werden, zu welchem Zwecke spiter wieder eine Reihenentwickelung von sin 9 
ausgefiihrt wird. 

Zunichst aber kann man die Gleichung (3) durch Einfiihrung von Hiilfsgréssen 
auf eine einfachere Form bringen Dieselbe geht tiber in: 


Ae us 4m’ cos f' Yrr" 7) m! 
(en " ' fi Tote dy ‘ 
2 r + r” — 2cosg' cos f {rr as a 2 tS cosy 
4 cos f' Yrr" 


Es sei deshalb: 
; rt 7! 
a — ‘, 
4 cos f' Yrr"' 
so hat man Gleichung (3) in der einfachen Form: 
1 m! 
= : 6 
n'2 i + sin Vy g? ( ) 
Um die Hiilfsgrésse 1’ etwas bequemer berechnen zu kénnen, setze man noch nach 
dem Vorgange von Gauss: ; 


4 
yl 


1g (EDO =f) = he 
Hierdurch wird: j 
A 
or = 2 + 4t92 0? 
rr 


sin 1, f’? tg 2 w? 


— 
“ cos f' cos f' ” 
oder wenn: 
gee tg 2 0 
sin 4/4 f? 
gesetzt wird: 
acs (see q sin 1/, f’)? 
Oy cos f' 


Siebenundsiebenzigste Vorlesung. 


Fortsetzung der Hansen’schen Entwickelungen fiir die Verbesserung 
der Hypothesen. 


Nach dem Vorhergehenden handelt es sich darum, die beiden Gleichungen: 


1 m’ 
Py San G 19? 
"4 l + sin /, 9" er (1) 
1 1 2¢ —sin2g’ , 
13 em, 19 Sm ° 13 m 
n y Sing 
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in Beziehung auf 7! aufzulisen. Hansen bemerkt hier, dass die Gauss’sche Reihe fir 
29' — sin 29/ ’ ’ ; 
ae durch eine andere noch weit starker convergirende ersetzt werden kénne. 


Es sei: “ 
2g — sin2g = 8 Y sin '/, 93 cos 1/, 9, 
so erhalt man durch Differentiation: cin 
: a ae 
4 sin 1/5 9? cos 1/. 92 = 3 Y sin 1/. g? cos 1/,g2 — Y sin 1/,g4 + 2 - sin /5 9° cos 1/5 g. 


Setzt man ferner: 


y = tg */o9*, 
also: 
dy sim "/,g 
dg C08 /, g3” 
und beriicksichtigt, dass: ; ~ 
ay 
ad¥ _ ag 
dy dy” 
dg 


so erhalt man die Gleichung: 
aY 
ee er ee 
Macht man hier wieder, wie friiher, die Annahme, dass: 
4 
Y= (1 + ay + By + yy? + dy + ++, 


so bestimmen sich die Coéfficienten a, B, y, 0 etc, wie folgt: 


a: eee 
sel a) ie nego 
4 20 
ya oes sae Moray 2 By 
U.S. We 


in der Weise, dass man jedesmal den Zahler um acht Einheiten algebraisch zu ver- 
mindern, den Nenner dieser negativen Briiche um acht Einheiten zu vergréssern hat, um 
den des folgenden Coéfficienten zu erhalten. Substituirt man die fiir Y angenommene 
Form, so wird jetzt: 
Sas Faatie Lg whe — 57 ke 
hg . 

Von dieser sehr stark convergirenden Reihe macht indessen Hansen hier keine 
Anwendung, sondern hilt sich an die Gauss’sche Entwickelung. Setzt man in Glei- 
chung (1) diese Entwickelung nach Potenzen von sin1/,g' ein und fiir letztere Grosse 
den aus (6) (76. Vorlesung) folgenden Werth: 


sin Y/y g'? = m'y — I, 
so erhalt man: : 
1 1 =a 4 Al 8 19 mle 64 13 yl4 
~ op ge lace fecha + gpm en 
cin 128 iyi 
64. 


SAS LP, 
+ 35 m0? 
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Diese Entwickelung ist einschliesslich der Glieder sechster Ordnung richtig, da 
offenbar 1 und m Gréssen der zweiten Ordnung sind. 


Nimmt man jetzt an, es bestehe eine Entwickelung von der Form: 


1 


palit 


substituirt in die obige Gleichung fiir 


om! — Bm!2 + y m’3 +... 
ai B' mit ae y’ m2 + Fe 
+ y" m! V2 + ses 
(5 — 1) und sgsetzt die Coéfficienten der 


(ihe 


gleichartigen Potenzen und Producte von m und J einander gleich, so findet man: 


a 


B 


demnach 


Um die Glieder dieser Reihe 


sie wird dann: 
10 


110 


+ ue m’ 12, 
35 
zu grésserer Convergenz zusammenzuziehen, setze man | 


hae = % + hl; 


16600 8 8 


5 Era 9 Mea, al ees Gal oy}! _ pp y!2 
= 1+ 9 h 81 he + 5103 hs 4 63 h2l 105 hv’, 
Es sei aber noch ferner: 
ha=itn, 
so wird: 
1 10 340 8 8 
a eet oe dy ate SF Whi /4 eae ee I"9 
ea Bat 10a” + gg ios 


Da nun auch A offenbar cine. 


Grésse der zweiten Ordnung ist, so ist bis auf Glieger 


sechster Ordnung, welche noch dazu kleine numerische Coéfficienten haben, genau: 


1 
+ = 


10 
es: 


Man hat aber ferner nach dem Vorhergehenden: 


bl? 


th h =< h 
11 ll 11 
11 11 
1 hy 1+ oh 
era 
also fiir us die Entwickelung in den Kettenbruch: 
‘ 1 10 f 
Gt 
14+ >h 
1+ a 


1 + ete. 


wobei h die sehr kleine Grosse zweiter Ordnung = ] fe 7 vorstellt. 
6 


Um die Gleichungen (6) der 76. Vorlesung und (1) dieser Vorlesung noch genauer 
aufzuldsen, als es mit dem Hansen’schen Verfahren mdglich ist, setzen wir: 


2g — sing’? 1 
aT in ie Dia UN a xy 
4-EON one 
ist dann eine Grosse vierter Ordnung und in erster Annaherun eich: 
& ist d i Gross i Ord g di Annah g gleich 
eas '4 
35 sin se 
Setzt man (2) in (1) ein, so folgt: ' *, 
ly lee 1 
8 LO ORI 0 / ree 
| Moa ee 
oder: 
3 9 ; 
yp tebe) 
l—a = 


Dieser letzteren Gleichung stellen wir die reciproke von (6) gegeniiber: 


v + sin 5 9? 
V5 a ee eee Tee, 
| al 


Aus diesen beiden Gleichungen ergiebt sich durch Elimination von sin 


+ 9 
galt gu are sg 
Li ace a eR (3) 
Pace ay ee ml 
Wir setzen nun: 
PERS AOD UL 
5 / 
cams 8: 


Die Gleichung (3) schreibt sich dann wie folgt: 
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UE Mt? yy aa 
ia, BS iO ara 10 
Dreieck Sector 
ee . : Bs / Bd . . 
Setzen wir schliesslich noch an Stelle von 4 ( anion mit Oppolzer 7: paict) 
so dass also 1’ = 7 so folgt: 
1 9 ack 
pen 1072 10 Wi 
? €@ = = 
u 
oder: 
1 


Zur Auflésung dieser cubischen Gleichung hat Gauss eine Tafel construirt, welche 
mit dem Argumente h’ die Grésse logy? giebt. Wir haben dieselbe als Tafel XII im 
Anhange aufgenommen. Man beachte, dass: 


1] é 
ist. In erster Anniherung kann man nun § = 0 setzen, erhalt dann: 
pe . mn 
Uy 
6 a 


und hieraus: 
y? resp. via -mittelst Tafel XII. 
Nach Gleichung (6) ist dann: 


sin a gj? = m' 72 —T. 


* : . 1 : oe e e 
Mit diesem Werthe von sin z g? kann man sich nun néthigenfalls einen ver- 


besserten Werth von é verschaffen (wahrend wir ja in erster Annaherung § = 0 gesetzt 
hatten). Strenge kénnte man § aus der Gleichung (2) als Function von g’ finden. Um 
aber diese Rechnung, welche iibrigens durch Entwickelung nach Potenzen von g’ wesent- 
lich verkiirzt werden_kénnte, zu vermeiden, haben wir im Anhange Tafel XIII nach 
Gauss aufgenommen, welche § in Einheiten der siebenten Decimale als Function von: 


Se 1 19, 
w= sn > 9 


giebt. Dieselbe erstreckt sich auch auf negative Werthe von w; da fir die Hyperbel 
' sin 7) g rein imaginir, und w in Folge dessen negativ wird. 


Welches auch die Form der Bahn sein mag, man hat immer: 


m 


Mad 
w = sin Cy an a U = m'y’? — I. 
Fiir die Parabel ist tibrigens w immer identisch gleich Null. Der Gang der Rechnung 
ist also einfach folgender: 


Man setzt in erster Annaherung § = 0 und berechnet so: 


= 


5 i 
Cane 
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Aus diesem Werthe von h’ findet man mittelst Tafel XIT: 


J 
logn? oder log ae 
Hieraus berechnet man: 


Lae 
= si = ghee 
w sin 5 9 7 
Mit diesem Werthe von w bestimmt man mittelst Tafel XIII einen Naherungswerth 
von & und hieraus einen verbesserten Werth von h’ nach der Formel: 


U 
v= ~—— usw. 


5 , 
eu ee 


Achtundsiebenzigste Vorlesung, 


Anwendung der Reihenentwickelungen fiir — fiir Ellipsen und 
Hyperbeln, deren Excentricitiéit nahe gleich der Einheit wird. 


Nach Vorlesung 8 haben wir, wenn: 


; r+tr'—x 
LAR Peep aaa aes 
sin 1/y ae : 
‘ (rp trl + 
sin 1/y o” — oe 
ist: 
, : : k(t’ —t 
0” — sind” — (6 — sind) = EN ae, 
also, wenn ein Mal: 
_rtr’ tn 
Asin 1/, 62 ? 
ein anderes Mal: 
y tr’ —x 
—— 
4 sin 1/, 0? 


gesetzt wird: 


a” — sind" Cre tee. | 
Baayen CTO EO si Tr 


oder: 
3 0 — sind 


13» OY sin ot 
4 sin 1/, 08 


Lome r+ x): — (+ 1! — 0) 

Da nun bei sehr gestreckten Ellipsen 0 und 6” sehr klein werden, so lassen sich 
die Factoren von (r + r” + x)% und (r + r” — x)% sehr bequem durch die Gauss’sche | 
und Hansen’sche Reihenentwickelung, welche wir in den vorhergehenden Vorlesungen 


kennen gelernt haben, ausdriicken. 


Die Gauss’sche liefert uns: 


Geo. 6.8. 8%) 6.85100. 8" cee ie 

¢ ee 5 eT ee oe 

6 02 6.8 ot 6.8.10... 66 " ey 

Sages tare aot pre a tet 
= i hGt— 2). 


: Nach Hansen’s Reihenentwickelung dagegen erhalten wir mit einem wegen des 
Zeichenwechsels sowohl als wegen der kleineren Coéfficienten noch weit héherem Grade 
von Convergenz: 


1. oe” tore On2 3 g's 3.5 6's 
(4 mers 6 8 4. 507.9, 94 + 
ie we». i, 2? eal tce 5.08 3 6 
3 572 oe meg 2 
cos: —— 
4 
3.5 08 (r+ r" — x) _ i 
— saat") er = 6k — t). 
ETE 


Den sogenannten Uebergang von der Ellipse zur Parabel und ebenso den von der 
Hyperbel zur Parabel haben wir hier in der Formel: 


wl" (r + yl! + %) "2 ps u (r + yl 29 x") a= 6 k (te aes. t), 


worin die Factoren wu und w” aus r + r” und x berechnet werden kénnen, wenn a be- 
" 


() 
kannt ist. Zwar wird fiir die Hyperbel a negativ, also sin a und sin 7 imaginar; da 
jedoch die vorstehenden Reihenentwickelungen fiir w und w” nur gerade Potenzen von 
sin = und ts enthalten, welche sammtlich reell bleiben, so ist die fiir die Ellipse zu 
fiihrende Rechnung auch fiir die Hyperbel anwendbar. Zur Construction von Tafeln, aus 
denen sowohl log als logw'’ zu nehmen, kénnte man sina? unter Zulassung von nega- 
tiven Werthen zum Argument und den Logarithmus der Reihe: 
1 bs a? ali at 3 oe 3.5 x8 
aie! +55 3795 57.90% o — 5.79011 rat. 
zur Function der Tafel zu wahlen. 

Wir wollen hier noch zeigen, wie eine solche Tafel im Verein mit der Barker’- 
schen zur scharfen Bestimmung der wahren Anomalie v bei grossen Excentricititen 
gebraucht werden kann. 

Wenden wir die oben gefundene Gleichung auf zwei zum Perihel symmetrisch 
gelegte Punkte an, setzen also: 
= — UV,  * = 2rsinv, 
so erhalten wir: 

{u” (1 + sinv) — w (1 — sinv)’s| Qe. re = 6K (t” — 2), 
oder wenn fiir die Kinheit cos1/,v2? + sin1/, v2, fiir r sein Ausdruck durch die Perihel- 
distanz g, die excentrische Anomalie # und durch v: 
cos 1/, H 
f= 4-——; 
C08 1/4 v? 


-gesetzt wird: 
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w' (1 + 2tg/,u + tg 1/, v2)"e — w (1 — 2igt/,v + tgv2)% 
i (1 + tg /, v)8 eae a (1 a ig 1/.v)8 

wu’ — w+ 3 (w+ @) tg av + 38 (a” — w) tgt/.v2 + (w” + B) tg /. 0% 
ave. 3K ‘ IX3 \ 
ay V 24 cos 3/5 HS 


I 


oder: 
Yo (u" — 4) + Me(u" + #) tg ev + Yo (u" — H) tg fav" | 
I ot Pek 5 (1) 
1/ At ae 1/. ys — aie 
a5 /6 (u se “) tg /9UV (2q)** COs 1/, EB | 
wenn t das dem Bogen 1/, (v”’ — v) entsprechende Zeitintervall bedeutet, so dass 


i’ — ¢t = 27 ist. 
Fir die strenge Parabel wird w” —w—1 und die Gleichung geht in die 
bekannte iiber, welche der Barker’schen Tafel zu Grunde liegt. Setzt man: 


oer 


rere 
tgVgvu = — sint/pp + cosY,pitg tow 
J | 
___sin1',(w — ) 
“e cost/yw 


so wird: 

re il 1 

+ Ww") cos t/, B8 ” cos t/, ¥8 
Hiernach wird man w aus der Barker’schen Tafel mit Leichtigkeit erhalten. Man 

berechnet die mittlere Bewegung M wie bei der strengen Parabel, multiplicirt dieselbe 

mit dem Factor: 


k 
gow + Ystg Yous = (2a) eu + %/stg 1/5 


- sec1/, E3 . sec1/ ws 
” 12 12 
wt w 


und addirt wegen der bekannten Einrichtung der Barker’schen Tafel noch die Grosse: 
75 . %/gtg ob = 50tg yy. 
Zu dem so corrigirten M schligt man in der Barker’schen Tafel die Anomalie 
auf; der aufgeschlagene Winkel wird w sein und durch die Gleichung: 
sin 1/5 (w — w) 
1 nee ANN cae Ad, 
fg "a cos Yaw 
die gesuchte wahre Anomalie ergeben. 
Die Grissen FL, w und pw” kénnen als gegeben angesehen werden, da sie immer 
ganz leicht und hinreichend scharf aus den gewéhnlichen Methoden zu erhalten sind. 
Ist v annaherungsweise bekannt, so kann fiir H die Formel: 


1—e 
tg /. HB = tg Yau Vee 


zur Anwendung gebracht werden; im anderen Falle findet sich E# hinreichend genau 
aus der Keppler’schen Gleichung und dann v direct durch das obige Verfahren. Die 
Gréssen w und uw” folgen auf einfache Art aus HZ. Das Argument fiir die erstere 
Grésse wird: 


hae orn pa <5 
CT TE Arent _ y, (1 — ecos 8) — fy YI— sin B 


oder, wenn der Excentricitétswinkel g eingefiihrt wird: 
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= 1/, (1 — sing cos E — cosg sin B) 
= sin [45° — 1/,(m + E)]? = sin1/,(90° — py — E)* 
Analog hat man: 


= = 1/,(1 — ecosE) + Y.V¥1— ee. sinE 


| 


= \/,(1 — sing cos E + cosy sin E) 
= sin[45° — Ja (9 — BYP = sin /a(90° — @ + BY 


Mit den Argumenten sin [45° — 1/,(p + E)]? und sin [45° — 1/, (p — E)/? 
kénnte man dann log w und log w aus den vorgeschlagenen Tafeln entnehmen. Fehlen 
._ dieselben, so wiirden wir nach den Formeln: 


uw = sect/, [90° — (p + E))? {1 + Ystg tf, [90° — (p + E)P 


1 
5g 1, [90° — (+ BVT 


uw” = seel/, [90° — (» — E)}? {1 reel) 1100 —(p — £)P 


1 
= 57 9% [20° —(— BYR +--+ 


rechnen, 


Neunundsiebenzigste Vorlesung. 


Anwendung der allgemeinen Lambert’schen Gleichung fiir die 
Verbesserung der Hypothesen. 


Wenn man einen Werth der halben grossen Axe a bestimmt hat, welcher die in 
der vorigen Vorlesung entwickelte Gleichung: 


wr" +r +t x) —u(r” +r — x)= 6k’ — 2B) 
” 
befriedigt, so kann daraus ganz leicht die Verbesserung der Gréssen na und ve her- 
2 n nv 


geleitet werden. Denn bestimmt man nach der vorstehenden Gleichung das zwischen 
dem ersten und zweiten Orte liegende Zeitintervall ¢’ — t, indem man die Radien- 
vectoren y und 7’ und die beide verbindende Sehne einsetzt, so muss man die gegebene 


" 
Zeit wieder erhalten, wenn die fir mg gemachte Annahme richtig war; ein Gleiches 


. : n ens 
findet in Beziehung auf ¢” — ¢’ statt, wenn ru richtig angenommen war. Umgekehrt 


deutet ein Unterschied zwischen den nach der allgemeineren Lambert’schen Gleichung 


berechneten Intervallen, welche wir mit [¢’ — t] und [¢” — f¢'] bezeichnen wollen, von 
" 
den gegebenen an, dass die Verhiltnisse Ls oder ¢”, ie oder c, welche wir bei der Hypo- 
n m 


Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 52 


> ip 


— 410 — 


these zu Grunde legten, der Bewegung in dem durch den ersten und dritten heliocen- 
trischen Ort gelegten Kegelschnitte nicht entsprechen. Es ist einleuchtend, dass: 
¢—t v” —t 


pS Nae 


" 
n 

Verbesserungsfactoren fiir — und —; ; beziehungsweise sein werden, mit welchen man die 
n 


angenommenen Werthe aes muss, um die verlangte Uebereinstimmung zwischen 
?¢ — ¢ und [t’ — ¢], sowie zwischen ¢’’ — ¢’ und [¢’ — ?'] zu erreichen oder wenigsteris 
derselben um eine Ordnung naher zu kommen, da bis auf die Glieder héherer Ordnung 
die Sectoren zu den Dreiecksflichen bei dem nichtverbesserten Kegelschnitte in dem- 
selben Verhiltnisse stehen werden, wie bei dem verbesserten. 

Bei der vorstehenden Art, die Hypothesen zu verbessern, hat man nur einmal 
eine Grésse durch Versuche zu bestimmen, nimlich @ aus dem Intervall ¢’ — ¢, aus 
r,r' und x. Wir fanden friiher eine brauchbare Naherungsformel, von welcher wir bei 
den Versuchen ausgehen kénnen. 


Bei Planetenbahnen sind die aus den Formeln: 


’ r i; 90 
sin 1/02 = a 
: r A 


hervorgehenden Werthe von 0 und 0” stets so betrachtlich, dass der Berechnung von: 


_ b6— sin d 
Osim 1/4 08 
und: 
» __ 0” — sind” 
tS sin 1/4 07 


mit den gewohnlichen Hiilfsmitteln kein Hinderniss im Wege steht. Ferner ist nach 
Vorlesung 8 EH" — H = 0” — 0, auch: 


e (cos E"” + cosE) = cosd” + cosd 


e (cos E” — cosE) = — =, 
das heisst: 
2.e cos}/, (E” + E) cost/,(E" — EB) = 2cos1/, (0” + 98) cos 1/,(0"” — 9) 
% 


2e sin (E" + EB) sin'/,(£” — E) = Te 


oder: 


esin 1/,(E" + EF) = 5 cosec 1/, (8” — 0) 2 6 (0 le Sa 


ecos 1/,(E" + E) = cos1/, (0” + 0) 


Nach Anwendung der Gleichungen (1) kann man die obigen Verbesserungsfactoren 
auch noch auf anderem Wege finden. Da namlich nach Vorlesung 8: 


b sin VY, (E" — E) = Yrr" sin, (v’ — v) 
b sin Yy (E' — E) = Yrr' sin3/y (v! ——v) 
b sin}/, (E"” — E’) = yrr’ " sin 1/, (v" — v), 
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also auch: 


sin (v’ — v) 


snl, BB) = YF ED in 9) 


cas | soa, ENED) 
U rant " U 

: - A 4) e sinh, (ul v') 

sin Vy (E" — E’) = y: "sin 1/q (v7 — v) ° sin 1/, (6" — 9) 

so kann EH’, die excentrische Anomalie der mittleren Beobachtung, auf zwei verschiedene 

Arten berechnet werden, das eine Mal aus ZH, welches aus (1) bekannt geworden ist, 

das andere Mal aus dem ebenfalls dorther bekannten HE”. Beide Werthe miissen iiber- 


" 
einstimmen, wenn die Hypothesen tiber —- und — genau richtig waren. Dasselbe gilt 
n n 


von den beiden Werthen der mittleren Anomalie M’ oder den Grissen EH’ — esin E’. 
Stimmen sie nicht iiberein, so kann man aus beiden die entsprechenden Intervalle 
[¢’ — ¢'] und [t’ —#] berechnen und mit den gegebenen Zwischenzeiten ¢” — ¢’ und 
t’ — ¢ vergleichen. 


Es ist dann wieder: 
n t! seek Hh 


=D . aea 
ein verbesserter Werth von 7 oder ¢, und 

et aS 

ee pee tI 


" 

s n 

ein verbesserter Werth von — oder c”. 
n 


Bei der ersteren der eben beschriebenen Verbesserungsmethoden hat man bloss 
das Element a zu suchen, ¢ und M oder M” dagegen werden nicht verlangt; bei der 
zweiten Verbesserungsmethode miissen auch diese letzteren Gréssen abgeleitet werden, 
weshalb sie offenbar weniger bequem ist. Beide Methoden erméglichen iibrigens noch 
eine sehr einfache Schitzung des Fehlers, welcher in der Darstellung des mittleren 
geocentrischen Ortes bleiben wiirde, wenn man die Verbesserung unterlassen wollte 
(von der bekannten Aberration dabei abgesehen). Es wiirden diese Fehler annaherungs- 
weise betragen: ; 

 —t—|t—t 
ae 
in Rectascension (beziechungsweise Lange), und: 
¢—i—[t—i1| 
U' —t 


in der Declination (beziehungsweise Breite). 


(0” — d), 


52* 
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Achtzigste Vorlesung. 


Rechnungsbeispiele fiir die Verbesserung der Hypothesen bei einer 
elliptischen Bahn. 


” 
wee n - 3 ; 
Fir — oder c, — oder ec” wahlten wir die Formen: 
n n 


N a 

ay @ + 5) 

n a 27/8 

nl! go! ” 

pecs vay (1 oh way 

n oO 2 7'3, 
welche von den bisher tiblichen etwas abweichen. Wir haben frither bloss die Sym- 
metrie als einen kleinen Vortheil dieser Formen geltend gemacht; sie besitzen aber den 
viel grésseren, dass sie die Beriicksichtigung der kleinen Glieder vierter, sechster und 
sogar achter Ordnung schon in der ersten Hypothese erméglichen. Indessen ist hier 
von dieser Méglichkeit bisher fast gar kein Gebrauch gemacht, mit Riicksicht auf die 


fiir Einfiihrung des Lesers in das Wesen dieser Rechnungen einmal gewahlte Darstellung; 
deshalb haben wir uns auch meistens erlaubt, in der ersten Hypothese: 
Q — Ot — oo" 
za setzen, welche Bildung der ersten Hypothese bei ungleichen Zeitintervallen der in der 
Theoria motus c. ¢. vorgeschlagenen an Genauigkeit nachsteht; der Fehler wird desto 
erheblicher, je grésser jene Ungleichheit wird. Es macht offenbar in keiner Weise die 
Rechnung nennenswerth complicirter, wenn wir statt obiger Naherung die folgende 
anwenden: 
Q = 1,9" (8 + 8) 
q"= 9 (9 + 0", + aM 
welche sich aus den Reihenentwickelungen der Vorlesung 70 auf den ersten Blick ergiebt. 
Die Bildung der zweiten Hypothese nach der Hansen’schen Methode soll an dem 
friiher gewahlten Beispiele (Vorlesung 68) durchgefiihrt werden. In diesem Beispiele 
wurde gefunden: 
logr = 0,802274 
logr” == 0,294696 
fl == Ug (US wv ey Sl 869 
of a ==? 20022) 8 
2f =v"—v!' Se 7 34548, 
Die Bedingung, dass 2/’ = 2(f + /”) werden muss, zeigt sich hier bis auf den 
sehr kleinen Unterschied von 0”,2 erfiillt. 
Die Formeln der Vorlesung 76 ergeben dann weiter: 


logm'’ = 7,272549 logm = 7,281388 

co” = — 0°94'13",.8 oo == — 0° 3'16",2 

log” ~— 7,02986 log) == 7,041.43 

log hk! ==7 354 Age logh =- 7,359946 

logy” = 9,998921 logn = 9,998899 f 
log P = 0,001353 log Q = 9,074430. 


Diese Werthe von logP und log Q sind nun der zweiten Naherung zu Grunde zu | 
legen. In einer Anwendung auf die Praxis wiren hier nun auch die Beobachtungszeiten 
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wegen der Aberration zu corrigiren; wir kénnen uns hier, wo es nur gilt, den Gang 
der Verbesserung zu zeigen, von diesem Geschift dispensiren. Die zweite Hypothese, 
nach den Hansen’schen Formeln berechnet, fiihrt auf folgende Zahlen: 


log © = 0,254628 


c = —11° 8! 350 


log 2 = 9,066194 


log M = 0,869 628 


g= 11° 54’ 49,9 
log V = 0,596153 


logr’ = 0,297730 
log V" = 0,594800 
log 0)” = 0,064308 
a’ — 65° 39/ 218 
Die OAD ee 
logr’’ — 0,294408 


a aes, 


loge, == 0,006 504 
mes D093) 167.7 
Das 4,185! 39" 2 

logr = 0,301994 

oef ae? 28, 497 9 


log m'’ = 7,273308 

oo" —- ==" (8 4! pad I 
logl” == 7,03071 
logh!’ = 7,352002 


logit 9-998: 959 

logP = 0,001353 

log M = 0,869695 

logV = 0,596150 

loge, = 0,006 498 
Oo Oo. 16.7 
be =i 1?) 5! 82" 2 

Logie 0301 991 


Hiermit sind die 


2f = 7° 35 21"5 


logm = 17,282178 

o = — 0° 3! 17",3 
logl == 7,04227 
logh == 7,360785 
logy = 9,998897 
log Q = 9,047467 


g — 11° 54’ 50,2 
log V" = 0,594797 
log 0," = 0,064 300 


a” = 65° 39! 291 
bY == — 0045’ 21 
logr” = 0,294404. 


heliocentrischen Coordinaten des Planeten, aus welchen auf ver- 


schiedene dem Leser schon beschriebene Arten die Elemente zu finden sind, definitiv 


bekannt geworden. 


‘EHinundachtzigste Vorlesung. 


Die Gibbs’sche Vectorenmethode’) zur Bestimmung einer elliptischen 
Bahn aus drei vollstindigen Beobachtungen. 


Wahrend die durch die Gauss’sche Methode erlangten Naherungsformeln fiir die 
Verhialtnisse der Dreiecksflichen nur streng sind bis auf Gréssen zweiter Ordnung, hat 
Gibbs durch seine Vectorenmethode gezeigt, dass sich die Verhaltnisse der Dreiecksflachen 
genau bis auf Gréssen vierter Ordnung inclusive darstellen lassen durch die Relationen: 


By 

bs aes 

TY pee 2 Ty ry 
Ny 2 a 
73 


Bs 

L-- 

ng ates v3 rs 
7a ? 
No T, + Ts 1 B, 
. 


*) Man vergleiche das in den Vorbemerkungen zur 3, Ausgabe des yorliegenden Werkes auf 


S. XXII, XXV und XXVI Gesagte. 
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wobei: 1 
B= 12 (— t? + yt + 1?) 
1 
B, = 12 (t? + 3% 4 + 73) 
1 


B; = 79 (tr? + t%t3— T}) 


gesetzt ist. ,Der Versuch Oppolzer’s hingegen, — bemerkt Prof. Philipps treffend — 
Gréssen dritter Ordnung in die Naherungsformeln fiir die Verhiltnisse der Dreiecks- 
flichen einzufiihren, kann nicht als ein gliicklicher bezeichnet werden, der Complicirtheit 
der Formeln wegen, zu denen Oppolzer gelangt, wahrend dieser Vorwurf die Gibbs’sche 
Methode nicht trifft. Auch ist die Arbeit, welche erforderlich ist, die Fundamental- 
gleichung zur Lésung vorzubereiten, bei Gibbs’ Methode weit geringer, als dies bei Gauss’ 
und Oppolzer’s Methoden der Fall ist. Ausserdem schliessen die Formeln zur Correction 
der angenommenen Werthe bei den successiven Niherungen in jeder Hypothese Glieder 
einer héheren Ordnung ein, als sie bei Gauss und Oppolzer mitgenommen werden, 
und folglich ist die Convergenz bei den Approximationen bei Gibbs eine 
raschere. Der hervortretende Zug der Gibbs’schen Methode aber ist die grosse Hin- 
fachheit, welche die Entwickelung der Fundamentalgleichung charakterisirt, indem die 
bei der Lésung des Problems angewandten eleganten Kunstgriffe die Grundziige der 
Theorie keineswegs verdunkeln.“ 

Ehe wir die Gibbs’schen Entwickelungen selbst geben, mdgen einige orientirende 
Worte iiber den Begriff und Gebrauch des , Vectors“ vorausgehen. 

Denkt man sich einen Punkt mit den Coordinaten a, yo) 2 mit einem anderen 
Punkte, dessen Coordinaten 2,, y,, 2; sind, durch eine Strecke verbunden, welche somit in 
ihrer Lange und Richtung vollkommen bestimmt ist und deren drei Componenten: 


re 
SW amma SAi rar e 
ey 2, = 


sind, so existiren offenbar zugleich noch unendlich viele andere Strecken mit denselben 
Coordinaten, die aus der erstgenannten simmtlich durch Parallelverschiebung hervorgehen 
und alle in Lange, Richtung und Sinn mit ihr vollkommen iibereinstimmen. Fir den 
Inbegriff aller dieser Strecken hat bereits Hamilton in seiner Quaternionentheorie den 
Namen ,Vector“ eingefiihrt, dessen Linge also die positive Quadratwurzel aus der 
Summe der Quadrate seiner drei Componenten ist: 


¢=\PTere 
Bei einer Parallelverschiebung des Coordinatensystems fndern sich die Coordinaten eines 
Vectors offenbar gar nicht, wahrend sie sich bei einer Drehung des Coordinatensystemes 
wie gewohnliche Punktcoordinaten verhalten. 
Zwei Vectoren, deren Componenten beziiglich &,, 1,, & und &, 7, € sind, kann 
man nun auf verschiedene Weise zu einem neuen Vector zusammensetzen. Erstens additiv: 


ee Beuies 
Y= % + Ne 
barby ee 


—, 7, € verhalten sich dann bei Coordinatentransformationen wie die Coordinaten eines 
Vectors. 


Man kann aber einen neuen Vector &, 7, § aus den gegebenen, &,, 7,, €, und &, mo, & 
auch durch folgende Operation zusammensetzen: 
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ee Gy 51 I 
Ee ie 
Reso ep iia i oe 


Diesen Vector § 1, § bezeichnet man dann als das ,vectorielle Product“ der beiden 
urspriinglichen Vectoren &,, 7,, § und &, , §. Higenthiimlich ist diesem Product, dass 
es bei Vertauschung der Factoren sein Vorzeichen fndert, d. h. wenn man §&,, ,, &, 
mit &, mo, §& vertauscht, geht & 7, € tiber in — & —yn, —&. 

Eine dritte Art der Zusammensetzung der beiden urspriinglichen Vectoren ist 
&& + mn. + 66, eine Grésse, die man das ,scalare Product“!) nennt. In der That 
andert sich diese Grésse bei Coordinatentransformation gar nicht, hat aber im Gegensatz 
zum vectoriellen Product die Eigenschaft, das Vorzeichen bei Vertauschung der Factoren 
nicht zu andern. 

Geometrisch wird der zusammengesetzte Vector héchst einfach durch die 
Diagonale eines Parallelogramms reprisentirt, das aus den urspriinglichen Vectoren &,, 
m1, & und &, m, € gebildet wird. Das scalare Product ist, wenn a und b die 
absoluten Langen der urspriinglichen Vectoren und « den von ihnen’ eingeschlossenen 
Winkel bezeichnet: 

Va 01GOSi 0. 


Die Linge des durch das vectorielle Product repriasentirten Vectors hingegen ist 
gegeben durch: 


Vim bs = 261)? im (1 &> == £581)? eis — N, &5)? 
Varo? — (&, & Site £16)? = absina, 


Ly = absina. 


oder: 


also: 


Man sieht sogleich, dass dieser durch das vectorielle Product reprasentirte Vector 
senkreeht auf der durch die beiden gegebenen Vectoren gelegten Ebene steht, da: 


é& + nm + $f = 0 
ES + 4, + $6, =.0 


ist. Um den Sinn dieser Normalen festzulegen, denke man sich die xy-Coordinatenebene 
mit der Ebene des Papieres zusammenfallend und den Beschauer auf der Seite der posi- 
tiven g-Axe. Dann heisst das Coordinatensystem ein franzésisches (hopfenwendiges) 
oder englisches (weinwendiges), je nachdem die Drehung von der positiven a#-Axe 
mur positiven y-Axe in demselben oder im entgegengesetzten Sinne wie die Be- 
wegung des Uhrzeigers erfolgt. Beide Coordinatensysteme lassen sich also nicht durch 
Drehung in einander iiberfiihren, sondern sind Spiegelbilder. Wahlen wir, um den Sinn 
des Vectors zu entscheiden, im Folgenden in gewoéhnlicher Weise das englische 
Coordinatensystem und suchen, um einen einfachen Fall zu nehmen das specielle vecto- 
rielle Product aus den beiden Vectoren: 


f— +! = 0 
it = 0 und 4, = + 1 
o = 0 oo = 0, 


so ist dasselbe auf Grund der vorstehenden Regeln: 


') Grassmann hat fiir das vectorielle Product auch die Bezeichnung ,fiusseres Pro- 
duct“, fiir das scalare diejenige ,inneres Product“ eingefiihrt; Gibbs bezeichnet das erstere 
im Englischen als ,skew Product“, das zweite als ,direct Product“. 


&, = 0 
q3 = 0 
f3 a a= 1, 


woraus erhellt, dass, wenn der erste Vector in die positive w-Axe, der zweite in die 
positive y-Axe fillt, das vectorielle Product in die Richtung der positiven z-Axe fallt. 

In der folgenden Darstellung legen wir das englische Coordinatensystem zu 
Grunde und bezeichnen mit Gibbs die Vectorgréssen vorliufig allgemein mit grossen 
deutschen Buchstaben. Fiir das scalare Product der beiden Gréssen 2 und B braucht 
Gibbs die Bezeichnung &.B und es ist also, wenn a, y, ¢ und a’, y’, 2’ beziiglich die 
Componenten von 2% und % sind: 


WU. 8B — wa’ + yy’ + ee’. 


Das vectorielle Product, das also einen Vector darstellt, der das Product der 
absoluten Lingen der Vectoren 2% und % in den Sinus des von ihnen eingeschlossenen 
Winkels ist, dessen Richtung senkrecht auf derjenigen Seite der durch 2% und B gehen- 
den Ebene steht, auf der die Drehung von % nach 8 dem Sinne des Uhrzeigers ent- 
gegengesetzt erscheint, bezeichnet Gibbs mit: 


UX B= Vor — zy) + a — ae + Cy — ye 

Die Bezeichnung (ABC) gebraucht Gibbs, um das Volumen eines Parallel- 

epipedes zu bezeichnen, dessen drei Kanten erhalten werden, indem man die Vectoren 

Y, B, © von einem bestimmten Punkte aus zusammensetzt; dies Volumen hat man also 

als positiv oder negativ zu betrachten, je nachdem der Vector © auf diejenige Seite der 

Ebene, in der &% und B liegen, fallt, auf welcher die Drehung von % nach 8 dem 

Sinne des Uhrzeigers entgegengesetzt erscheint, oder auf die andere Seite. Wenn also 

die rechtwinkligen Componenten von &%, 8, © beziiglich 2,y, 2, a',y',2', x,y", 2’ sind, 
so ist: 

w¥ ze My 

(WBC) = | aly’ e! 


gl! yl"! gl! 


Aus den festgesetzten Detinitionen ergeben sich die folgenden Beziehungen fiir die 
Vectoren Y, B und @: 
Ff a B= SBE ArIxS=——BXxwYA 
(ABC) = (BCA) = (CAB) = — ACY) = — CSH = — GAG) 
oder: 
(AVC) = 8B K Cp] BC Kh "Cs a es, 
so dass also U. B und 2% & B distributive Functionen von % und B sind, wihrend 
(ABC) eine distributive Function von A, GB und € ist; wenn also z B.: 


N= fe 


so ist: 
XY. B= 2B Mi. sy wk Bal SMa. 
(WBC) = LBC) + (MBC) 
und analog fiir 8 und G. 
Die Bezeichnung (WBC) ist identisch mit der in der Mécanique Analytique 
von Lagrange gebrauchten, nur dass sich dort der Gebrauch auf Vectoreinheiten — 
beschrankt. 
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Die Bezeichnung % x B steht, wie wir sehen werden, wenn sie auch nicht vollig 
identisch mit ihr ist, doch in naher Beziehung zu der Bezeichnung [r,r,|, welche 
gewéhnlich fiir die doppelte Dreiecksfliche gebraucht wird, die durch zwei Stellungen 
in der Bahn gegeben ist. 


Ableitung der Gibbs’schen Fundamentalgleichung. 


Die folgende einfache Betrachtung fiihrt auf eine ,,Vectorgleichung“, die nicht 
complicirt und bequem fiir. eine analytische Transformation ist, welche die Beziehung 
zwischen drei Positionen in einer Bahn, die nur durch kleine oder massig grosse Inter- 
valle von einander getrennt sind, weit genauer darstellt, als es die bisher von Gauss 
und Oppolzer in der Theorie der Bahnbestimmung gebrauchten Naherungsformeln 
thun. Wir wihlen die Einheit der Zeit so, dass die Sonnenmasse einem Kérper in der 
Entfernung Eins die Beschleunigung Eins ertheilt, bezeichnen weiter die von der Sonne 
nach den drei Positionen des Kérpers in seiner Bahn gezogenen Vectoren mit 9t,, Its, I; 
und die Langen dieser Vectoren (d. h. die heliocentrischen Distanzen) mit 7, 7, 73. Die 
fw, 
rp? re? 


diesen drei Positionen entsprechenden Beschleunigungen sind also durch — 


— — reprisentirt. Dann kann die Bewegung zwischen den betrachteten Positionen mit 
Pa 
3 

einem hohen Grade von Genauigkeit dargestellt werden durch eine Gleichung der Form: 


R=—=A+?B+/VC4+ HD + 4G, 


in der %, 8, ©, D, E fiinf Vectorconstanten reprasentiren. Die wirkliche Bewegung 
geniigt streng folgenden sechs Bedingungen, indem wir mit t,; die Zwischenzeit zwischen 
der ersten und dritten, mit t, aber diejenige zwischen der zweiten und dritten Position 


bezeichnen und fiir die zweite Position ¢ — 0 setzen, 
TUB (32 " Sata 
aK M, 
RATT eae Tame 
Hes 
‘ . a? Me 
Obie. Nos Ip = re 
Ue Gist: 
9 CLS one Sie 
Dee ain cars 


Man kann _daher mit einem hohen Grade von Genauigkeit setzen: 


% = A— 4B + GE — Go + HE | 

RX = A ew (1) 
HA + nw ETE + HD+ HE] 

OR, niet > FF apd 2 

a =e ats ieee | 

Has ‘me 

Ie re, Marae es (II) 

OSs es = 26 + 64,9 + 12776 

dt? ey 


Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 53 
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Wenn man aus diesen sechs Gleichungen die fiinf Constanten Y%, 8, ©, D, & 
eliminirt — eine Elimination, die sogleich durchgefiihrt werden soll, mit der wir aber 
den allgemeinen Gedankengang im Augenblicke nicht unterbrechen wollen —, so resultirt 
eine einfache Gleichung der folgenden Form: 


4, (1 fen =| — 3) B+ As (1 + =) % = 0. . ee 


wobei gesetzt ist : 


Ty T3 
T% + Ts’ T% + 7’ 
B= Vatu t+ty), Bo = Yet? +3%4t; +73), Bs = 12(t7 + ts —%). 
Um die geometrische Bedeutung dieser Gibbs’schen Fundamentalgleichung (1) 
darzulegen, setzen wir: 


Ae A, = 


A, (1 + | —=\ Is ( =) === Nas A, @ + =) = Ny. ee 
ry To Ts 
und erhalten kiirzer fiir (1): 


m Ny =— No No oe Ne Is == 0) 2 a ea (3) 


Diese Gleichung driickt aus, dass der Vector n,%, die Diagonale eines aus den 
Seiten m,#, und n;%, gebildeten Parallelogramms ist. Multipliciren wir sie mit 9, 
und 9, und zwar in vectorieller Multiplication, so folgt: 


n, Wy x Rs == No Mo i pies = 0, ro Ny My x Ns 4. Ms Mey < nies ==") eee (4) 
also: 
Xe re 
Ny = Ny a Ns : 
Die Gibbs’sche Fundamentalgleichung kann daher als Ausdruck dafiir betrachtet 
werden, dass die drei Vectoren 9%), 92, #3; in einer Ebene liegen und dass die drei, je 
durch ein Paar dieser Vectoren bestimmten Dreiecke, die gewéhnlich mit [7273], [7,75], 
[7,72] bezeichnet werden, den Gréssen: 


B B. B. 
14+— 1— + . ( —) 
A, ( a =) b) ( rs b) A; 1 = re 


proportional sind. — 


Da unsere Vectorgleichung drei gewéhnlichen Gleichungen iquivalent ist, so 
geniigt es augenscheinlich, die drei Positionen des Kérpers in Kinklang mit der Be- 
dingung zu bestimmen, dass die Positionen auf den Visirlinien von drei Beobachtungen 
liegen. Um diese Bedingung analytisch auszudriicken, wollen wir mit ©, ©, ©, die 
von der Sonne nach den drei Positionen der Erde gezogenen Vectoren bezeichnen (oder, 
genauer, nach den Observatorien, auf denen die Beobachtungen angestellt sind); ferner 
mit $1, &2, 63 die Vectoreinheiten, welche in die Richtungen, in denen der Kérper 
beobachtet ist, fallen; schliesslich mit @,, @:, 93 die drei Entfernungen des Kérpers von 
den Orten der Beobachtung. Man hat dann: 


R= + oh, Ro = E + Oca, Hs = ©; +- 03:03 - ee (6) 

Bei Substitution dieser Werthe nimmt unsere Fundamentalgleichung folgende Form an: 
B B B 

4, (1 +2) + e8:)—( —=?) (G+ e282) + 4s (1 +=) + e8) = 0 (7) 
1 2 3 


in der @,, Q2, @3; %15 72; 73 (die geocentrischen und heliocentrischen Entfernungen) die 
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einzigen unbekannten Gréssen sind. Aus den Gleichungen (6) folgen, indem man in 
einer jeden beide Glieder quadrirt, die Relationen: 


ri = &? + 2(6,. hi) oa + of 

re =O 4+ 2G, Mo teeter sss - ses & 

ry = & + 2(G; . Bs)03 + 03 
aus denen die Werthe von 17, 72, r3 mittelst der Werthe von 0,, Q2, 03 abgeleitet 
werden kénnen, und umgekehrt. Die Gleichungen (7) und (8), die den urspriinglichen 
sechs gewdhnlichen Gleichungen Aquivalent sind, reichen hin zur Bestimmung der sechs 
Gréssen 71, 75 73, 01, Qo, G3. Substituiren wir die Werthe von 1, 19, 73, ausgedriickt als 
Functionen von Q;, Qo, 03 in Gleichung (7), so erhalten wir eine einfache Vectorgleichung, 
aus der die drei geocentrischen Entfernungen Q,, @:, 03 bestimmt werden kénnen. 

Ks eriibrigt nur noch, zu zeigen, erstens wie die numerische Lésung der Gleichung 
auszufiihren ist und inwiefern zweitens eine solche geniherte Lésung des wirklichen | 
Problems als Ausgangspunkt weiterer Annaherungen dienen kann. 

Zuvor aber werde noch die soeben iibergangene Elimination ausgefiihrt, d. h. die 
Gibbs’sche Fundamentalgleichung (1) wirklich abgeleitet. Die im Folgenden 
gegebene Ableitung der Fundamentalgleichung fiihrte Prof. Schering aus, von dem sie 
Prof. Schur erhielt, der diese Ableitung dem Herausgeber der 2. Auflage des vor- 
liegenden Werkes bei Bearbeitung der Gibbs’schen Methode zur Verfiigung stellte. 
Kine andere Ableitung findet sich auf §.1 bis 3 der, in den Vorbemerkungen zur dritten 
Ausgabe des vorliegenden Werkes (cf. 8. XXV) erwahnten Frischauf’schen Arbeit. Zu- 
nachst erhilt man aus den Gleichungen (1) bis (6) unmittelbar, wenn man % = Rt, und 
26 = — Ite setzt: 

“ 
R=, —7B + 720 — 37D 4+ fC - +--+ eee = (9) 
R= Rh, + 7yB+ 776 —FD4+ eC - +--+ + - s+ (10) 


R Bh 2 

ee 6 Oy 12a ost a yee ew (11) 
ry ry 

er ee Gas ec os (09) 
r; 1; 


Darch Multiplication yon Gleichung (9) mit t,, von Gleichung (10) mit +; und 
Addition folgt jetzt: 


(Rt, + Nyrs) = Ry (t, +73) + 73 (t, + 15) © + 03 (tf — t) D+ 05 (r3 + t3) © 


; HR 
oder, wenn man wieder 26 = — 3 setzt: 


) 


x Dy 
Ut, + Rt, = MR, (4 + t3) — 1/, a T,T3 (t, + Ts) | ited 


+ 41, (t7 — tf) D + 1,1, (re? + 23) € J 
Nun ist aber nach Gleichung (11): 


(13) 


3 


nL (14) 
‘ 6t 
und nach Gleichung (12): 
D=(+ 3 —"_1ge) 08) 
; 6, 


53* 
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Setzt man jetzt einmal Gleichung (14), sodann Gleichung (15) in (13) ein, so 
erhalt man zwei Gleichungen mit &€ als einziger Unbekannten, namlich: 


(Rit, + Rts) = Re (t% + t;) — Y% | U1 73 a -++ Ts) 


+ 01%; (t? — “)(— 73 A+ 12 6) ge + 1,1; («3 + 73) & 
(Rit, + HT) a= tg (ty t-te) as iz T U3 vu ae Ts) 
1 
+ 0,03 («7 — MES — = — : — 12776) ae + 114; (c3 + 3) E 
oder: 
1 
(Rit, + Rsts) = Ry (ts + 3) — 1/o = re Ts (t + 43) + TT (/ See :+ 5) 6t, 
+ €[t, 75 (ti? — ty) mn + % Ts (t} + 7) | 
it 
(Rt, + Rats) = Ry (t, +73) — Y/g ue Fk (t, +t) + 0,75 («? — 12) le =) ae 
3 1 


+ €[—11; Gees 2t, + 73 (43 + 73)] 


oder: 

Gin + Som) — BG +e) + asian +e) — Ven C—e)(—B+ Tt 
= 17; © [(t7 —t) ot, + (#3 + 23)] 

(it, + Rts) — Rot + 3) + aa (t + %) — Yet (4 —(3—% 
= 11% €[—( — ty) 2% + (t} + 73)]- 


Durch kreuzweise ausgefiihrte Multiplication dieser beiden letzten Gleichungen mit 
den Coéfficienten von € und Division durch 1,7, ergiebt sich jetzt: 


I. t ,% 
fox + R373) — Re (ti + 3) + Yo 7 TT (t + T;) — ze (t? —t3) (-2 +3)| 
1 
[—2% (%—7;) oF (t+ 73)] 
— | Qi T ++ ¥st3) — Me (ti + 43) + if, ay T3 (% -+ %3) — Ae} =F) & —*)| 
[2 t5 (t—t3) + (+ t3)] = 0. 
Somit sind die fiinf Coéfticienten , 8, ©, D, € simmtlich eliminirt. Dividirt 
man noch die ersten Glieder beider Theile letzterer Gleichung durch t, + t; und setzt: 


Ty 


vise, 
T + Ts; ee 


so wird: 
Ve. 
[9.41 + HR; A; — My + Veet —4 (t, —Ts) Se ae =) [— tf +2 4,0) + 73] 


x x 
= [se + RA; — RR, + a $1 — FG n)(—= =i [«?+ 222% —23] = = 0, 
2 
oder: 


Razr Rp Ape Veron |[—24) 424, 72—2e2x, + 243] 
ee (—2 3 Epis ples 1orte +1)]+5 Fs (3 ny + 2ef05—e) |= 
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oder nach %j, 2, 2; geordnet: 


1 — U3 


My Ee (— 203+ 24, 7f— 2x70, 4+ 273) — ae 5-3 4+ 2n07+ *)] 
1 


TT, , 
4 &y|—(—24f + 2H ef —Defey + 208) + Ya (— 20} + 2ee— eh + Bes) 
16 
T,—Tt 1 T, —T, 1 
4-1 ; erat bh 27s tte) : 5 ny Cit anes —2d)| 


™%—t 1 
+ Rs |-4s(— 24 + 252724? e, + 208) — , 5 Bay (Gl + 2aim — x8) = 0. 


Die Coéfficienten von %,, 9, und %; in dieser Gleichung lassen sich nun aber 
bedeutend vereinfachen. Indem wir diese Coéfficienten der Kiirze halber mit C’, 0”, 0!” 
bezeichnen, wird zunachst der Coéfficient von %,: 


4 1 
Ci = 24, (% +4) (— tY + 3) — 6r3 (t — 3) % (— tf + 2x0) + 7}. 
1 
Setzt man jetzt: 
By, = Yy.(— t? + tt + 7), 


also: 
12B, = — tf + %% + 7, 
so folgt: 
127,B, = — t+ tr, + 1,02 
1273,B, = — tt, + yr? + 3, 
also: 
12(c, + 13) By = — t3 + 24,07 + 73, 
mithin: 
1 
O' = 2A, (4, +' 43) (— 27 + 22) — a3 (t, — %3)t, . 12 B, (4, + 73) 
1 
B 
= 2A, (t% + 13) (% + 1) (ts — 1) — 25 Ty (t; — ts) (t1 + 73) 
a 
oder, da: 
Ay 2a also % +t = A und (t, + 13)? = iG 
T + 7’ A, ; A?’ 
auch: 
oo B or 2 B 
O = 24, h(n — 4) — 2 (u — 9) = Ze — n)(a ne et) 


2 B 
= zw — %)t (a ae au 


Den Coéfficienten von %, erhalt man hieraus unmittelbar, wenn man —rT; anstatt 
t, und B; = 1/,,(t/ + 1t,t3 — t,’) setzt, niimlich: 


2 B 
om = Fe — nde (1 e ). 


Etwas verwickelter ist die Ableitung des Coéfficienten von ,. Es wird: 


TT 
a ( te TEs Ty Ts mle 7?) 
2 


a = (t, — 13) [v1 (— + 20) + tf) + 4 (cP 4+ 227e, — 7,)] 
= 2(%) + ts) (% + ts) (4 — 3) — SE (t, + %) (t1 + 3) (t1 — Ts) 


+ i (t — ts) [ts (— tf 4+ 2tyty 4+ 4) + 4; (tf + 2a/r3 — 7;)]. 


rut = 2, (t? a Tt, + TPT ae t.) ao 
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Setzt man nun: 


te (x; + 3403 + 3) 


oder: 
< 123, = 17 + 38u%, + tf 
oder: 
12 B, — 67%, = tf — 34,0, + tf 
oder: 


12(By — Yo%,t3) (%, + t;) (% + %) == (tq — 8%t, + 22) (ce? + 2ryt3 + 73) 


——- 4 3 Py} 3 4 
= tT — yt, — Att, — 140? + 43 
: 1 F 4 
und multiplicirt den Coéfficienten von Gps — ;) im Ausdruck fiir den Coéfficienten 
2 


von 3, aus, so erhilt man den soeben entwickelten Ausdruck mit negativem Zeichen; 
somit ergiebt sich: 


Oo" = 2%, +4), +t) (um —Tt at Capes 73) (t, + 1) (t, — Ts) 


cA (t, ee ae (t, + T3) (tj +). 12(B, — Yo TT) 


ee 


=G@+0)G +0) G—%) [2-28 -2@ —hae)| 


B 
= 2(%, + %) (% + + 4) —%) [1 — 3| = SEG — 4) (1 — =). 
Die Gleichung (16) wird daher: 
T, Ts; 


2 5 Bay 22 2 
A, (ts —1%) Ty (1 aie mi) es owe A, (ts 7) (1 =) Me } A 
oder, mit A, A, multiplicirt und durch 2(t,; — 1,) dividirt: 
B: 
Ast; (1 ap mi) % — nr,(1 _ =) MR, + Ayr, ¢ -- at) = 0, 
3 
Setzt man jetzt wieder: 


t, = A,(% + %), t; = A;(t% + Tt) 
und dividirt durch A, A;(t, + 13), so folgt: 


A, (1 te ni) —( ar nis ak (1 2 Fi) ms = 0. 


Und setzt man endlich hierin noch zur Abkiirzung: 


B. B B. 
m = 4,(1 + 3), m= (1— 2), ns = Ay(1 +28), 
1 8 


so lautet die Fundamentalgleichung, wie wir schon gesehen, in einfachster Gestalt: 

m3, — Neg + mR, = 0. °. 2. 

In dieser Gleichung kann man an Stelle der Vectoren %,, 2,, It; auch ihre drei 

Projectionen auf die Coordinatenaxen einfiihren und die Coordinaten so transformiren, 

dass die xy-Ebene mit der durch die drei Radien gehenden Bahnebene zusammen- 

fallt, also ¢ = O wird; man hat demnach, wenn 2, Y,, %Y2, %3y3 die Coordinaten der 
drei Oerter sind: 


5 B 
(cg ns) (1428) t,—0 
3 


3 


My @, — Mq%q + Ng %_ == 0 
MY, — MYo + Ng¥3 = 9, 
woraus durch Multiplication mit y; und #, und Subtraction: 
M (21 Ys — %3Y1) = Mp (Ys — Xp Yo) 
und durch Multiplication mit y, und a: 


Ns CAVA au ay Ys) = CAVA ae 4 Yo) 
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folgt, von gemeinschaftlichen constanten Coéfficienten abgesehen. Daraus ergiebt sich 
aber, dass: a 
iis [ros] LO [ri 72] 
m [1 %s]” m [1% 73)” 
d. h. die Gréssen »,, m,, mg sind proportional den Dreiecksflichen zwischen den 
heliocentrischen Orten. ; 
_ Bildet man also nach Gibbs aus den Zwischenzeiten die einfachen Ausdriicke: 
Lanna A LFS, 
At ids ag? ene 
B= Yi (— tts +73), By = Y(t + 3%, ts + 63), Bs = Yay (t? + 147, — 13) 
und setzt: 
m=4(14+5), m=(-3), mn =4(1+ 2), 
rT; T, re 
so erhilt man bei einer Annahme iiber die drei heliocentrischen Distanzen sofort mit 
Kinschluss von Gréssen der vierten Ordnung in Bezug auf die Zwischenzeiten Werthe, 


die den drei Dreiecksflachen: 
[ro 13 | ? [7 rs | ’ [1 1s | 


proportional sind. 

Wahrend, wie schon erwahnt, bei Gauss die Verhiltnisse der Dreiecksflichen nur bis 
zu Gliedern zweiter Ordnung entwickelt sind und bei Oppolzer die Glieder dritter 
Ordnung nur durch verwickelte Rechnungen erhalten werden, ergiebt die Anwendung des 
Gibbs’schen Principes sofort Ausdriicke, die bis auf Glieder vierter Ordnung richtig 
sind, weil bis dahin die Entwickelung des Ausdruckes fiir den Vector ® gefiihrt. ist. — 

Wir wenden uns nun wieder im Anschluss an Gibbs zur Weiterentwickelung 
seiner Methode und beschaftigen uns zunachst mit der: 


Lésung der Fundamentalgleichung. 


Die Relationen, mit denen wir es zu thun haben, gestalten sich etwas einfacher, 
wenn wir an Stelle jeder geocentrischen Entfernung beziiglich die Entfernung des Kér- 
pers vom Fusspunkte der von der Sonne auf die Visirlinie gezogenen Senkrechten ein- 
fiihren. Setzen wir: 

on Or} (G ° $1), do = 02 + (G, : Ba) % = 03; + (G : 33) (18) 
rp = & —-(E&.K), p= EG —-(GQ- HY, w= GF —(G.H)? (19) 
so werden die Gleichungen (8): 
PSG Har Pe =a tps. - - - + (0) 
Setzen wir also der Kiirze halber: 


A, (1+ = G@ +oah)=& 


—(1— 2) G + et) = 6 perth 2 1s -(21) 
2 


=) (G; + 03:33) = Ss: 


A, (1 + 


so kénnen ©,, ©, ©; als Functionen beziiglich von Q,, Q2, 03, und daher auch von 
diy Gy 43 betrachtet werden. Sei also: 
dS, , d Go dS 
— 6, 


=o" —*—o" ys. ts atc’ PD: 
dq, 44. : dq; ( ) 
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und: 
; ©, +- Gy + ©, CREO ee (23) 
so 1st: . 
dS = Sldq +f 6" dq - oe" ad 43 ° . a (24) 
Der Werth von G’' folgt durch Differentiation ;: 
3B, dr 
P=A (1+ 5 See At GG + eh). . - » CB) 
1 
Da aber nach (20): 
dr; vn 
i en mere ne 
dq r\ ( ) 
so wird: 
apes *) _ 3 By va 
Se = A, (i 6 r3 v1 rp a ae B, r;*) © 
pl pas 5 Bs 3Bid ig I 
et =—(- 28+ ga— ae & ee 
B. 3 Bs q 
it mes ee} 8 43 
o" = A, (14+ rt) Bi 7 


Wenn nun irgend welche Werthe von 4q,, %, 43 (entweder angenommene oder 
bereits durch eine friithere Niherung erhaltene) einen gewissen Rest G ergeben (der 
Null sein wiirde, wenn die Werthe von q,, q, 43 der Fundamentalgleichung geniigen 
wiirden), und wir die Correctionen 49q,, 44, 4q; finden wollen, die zu q,, qs, q3 hin- 
zuzufiigen sind, um den Rest auf Null zu bringen, so kénnen wir die Gleichung (24) 
auch auf diese endlichen Unterschiede anwenden, und werden dann, wenn diese bt 
schiede nicht sehr gross sind, genihert die Beziehung: 

—6€= GO 4g, + S"4q, + SG" 4a. . .°. «Neen 
erhalten. 

Indem man nun die scalaren Producte der beiden Glieder dieser Gleichung 
in 6" «x SG", 6” « S, und G x SG" nimmt, ergiebt sich: 


(S So" S"") (S oe!" S’) (S GS! S") 
(ere): (ore) ore ©) 
Aus den corrigirten Werthen von q,, qd, 4; kann man nun einen neuen Rest © be- 
rechnen, aus dem dann eine neue Correction fiir jede der drei Gréssen q,, go, qs 
bestimmt werden kann. 

Bisweilen wird es sich empfehlen, um eine raschere Anniherung zu erzielen, eine 
weniger einfache Form anzuwenden. An Stelle von Gleichung (28) kann man mit 
einem héheren Grade von Genauigkeit die folgende setzen: 

—6=> 644, + 6"4q4,+ S"4q, + 1/2’ (4%)? + 1/0" (4 q)? + 1/5" (443)? (30) 
wobei &', ©”, T’” folgende Bedeutung haben: 


2 2d 44g. == — 


2S a(r;*) B d?(y—8) 
—— 1 9 1 . ae sei 1 
v dq; A, B, dq, wi + 1 ae B, r3 dg? ©, 
2S a(1,°) = B a? (2) ¢ 
” =F ti =a 9) meds ee 9 — pats aS « . . 
os dq? bre dqs Ba 1— Barz? dq? ©, (31) 
aS, a(r;) B, d*(r;*) 
on p— 7 os 9, © pe eiB as SEEEEEEEEEEEIEEEEETen 3 
dq; Se rena Se r dq; Ss 


Es ist klar, dass © im Allgemeinen um viele Mal grésser als {/ und ©” sein wird, da 
der Factor 8, im Falle gleicher Intervalle genau zehnmal so gross als A,B, oder A; B, 
ist. Dies zeigt zunichst, dass die genaue Bestimmung von 4q, von der grdéssten 
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Wichtigkeit fiir die folgende Naherung ist. Es zeigt ferner, dass wir fast denselben 
Grad von Genauigkeit erreichen, wenn wir an Stelle der eben genannten Relation fiir 
— © die folgende setzen: 


=O — 6'4q, + 6S’ 4a, + CO 4G, + YS" Fap . ss (82) 
Oft jedoch kann man ein etwas besseres Resultat erreichen, ohne eine complicirtere 


Gleichung anwenden zu miissen. Denn es kann ZT’ + &’” angenihert als gleich 1/, T” 
geschatzt werden. Wenn daher 4q, und 49; ungefaihr so gross sind, wie Jq,, was 


oft der Fall ist, so wird es besser sein, den Coéfficienten ¢/,) an Stelle von '/, im 


letzten Gliede zu gebrauchen. 
Fiir 4q, hat man dann die Gleichung: 


Le (66'"6') ey (S'S'S") Aq, ae 8/19 (i"S'"S') Ags : ; . ; (33) 
Dabei findet man ({"G!"G’) aus der Formel: 
2 
(Z" S'S") — - [1 ie 5 | [(S' So" So") + (Gy ol" S’)] 
_ x (34) 
pe Po Qa Te 
any (+ Fh) S72) 


die sich leicht aus den Gleichungen (27) und (81) ableiten lasst. 

Die quadratische Gleichung (33) ergiebt zwei Werthe fiir die Correction, welche 
an die Position des Kérpers anzubringen ist. Wenn sie nicht zu gross sind, werden 
sie zu zwei verschiedenen Lésungen des Problems gehéren, gewdhnlich zu den zwei 
am wenigsten von den angenommenen Werthen entfernten. Ein sehr grosser Werth 
von 4q, muss, als Lésung des Problems betrachtet, als zweifelhaftes Resultat an- 
gesehen werden. In der Mehrzahl der Fille kommt es nur darauf an, diejenigen 
Wurzeln der Gleichung zu erhalten, welche sich durch ihre Kleinheit auszeichnen und die 
sich am leichtesten dadurch berechnen lassen, dass man an denjenigen Werth, welchen 
man durch Vernachlassigung des quadratischen Gliedes erhalt, eine kleine Correction 
anbringt. 

Befindet sich der Komet der Erde ziemlich nahe, so kann man von dem Umstande 
Gebrauch machen, dass die Erdbahn die eine Lésung des Problems, d. h. dass —'Q, 
der eine Werth von 4q, ist, und man ist dann der allerdings nicht bedeutenden 
Arbeit der Berechnung des Werthes von (X”G'"G') iiberhoben. Aus der Theorie der 


Gleichungen folgt, dass wenn — @, und zg die beiden Wurzeln sind, dann: 
(S' oS! o'"") (S ol" @’) 
Q2 — %# = 3 (eT EI"SN? — 02 = 3 are eh 
3/5 (2 S'S") 3/; (2 S" S') 
ist. Durch Elimination von ({"G@'"G’) ergiebt sich: 
(0. <i PD) (S oS’) = — 032 (S'S" oS"), 


und folglich: 
sl a 1 Es (S'S"S"") 
ae 2 (S S'S’) 


(S ol" S’) 
des quadratischen Gliedes in Gleichung (33) erhilt. Bezeichnet man diesen Werth mit 
[4q,|, so ist der genauere Werth: 


Nun ist aber — derjenige Werth von 4q,, den man bei Vernachlassigung 


Ti ALE SS ATs I ar a aT 


Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 54 
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Die Gréssen 4g; und 4q, kénnen aus folgenden Gleichungen berechnet werden: 
— 66'S") = (SS"S") 4a, + 0 (B"S"S") 4g} ise 
— (SS'S") = (S'S"S") Aq, + bho (Z"S'S") 4g? J 
Es zeigt sich nun aber, dass die Coéfficienten von 4g, in letzteren Gleichungen ge- 


wohnlich nicht sehr verschiedene Werthe von den Coéfficienten derselben Grésse in 
Gleichung (33) haben werden. Deshalb kénnen wir mit geniigender Genauigkeit schreiben: 


44, = [4n) + 4a —[4a]\ (37) 
4q; = [4a] + 4a = [4a]J 
wo [4a], [44], [443] die Werthe bezeichnen, welche man aus den Gleichungen (29) 
erhalt. 

Bei den successiven Correctionen der Entfernungen 4q,, q2, 93 wird es nicht néthig sein, 
die Werthe von G’, @’, SG” nochmals zu berechnen, wenn sie bereits aus ziemlich guten 
Werthen von q, qd, 93 berechnet waren. Wenn jedoch die erste Annahme, wie das 
gewohnlich der Fall ist, nur auf einem geniherten Errathen basirt, dann mitissen die 
Werthe von G’, 6”, G’” nochmals nach ein oder zwei Correctionen von q,, q, 3 vou 
Neuem berechnet werden. Wenn man die besten MResultate erhalten will, ohne 
G', S", S” wieder zu berechnen, so kann man wie folgt verfahren: Es seien 6’, S”, 
@'" die berechneten Werthe; Dq,, Dq., Dg beziiglich die Summen der Correctionen 


von jeder der drei Gréssen q,, qo, qs, die seit der Berechnung von 6’/, 6”, 6” gemacht 


worden sind; @ der Rest nach allen Correctionen, die von q,, qd, 9; gemacht worden 

sind, und 4q,, 4q,, 4q, die noch iibrigen Correctionen, die wir suchen. Dann ist 

sehr genihert: 

—GS={(8 + U On + th4un)} Jn + (S" + UD + 24 a)} ae (38) 
fe" 2 (Des - Ys 403) 4 as 

Dieselben Betrachtungen, welche wir bei Gleichung (30) angewendet haben, befihigen 


uns, auch diese Gleichung zu vereinfachen und mit einem ziemlichen Grade von Genauig- 
keit wie folgt zu schreiben: 


— GS"S) = (SS"S") + 4, (BSS) (Day + fy 4u)} In » (89). 


4a = [40] + 4a —[4a)\ |) 
: 44, = [445] + 4m — [4a] J 
wobei: 


S oS" ol" ; S oe" GS! S So! iow 
[4a] == ‘ear ’ [4 qs] SS waren [443] Set sare (41) 


Correction der Fundamentalgleichung. 


Wenn man auf die geschilderte Weise durch numerische Auflésung der Fundamental- 
gleichung genaherte Werthe fiir die drei Positionen des Kérpers gewonnen hat, so wird es 
immer mdglich sein, eine kleine numerische Correction an die Gleichung anzubringen, 
um sie genau mit den Gesetzen der elliptischen Bewegung in einem fingirten Falle, der 
sich nur wenig vom wirklichen unterscheidet, iibereinstimmend zu machen. Nach einer 
solchen Correction wird die Gleichung augenscheinlich mit einem viel héheren Grade von 
Genauigkeit auf den wirklichen Fall anwendbar sein. 

Fiir verschiedene Methoden bei Anwendung dieses Principes bleibt ein grosser 
Spielraum. Die Methode, welche nach Gibbs’ Ansicht am directesten zum Ziele fiihrt, 


ist die folgende, bei der die Correction der Intervalle fiir Aberration verbunden ist mit 
der Correction, die angesichts davon néthig ist, dass die Gleichung nur eine geniherte 
Giiltigkeit besitzt. 


Die Lésung der Fundamentalgleichung ergiebt drei Punkte, die nothwendig in 
einer Ebene mit der Sonne und auf den Gesichtslinien der verschiedenen Beobachtungen 
liegen miissen. Durch diese drei Punkte kann man eine Ellipse legen und die Zeit- 
intervalle berechnen, welche nach den strengen Gesetzen der elliptischen Bewegung fiir 
den Durchgang des Kérpers zwischen diesen Punkten erforderlich ist. Wiren diese 
berechneten Intervalle identisch mit den gegebenen, fiir Aberration corrigirten, so ware 
die wirkliche Lésung des Problems gefunden. Gibbs nimmt nun zunichst an, dass die 
berechneten Intervalle etwas zu lang seien. Dann ist klar, dass, wenn man die Berech- 
nung wiederholt und in der Fundamentalgleichung Intervalle gebraucht, die im selben 
Verhiltniss zu kurz, wie die berechneten zu lang gewahlt sind, dass dann die auf Grund 
der zweiten Auflésung der Fundamentalgleichung berechneten Intervalle fast genau mit 
den gewiinschten Werthen iibereinstimmen miissen. Wenn nothig, kann dieser Process 
wiederholt und auf diese Weise jeder beliebige Grad von Genauigkeit erhalten werden, 
sobald die Lésung der uncorrigirten Gleichung nur eine Anniherung an die wahren 
Positionen giebt. Hierbei ist es indess néthig, dass die Intervalle nicht zu gross sind. 
Aus den Resultaten des Rechenbeispieles der Ceres, die spater mitgetheilt werden sollen, 
bei der die heliocentrische Bewegung 62° iibersteigt, die berechneten Werthe der Inter- 
valle der Zeit aber von den gegebenen Werthen um wenig mehr als einen Theil von 
Zweitausend abweichen, geht zur Geniige hervor, dass hier die Grenze der Anwendbarkeit 
der vorstehenden Formeln noch nicht erreicht ist. 


Wenn wir auf das Problem die herkénimliche Bezeichnungsweise anwenden, so 
reprasentirt die Fundamentalgleichung bei fiir Aberration nicht corrigirten Intervallen 
die erste Hypothese; dieselbe Gleichung fiir Intervalle, die gewisse numerische Coéffi- 
cienten, welche nur wenig von der Einheit abweichen, enthalten, die zweite Hypothese; 
die dritte Hypothese, falls eine solche néthig sein sollte, wird durch eine 4hnliche 
Gleichung mit corrigirten Intervallen reprasentirt u. s. f. 


Das angefiihrte Verfahren bringt gewisse Ersparnisse an Arbeit mit sich, erfordert 
aber auch gewisse zu beobachtende Vorsichtsmaassregeln, die nicht unerwahnt bleiben 
diirfen, damit die bei den Rechnungen vernachlassigten Zahlen das Resultat nicht tiber 
Gebiihr beeinflussen. — 


Es ist klar, dass man sich zunachst bei der Correction der Fundamentalgleichung 
nicht um die Lage der Bahn im Sonnensystem zu kiimmern braucht. Die Zeitintervalle, 
welche diese Correctionen bestimmen, hingen nur ab von den drei heliocentrischen Ent- 
fernungen 7,, 2, 7; und den zwei heliocentrischen Winkeln, die durch v, — v, und 
v, — v, dargestellt werden, wenn man mit 2, %, v3; die drei wahren Anomalien be- 
zeichnet. Diese Winkel v. — v, und v; — v, kénnen aber durch r,, r2, r, und ”,, Mp, 
m,, und darum auch durch r,, 7, 7; und die gegebenen Intervalle bestimmt werden. 
Denn die Fundamentalgleichung, die sich auch wie folgt schreiben lasst: 


% Ry — Ny Me +m, =O. . . A « e . e ‘ (42) 


zeigt an, dass man ein Dreieck bilden kann, dessen Seiten beziiglich n,7,, )72 und 
Ng ¥; (zur Kiirze setzen wir s,, s,, s;) sind, deren Richtungen den drei heliocentrischen 
Richtungen des Kérpers parallel sind. Es sind also v; — v, und v, — v, die den 
Seiten s, und s, gegeniiberliegenden Winkel. Man hat mithin nach der bekannten 
Formel: 
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F Use ana a ata (8; = 8) “1 s) (Gr 85 Ss) 
i 2 oS (81 + 8 + 83) (5, ees) 


-_ (43) 
ig (Ge hae omc) Ove) ie) : 
2 (Si =F "Sy FS, (S75 3) 
Wenn daher die Lésung der Fundamentalgleichung eine geniigende Naherung fiir 
die Werthe von 7, 72, 73 ergeben hat (etwa fiinf- oder sechsstellige Werthe, wenn das 
Endresultat so genau sein soll, wie es siebenstellige Logarithmen ergeben), so sind ™, 
Ny, Ns mittelst siebenstelliger Logarithmen durch die Gleichungen (2) und die heliocen- 
trischen Winkel durch die Gleichungen (43) zu berechnen. 
Der diesen Werthen der heliocentrischen Entfernungen und Winkel correspondirende 
Semiparameter ist gegeben durch die Gleichung: 


I 


Ny, 7, — MT, + N21 
i 1 2° 2 3 (44) 
M — NM, + Ng 
Die in diesem Werthe fiir den Semiparameter vorkommenden Ausdriicke n, — my + m3 
und 4% 7 — My % + Ng 1s oder s, — 8s, + 83, die sowohl im Semiparameterwerth, wie 


auch in den Formeln fiir die Bestimmung der heliocentrischen Winkel auftreten, sind 
als kleine Gréssen zweiter Ordnung zu betrachten, wofern man namlich die heliocen- 
trischen Winkel als kleine Gréssen erster Ordnung ansieht; dieselben kénnen jedoch 
aus den genaherten numerischen Werthen ihrer einzelnen Glieder nicht sehr genau be- 
stimmt werden. Die erste dieser zwei Gréssen kann indess genau bestimmt werden 
mittelst der Formel: 


A,B B A; B 
Ny a Ng + Ns — 7 : + Fa) + a . : q O . . (45) 
B.7 2 3 


In Bezug auf die Grésse s, — s, + 83 zeigt eine kleine Ueberlegung, dass, wenn 
man nur genau denselben Werth fiir sie anwendet, mag sie nun in den heliocentrischen 
Winkeln oder im Semiparameter auftreten, die Ungenauigkeit bei der Bestimmung dieses 
Werthes, deren Ursache bereits erwihnt worden ist, ohne Belang fiir den Process der 
Correction der Fundamentalgleichung ist. Denn wiewohl der Logarithmus von s; — sy 
+ s,, auf Grund siebenstelliger Logarithmen aus 7,, r2, 73 berechnet, nur als auf vier 
oder fiinf Stellen genau angesehen werden kann, so kann man ihn doch als absolut 
streng betrachten, falls man den Werth einer der heliocentrischen Entfernungen, etwa 
von 7, um ein Geringes andert. Indess braucht man sich gar nicht weiter um diese 
Veranderung zu bekiimmern, da sie eine Grosse ist, die bei Rechnung mit siebenstelligen 
Logarithmen zu vernachlassigen ist. Dass dabei die in dieser Weise bestimmten helio- 
centrischen Winkel nicht so genau, als sie es kénnten, mit den durch die erste Lésung 
der Fundamentalgleichung ergebenen Positionen auf den Visirlinien tibereinstimmen, ist 
ohne weiteren Belang fiir die Correction der Fundamentalgleichung, welche nur die zwei 
Bedingungen vollstindig erfiillen muss, dass erstens die Werthe der heliocentrischen 
Entfernungen und Winkel die durch die Fundamentalgleichung geforderten Beziehungen 
fiir die gegebenen Zeitintervalle erfiillen, und dass zweitens die durch die strengen 
Gesetze der elliptischen Bewegung geforderten Beziehungen fiir die .berechneten Zeit- 
intervalle gelten. Die dritte Bedingung, dass keiner dieser Werthe zu weit von den 
wirklichen abweicht, ist weniger wesentlich. 

Nach Bestimmung der heliocentrischen Winkel und des Semiparameters kénnen zu- 
nichst die Excentricitét und die wahren Anomalien der drei Positionen bestimmt werden, 
und aus diesen die Zeitintervalle. Diese Processe bediirfen keiner besonderen Er- 
klarung. Die in Betracht kommenden Formeln werden in der Formeliibersicht mit- 
getheilt werden. 


ie 
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Bestimmung der Bahn aus drei Positionen und den Zeitintervallen. 


Die im Vorhergehenden fiir den Semiparameter und die heliocentrischen Winkel 
gegebenen Werthe hangen von der Grésse s; — s, + s3; ab, deren numerische Bestim- 
mung aus s,, Ss, und s; bis auf Glieder zweiten Grades incl. scharf ist, wenn die helio- 
centrischen Winkel klein sind. Das ist indess ohne Belang fiir den Process, den wir 
als die Correction der Fundamentalgleichung bezeichneten. .Fiir die genaue Bestimmung 
der Bahn aus den durch die corrigirte Gleichung gegebenen Positionen — oder auch, 
falls man das fiir geniigend erachtet, aus den durch die uncorrigirte Gleichung 
gegebenen — wird jedoch gewéhnlich eine genauere Bestimmung der Grésse s,; —s, + 8; 
nothwendig sein. Dabei kann man auf verschiedene Art verfahren, z. B. wie folgt. 
Man setzt: 

CC a Oma es a, (46) 
und bezeichnet mit s, die Lange des Vectors @,, die man erhilt, indem man die Wurzel 
aus der Summe der Quadrate der Vectorcomponenten nimmt. Dann ist klar, dass s, die 
langere, s, die kiirzere Diagonale des aus den Seiten s, und s; gebildeten Parallelo- 
grammes ist. Es hat daher das Dreieck mit den Seiten s,, s,, s; denselben Flachen- 
inhalt, wie das Dreieck mit den Seiten s,, s; und s4, da jedes die Halfte eines Parallelo- 
grammes ist. Daraus ergiebt sich: 


(s ar Sa $3) ( & + 8 4 83) (s1 = $3) (8, =i 93. S3) \ (47) 
= (% + S& + 83) (— & + 8 + &) (— % — & + &) ( + & — 8) J 


und: 

css) 8) es se) (SF 8) gg) 
; ; ; (St => So)! $3) (— 8 + S + 53) (s; + s, — $3) 

Die numerische Bestimmung dieses Werthes von s; — s, + s3; ist nur scharf bis auf 


Glieder ersten Grades incl. 

Die Excentricitaét und die wahren Anomalien kénnen in derselben Weise wie bei 
der Correction der Formel bestimmt werden. Die Lage der Bahn im Raume aber kann 
durch folgende Betrachtung gewonnen werden. Der Vector — ©, ist von der Sonne 
nach der zweiten Position, der Vector ©, von der ersten nach der dritten Position des 
K6rpers gerichtet. Setzt man: 


@, = 6, — “6, SMe eh tds ta Git (49) 


2 
so wird der Vector ©, in der Ebene der Bahn, senkrecht auf — G, und auf der Seite, 
wo die Anomalien zunehmen, liegen. Bezeichnen wir die Lange von ©; mit s;, so sind: 

Gy ©, 
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die Vectoreinheiten. Seien § und 3’ die Vectoreinheiten, welche die Lage der Bahn 
bestimmen, 3 von der Sonne nach dem Perihel gezogen, 3! rechtwinklig auf 9 in der 
Bahnebene und auf der Seite, wo die Anomalien wachsen, dann hat man: 


eae een SE: ee ee es 2) (D0) 
= So S5 

3! = — sinv, 2 + cos mS PeeWee -atoes ne (5) 
2 5 


Die Zeit des Periheldurchganges, 7, kann aus irgend einer der Beobachtungen mittelst 
der Kepler’schen Gleichung: 


a tT) = E— osm. dy 


bestimmt werden, indem die excentrische Anomalie HE aus der wahren berechnet wird. 
Das Intervall t — T in dieser Gleichung wird.in Tagen gemessen. EKinen besseren Werth 
von 7 kann man erlangen, indem man das Mittel aus den drei durch die einzelnen 
Beobachtungen gegebenen Werthen nimmt, deren Gewichte man den Umstinden gemass 
nehmen muss. Irgend welche bemerkenswerthe Unterschiede in den drei Werthen von 
T wiirden die Nothwendigkeit einer zweiten Correction der Formel anzeigen und zugleich 
die Basis fiir dieselbe liefern. : 

Zur Berechnung einer Ephemeride hat man in Verbindung mit der vorstehenden 
Gleichung: 

R= —ae$+ csEaS+ simEdS’ ..... . . (8) 

Bisweilen wird es der Miihe lohnen, die Rechnungen fiir die Correction der 
Formel in der etwas lingeren Form, die fiir die Bestimmung der Bahn gegeben ist, 
vorzinehmen. Das wird der Fall sein, wenn man gleichzeitig die Formel auf ihre 
theoretische Unvollkommenheit hin und die Beobachtungen durch Vergleichung mit 
anderen, nicht zu entfernten, zu corrigiren wiinscht. Die rohe, durch die uncorrigirte 
Formel gegebene Anniherung an die Bahn wird fiir diesen Zweck gentigen. In der 
That wird, wenn die Beobachtungen durch sehr kleine Intervalle getrennt sind, die 
Unvollkommenheit der uncorrigirten Formel die Bahn wahrscheinlich weniger beeinflussen, 
als die Fehler bei den Beobachtungen. 

Der Rechner wird es vorziehen, die Bahn aus dem ersten und dritten heliocen- 
trischen Orte mit ihren Zeiten zu bestimmen. Dieser Process, der gewisse Vortheile 
bietet, ist vielleicht etwas langwieriger, als der hier gegebene, und eignet sich auch 
nicht so fiir die successiven Verbesserungen der Hypothese. Wiinscht man eine ver- 
besserte Hypothese aus einer so bestimmten Bahn abzuleiten, so muss man die Formeln 
aus XII. der folgenden Zusammenstellung anwenden. 


Zusammenstellung der Formeln mit Gebrauchsanweisung. 


[Fir den Fall, dass eine geniherte Bahn schon bekannt ist, s. XII.] 


I. Vorlaufige Rechnungen, die sich auf die Zeitintervalle beziehen. 


t,, to, tj == Zeiten der Beobachtungen in Tagen, log k = 8,2355814 (nach Gauss): 


Ty = k (ts ae te), T3 = k (t, = ti), 
ts = ty ty ek t, 
= —— As = ————: 
A Saar Seat 
Bh cor Z peat 2 Dine | _ ty + 84, t3 + By Et 
PO re 12 Me he 12 i Boe 12 
Zur Controle: , 


A, B, + By, + A; By = 3/.% 73. 


IJ. Vorlaufige Rechnungen, die sich auf die erste Beobachtung beziehen. 


X,, Y,, Z, (Componenten von ©,) = die heliocentrischen Coordinaten der Erde ver- 
mehrt um die geocentrischen Coordinaten des Observatoriums. 


* ie 
a 


a 
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&, ,, § (Componenten von %,) — die Richtungscosinus der beobachteten Position 
corrigirt fiir die Fixsternaberration. 


Ory = xy = ve “2 Li (G . o1) =X%4684+%mn+a4k, pt = & aa (G : $1)”. 


Vorlaufige Rechnungen, die sich auf die zweite und dritte Beob- 
achtung beziehen. 


Die Formeln sind ganz analog denen, die sich auf die erste Beobachtung beziehen; 
die Gréssen sind bloss durch die zugehérigen Indices unterschieden. 


Il. Gleichungen fiir die erste Hy pothese. 


Wenn die vorhergehenden Grégssen berechnet sind, so werden ihre numerischen 
Werthe (oder, wenn dies fiir die Rechnung bequemer ist, ihre Logarithmen) in die 
folgenden Gleichungen substituirt: 

Componenten von ©: 


a =at+G-%) ee ane 

y=at+P B; = Arm + RB) (a mi = =o (ees 3) (1, ) 
B ae 

R= n= 460 +B) (a + —G-)) 


‘Zur Controle: 
sp = + BY + yp = AP + BR)? vy 
Componenten von @’: 
Cee Ape Aye hy — 2 Oy 


3R ' 
ec aames aye Pea A Aya hy —.P’ B, CW reestnont ru ( LLL) 
at Vie Age, A, 6, Ry — Ply; 
Componenten von ©,: 
xX. 
Go = Oo + (G&- 2) ge 
2 1% 
B= a+ 2 bb =—n0—%)(n+2—G-s)) (a) 
B. Z. 
R= eee eu 0) 
2 2 
Zur Controle: 
sf = od + BE + 7? = (1 — Ry)? rh 
Componenten von ©”: 
3 Red Ot a bo ea ae P.O 
=, r 8” = — % + Na, + P" Bs oe tact aces CELE” ) 
nk ee) SAN AA EN  Sie ally p 
Componenten von ©;: 
X: 
G = 0; + (G; . s) ow, — A;é;(1 + R,) (1s an = — (G . i) 
i Y; 
ry = 43 + vy Bs; = A,y;(1 + Rs) (4 ig a a7 Ce: >) (11s) 
B, Zs 


Rk; = = Ys = Asis (1 + Bs) (a + Ze —(G - &)) 
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Zur Controle: 


s? = af + B2 + 2 = AZ (1 + By)? 7? 
Componenten von ©’: 
a!” — A, és + As &, Ry — Pl ee 


Bb’ = Asn, + Asn Rs — PBs) + > > 
yl" = A, f, + A, & R, — P's 


pl 3 Bs qs 
C+ h)7 


Der Rechner kann nun irgend welche plausible Werthe der geocentrischen Ent- 
fernungen 0), Q2, @; oder der, heliocentrischen Entfernungen 1,, 7, 7; annehmen (erstere 
im Falle eines Kometen, letztere im Falle eines Asteroiden) und aus diesen angenom- 
menen Werthen die folgenden Gréssen berechnen: 


Durch die Gleichungen Durch die Gleichungen Durch die Gleichungen 
(im,) (I): (1U,) (HL"): (uu,) ("): 
a qa ji 4% 
log, log Vg log r3 
log By log Ry log R; 
log(1 + Rx) log(1 — Rs) log(1 + Rs) 
log P' log P" log P" 

Oy Xs bbe 
By By im 
V1 Vo Ys 
on! ol’ oll! 

B B! pi 
y! yl" yt" 


IV. Rechnungen, die sich auf die Differentialcoéfficienten beziéhen. 


Componenten von 6" « ©": Componenten yon 6!” x G: 
= "tt Wm RU ss HO yh wr Rt 
Oy es 8 Ae a OS 0 eral a 
b, = yal! — oft yl" bo = yo! — ofp! 
¢, = of! Bl" — Bl of! C, = of!" Bl — Bl" od 


Componenten von 6! x ©": 
— p’ yl" py! yl Be 
bs = y! ol ae. y" 
C; = ol p” fh B' ol. 
@ — (S' Su o'"") ay a! + vb, p’ + C; yl! — Ay a! + be B" + Cy yl" 
— Qs al! + bs spat + C) yl. 
Diese Rechnungen werden durch die Uebereinstimmung der drei Werthe von 


G controlirt, die folgenden sind nur néthig, wenn die zu machenden Correctionen 
gross sind: 


H = (FS ©) = ayé + toys co Ss 


1 H ds R,H ds 
L=—(1 q)-54)- 2 (a ae / 
Go © G on do G a Uy . 


a ee a 


net 
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VY. Correctionen der geocentrischen Entfernungen. 


Componenten von ©: 


= O% + w + oO, Gg. = — See ay 
p= 6, + B + Bs Ge ee 
yont m+ % ee Eee 


49,7 = C, — 8/19 5 (4 qo). 


(Diese Gleichung wird gewoéhnlich sehr leicht durch wiederholte Substitutionen 
geldst.) 


age Cy) = S9L (4 qo)?, 4q, = @, 6/io L (4 qo)?. 


VI. Successive Correctionen. 


44, 44, 44; werden als Correctionen zu q,, qo, dg; addit. Mit den so erhaltenen 
Werthen wird die Berechnung mittelst der Gleichungen (III,), (II,), (II];) von Neuem 
begonnen. Dabei stehen zwei Wege offen: 


a) Entweder kann die Arbeit genau wie zuvor bei der Bestimmung der neuen 
Correctionen fiir g,, q., q; durchgefiihrt werden. 


b) Oder es kénnen die Rechnungen mittelst der Gleichungen (II’), (III), (II’”) 
unter Weglassung von IV. durchgefiihrt werden, indem man die alten Werthe fiir a,, 
b,, C, ay etc, G und Z mit den neuen Resten o, 6, y benutzt, um neue Correctionen 
fiir qi, d2, q; durch die Gleichungen: 

Cs 
tee 8), Digg A) C2)’ 
49, = (+ 4a — Cy, 4g, = 0; + Im — Cy 


AN 


zu bekommen, wobei Dq, die friihere Correction von q, bezeichnet. (Allgemeiner wird 
in irgend einem Stadium der Arbeit Dg, die Summe aller Correctionen von gq. repra- 
sentiren, die seit der letzten Berechnung von a, b, etc. gemacht worden sind.) 


Soweit eine allgemeine Regel gegeben werden kann, ist es, ausser in dem Falle, 
dass die angenommenen Werthe eine gute Niherung reprasentiren, rathsam, a,, b, etc. 
nochmals zu berechnen, G aber bloss einmal, etwa nach den zweiten Correctionen von 
Gi, G2, Y3- Ob ZL auch von Neuem zu berechnen ist, hingt von seiner eigenen Grésse 
und derjenigen der Correction von g, ab, die noch zu machen ist. Wenn im spiteren 
Stadium der Arbeit die Correctionen klein sind, so kénnen die Glieder, welche ZL ent- 
halten, ganz vernachlassigt werden. 


Die Correctionen von 4), Gs, q; miissen wiederholt werden, bis die Gleichungen: 
or" 0; fo} es (OP aijwae |) 


erfiillt sind. Fiir die folgenden Rechnungen, die indess mit der grésstméglichen Genauig- 


keit durchzufiihren sind, werden geniherte Werthe von 7, 7, 73 geniigen. 
Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 55 
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VII. Probe auf die erste Hypothese. 


log ry, logs, logrs (geniherte Werthe aus den vorhergehenden Rechnungen): 
N= A, B,ry* + Br? + A; By 7? 
§ = Ayn + AB ry? 
== ty — By rs? 
$83 = Asr3 + A; By rz” 
= o(s: + 8 + $2) 
S ——"Siy “S = Son (S155, 
Der Werth von s — s, kann sehr klein und in Folge dessen sein Logarithmus sehr 
schlecht bestimmt sein. Das schadet indess nichts, wofern nur der Rechner sorgfaltig 
denselben Werth, natiirlich so genau berechnet wie méglich, gebraucht, wo immer der- 
selbe in den folgenden Formeln vorkommt: 


s—s S$ — 8) (s — § R 
as y' J : s ot 2 tg 1/5 (% Sy, Peed 83 
2(s — s 2 R 
oe! 10.53 Os a) ee 
SaaS) 
tg 1/4 (v3 — %) == R a 


Zur Auffindung von Fehlern: 
Wy (Vs — %) = Yo(% — %) + 4/2 — 0) 
Pp Pp 


. f “ 
esin 1/, (v3 + 0%) = 2 sin 1 (v 3 %) 


2 Paes 
ears a 


ecos'/a(v, + %1) = 2 cos 1/p (vs — %) 
tg Yo (vs + %) “f 


Zur Controle: 


€cosve = — —1 


1 ¢ p 
«= Jit. eae err 
tgp Hy = étg 2%, tg Yo Ey = &tg3/o 0%, tg 1/, EB; = &tg'/o 03 


Treale. == ah (FE; — E,) + earsin E, — earsin B; 
Tscate, == @2(E, — Ey) + easin E, — easin Ey. 


VIL Zur zweiten Hypothese. 


Ot, = 0,005 7613 (@2 — 3) (Aberrationsconstante nach Struve) 
dt, — 0,0057613k (0, — 0.) log (0,005 7613.4) = 5,996 10. 

A logt, = logt, — log (1 cate. — Ot) A log 2a A logt, — Alogts 
A logt; = logts — log (tscare. — 9 Ts) vs e 

A log (t,%3) = Alogt, + Alog ts A log Ay = — A; Flog ma 
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A log A, == -— A, 4 log 

A log By = Alog (tt) — “am, Alog 
A log By = Alog (tT) +* Mune. E dtog © 
4 log Bs = log (t,t) + oe 4 log a 


Diese Correctionen werden zu den Logarithmen von A,, A;, B,, By, B; in den 
Gleichungen (III,), (III,), (II,) addirt und die so corrigirten Gleichungen zur Correction 
der Werthe von 4, q2, 43 gebraucht, bis die Reste «, 8, y verschwinden. Die neuen 
Werthe von A, und A; miissen die Bedingung: 

A, + Az = 1 
erfiillen und die Correctionen 4log A,, Flog A, miissen, wenn néthig, zu diesem Zwecke 
berichtigt werden. 


Dritte Hypothese. 


Kine zweite Correction der Gleichungen (III,), (III,), (III;) wird auf dieselbe Weise 
erhalten, wie die erste, doch wird sie selten néthig sein. 


IX. Bestimmung der Ellipse. 


Voraussetzung ist, dass die Werthe von: 
Bi, M1 Oo, Bo, Yo 3, Bs, 3 
T1, Yo, 13 Ry, Ry, R; S15 S25 83 
aus den Gleichungen (IIJ,), (III;), (11I,) mit der griéssten Genauigkeit berechnet sind, um 
die Reste «, 6, y zum Verschwinden zu bringen und dass die beiden Formeln fiir jede 
der Gréssen s,, s2, s; sichtlich denselben Werth ergeben. 


Componenten von ©,: Componenten von ©;: 
Og = Oy — Oy Cs —= 04 — AST Eu 
te 2 
O64 04 
Bs = Bs — B, Peay ome 1D ae See 
2 
Ob 0 
m= — nr hes Be UES 
2 
es ot Bat Pe $3 == o) + Be + 4; 
= 2 Su ar &) S = ¥, (s, + & + $). 


Zur Controle hat man: 
S (S — s,) (S — s4) (S — $3) 


eee s (s — s) (s — $3) 
8) ie — 0) =~ 
z 3 
dt ote A, Ri + R, + A; R; Be ars, 
2 Rs 
et (e.— 3) (s. — 83) tia Ges) = ata Gao 
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Der Rechner muss darauf achten, die corrigirten Werthe von A, und A; an- 


zuwenden (siehe VIII). Stdrende Fehler in den Winkeln miissen auf dieselben zweck- 
missig vertheilt werden: 
p p 


. é = 
esin 3/5 (v3 + 1) 2 sin ih (05 ae %) 


LBS lege re 
a eee, 


20s 1/, (v3; — %) 


cos 1/. (v3; + v,) = 


tg 1/. (v3 + %) e2, 
Zur Controle: 
€ COS Vg = Do 1 
Ue) 
l e p ~~ 
a ps == an). 
ie gear V (ap) 
Richtungscosinus der grossen Halbaxe: 
COS Vy a) 
| a, 
Sq Se 
COS Vo SIN Vy 
m= — — —— Pp: 
S, By $5 Bs 
COS Vo SiN Vo 
n= — — — —— 9:. 
Sa V2 Ss V5 


Richtungscosinus der kleinen Halbaxe: 


SIN Vo 


[oa 0 a 
Sp 2 4 Ss 5 
SIN Vy COS Vg : 
ia eal a Bs 
59 55 
SIN Vy COS Vo 
v= —— — Ze 
& V2 ae 85 16; 
Componenten der Halbaxen : 
Az = al dy = am a, = an 
(On == On by = be (SSS 


X. Zeit des Periheldurchganges. 


Correctionen fiir Aberration: 


tg gE, = &tg'/o% Ot, = — 0,005 7613 @, 
tg /y EB, = #tg 1/0, dt. = — 0,0057613 0, 
tg, Ey = &tg Yo Us dt; = — 0,005 7613 0; 


log 0,0057613 == 7,76052. 
t, + d¢, — T = ke a (EL, — esin B,) 
ty + Ot, ._ 3 ne — lice ah (Ey —* e sin Ey) 
t; + Ot; — T = k-1 ah (EB — esin Ey). 
Die dreifache Bestimmung von 7 bietet eine Controle fiir die Genauigkeit der 
Lésung des Problems dar. Wenn die Unterschiede von 7' derartig sind, dass sie eine 


weitere Correction der Formeln erfordern (dritte Hypothese), so hat man sich auf die 
Gleichungen: 


Ls) — Ta ages i [Oso 
tz — ty ty —h 


Alogt, = M 


ma stiitzen, in denen 7a), T@, Tig) die beziiglich aus der ersten, zweiten, dritten Beob- 
achtung erhaltenen Werthe bezeichnen und Jf den Modul der gewohnlichen Logarithmen. 


XI. Fir eine Ephemeride. 


} 
ene es T) = E— esinE. 


ar 


Heliocentrische Coordinaten (Componenten von 9): 


% = — ¢a, + a,cosE + b,sinH 
y = — ea, + a,coskK + by, sinE 
@ = — ea, + a,cosH + b,sinE. 


Diese Gleichungen werden vollstindig controlirt durch die Uebereinstimmung der 
berechneten und beobachteten Positionen und die folgenden Relationen zwischen den 
Constanten: 


Ax bz + dyby + a,b, = 0, a+aftad= a’, bz + bf + 02 = (1 — e&) a. 


XII. 


Ist eine genaherte Bahn im Voraus bekannt, so kann man sie zur Verbesserung 
der Fundamentalgleichung benutzen. Die folgende Methode diirfte dabei die einfachste 
sein. Man suche die excentrischen Anomalien F,, E,, H; und die heliocentrischen Ent- 
fernungen 7, 72, 13, welche zu der genaherten Bahn gehéren, fiir die Zeiten der Beob- 
achtung, corrigirt fiir Aberration. 

Dann berechne man B, und B;, wie in L gezeigt, unter Anwendung der corri- 
girten Zeiten. 

Hierauf bestimme man A, und A; durch die Gleichung: 


4; (1 + 21) As (1 + 7) 

1 az): 3 

sin (BE, — E,) — esinE,; + esinE,  sin(H, — E,) — esin E, + e sink,’ 
in Verbindung mit der Gleichung A, + A, — 1. 

Dann bestimme man By so, dass: 

B, B, 
A, 7 5 rr + As Ay 
4 sin 1/, (Hy — Ey) sin1/y (HB, — Ey) sin1/, (B; — Ey) 
jedem der beiden Glieder der letzten Gleichung gleich wird. 

Ks ist nicht néthig, dass die Zeiten, fiir welche E,, Ey, E3, 11, 12, 73 berechnet 
sind, genau mit den fiir Aberration corrigirten Beobachtungszeiten itibereinstimmen. 
Seien die ersteren durch ¢}, t',, t,, die letzteren durch ¢t}, t5, ¢; reprasentirt und sei: 

A log t, = log (ts — t3) — log (t — ty) - 

A logt, = log (t, — t}) — log (t, — 14). 
Dann findet man B,, B;, A,, A;, Bz wie oben, indem man ¢t}, ¢), t, gebraucht und 
A logt,, Alogt,, um ihre Werthe wie in VIII. zu corrigiren. 


| 


Zur Illustration seiner Methode hat Gibbs selbst als Beispiel den Planeten Ceres 
gewahlt (vergl. auch die Vorbemerkungen zur vorliegenden 3. Ausgabe, 8. XXVI, An- 
merkung 1), welcher eine grosse heliocentrische Bewegung besitzt und von Gauss 
sowohl wie von Oppolzer vordem nach anderen, von einander verschiedenen Principien, 
weniger giliicklich spater von Harzer mit einer practisch minderwertigen Methode 


behandelt worden ist. (Man vergleiche die Vorbemerkungen zur 3. Ausgabe des vor- 
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Numerisches Beispiel: Die Ceres. 


liegenden Werkes, 8. XXII, XXIII und XXV bis XXVII.) 


Die folgenden Daten sind der Theoria motus §.159 entnommen: 


Zeiten, 1805, September 


5,513.36 


139,427 11 


265,398 13 


Langen der Ceres 
Breiten der Ceres 
Langen der Erde. .-... 
Logarithmen der Entfernung 


yon der Sonne’. . - 4. . 


Die Positionen der Ceres sind dabei von der Einwirkung der Parallaxe und Aber- 


ration befreit. 


wt ie) ok ete 


—0° 59! 34,06 


95° 32! 18,56 


342° 54! 56,00 


0,003 1514 


di 


99° 49! 5,87 
+7° 16! 36,80 
117° 12! 43,95 


9,992.986 1 


118° 5! 28,85 
47° 38! 49/,39 
241° 58! 50,71 


0,005 697 4 


Man erhalt zunichst aus den gegebenen Zeiten die folgenden Werthe: 


Controle: 


Zahlen Logarithmen 
DtaeeUTRNUG Hts eco e 133,91375 2,126 825 2 
FE Sh a ae Os le, 125,97102 2,1002706 
tO Sy as coe shes 259,884.77 2,414 7809 
Aves tl Sale eae 04847187 9,685 4897 
ALE We ere aee neers 0,515 281 2 9,7120443 
A IO es 0,335 8520 
Tiina ee ee te 0,362 4066 
Bak 2 eee 9,6692113 
BAS do) Sates 0,3183722 
YS ameter 3 Ree aes 9,5623916 
A,B, + B, + A; By; = 2,495 908 6 
1/4, Ts; = 2,495 908 1. 


~~ 


ie 
Aus den gegebenen Positionen folgt: 
log? Xa. 9,983 5515 + | log X, 9,653 1725 — | log X,... || 9,6775810 | — 
log ¥,... || 9,4711748 | — | log Y, 9,9420444 | + | log Y,... || 99515847 | — 
een. 0 Perth e . 0 a ee 0 
log & 89845270 | — | logs, 9,2989738 | — | logé, 9,6690294 | — 
log m 9,9979027 | + | log ng 9,9900800 | + | log ng 9,9416855 | + 
log ¢, 82387150 |-— |logt, ... || 91026549 | + | toge, .-. . | 9,1940813 | + 
Clg.) . | 03874081 | — |6,.%, . 0,9314223 | + | G,.3,.. . | 05599304 | — 
Peer 55): 0,8645336 | + |p2..... 0,100 6681 bet So ee 0,7130624 | + 
Th. 


Die vorstehenden Rechnungen liefern die numerischen Werthe fiir die Gleichungen 
(U11,), (11’), (II,), (1), (IT1,), (1), die anbei folgen. Die Klammern bedeuten, dass 
an Stelle der Zahlen ihre Logarithmen gesetzt sind. 

Jetzt haben wir fiir die heliocentrischen Entfernungen 7,, r,, 7; Werthe anzu- 
nehmen. Als naturgemisse Annahme bietet sich hier die mittlere Proportionale 
zwischen den mittleren Entfernungen von Mars und Jupiter zur Sonne dar. Um 
jedoch die Convergenz der Rechnungen zu priifen, wenn die Annahmen nicht gliicklich 
gewahlt sind, soll die viel weniger wahrscheinliche Annahme gemacht werden — die 
sich in der That viel weiter von der Wahrheit entfernt —, dass die heliocentrischen 
Entfernungen das arithmetische Mittel zwischen den Entfernungen von Mars und 
Jupiter zur Sonne sind. Das ergiebt 0,526 fiir den Logarithmus jeder der drei Ent- 
fernungen 7;, 7,, 7;. Aus diesen angenommenen Werthen berechnet man die ersten 
Zahlencolumnen in den drei folgenden Tabellen: 


d, = 0; — 0,3874081 0, = — [8,6700167] (gq, — 9,5901555) (1 + R,) 
r2? = g? + 0,8645336 fp, = [9,6833924] (q, + 0,0900552) (1 + R,)}- - (IIL) 
R, = [9,6692113] r-? = yy, = — [7,9242047] (g, + 0,8874081) (1 + R) 
__o@ = — 0,046775 — [8,67002] R, — P'oy 

= eee Ba oe, 0489883. 1968939) 8, = PB, ) os (III) 

sia tt y! = — 0,008399 — [7,92420] Rk, — P’y, 
ee — 0,667 31 — 0,045 58 — 0,0010434 | -+-0,0000006 
ee se, oe -b 3,22606 2,558 75 2,513.17 2,5142134 2,5142140 
Git @o ae + 0,526 00 0,434960 0,4280791 0,428 2376 0,428 2377 
MOQUE ccm 2s Ie 8,091 21 8,364 331 8,3849740 8,3844985 
ONS eZ) | 0,005 33 0,009 934 0,0104122 0,0104010 
OGLE aes oa + 8,019 67 8,369 626 8,395 7468 8,395 1457 
es. + 0,301.36 0,336506 0,339 0605 0,3390018 
> oe - 1,61938 1,307 304 1,286 223 1,286 7056 
2, ole oe — 0,030 72 0,025 316 0,0249518 0,0249601 
OU oa —_ 0,050 505 0,056 348 8 
RUM el 3. a 0,47139 0,462 0942 
VM! Se — 0,008 18 0,007 982 1 
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do = Oo + 0,9314223 O%. —= + [9,2282738] (g. + 1,7286820) (1 — R,) 
rf = gs + 0,1006681 B, = — [9,9900800] (¢. — 0,0361309) (1 — R,) }- - (IIL) 
R, = [0,8183722) *5° Yo —= — [9,1026549] (q, — 0,9314223) 1 — R,) 
oS 0,169151 — [9,22827] R, + P" a, | 
ee De Rod 6 = — 0,977417\+ [9,99008] R, + Pp, |. .-- Qin) 
ato) y" = — 0,126664 + [9,10265] R, + P’ y, | 
4% —0,77826 | +0,005042 + 0,0013222 | + 0,0000021 
Oper ae ey erualde oak oor + 3,342 35 2,564.09 2,569 132 2,570 454.2 2,570 4563 
Logie: hiceugeres + | 0,52600 0412233 0,4130738 0,4132934 0,413 2937 
UP ITRE Os a 3 of Sec + 8,740 37 9,081 673 9,079 1524 9,078 4920 
log(l1 — Ry). . . + 9,975.43 9,944 142 9,944.486 6 9,9445766 
UDG MELE 5 OF wy see 6 + 8,71411 9,199 120 9,195 4270 9,1944598 
TPO Ay ctiesiots abtluea) git + 0,81059 0,638 489 0,639 7466 0,6400760 
Bsus \evint teamed es Peps = 8,053 79 2,172 660 2,1787230 2,1803116 
Aleh sirotadee ata eee — | 0,28858 0,181 843 0,1825846 0,1827338 
Rena eee sat + | 0.20182 0,249 1854 
BOs, 28. tye ==, J soe ay 1,201 8221 
Lea Seger aa ech ie — 0,1546 4 0,140 094.4 
G3; = 03 — 0,5599304 o, == — [93810737] (gs + 1,5798163) (1 + R;) 
r? = gq? + 0,7130624 B, = — [9,6537308] (¢; — 0,4630521) (1 + R,) }- - CI) 
R, = [9,5623916] ry ys = —«[8,8361256] (gs + 0,5599304) (1 + Ry) 
ol” = — 0,240477 — [9,38107] Ry — P' og 
pl! = ae A” — + 0450537 + [965373] R, — P”B, |.» - (I") 
ea yl" — + 0,068569 + [883613] R; — P”’ ys] 0 
A vide? ie eee —0,80780. | —0,04055 | +.0,0025316 | +0,0000031 
PRIN O  FNe ap: 3,249 45 2,441 65 2,401 10 2,403 6316 2,403 6347 
LOGI aurma Sm rn + 0,526 00 0,412 217 0,405 7319 0,406 139 4 0,406 1399 
Kehr 3 ao fo ve =| 7,98439 8,825 742 8,345 1948 8,343 9733 
tog (=e B,) oe 0007 0,009099 0,0095108 0,009 4843 
LOG em fare te) nee -|- 7,917 15 8,357 016 8,381 7516 8,380 1993 
unas Gio ah —= 1,17253 0,987 590 0,9785152 0,9790776 
Pisces Os ch CeO OetS -+- 1,267 49 0,910305 0,892 4956 0,893 6069 
J PERE ERY et» + | 0,26873 0,210171 0,207 5292 0,207 6940 
(Mes SONAL of Gibones — 0,228 47 0,222 2335 
IBLE Nee os (a Leeroy eed + 0,444.41 0,4890163 
MM erate a Ope, Mar aa 0,066.90 70,065 088 8 
TNS 
Die Werthe von a’, B’ etc. liefern die Grundlage fiir die Berechnung folgender 

Gréssen: 

a, = — 0,01254 a = — 0,08517 a3 = — 0,07232 

b, = + 0,017 26 by == — 0,005 25 b; == — 0,00845 

¢, = — 0,15746 C, == — 0,085 26 ¢; = — 0,04050. 
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Fir G ergeben sich drei auffallend iibereinstimmende Werthe. Nehmen wir ihr 
Mittel, so wird: 

7% G = 0,01006. 
So erhalten wir: 

H. = — 0,00998 L = 0,028 22. 

(Von der Berechnung von H und ZL hatte man dabei ganz absehen kénnen, wenn man 
ihre kleinen Werthe hatte voraussehen kénnen. In der That ergiebt sich, dass die Glieder, 
welche LZ enthalten, die Convergenz kaum verbessern, da sie kleiner als die vernachliassigten 
Gréssen sind. Nichtsdestoweniger illustrirt der Gebrauch dieser Glieder in unserem Bei- 
' spiel einen Process, dessen Anwendung sich in anderen Fallen als vortheilhaft erweist.) 


V. 


Entnehmen wir die Werthe von &,, % ... den Columnen unter (III,), (II), (IU), 
so folgen die Reste: 


a = — 0,06058 B = — 0,16692 y = — 0,05557, 
aus denen sich mittelst der zuletzt berechneten Zahlen die Werthe ergeben: 
C, = — 0,658 88 C, = — 0,76983 C¢, = — 0,799 39 


die als Correctionen fiir die Werthe von q,, qd, 3 verwendet werden kénnen. Um 
fiir diese Correctionen genauere Werthe zu erhalten, setzen wir: 
4 dg = Cy — ®/y L(4q2)2 oder 4q, = — 0,76983 — 0,01393 (4 q,)?, 
was: 
A qd, = — 0,77826 
ergiebt. Die quadratischen Glieder vermindern den Werth von 4q, um 0,00843. 
Durch Subtraction der gleichen Grésse von C, und C, folgt: 


Aq, = — 0,66731, Aq; — — 0,80780. 


Wit 
Indem man diese Correctionen an die Werthe von q, q:, 93 anbringt, erhalt man 
die zweiten Zahlencolumnen unter den Gleichungen (III,), (I1,), (III;). Auf die Rech- 
nung mittelst der Gleichungen (II1’) etc. gehen wir nicht ein, sondern begniigen uns 
mit den letzten Werthen von a, b, etc, G und ZL, die mit den neuen Resten: 


«o = — 0,012595 B = 0,044949 y = 0,003012 
die Werthe: at ; 
C, = — 0,04567 C, = 0,004952 C; = — 0,04064 
Aq, = C, — L (Da, + 3/5 C,) Aq, = 0,004952 — 0,023 22 (— 0,778 26 + 0,00247) 4 q, 


ergeben. 


Daraus folgt: A qo = 0,005 042. 


Da das Glied, welches Z enthialt, den Werth von 4q, um 0,00009 vergréssert hat, so 
addiren wir diese Grésse zu C, und C3; und erhalten so: 
4 gq, = — 0,04558 A q3 == — 0,04055. 
Mittelst dieser Correctionen berechnet man die dritten Zahlencolumnen unter den 
Gleichungen (III,) ete. Dabei berechnet man die Gréssen a etc. von Neuem, und wiederholt 
mit ibnen dann die hauptsichlichsten Rechnungen von IV., wodurch sich die neuen Werthe: 


a = — 0,0167215 Gi, == — 0,0335815 az = — 0,0743299 
b, = + 0,0149145 by = — 0,005 4413 bs == — 0,009 8825 
¢; = — 0,1576886 C, == — 0,077 9570 c; == — 0,0474318 
G= 0,0090929. 
ergeben. 
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Die Gréssen H und ZL kénnen wir ohne Bedenken in diesem Stadium der An- 
niherung vernachlassigen. 
Mit letzteren Werthen ergeben die neuen Reste: 
a = + 0,0002919 B = — 0,0000044 y = + 0,0000288 
die Werthe: 
Aq, = C, = + 0,0010434 4g = CG = + 0,001 3222 
4q, = C; = + 0,0025316. 
Diese Correctionen liefern die Grundlage fiir die vierten Zahlencolonnen unter den 
Gleichungen (III,) ete. Als Reste folgen: 
a = 0,0000002 B = + 0,0000009 y = + 0,0000001 
und als neue Correctionen: 
Aq, = + 0,0000006 4q, = + 0,0000021 4q; = + 0,000008 1. 
Die corrigitten Werthe von 4), q2, q3 ergaben: 
logr, = 0,4282377 log’, == 0,413 2937 logr; = 0,4061399. 
Wir haben die Anniherung weiter, als fiir die folgende Correction ndéthig ist, 
getrieben, um genau zu sehen, zu welchen Resultaten die uncorrigirte Formel fiihrt und 
um der Controle willen, welche durch die vierten Reste geboten wird. 


Vil. 


Die Rechnungen zur Priifung der uncorrigirten Formel (erste Hypothese) sind 
folgende: 


Zahl oder Bogen Logarithmus 
pe eR ACR ate 04282377 
Wh ec rah eM Dis Sieg cateane a eee 0,418 293 7 
TWEE Hem Oka cath th he 0,406 1399 
Al) BAT go 2cgatcalae ais + 0,011 74865 8,069 987 9 
Bop he od eee ai 0,119 809 44 9,0784911 
Ag Bare. eh Sees ab 0,011 37670 8,0560162 
IN ORat Sates eee -+- 0,14293479 9,1551380 
Sirbled Sita bode eek aie as + 1,330847 6 0,1241283 
So's vo zee daisy ce tneciare + 2,279 6616 0,357 8704. 
Gaia aes Sahin hateee acai bh 1,341 7404. 0,127 6685 
AES Us eee ee ae 2,476 1248 0,3937725 
ge eas a ee ae 1,145 2772 0,0589106 
Set RANE ee eae oe 0,196.4632 9,293281 2 
gis -9s ae 1,184 3844 0,054.7602 
TR >) sess RSs eae coerce + 9,5065898 
YN oot hes, atcay Parnes fe 0,439 173 2 
fgg (peta ay cake ate Bie 15° 48! 10,82 94518296 
0/5 Oy —= Us) en ee + 15° 39! 36,38 9,447 679 2 
pV, (0g == Oh) Mew alee’ ele 31° 27! 47",20 9,786 6915 
esin Vy (vg + 0)... — 8,709 9387 
ercose/a\@s =n ee ft 8,787 2701 
UGE /s (ig 13) hee — — 89° 55! 32! 81 9,9226686 
MEE eRe ENN ae bat fe 8,9025438 
eRe eee eee ts ct 9,965 2259 
Ait ee ee ee ae ok 0,441 9546 


Slalioa iad 


— 


= 
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Zahl oder Bogen Logarithmus 
9) Qc) ERLE eran es — — 35° 41! 39',75 9,856 380 9 
PO Usman C's, catia tals = —19° 53! 28/793 9,558 498 1 
LOMO Tere colt «0 Vomfok Pair ts = — 4° 13! 52!,55 8,869 1380 
POM elite |e) ake Fons) feat _ — 33° 33! 0!,17 9,8216068 
(0) 3d Shy See er ce a = —18° 28’ 6,35 9,523 7240 
Pe ces a — 3° 54! 24/91 8,8343639 
SO J thy 5 en top cde Samer eras —_— —67° 6! 0,34 9,964 347 3 
BHD. ss “a Oh De ORO OEE — — 36° 56! 12/70 9,778 827 2 
SERIES os See OCS eat aes — — 7° 48! 48/49 9,133 373 4 
COB SINS. Vj dota ay he = 0,338 706 1 9,529 8230 
CUEISSILIIE, aid Hence eer _ 0,2209545 9,344 3029 
OUT IOS oe “te oe eee _ 0,049 986 1 8,698 849 1 
CN Lp Ne ame + 24226307 0,384 287 2 
GAM <= II) Se aos + 2,339.1145 0,3690515 
Ca COG, fen fia oe tale Ged “aji ey + 2,304879 1 0,362 648 2 
Glatt bo Ste oe ROTO + 2,168 1461 0,336 0885 
Vill. 


Die Logarithmen der berechneten Werthe der Zeitintervalle iibersteigen die fiir 
dieselben gegebenen Werthe um 0,0002416 beim ersten Intervall (7,) und um 0,0002365 
beim zweiten Intervall (z,). Daher setzen wir, indem die Correction fiir Aberration in 
unseren Daten enthalten ist, als Correction der Formel (bei der zweiten Hypothese): 


A log t% = — 0,0002365 4 log t; = — 0,000 2416; 
das ergiebt: 
A log Ay = 0,0000026 A log Az = — 0,0000025 
A log B, = — 0,0004872 A log By = — 0,000 478 2 
A log Bz, = — 0,0004665. 
Die neuen Werthe der Logarithmen von A, und A; sind: 
log A, = 9,685 4923 log Az = 9,7120418. 


Indem man diese Correctionen an die Gleichungen (III,), (III,), (III;) anbringt, 


ergiebt sich: 


4 oseiszs6 = [8,6700193] (q, — 9,5901555) (1 + R,) 


T taeearoat ip 2 Bt == + [6833950] (a, + 0,0900552) (1+ Ri) 4+ » (ML) 
= (9, Irv, = — [7,9242073] (q, + 0,3874081) (1+ RY] corrigirt. 
4) Gy. Og oe ace -- 0,000 2887 — 0,000 0217 
2 9 60th an 2,5142140 2,5145027 2,5144810 
NOG} Te 0. rr + 0,428 237 7 0,428 2816 0,428 278 2 
WIG Ji) VO <n + 8,383 8110 8,383 879 3 8,383 889 4 
PIR.) *, ce 2 2s 4+ | 0,0103847 0,010 3863 0,010 3865 
mars 5! «3 Smack ews =f 0,338 9910 0,338 9784 0,338 979 6 
Sy 3 a mr + 1,286 6654 1,2868124 1,286 802 4 
iii, 6 <5) GO — 0,024.959 3 0,024.961 9 0,024.961 7 
i) 3)" SC 0,1241571 


= + [9,228273 Ihe as, 
Be ioocas, 2 122282738) (a, + 1,7286820) (1— 2) 
ee | 2 — — 199900800] (a, — 0,0361809) (1 — A) >. - - - (Ms) 
ree Yo = — [9,1026549] (gq. — 0,9314223) (1 _p,)| corrigirt. 
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AMO ape Ona fe Hert: od — 0,0000955 -++ 0,0000187 
UA a eo elo aa sano Ze + 2,5704563 2,570 3608 2,5703795 
LOGS: nce ene ee ts - 0,413 2937 0,413 2778 0,413 2809 
URES. orto ch ole os + 9,078 0129 9,078 0605 9,07805138 
log ( — Rhye ees ects + 9,9446418 9,944.635 3 9,9446365 
Ret ra Lote 6" Dty en +. 0,640 1725 0,640 1487 0,640153 2 
Bi soko — 2,180641 2 2,1805261 2,180 548 2 
oa evs pa om ens — 0,1827615 0,182 7481 0,182 7507 
HOG, 0a ose! Gwe 18 0,357 917 4 


r2 = qe + 0,7180624 
R; = [9,5619251] ry* 


o, —= — [9,3810712] (q, + 1,5798163) (1 + Rs) 
B; = + [9,6537283] (q, — 0,4630521) (1+ Rs) }- + - - (Illy) 
Ys = + [8,8361231] (gq, + 0,5599304) (1+ R,)} corrigirt. 


Bde 22 PR + 0,0003302 + 0,0000424 
Bg ee sent csi sans Sa 2,403 6347 2,403 964.9 2,404.007 3 
LOG Te Un eee eee + 0,406 1399 0,406 1929 0,4061998 
LOGuE Pe tasee eae Meee + 8,343 5055 8,343 3463 8,343 3257 
(OGG ele) ne aa ene a 0,009 474.2 0,009 4708 0,009 4704 
On Ye chitet ce tie, Kone CENT OP = 0,9790500 0,979 1236 0,979 1329 
Eee tie O, cee Came ao 0,893 582 4 0,893 727 7 0,893 746 1 
Bidet Ua ce a ca atee i ae 0,207 6882 0,207 7097 0,2077124 
LOGISae has) Rokeone sete rtearers a 0,127 7120 


Mit diesen corrigirten Gleichungen ergeben unsere letzten Werthe von 4), 4, 4 


die Reste: 
« = 0,0001135 B = — 0,0003934 
diese liefern die Correctionen: ; 
4q, = 0,000 2887 Aq = — 0,0000955 
Die niachsten Reste sind: 
a = 0,0000035 B = 0,0000140 
und sie ergeben die Correctionen: 
4q, = — 0,0000217 A qo = 90,000 0187 
Die nichsten Reste sind: 
«% = — 0,0000001 B = 0,0000008 


die als verschwindend klein betrachtet werden kénnen. 


7 = — 0,0000326; 
A q3 = 0,0003302. 
y = — 0,0000003 


Aq; — 0,0000424. 


y = 0,0000000, 


Es bleibt nur noch die Bestimmung der Ellipse iibrig, welche durch die Punkte 
geht, auf die sich die Zahlen in den letzten Columnen unter den corrigirten Gleichungen 


(III,), (I,), (I;) beziehen, sowie die Bestimmung der Zeit des Periheldurchganges. 


Die Rechnungen sind folgende: 


¢ ‘ i J 1 
Rane Pat cs 8" 
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z Zahl oder Bogen Logarithmus 
oy SERA = 1,3181125 0,1199525 
Pa aes a = 0,3930568 9,594.4547 
(Up re ae 0,2326741 9,366 748 1 
oS oe 1,9460513 0,289 15438 
ES ea ae +. 1,3950100 0,144.57 2 
cy fg) BOR re + 1,3309358 
ORE A sy as ae 1,341 8749 
mesa ate 5. sd ao 22799084 0,357 9174 
oa a a + 2,476 3596 0,393 8137 
3 — 8S,’ : + 1,1454238 0,0589662 
ah. (ae + 1,1344847 0,054:7986 
Sh ck 2 Aer ear bk 2,033 9104. 0,3083318 
Sh a eae Sa 0,7029746 9,846 9397 
Sh SS ool, Gas eowpaen + 0,638 900 4 9,805 483 2 
Be Sep ee as + 0,6920355 9,840 1284 
Set aae ests. Boe, ees 0,029 2373 8,465 937 3 
CICS aU Rare ee ee tae 7,750 1025 
Sy cSasytne cum oe — | \  0,003600696: -- 7,556 3864 
Sy SOS oo elec 5 Ste 0,012 265017 8,088 668 2 
eee She ese oe 0,001 027 926 7,0119616 
Ci SRG Lae ee ea — 1,3145118 0,1187645 
| 9k Sra Eb tye pee 0,405 32138 9,607 799 4 
Ve eee ae 0,231 646 2 9,364. 825 2 
Seay, kh ais os : ae 1,9458866 0,289 1176 
IP. me LOO ie mec + 9,013 2057 
RA es a ee + --- 95066028 
JS a SEEN 1s ok 0,14278017 9,1546679 
Wms lia) a Sc caste « + 2,751 7987 0,439 6167 
Pea @g = Ai)ew ss soe + 15°28! °'7"",67 9,451 8042 
BG sy —00,) coe os | +. 15° 39! 31,14 9,447 6366 
WR Ges Oy) ee oS OE 31° 27! 38",81 9,786 6517 
e sin /, (vg + 04)... == 8,709 9782 - 
ecos'/,(v, +m)... 4 ! 8,795 1055 
De GPa scl- Gy) fan sie — 39° 25! 12/',94 9,9148727 
a. 3 eae ae 0,080761 04 - 89072019 
ee. | «| 88 26! 25",87 9,8523140 
i et eae — | —19° 38 18,20 9,5524725 
tg, 0, ‘ — | — 8° 58! 47',06 8,84243138 
ee erebhitas bs) craic cals . | + 9,9648493 
Gh <b uate 3 +. 0,442.4586 
| LC Geen alee aan + 0,441 0376 
PM nt soe = 0,8139130 9,9105780 
5D ee ee + 0,556415 2 9,745 3990 
Sino coe ee 0,1671768 9,2231760 
EY ct sp c-Fes — 0,551 7065 9,741 7081 
ois) SO Nee acre — 0,830 4016 9,9192881 
PEPER eR ack fe, ls + 0,077 80215 8,8909916 
10, oleae see. Sea aa — 0,3530366 
Leap, taeiltaedn 8%: ale 0,187 857 6 
eae lees tea ee 9,665 634.6 
jy OA ead ape ec ene eee |e 0,1827457 
oo 4 pee — 0,360 3257 
AN ae eed ae + 9,332029 2 


Pie 


4 1) Gy. Gy = ty + By Bo + 4 7e 


LAG ee 3 ue 


Zahl oder Bogen -Logarithmus 
peo 6.3 Woo. 3 US Oh e — — 33° 16’ 50,08 9,817 1633 
tps ee eee _ — 18° 12’ 58”,10 9,5173218 
Wil ee IRE 1S et Sols wont — — 38°. 40! 16,33 8,807 2806 
eueneyooipalinws Gos ap _ 19,856 71 1,297 907 4 
[WOM SOS OTR Seopa 6 — 12,852 91 1,1090014 7 
fe WHOS DISS 3 3 eae — 2,76589 0,441 8347 / 
[ee Te SO na, eee 311,31839 2,493 2048 
et RETR) U4 oo a ether ac — 170,400 27 22314705 
eel Tyo eo oh 8 — 34,341 74 1,535 8223 
Tay Merten Meee sec aa + 296,975 04 
dO} arene ott Sas aad Pe. «s — 296,974.47 
EGY att space ees -b 296,973 98 
DS Rasa carl eee + 296,974 50 
GE 


Das ergiebt folgende Gleichungen fiir eine Ephemeride: 


T == 18065 Juni, 23,97450, Paris M2. 
[2,8863186] (¢ — T) = Ein secunaen — [4,2216270] sin FE. 


Heliocentrische Coordinaten in Bezug auf die Ekliptik. 


x = + 0,1820700 — [0,3530366] cos H — [0,1827457] sin E 
y = — 0,1244685 + [0,1878576] cos HE — [0,3603257] sin E 
2 = — 0,0373970 + [9,6656346] cos H + [9,3320292] sin E. 

Die Unterschiede der Werthe von 7'q, T, Ty) von ihrem Mittelwerthe 7 geben 
die Fehlerreste dieser Hypothese an. Dieselben zeigen Unterschiede in den berechneten 
und beobachteten geocentrischen Positionen, welche durch die geocentrischen Winkel 
reprisentirt sind, die den Wegstrecken gegeniiber liegen, welche vom Planeten in 
folgenden Tagesbruchtheilen beschrieben werden: 0,00054, 0,00003, 0,00052. Da die 
heliocentrische Bewegung des Planeten circa 1/,° pro Tag betrigt und er zur Zeit der 
ersten und dritten Beobachtung bedeutend weiter von der Erde als von der Sonne ent- 
fernt ist, so werden die Fehler weniger als eine halbe Bogensecunde betragen. 

Wenn wir eine Genauigkeit, wie sie durch siebenstellige Logarithmen erreicht 
wird, anstreben, kénnen wir eine dritte Hypothese bilden, die auf folgenden Correctionen 
beruht: 


Alogt, = i Og ae Oa 0,000001 7, 
tz — ty 

A log t, = mos © — — 0,0000018. 
BY ages 04 


Die Gleichungen fiir eine Ephemeride werden dann: 
T = 1806, Juni, 23,96378, Paris M. Zt. 
[2,8863140] (¢ — T) == Fin secunaen — [4,2216530] sin E. 


Heliocentrische Coordinaten beziiglich der Ekliptik. 


2 = + 0,1820765 — [0,3530261] cos H — [0,1827783] sin B , | 
y = — 0,1244853 + [0,1878904] cos E — [0,3603153] sin E 
z = — 0,0373987 + [9,6656285] cos E + [9,3320758] sin B. . 
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Die Uebereinstimmung der berechneten geocentrischen Positionen mit den Daten 
zeigt folgende Tabelle an: 


Zeiten, 1805, September 5,513 36 139,427 11 265,398 13 


Zweite Hypothese: 


LER 95° 32! 18”,88 99° 49 5/87 | 118° 5 28.52 
ORG the 0,32 0,00 — 0,33 
Peotone. sss ee —0° 59’ 34,01 7° 16" 36”,82 7° 38! 49",34 


INS aI Ie 6 $B: cee re 0,05 0!’,02 — 0",05 


Dritte Hypothese: 


MEAN wane mesa sicngrers is! Lefecal oy ie 95° 32! 18/65 DOA O ea Oo TSS eo8'779 
TERUG: 822 oie, irae ne 0,09 — 0,05 — 0,06 
IS DOLLOT Males Oee) ehns i ths —0° 59’ 34/04 7° 16! 36,78 OO Bie AIC sts) 
NE AED cir te gaa 0,02 — 0,02 —0"01 


Das directe Resultat von jeder Hypothese giebt drei Positionen des Planeten, aus 
denen zusammen mit den Zwischenzeiten die Bahn auf verschiedene Weise berechnet 
werden kann, wobei man insofern verschiedene Resultate erhalt, als die gegebenen 
Positionen von der Wirklichkeit in Folge der Unsicherheit der Hypothesen abweichen. 
Daher zeigt sich in mancher Beziechung die Richtigkeit einer Hypothese am _ besten 
durch die Werthe der geocentrischen oder heliocentrischen Entfernungen, die aus ihr 
direct abgeleitet sind. In beifolgender Tafel sind die Logarithmen der heliocentrischen 
Entfernungen zusammengestellt und die von Gauss und Oppolzer nach ihren Methoden 
fiir dasselbe Beispiel gefundenen Werthe zum Vergleich beigefiigt. Es mag noch her- 
vorgehoben werden, dass die durch die zweite Hypothese gegebenen Positionen im 
Wesentlichen schon correct sind und dass, wenn die Bahn aus der ersten und dritten 
Position mit den Zwischenzeiten berechnet worden wire, nur wenig zu wiinschen tibrig | 
geblieben ware: — 


logr, log re log r' 
- Gibbs: 
Erste Hypothese .... 0,428 237 7 0,413 2937 0,406 139 9 
Zweite ; RN os 0,428 278 2 0,413 2809 0,406 1998 
Dritte _ cd awaae 0,428 2786 0,413 2808 0,406 2003 
Gauss: 
Erste Hypothese .... 0,4382393 4 0,411 4726 0,409471 2 
Zweite i atee By ic 0,429 1773 0,412 937 1 0,407 1975 
Dritte . ea 0,428 4841 0,413 2107 0,406 469 7 
Vierte £4 fee ae 0,428 279 2 0,418 2817 0,406 203 3 
Oppolzer: 
Erste Hypothese ... . 0,428 1340 0,413 3300 0,406 1699 
Zweite ; See 0,4282794 0,413 2801 0,406 1976 
Dritte 7 a ee ee 0,428 2787 0,406 2009 


Beziiglich der drei verschiedenen Methoden mag noch bemerkt werden, dass die 
Bestimmung der Positionen bei einer Hypothese nach Gauss’ Methode die successiven 
Correctionen einer einzigen unabhingigen Variabeln, die entsprechende Bestimmung 
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bei Oppolzer’s Methode die successiven Correctionen yon zwei independenten Variablen 
verlangt, wihrend dieselbe Bestimmung nach Gibbs’ Methode die successiven Correctionen 
von drei unabhingigen Variablen erfordert. — 


Aweiundachtzigste Vorlesung. 


Die Leuschner’schen Methoden. 


Laplace hat bereits in der Mécanique Céleste, T. I., premiere partie livre II, 
chap. IV, eine Methode der Bahnbestimmung angegeben, welche vom theoretischen Stand- 
punkte die idealste Loésung des Problems enthalt. Das Grundprincip dieser Methode ist, 
dass zunachst aus den gegebenen Beobachtungen zur Zeit einer innerhalb der Beobachtungs- 
zeiten gewahlten Epoche ft) die sphirischen Coordinaten “des Kérpers, dessen Bahn zu 
bestimmen ist, sowie deren Geschwindigkeiten und Beschleunigungen ermittelt werden, 
wobei diese Gréssen selbstverstandlich auf die Erde bezogen sind. Sodann wird die 
geocentrische Distanz und ibre Geschwindigkeit etc. aus den eben genannten Coordinaten, 
Geschwindigkeiten und Beschleunigungen, mit Heranziehung der bekannten Sonnen- 
coordinaten etc., aus den Bewegungsgleichungen abgeleitet. 

Die bisher gegen die praktische Bedeutung dieses Verfahrens erhobenen Kinwande 
werden, wie noch weiter unten klargestellt werden wird, durch die in dieser Vorlesung 
zur Darstellung kommenden Leuschner’schen Methoden, welche auf der Laplace’schen 
Methode zwar basiren, von deren Mingeln jedoch frei sind, vollstindig beseitigt 4). 

Das Laplace’sche Verfahren ist im neunzehnten Jahrhundert verschiedentlich be- 
arbeitet worden, aber lange nicht in so ausgiebigem Maasse wie die Gauss’sche Methode. 
Sonst waren die praktischen Vorziige desselben wohl langst erkannt worden. Unter den 
neueren Bearbeitungen sind die von Bruns?), von Poincaré) und,, wie. bereits in den 
»Vorbemerkungen zur dritten Ausgabe“ dieses Werkes erwihnt ist, von Harzer*) zu 
nennen. Die folgenden Bedenken gegen die praktische Verwendbarkeit der Harzer’- 
schen Methode gaben den ersten Anlass'zu den Arbeiten Leuschner’s auf diesem 
Gebiete: 

A. Es muss ein System von fiinf Gleichungen, vor und nachdem die Correctionen ° 
fiir Parallaxe und Aberration angebracht worden sind, fiir jede der beiden beobachteten 
Coordinaten gelést werden. Im Ganzen sind also im Allgemeinen mindestens vier der- 
artige Systeme zu lésen. Weitere Lisungen kénnen nothwendig werden, wenn die aus 
der Lésung der beiden ersten Systeme resultirenden geocentrischen Distanzen zur defini- 
tiven Bestimmung der genannten Correctionen nicht geniigend genau sind. 

B. Es fehlen etwaige Anweisungen zur Erleichterung der Lésung der Gleichung 
siebenten Grades, aus welcher die geocentrische Distanz zur Zeit der Epoche t ge- 
wonnen wird. Diese Gleichung muss mit viel Miihe mindestens zweimal durch Veuseze 
gelést werden. 

C. Nachdem die Unterschiede, Beobachtung minus Rechnung, fiir die fiinf gegebenen 
Beobachtungen auf Grund der letzten Anniherung der geocentrischen Distanzen bestimmt 


1) ,Short Methods of Determining Orbits“ by A. O. Leuschner; Publications of the Lick 
Observatory, Vol. VII. Bisher sind nur die Theile 1, 2, 3 dieses Bandes und zwar als Soper 
erschienen, wahrend die ibrigen Theile erst gedr nokt werden. 

2) A. N, 2824. 

*) Bulletin Astronomique, t. XXIII, p. 161. 

4) GAN, OTe 


— 449 — 


worden sind, miissen die Coéfficienten der sechs zu ermittelnden Aenderungen der recht- 
winkligen heliocentrischen Coordinaten und deren Geschwindigkeiten zur Zeit der Epoche 
fiir zehn Beobachtungsgleichungen berechnet werden. Die Gesammtzahl dieser Coéfficienten 
ist demnach sechzig. Will man aber nur dreien der gegebenen Beobachtungen Geniige 
leisten, so braucht man immerhin noch sechsunddreissig Coéfficienten. Obwohl erleich- 
ternde Winke zur Berechnung der sechs Unbekannten aus den zehn Gleichungen gegeben 
sind, so scheint der erforderliche Arbeitsaufwand nur dann gerechtfertigt zu sein, wenn 
die Bahnbestimmung auf Normalértern beruht. 

Diese praktischen Einwande hat Leuschner, wie folgt, bereits in seiner ersten 
Arbeit!) beseitigt: 

1. Durch Beschrankung der Anzahl der Beobachtungen auf drei, das Minimum, 
welches zur Bahnbestimmung nothwendig ist. Hierdurch wird eine bedeutende Ab- 
kiirzung der Rechnung erzielt, ohne dass man viel an Genauigkeit einbiisst. 

2. Durch Verminderung der bei der Lésung des Problems zu bestimmenden Funda- 
mentalgréssen von sechs auf vier. Diese Gréssen bestehen a) einerseits in den oben 
genannten Beobachtungsgréssen zur Zeit der Epoche, namlich den geocentrischen Coordi- 
naten, deren Geschwindigkeiten und Beschleunigungen, b) andererseits in den ent- 
sprechenden heliocentrischen rechtwinkligen Coordinaten und deren Geschwindigkeiten. 

3. Durch eine kurze Methode der Bestimmung einer ersten Anniherung der Funda- 
mentalgréssen a), wodurch die Lésung von Gleichungssystemen vermieden wird. 

4. Durch eime kurze Methode der Lésung der in B) genannten Gleichung 
siebenten Grades. 

5. Durch eine kurze Methode der Bestimmung der definitiven Werthe der Funda- 
mentalgréssen b), aus denen die Elemente abgeleitet werden. 

Die diesen Verbesserungen zu Grunde liegenden Principien werden im Laufe der 
Darstellung noch zum Vorschein kommen. 

Wenn nun trotzdem Bauschinger?), gestiitzt auf die von ihm angefiihrte La- 
grange’sche Kritik®) der Laplace’schen Methode — wonach diese letztere analytisch die 
einfachste Lésung des Problems sei, in der Anwendung aber keinen entsprechenden 
Nutzen gewihre, da es nicht gelinge, die Differentialquotienten der Coordinaten mit der 
nothigen Sicherheit zu bestimmen — behauptet, dass jede Anwendung von Bearbeitungen 
des Problems auf Grund der Laplace’schen Methode ,von der Mithseligkeit der Rechnung 
und von der geringen Sicherheit des Resultats den Beweis erbringt“, so muss darauf 
hingewiesen werden, dass diese Beurtheilung der beiden einzigen bisher ausfiihrlich ver- 
dffentlichten Beispiele*+) des Leuschner’schen Verfahrens durchaus unzutreffend ist. 
Hierbei mag noch erwahnt werden, dass Lagrange seine Kritik durchaus nicht erlautert 
hat, sondern nur als Ansicht in einem an Laplace gerichteten Briefe aus- 
spricht. — 

Was nun den Einfluss der aus drei Beobachtungen berechneten Differentialquotienten 
der Coordinaten auf die Genauigkeit der Bahnbestimmung anbetrifft, so zeigt Bruns 
und beweist Poincaré ausfiihrlich, dass die Genauigkeit der auf dem Laplace’schen 
Princip beruhenden Methoden um eine Gréssenorduung héher ist, als die Genauigkeit 
der Gauss’schen Methode, wenn die Epoche mit dem Mittel der Beobachtungszeiten 
zusammenfallend gewahlt wird; und dass die Genauigkeit der Methoden die gleiche 
ist, wenn man das Datum der mittleren Beobachtung als Epoche wihlt. 


*) Publications of the Lick Observatory, Vol. VII, part. 1. 

*) Die Bahnbestimmung der Himmelskérper, Leipzig 1906. cfr. 8. 393. 
*) Oeuvres, Vol. XIV, p. 108. ; 

*) Publications of the Lick Observatory, Vol. VI, parts 2 and 3. 


Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 57 
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Nun hat zwar die Leuschner’sche Methode fiir den Kometen a 1904, dessen 
Bahn sich spiter als parabolisch herausstellte, aus kurzen Zwischenzeiten elliptische 
Elemente ergeben!), aber der Grund dieses scheinbaren Fehlschlages bestand nicht in 
der Ungenauigkeit der Differentialquotienten der Coordinaten, sondern darin, dass gemiiss 
der urspriinglichen Fassung der Leuschner’schen Methoden die Lésung eine allgemeine 
war, und dass die Bahn in dem gegebenen Falle mittelst irgend welcher allgemeiner 
Methoden iiberhaupt unbestimmbar war’). Es ist naturgemiss auch nicht zulissig, 
Resultate, die sich einerseits ohne und andererseits mit Voraussetzung iiber die Excen- 
tricitiit ergeben, mit einander zu vergleichen und danach die Methoden zu beurtheilen. 
Vergleichbar sind nur entsprechende Methoden, also entweder nur parabolische oder 
nur allgemeine ete. 

Bedeutete nun das Verfahren Leuschner’s schon in seiner urspriinglichen 
Fassung, wie auch Poincaré?) bestatigt, einen bedeutenden Fortschritt in der Bahn- 
bestimmung, so lassen seine neuesten Verbesserungen und die Formulirung‘), welche 
hier zur Darstellung kommt, wohl kaum etwas zu wiinschen iibrig ®). 


Die hauptsichlichsten dieser Verbesserungen sind: 


1. Die Bahn kann mit oder ohne Voraussetzung tiber die Excentricitat berechnet werden. 

2. Der Einfluss der Aberration und der Parallaxe kann vollstindig in der ersten 
Annaherung eliminirt werden. 

3. Es sind Kriterien gegeben, nach denen die Richtigkeit der Annahme einer Parabel 
oder einer Kreisbahn bereits im Laufe der Rechnung entschieden werden kann. 

4. Man kann im Laufe der Rechnung bequem von der Parabel oder Kreisbahn auf 
eine allgemeine Bahn tibergehen. 

5. Durch Einfiihrung geschlossener Ausdriicke kann die Bahnverbesserung auf 
Zwischenzeiten von beliebiger Linge ausgedehnt werden. 

6. Man kann bequem die Grenzen der méglichen Umlaufszeit bestimmen und somit 
die Sicherheit der Bahnbestimmung beurtheilen. 

7. Fir stark gestérte Korper kann man die Stérungen in der ersten Annaiherung 
beriicksichtigen und erhalt somit osculirende Elemente. 

8. Die Allgemeinheit der Methoden gestattet deren Anwendung ohne Unterschied 
auf Kometen, Planeten oder Trabanten. 


Khe zur Ableitung der Formeln geschritten wird, mag noch daran erinnert werden, 
dass naturgemiss erste Bahnbestimmungen nur fiir kurze Zwischenzeiten in Betracht 
kommen. MHierzu dienen die im Folgenden im I. Abschnitte gegebenen directen 
Methoden. Die im II. Abschnitte entwickelten Methoden der Bahnverbeeaaae 
sind auf Zwischenzeiten beliebiger Linge angepasst. 


1) Lick Observatory Bulletins, No. 54 and 55. 

*) Popular Astronomy, On the General Applicability of the Short Method ete., Vol. XIII, p. 302, 

*) Bulletin Astronomique, t. XXIII, p. 184. 

*) Publications of the Lick Observatory, Vol. VII, part 7. 

°) Die bisher auf dem Student’s-Observatory in Berkeley gemachten Anwendungen, deren 
Resultate in den Bulletins of the Lick Observatory, No. 73 et sequ. verdéffentlicht sind, haben 
fir dieselben Zwischenzeiten genauere Klemente ergeben als andere Methoden. Man vergleiche 
auch die Arbeit von Prof. R. T. Crawford: ,Applications of Leuschner’s Short Methods of 
Determining Orbits, Publications of the Lick Observatory, Vol. VII, part 8%. 
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I. Directe Methoden. 


Allgemeines, 
Ableitung der Differentialquotienten der beobachteten Coordinaten. 


Es seien o% und 0, die beobachtete Rectascension und Declination in Bezug auf den 
Erdort zur Zeit der Ausgangsepoche t), welche mit der Beobachtungszeit des mittleren 
der drei gegebenen Oerter zusammenfallend gewahlt werden soll, so dai also t) = f,; 
O% = 0%; 0p = 0, ist. Ferner seien a’, 0’ und a”, 0” die entsprechenden Geschwindigkeiten 
und Beschleunigungen, und zwar soll als Zeiteinheit: dieser und der héheren Differential- 
quotienten durchweg der mittlere Sonnentag, dividirt durch die Gauss’sche Constante /, 
eingefiihrt werden. Der Einfluss der Correctionen fiir Parallaxe und Aberration kann 
im Laufe der Bahnbestimmung vollstandig eliminirt werden und braucht daher vorlaufig 
nicht beriicksichtigt zu werden. Jedoch sind die beobachteten Coordinaten auf den 
jeweiligen Jahresanfang und zwar mit Einschluss der Fixsternaberration reducirt gedacht. 
Dann hat man nach dem Taylor’schen Lehrsatze fiir die zur Beobachtungszeit ¢ gehérige 
Rectascension «: 

/ ve " 18 mm tt 1Vv 
%—% =+te cers + eo i oy isan iia seen (1) 
und eine dbnliche Reihe fiir 0, wobei gemiss der angenommenen Zeiteinheit +7 die mit 
der Gauss’schen Constante multiplicirte Zwischenzeit darstellt. Die Zwischenzeit wird 
immer positiv angesetzt, so dass in der Gleichung (1) fiir Beobachtungszeiten, welche 
der Ausgangsepoche ¢, = t) folgen oder vorausgehen, beziiglich das obere oder untere 
Zeichen gilt. 

Wendet man die Gleichung (1) einmal auf die Rectascensionen und dann auf die 

Declinationen der Beobachtungszeiten ¢, und ft; an und setzt: 

T =Kh(tg—ty), Ts = k(t, —t), 
so kann man daraus mit Vernachlassigung der dritten und hdheren Differentialquotienten 
a”, 0” etc., angenaherte Werthe einerseits von «’, o’, andererseits von 0’, 0” berechnen. 
Um jedoch den dabei begangenen Fehler beurtheilen zu kénnen, soll zunichst in « sowie 0 
das mit a”, 0” multiplicirte Glied beibehalten und als bekannt vorausgesetzt werden. 

Dividirt man dann noch jede Gleichung durch den zugehérigen Werth von t, so 
erhalt man z. B. fiir die Rectascensionen: 


2 
z tT, 
a! 3 gl! — Of gD 
2 6 
2 
CA EOE 
2 6 
wobei gesetzt worden ist: 
Oy — 0% Og — Og 
ip ees “= 2 Setar rat qe ae 2 (3B) 
Ts tj 


Hierbei soll noch die Bestimmung getroffen werden, dass die Differenzen der Rectas- 
censionen in Bogensecunden anzusetzen sind. 

Die Auflésung dieser Gleichungen nach @ und o, etwa mit Anwendung von Deter- 
minanten, ergiebt durch Kinfiihrung von: 


t =k(t,; —t,), pene Sema Le “= etal SR (4a) 
13} T 
die folgenden Ausdriicke fiir die Geschwindigkeit und die Beschleunigung in Rectascension 
mr Zeit der Ausgangsepoche ty) = ¢,: 
57* 
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' r TT m”" ire A ol! 5 
OC — Oa eae as a" = 0g + (pe — th) = fr 


In dhnlicher Weise erhalt man aus den Declinationen: 


do — 9) 


on Fa nnbO cea ri 5 (Bp) 
jy ON e DD un 5 ot oi amas . (4b) 
2) 7) 
tT ys 17 , 
= 6, — = a gt = or CG, 2) = ae (5b) 


Diese Differentialcoéfficienten lassen sich auch bequem mit Anwendung verschiedener 
Formeln der Interpolation und der numerischen Differentiation ableiten. 

Angeniherte Werthe der spiter zur Bahnbestimmung nothwendigen Geschwindig- 
keiten und Beschleunigungen in den geocentrischen Coordinaten lassen sich aus drei 
Beobachtungen aus den Gleichungen (4a, b) mit Heranziehung der Gleichungen (3a, b) 
berechnen. Vergleicht man nun die Gleichungen (4a, b) und (5a, b) mit einander, so 
ergiebt sich, dass der dabei in den Geschwindigkeiten und Beschleunigungen begangene 
Fehler der Hauptsache nach von der zweiten, beziehungsweise ersten Ordnung, in Bezug 
auf die Zwischenzeiten, multiplicirt mit dem dritten Differentialquotienten, ist. Fiir 
gleiche Zwischenzeiten verschwindet das mit (t; — t,) multiplicirte Glied in den Be- 
schleunigungen (Gleichung 5a, b), und der Fehler ist dann tiberhaupt nur von der zweiten 
Ordnung in Bezug auf die Zwischenzeiten. Wenn man die Epoche mit dem Mittel der 
Beobachtungszeiten zusammenfallend wahlt, so kann in ahnlicher Weise wie oben gezeigt 
werden, dass der Fehler iiberhaupt immer nur von der zweiten Ordnung in Bezug auf 
die Zwischenzeiten ist. Fir gleiche Zwischenzeiten werden diese Resultate natiirlich fiir 
die beiden Arten der Wahl der Epoche identisch. Wie wir spater sehen werden, wird 
schliesslich der Fehler in der geocentrischen Distanz, und also in der Bahnbestimmung 
von derselben Ordnung sein, wie der Fehler in den zu Grunde gelegten Geschwindig- 
keiten und Beschleunigungen. 

Ausser den Zwischenzeiten hangt aber der Fehler, wie schon erwadhnt, auch noch 
von den dritten (und héheren) Differentialquotienten ab. Wie diese Differentialquotienten 
von der geocentrischen Bewegung abhingen, lasst sich bequem mit Hilfe der Formeln 
der numerischen Differentiation, wie sie zum Theil in der fiinfundneunzigsten Vorlesung, 
S. 533, zur Behandlung kommen, beurtheilen. Da nun aber specielle Formeln der numeri- 
schen Differentiation zur Berechnung der spater zur Bahnbestimmung heranzuziehenden 
Geschwindigkeiten der rechtwinkligen Sonnencoordinaten erforderlich sein werden, so 
sollen diese Formeln hier zunachst kurz abgeleitet werden. 

Nimmt man das Mittel der Formeln (3) und (4) der elften Vorlesung, so bekommt man: 


fatn) =fatr@+tr@+ r@+ ro .. © 


Setzt man gemass der ersten Columne, Fig. 15, fiir das Intervall statt eins seinen 
Werth w ein, so lasst sich das Argument (a+) allgemein schreiben: 


lL=atfitnujw .... .. ... nn 
wobei 4 eine ganze und » eine gebrochene positive oder negative Zahl darstellt. Somit 
eae dl=win...3.....,.. 


wenn man von einem bestimmten Anfangswerthe (a + iw) ausgeht. Differentiirt man 
nun die Formel (6) nach J, so erhiilt man mit Riicksicht auf die Gleichungen (7) und (8): 
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LO =p ut iw) + pa piu) tn| pati ee |. 9) 
Anstatt des Ausdruckes (7) kann man das Argument J auch schreiben: 
t=a+|it stm SS eyes ein Ae UR ae an eme ) 
wobei 
nm =m + a 


gesetzt ist. Fiihrt man diesen Werth von n in die Gleichung (6) ein, so ergiebt sich 
mit Riicksicht auf 


atin =P(at+fits|e)—sri (a+ [i +5] 
wobei gemiss der iiblichen Bezeichnungsweise ce (a4 [i AL, 5 |e ) da MEial ow cievr aat 


einander folgenden geraden Differenzen ist: 


+ 


17? | 1/437 
Be Da (esfy]e) CED ED 6 39 
Da nun nach Gleichung (7’): 


dl = mdu, 
so ergiebt die Differentiation der Gleichung (10) nach 1: 
1 
3m? — — 
BEA [e4 tle) Plax let 
lar. —— if a+|i+5|v late Aaa at[i+ |e)... 


(11) 
2m? 


eafelerbes) trols 


Wendet man die Gleichung (9) bezw. (11) auf Falle an, wo das Argument des Diffe- 
rentialquotienten in der Nahe eines Argumentwerthes der Tafel bezw. in der Nahe der 
Mitte zweier Argumentwerthe liegt, so kann man fiir » und m immer positive oder nega- 
tive Werthe, welche numerisch kleiner als 0,25 sind, wahlen. Damit erzielt man aber 
auch ein rasches Fallen der Coéfficienten. Nach Berechnungen von Professor F. K. Ginzel 
hat v. Oppolzer dem zweiten Bande seines Lehrbuches der Bahnbestimmung Tafeln 
einyerleibt, welche die Zahlenwerthe der Coéfficienten in den Reihen fiir den ersten und 
zweiten Differentialquotienten in grosser Ausdehnung — bis zu den Coéfficienten der 
zehnten Differenzen — mit den Argumenten n und m enthalten. Die Coéfficiententafeln, 
welche fiir den ersten Differentialquotienten gelten, sind im vorliegenden Werke als 
Tafel XIV (N Tafel) und Tafel XV (M Tafel) reproducirt worden. Die in den Tafeln 
gewahlte Bezeichnung der Coéfficienten erklirt sich aus der folgenden Schreibweise der 
Formeln (9) und (11), wobei auf der linken Seite gleich die Gauss’sche Constante als 


a1 BL 


Factor eingefiihrt ist, um die Differentialquotienten auf die gewahlte Zeiteinheit von a 
iC 


mittleren Sonnentagen zu reduciren: 
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tw LO — pa + iw) + NRO) F a+ to) + nlf (a + 0) + NEO Fa tm) 

Vian he Bale oe NOD) metry ree a eee 

kw = = (6 +[i+ 5 |e) +a omen (a+i + se). male 
) 


| 
m[er(a+ e+ s]e) + actor (a+ [i+ 5]e)--] E 


r=atlitytm|u=t. oad =o a ee a] 


(12) 


Man benutzt die n- oder m-Formel zur Berechnung der Geschwindigkeiten der 
rechtwinkligen Sonnencoordinaten aus den Differenzwerthen einer Sonnenephemeride, je 
nachdem 1 = einem tabulirten Argumente oder der Mitte zweier Argumente am 
nichsten liegt; m oder sind dann immer numerisch < 0,25. Die N(n)- und M(m)- 
Coéfficienten sind den Tafeln XIV und XV zu entnehmen. Man kann die Differenzen 
fiir ein halb-, ein-, zwei-, oder mehrtigige Intervalle entnehmen. Fiir einhalbtagige Inter- 


valle ist w= = und log = = 2,065 449. Da fiir die Sonnencoordinaten f(l) = X, Y, Z, 


so hat man X’5-¥ Zire _ wobei sich der Werth von ao aus einer der Glei- 


chungen (12) ergiebt. Diese Geschwindigkeiten in den Sonnencoordinaten kénnten leicht 
bei der Herstellung der astronomischen Jahrbiicher mitberechnet werden. Geschahe 
dies in Zukunft, so wiirde dies zur weiteren Bequemlichkeit dieser Methoden 
beitragen. 

Aus den Gleichungen (9) und (11) geht hervor, dass der erste Differentialquotient 
einer tabulirten Function der Hauptsache nach von der Grésse der ersten Differenz, 
dividirt durch das Intervall, ist. Durch weitere Differentiationen nach 7 findet sich leicht, 


P 
dass der pte Differentialquotient, > von der Grésse der pten Differenz, f? (a + [7+] w) ete., 


dividirt durch w? ist. Hieraus kann man zuniichst schliessen, dass die in (4a, b) ver- 
nachlassigten Differentialquotienten «'”’, 0’” in Einheiten des mittleren Sonnentages der 
Hauptsache nach gleich den dritten Differenzen f’" der beobachteten Coordinaten, divi- 


dirt durch die dritte Potenz der Durchschnittszwischenzeit w ist. Weil nun aber die 
‘ : : Sas | re S ‘ 
Differentialquotienten in EKinheiten von - mittleren Sonnentagen ausgedriickt sind, so 


sind o”, 0’”’ von der Grésse der dritten Differenz, dividirt durch (kw)? = +3. Da ferner, 


wie oben gezeigt worden ist, der Fehler in den Geschwindigkeiten o, 09 und in den 
”y ” mt 


. ' aot ae % 
Beschleunigungen oj, 09 der Hauptsache nach von der Grésse t? an) Oar bezw. ota ae 


aad F P : 
ist, so ist also der Fehler der aus drei Beobachtungen berechneten Werthe von 


T 


IT 10 
" 


%, Oo; %, O9 der Hauptsache nach numerisch gleich én? bezw. re Fir gleiche 
Wi 


Zwischenzeiten aber wird der Fehler in a, 09, wie oben gezeigt wurde, von den /f:. 

av 
1272 
um eine Differenzenordnung niedriger als bei. ungleichen Zwischenzeiten. Bedenkt 
man nun, dass die Geschwindigkeiten und Beschleunigungen in der angenommenen Zeit- 


unabhingig und wird, wie leicht ersichtlich ist), von der Grosse ->—,, also im Allgemeinen 


") Indem man die «'’, J'Y in der Ableitung der Formeln (5a, b) einschliesst, cf. 5. 458. 
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ee oe ies maroet 
einheit von — mittleren Sonnentagen von der Grésse —, bezw. — sind, und vergleicht 
t 7 


k 
ifs ees 
man diese Werte mit den entsprechenden Fehlern fase bezw. 373 — oder statt des letz- 


IV 


teren ic? fiir gleiche Zwischenzeiten — so ersieht man sofort, dass im Falle von drei 


Beobachtungen die Genauigkeit der Geschwindigkeiten desto grésser ist, je kleiner die 


fon 


— im Vergleich zu den f’. sind. Ebenso ist die Genauigkeit der Beschleunigungen desto 


6 
ss ‘ : Reais ) . g *) ned ie : 
grosser, je kleiner die ae oder bei gleichen Zwischenzeiten die 19 ~ m Ver- 
gleich zu den f" sind. Bei gegebenen Zwischenzeiten hingt also die Genauigkeit der 
Bahnbestimmung, abgesehen yon den Beobachtungsfehlern, ausschliesslich von dem 
Fallen der Differenzen ab. Welchen Einfluss die Linge der Zwischenzeit und 
die Beobachtungsfehler ausiiben, wird auf §.456 bezw. 8.457 erértert werden. Da drei 
Beobachtungen die erste und zweite Differenz direct ergeben, so kann man nach dem 
Gange dieser beiden ersten (auch bei ungleichen Zwischenzeiten) den Gang, d. h. die 
relative Grésse der vernachlassigten Differenzen, und somit die etwaige numerische 
Grésse der Fehler von vornherein beurtheilen. Im Allgemeinen steht ein rasches Fallen 
der Differenzen nicht zu erwarten, wenn schon die f’. mit den f!. an Griésse vergleichbar 
sind. Man wahlt dann, wenn méglich, kleinere Zwischenzeiten (s. unten) oder man be- 
rechnet die Bahn aus mehr als drei Beobachtungen. (Siehe Anmerkung 1, 8.456.) 
Fallen also die Differenzen verhiltnissmissig rasch, so hat die Vernachlissigung 
der dritten und héheren Differenzen oder Differentialquotienten durchaus keinen schidi- 
genden Kinfluss auf die Genauigkeit der Bahn, und diese ergiebt sich direct in der ersten 
Annaherung aus den im Folgenden abgeleiteten Formeln. Fallen die Differenzen nur 
langsam, so gestatten die im IJ. Abschnitt (s. §.477) gegebenen Methoden die Bahn- 
verbesserung auf ganz bequeme Weise. Nur wenn die hdheren Differenzen mit den 
f:. und f". an Grésse vergleichbar sind, was man etwa schliessen kann, wenn schon die 
f°. die Grésse der f’. erreichen, ist selbst eine angeniherte Bahnbestimmung auf directem 
Wege aus den gegebenen Beobachtungen nicht méglich. Dann aber kommt Folgendes 
in Betracht. Unter Annahme des mittleren Sonnentages als Zeiteinheit sei w, die Durch- 
schnittszwischenzeit fiir drei gegebene Beobachtungen, w, dieselbe Grosse fiir drei andere 
Beobachtungen. Dann ist nach dem Vorhergehenden in derselben Zeiteinheit: 


1 1 
170 — La ttn) t= Leet it ney + 


Nun sei w,<. w,. Dann kann man schreiben: 
fra + [E+ mls) = (Zt) Fe@ + LE + my) ++ 


: ; 5 eater w,\8 
Diese Gleichung bedeutet, dass fiir die Zwischenzeit w, die dritten Differenzen (=) mal 
2 


kleiner sind als die dritten Differenzen fiir w,, wahrend die ersten Differenzen nur — mal 
2 
kleiner sind als die ersten Differenzen fiir w,. Daraus folgt aber, dass, wenn es fiir ge- 
wahlte Zwischenzeiten w, wirklich vorkommen sollte, dass die Differenzen nicht gentigend 
rasch fallen, in jedem Falle, zunichst wenigstens theoretisch, Beobachtungen mit kleineren 
Zwischenzeiten w, gewaihlt werden kénnen, fiir welche der durch Vernachlissigung der 
dritten Differenzen begangene Fehler unmerklich ist, oder wenigstens eine Grésse nicht 
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erreicht, welche, wie bei den urspriinglichen Zwischenzeiten, eine Bahnbestimmung un- 
méglich macht. Aehnliche Betrachtungen kénnte man fiir die vernachlassigten vierten 
und héheren Differenzen anstellen. Hier ist nun in Betracht zu ziehen, dass die in den 
Gleichungen (3a, b), (4a, b) auftretenden Differenzen directen Aufschluss dariiber geben, 
zu wie viel Stellen die Werthe o, 00, %, 09 und daher auch die Bahn auf Grund der 
gegebenen Beobachtungen innerhalb der Beobachtungsfehler bestimmbar ist. Da nun 
aber fiir w, auch die numerischen Werthe der ersten und zweiten Differenzen im Ver- 
gleich zu w, kleiner werden, so ist die Bahn fiir w, zu weniger Stellen genau bestimmbar 
als fiir wa. Die Beobachtungen werden jedoch genau reprasentirt. Die Bahn kann 
dann, wenn néthig, nach den Formeln des IJ. Abschnittes leicht auf Grund langerer 
Zwischenzeiten verbessert werden. In der Praxis wird man kleinere Zwischenzeiten nur 
dann nicht wahlen kénnen, wenn derartige Beobachtungen nicht erhaltlich sind. In 
diesem Falle, der wohl theoretisch denkbar ist, aber in der Praxis kaum zu erwarten 
steht, bestimme man a’, 0’, w’, 0” aus mehr als drei Beobachtungen }), 


1) Die Berechnung von ea’, d’, «’, J” aus mehr als drei Beobachtungen kommt nur dann in 
Betracht, wenn in dem oben erérterten Falle Beobachtungen mit kleineren Zwischenzeiten nicht er- 
haltlich sind, oder wenn man eine directe Bahnbestimmung auf Grund derartiger langer Zwischen- 
zeiten zwischen der ersten und mittleren, sowie der mittleren und letzten Beobachtung machen will, 
dass der durch die Vernachlassigung der héheren Differenzen entstehende Fehler von der Ordnung 
der entsprechenden Werthe der Geschwindigkeiten und Beschleunigungen ist. Fur eine ungerade 
Zahl von Beobachtungen berechnet man dann a’, J’, a’, J”, indem man zunachst den mittleren 
Sonnentag als Zeiteinheit wahlt, wie folet: Man hat Ze B. far die Rectascensionen, ahnlich der Glei- 
chung (1), 8. 451, 4, : (t; —t,)? : (t, mi 
a 


a Fe re dl +... - © RG 


wobei das Datum der mittleren sivas als EKpoche aeiea ist. Aus (2n + 1) Beobachtungen 
kénnen dann 2n Differentialquotienten bestimmt werden. Zunachst bestimme man «@, aj aus der 
ersten, mittleren und letzten Beobachtung nach den Formeln (3a), (4a). Seien dann @ + 2,4, 
“ a + d,a% die aus finf Beobachtungen, «) + d,¢) + d,e), «ef + 2,43 + ef, die aus sieben Beob- 
achtungen erhaltenen Werthe von e’, «’, dann ist: 


a = a + We + %2HH ++ ; # 
ee Se eg AEN yrs) Spee s) ga) cal nt ta ie (2) 


a” = af + ag + I, 


Dabei werden folgende Differentialquotienten vernachlassigt: hoher als der zweite bei Benutzung von 
drei, héher als der vierte bei Benutzung von fiinf Beobachtungen u. s. w. Es ist also fiir drei 
Beobachtungen : 


und allgemein: 


Cj nj a esuth 
und fir fiinf Beobachtungen: 
ORCA = ONC So kee 
Fir fiinf Beobachtungen kann man also Bia den er ee und (2) schreiben: 
fo)" (t;— t,)* 
a, = a + (t,— ty) [ey + 2,0] + —yz— ae ey + 405] rae . eq + re dia. + (3) 
wobei, nach der Zeit geordnet, 7 = 1, : 4, 5 und a, = a, ist. ee man nun: 
Fea \ 
«—|e+ (jt) a + AS af 
= 0a, = Nn; a, 
t; a7 to p 
Wee S200 Lg rH= Opa yn Os ae nO on |e (4) 
(t; —t,)? (t;— to)? t,—t, 
eS SS b, = ——, G= . Peat th 
24 g 6 i 2 ‘ 
so ergeben sich aus Gleichung (3) die folgenden Gleichungen: 
CN ies Ce ars eat incites Ure on 5) one (C)) 
lg Wy + bet + Ya + %u = Noo aaa (B) > 5 
ORO ta Mths ON ee ers ocak MG) Bs 0, 1 (5) 


A520) = Ost, RC tee ea Oe een (d) 
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Jetzt soll nun noch der in 0%, 0, «, 09 durch Vernachlassigung der héheren Diffe- 
renzen verursachte Fehler mit den in denselben Gréssen durch die Beobachtungsfebler 
verursachten Hehlern verglichen werden. Zu diesem Zwecke kann z. B. folgendes Differenz- 
schema, in welchem der Einfachheit halber das Intervall w constant gewahlt ist, fiir 5 
gegebene Rectascensionen @, + ¢,, %, + é, ete., Wo @, é, etc. die Beobachtungsfehler dar- 
stellen und die « durch Functionswerthe ausgedriickt sind, dienen: 


fa + [i—2]w) +e 
f(a+[i—1w) +e 
f(a+iw) + 63 
f@+lit+1]w) +e, 
fa+ [i+ 2]w) +e, 


fe +U—Ne) +4—344 84-4 
em eet et 8 eh Bes es 
d? f (1) 
dl? 


f'@+—{w) +e—¢ 
f' (a + [¢— 9] w) + es — ey 
fia +[it3w) te —ey 
fa@tlit su) te—% 


f"@+ li—1]w) +4 —2e+¢, 
f(a + iw) T € — Bes + 6 
f(a + [i+ 1] w) + €5 — Bee + 6 


f™ @ + tw) + & —4e% + 6 es — 4e + & 


Bestimmt man nun w? durch Differentiation der Gleichung (9) und setzt dann in 


Da nur die Unbekannten y und 2 schliesslich erforderlich sind, so braucht man x und w nicht 
zu berechnen. Aehnlich wie bei der Gauss’schen Methode der Biiation erhalt man mit Weg- 
lassung des Subscriptes « aus der ersten der Gleichungen (5): 

db, Ge 1 


Bea Tg a” Rh PCM Pelee ae eho iatee a) at Neen (6) 


Eliminirt man mit Hilfe von Gleichung (6) w aus den drei letzten der Gleichungen (5) und setzt: 


a: 
BF P= [4-13 jp = Wr Oe MB OS Ppt Oa ies 6 BG ic & (7) 


[osc ex ly = [lle me. 
(ate + leo ly + Beles me pee (8) 
[b,.1Ja + [e.My + [s-1]4 = 
Eliminirt man weiter die Unbekannte x aus den ersten beiden dieser Gleichungen mit Hiilfe 
der letzten und setzt: 


so ergiebt sich: 


(0; . 1] 
i IP De 2)s Pp ey Ly: 42, Ae ee ee (9) 
[bs . 1] 
so erhailt man die folgenden Gleichungen fiir y und ¢ 
: [eee ly Se [led eh Urea IA Saal WO cae (10) 
und aus diesen: 
ne (ls 2] — [1,. 2] M4[Cg. 2] — my [C4 - 2] 


Y= fe. Alu, 2” (el le 

In der Anwendung ist diese Art der Losung ausserordentlich einfach. Ganz dbnlich vollzieht 
sich die Lésung fiir die Declinationen. Der Hauptvorzug dieser Lésung besteht darin, dass alle 
Coéfficienten der Gleichungen (5) etc., fiir die Rectascensionen numerisch identisch sind mit den ent- 
sprechenden fiir die Declinationen. Nach Berechnung der [p;.2] Coéfficienten aus dem Formel- 
system (9) ergeben die Gleichungen (11) und (4) die Correctionen 0, @%, d,@%, 0,09, 3,09 und die Glei- 
chungen (2) die Werthe von a’, a’, d’, 0” wie folgt: 

° ie hee te i CeO Gent ant 0! aap mtn ea Ol FO gent Y siete ne (12) 
wobei in Gleichung (11) fir n,, m, nach der ersten der Gleichungen (4), Moar Mur bezw. 1g 4, M4 3 
einzusetzen ist. Fur fiinf Beobachtungen stellt sich die ganze Rechnung wie folgt: Man rechne zu- 
nachst ey, ¢j, 0), 0% aus den Formeln (3a, b) und (4a, b), 8.451 u. 452; dann die a,, b;, c,-Coéfficienten, 
SOWIE Ny 4, Mg) No fy Ny 9 aus (4); dann die [p;-1] aus (7); dann die [p;.2] aus (9); dann y,, 24, Y4, 25 
ausn(il) und c!, a’, 0”, 0” aus (12). 

In 4hnlicher Weise kann man mit 7 oder einer grésseren ungeraden Zahl, oder auch mit einer 
geraden Zahl von Beobachtungen verfahren, Es eriibrigt noch, die oben berechneten Werthe der 
Geschwindigkeiten und Beschleunigungen durch Division von k, bezw. k®, auf die gewahlte Zeiteinheit 


gees ° 
yon = mittleren Sonnentagen zu reduciren. 


k 
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der Gleichung (9) und in dem soeben erhaltenen zweiten Differentialquotienten » gleich 
Null, so dass 7 = a + iw, so erhilt man fiir die, der Rectascension «, entsprechende 


Epoche (a + %w), wenn man noch a mittlere Sonnentage als Zeiteinheit einfiihrt: 


1 OE = col = flab iw)—Gh"atiw)... 
eer — ro" = f'(a-+ iu) — = Va +iw) at 


Wendet man diese Formeln der numerischen Differentiation auf die im obigen Differenz- 
schema enthaltenen fehlerhaften Differenzen an, so ergiebt sich: 


2 1 

to = fl (a+ iw) — =f" (a+ iw) + 5 (4 — 6) = 75 6s — 44) Sa holier see ; 
1 4 5 1 i? 

Tol! == f(a + iw) — Taf @ Fim) +e (ee + 2) — Fe — To (s+ 4)-+ 


wo die Summe der Glieder, welche die ¢ enthalten, die durch die Beobachtungsfehler 
in toa’, t2o’ verursachten Fehler darstellen. Es ist offenbar, dass, wenn diese Fehler- 
summen an Grésse mit den /*’ oder f'. vergleichbar sind, dann der Einschluss dieser 
Differenzen durch Heranziehung von 4 oder 5 Beobachtungen durchaus nutzlos sein 
wiirde. Im giinstigsten Falle, wenn die Fehler constant sind, verschwinden die Fehler- 
summen, und dann gelten einfach die weiter oben angestellten Betrachtungen iiber die 
Genauigkeit der ersten und zweiten Differentialquotienten. Um den ungiinstigsten Fall 
zu beurtheilen, sei angenommen, dass die e numerisch einander gleich, .ihre Vorzeichen 
aber derartig sind, dass jeder Fehler in der einen oder anderen Summe vollauf zahlt. 
Dann sind die Maximalfehler in ta’ und +20”, die jedoch, wie aus den Fehlersummen 
: : Sa seme ‘ 4 a 3 32 

in Gleichung (13) ersichtlich ist, nicht gleichzeitig bestehen kénnen, Ze und Ge Be- 
nutzt man aber nur 3 Beobachtungen, so dass man e, = e, = 0 setzen kann, so sind 
j : 4 31 : : : ‘ ; a ; 
die Maximalfehler 3° und = e. Fir gleiche Zwischenzeiten sind diese Fehler nun mit 


den durch Vernachliassigung der hoéheren Differenzen verursachten Fehlern zu vergleichen. 
Vergleicht man also: 


1 
ee ree Or ie) as #8 ee at (a+ iw) mit 76 


so folgt, dass die Heranziehung von mehr als 3 Beobachtungen nutzlos ist, wenn: 
f" (a+iw) < 8e; f’ (a+iw) <62¢ 

ist. Wie zu erwarten stand, wird die Genauigkeit der Beschleunigungen am meisten 
durch die Beobachtungsfehler geschidigt, und kann die weitere Discussion der Ge- 
schwindigkeiten daher unterlassen werden. Um die Genauigkeit der Bahnbestimmung 
durch Einschluss von 5 Beobachtungen erhéhen zu kénnen, miisste also fiir jede Bogen- 
secunde in e die Differenz f*’ betrichtlich grésser als 62”, also betrachtlich grésser als 
1’ sein. Bei Kometen vorziiglich sind indess die Beobachtungsfehler bedeutend grésser 
als 1". Fiir e = 5” miisste f'" betrichtlich grésser als 5’ sein. Daher ist die Benutzung 
von 5 (oder mehr) Beobachtungen fiir directe Bahnbestimmungen nur bei lingeren Inter- 


vallen, fiir welche die Differenzwerthe grésser sind, von Vortheil. Fiir ungleiche Zwischen- 
Tit 


zeiten wurde oben (8, 455) ee als Grésse des Fehlers in den Beschleunigungen a, 0" 


WT 
gefunden. Also ist der Fehler in 120, 720) etwa a Vergleicht man diesen Fehler 
oO 
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mit dem durch die Beobachtungsfehler verursachten Maximalfebler - é, 80 ergiebt sich, 


dass f’: betrichtlich grésser als 15.5¢ sein muss, um aus dem Einschluss der dritten 
Differenzen Vortheil ziehen zu kénnen. Man konnte also in diesem Falle schon eher 
Nutzen aus dem Gebrauch von vier Beobachtungen ziehen; allein es ist vortheilhafter, 
auch bei ungleichen Zwischenzeiten, sich mit der aus der directen Lésung aus drei Beob- 
achtungen ergebenden Bahn zu begniigen, und dieselbe, wenn néthig, nach den Formeln 
des II. Abschnittes zu verbessern. 

Fasst man die vorangehenden Betrachtungen zusammen, so ergiebt sich, dass ge- 
niigend genaue Werthe der Geschwindigkeiten und Beschleunigungen fiir eine directe 
Bahnbestimmung aus drei Beobachtungen sich aus den Formeln (4a, b) gewinnen lassen, 


nr WW 
solange fiir ungleiche Zwischenzeiten fe nicht die Grésse von f?. und es 
IV 


gleiche Zwischenzeiten 9° nicht die Grésse von f?. erreichen, was man aus der relativen 


oder fiir un- 


Grésse der f’. und f-' beurtheilen kann. Anderenfalls lassen sich aber geniigend genaue 
Anfangswerthe aus kleineren Zwischenzeiten bestimmen. Tritt aber eine Ausnahme fiir die 
kleinsten erhaltlichen Zwischenzeiten ein,so zicht man am besten mehr als drei Beobachtungen 
zur Bahnbestimmung heran!). Ausserdem ist die Benutzung von fiinf Beobachtungen zur 
directen Bahnbestimmung nur fiir langere Zwischenzeiten von Vortheil. Die ganze Ten- 
denz dieser Methoden ist aber, die Zwischenzeiten, wenn méglich gleiche, so 
zu waihlen, dass die Bahn direct bestimmt werden kann und dieselbe dann mit 
Benutzung der im II]. Abschnitt gegebenen Methoden zu verbessern. 


Bestimmung der geocentrischen Distanz und ihrer Geschwindigkeit. 


Die Bestimmung der geocentrischen Distanz und ihrer Geschwindigkeit soll in der 
Weise vorgenommen werden, dass die Aberration und Parallaxe im Laufe der Rechnung 
eliminirt werden kann. Die erstere kann ohne weiteres beriicksichtigt werden, die letz- 
tere durch Berechnung von Correctionsgliedern. Will man aber die Parallaxe vernach- 
lassigen, so fallen die von ihr abhangigen Glieder fort. Das Princip der Elimination 
ist, dass die hier fiir die reducirte Epochenzeit abzuleitenden heliocentrischen recht- 
winkligen Coordinaten x, y, g und deren Geschwindigkeiten 2’, y’, 2’, aus denen die Ele- 
mente abzuleiten sind, von dem Einfluss der Aberration und Parallaxe vollstandig be- 
freit sein sollen. 

Zunichst seien die beobachteten Rectascensionen und Declinationen in der iiblichen 
Weise mit Einschluss der Aberrationsglieder auf den Jahresanfang reducirt. Seien ferner 
X, Y,Z und X’, Y’,Z’ die fiir den Jahresanfang interpolirten Sonnencoordinaten und deren 
Geschwindigkeiten zur Zeit der Epoche ft), d. h. zur Zeit t, der mittleren Beobachtung, 
dann hat man nach den in der dreizehnten Vorlesung aus einander gesetzten Principien 
der Aberration: 

BETO Ce sos OEE UN, Caer ets wey 5) ie were ee (LA) 
wobei die heliocentrische Coordinate % der reducirten Epoche angehért. Dies Verfahren, 
die Aberration vollstindig zu beriicksichtigen, ist also dasselbe, welches gewohnlich bei 
ersten Bahnbestimmungen angewandt wird. Nach Ermittelung der geocentrischen Distanz 
ist dann noch die beobachtete Epoche von der Aberrationszeit zu befreien. 

Damit die Gleichung (14) streng richtig sei, miissen die darin enthaltenen Coordi- 
naten des Kérpers und der Sonne auf denselben Punkt der Erde bezogen sein, also z. B. 


1) Vergleiche hierzu die Anmerkung 1, 8. 456. 
58* 
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entweder auf den Beobachtungsort oder auf den Mittelpunkt der Erde. Differentiirt 
, akiewe. 5 
man nun aber die Gleichung (14) zwei Mal nach der in Kinheiten von — mittleren Sonnen- 


k 
tagen ausgedriickten Zeit, so dass: 


&" = (0 cos0 cosuy’ == a! + X" 0 er 

und eliminirt dann X” auf Grund der Bewegungsgleichung der Sonne um die Erde, namlich: 
x 

Me ee 


wobei, da eine erste Bahnbestimmung hdéchstens sechsstellig ausgefiihrt wird, die (Erd 
+ Mond)-Masse der Null gleichgesetzt worden ist, so ist, wie Bruns besonders in seiner 
oben citirten Abhandlung betont hat, zu bedenken, daf die Gleichung (16) sich auf die 
scheinbare Bewegung der Sonne um den Schwerpunkt des Erde-Mond-Systems bezieht. 
Daher miissen auch die auf die Erde bezogenen Coordinaten des Kérpers in der 
Gleichung (15) auf denselben Schwerpunkt bezogen werden. -Die in Betracht kommende 
Parallaxe ist also der Winkel, welchen die vom Kérper nach dem Beobachtungsort und 
dem Schwerpunkt gezogenen Linien mit einander bilden. Alle auf den Schwerpunkt 
bezogenen Coordinaten sollen durchweg durch das Subscript m unterschieden werden. 
Die an die beobachteten Coordinaten # und 0 anzubringenden Parallaxencorrectionen 
kénnen dann als die Summe der Componenten zweier Verschiebungen aufgefasst werden, 
von denen die eine die gewéhnliche Parallaxe, die hier mit geocentrischer Parallaxe 
bezeichnet werden soll, ist, und von denen die andere durch den Winkel, welchen die 
yom Kérper nach dem Erdcentrum und nach dem Schwerpunkt gezogenen Linien mit 
einander bilden, bestimmt ist. Bruns bezeichnet die auf den Schwerpunkt bezogenen 
Coordinaten als barycentrische Coordinaten, und danach soll die zweite der eben 
definirten Verschiebungen als barycentrische Parallaxe bezeichnet werden. Die 
Parallaxen in « und 0 werden gewéhnlich mit pe und py bezeichnet1). Zur Unterschei- 
dung der in Betracht kommenden Parallaxen sollen hier die Bezeichnungen p%, .p$; p™, p 
fiir die geocentrische, beziehungsweise barycentrische Parallaxe gewahlt werden; 
o stellt, wie in der Gleichung (15), die geocentrische Distanz des Koérpers dar. p.@, ps@ 
nennt man gewohnlich die Parallaxenfactoren. 

Sind also # und 0 die auf den Jahresanfang bezogenen Coordinaten in Bezug auf 
den Beobachtungsort und denkt man sich die Coordinaten des Kérpers und der Sonne 
auf den Schwerpunkt bezogen, so hat man gemiiss der Gleichungen (15) und (16) zu setzen: 

&, = @,,008 (0 + p% + pt) cos (a+ p24 p™) = 24 Xe 
Es sollen nun vorerst die Formeln zur Berechnung von p”, p% abgeleitet werden. Seien 
dazu %¢ und d¢ die einer Mondephemeride zu entnehmenden geocentrischen Coordinaten 
des Mondes und d, die Distanz des Schwerpunktes vom Erdcentrum, dann sind die recht- 
winkligen Coordinaten des Erdcentrums in Bezug auf den Schwerpunkt: 

4, X = —d, cosdgcosug, 4,Y¥ = —d,cosd¢ sinug, 4,Z= —dysindg. . (18) 
und folglich: 

Xm = X+4;X, Yn = Y+41,Y, Zn = 724 4Z . 
wobei X, Y, Z wieder die geocentrischen Coordinaten der Sonne sind. Weiter erhilt 
man fiir den Kérper, ganz in derselben Weise wie die Gleichungen (8) der zwélften 
Vorlesung abgeleitet worden sind, wenn man die auf das Erdcentrum bezogenen Coordi- 
naten durch das Subscript g unterscheidet: 


') Die Formeln fiir p, und py, die geocentrische Parallaxe in @ und d darstellend, finden sich 
in der zwolften Vorlesung, 8.107, Formeln II Ab. 
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Q,, C08 (0, + ph) cos (0, + pr) = @, cos é, cos, + 4, X | 
@,, cos (5, + pi’) sin (0, + we) = @,c08d, sina, + 4,¥ ¢-- + + + (20) 
0, SiN (0, + pm = 0, sin 0, +4,Z | 
wobei 4, X, 4, Y, 4, Z durch die Gleichungen (18) bestimmt sind. Aus diesen Gleichungen 
leitet man p™ = a, — Ot, Di = Were OF in der tiblichen Weise, wie folgt, ab: Addirt 
man die beiden ersten Gleichungen, einerseits nachdem die erste mit — sin a,, die zweite 
mit + coso%,, anderseits nachdem die erste mit + cosa,, die zweite mit + sina, multi- 
plicirt worden ist, so ergiebt sich: 
Q,,, COS (0, +17) sin p™ =-— sin 0%, A, X + cos 0, 4, Y = d, cos0¢ sin (Ole a) \ 


(21) 


Q,,, C08 (0, + pi) cosp" =o, cosd, + cos a, 4,X+sinw, 4, Y= 0, cos 0d, cos0 @ cos(,—ouq) 
oder auch, mit Vernachlassigung von Gréssen zweiter Ordnung in Bezug auf die Parallaxen: 


d, cosd 


SS een = ma j = 9 
err aaee 3, SHDN LC). mess as hs ee (2) 
Om cos (0, + p%') = 0, cosd, —d, cosd@ cos(%—ag) .... « (23) 


Aus dieser letzteren Gleichung ergiebt sich in Verbindung mit der letzten der Gleichungen 
(20) in ahnlicher Weise wie oben: 


d er: 
04 BF = sata |— sin dg e083, + 008 0g sin By c08 (% — era)} ol shite: (24) 


; d 2 mae te 
Zur Bestimmung der Constante ail hat man zunaichst, wenn d die Distanz des Mondes 
a 


vom Erdcentrum in Einheiten der mittleren Entfernung der Sonne, x und 2, die Aequa- 
torialhorizontalparallaxen der Sonne und des Mondes, m und m, die Massen der Erde und 


des Mondes darstellen: 
My vb 


mbm, 1p? 


wobei w das Verhiltniss der Mondmasse zur Erdmasse ist. Setzt man mit Newcomb) 


d, == 1p) 


mt = 57’ 2”.68, wu = oe und mit Hinks?) 7 = 8”.807, so findet man: 
eek = 6”, 4372. 
sin 1 


Man begeht natiirlich keinen merklichen Fehler, wenn man bei der Berechnung der bary- 
centrischen Parallaxenfactoren in den Gleichungen (22) und (24) die beobachteten Coordi- 
naten % und 0 anstatt der unbekannten geocentrischen ,, 0, einsetzt. 
Bildet man jetzt foleende Summen der Parallaxenfactoren und bezeichnet die all- 
gemeine Parallaxe mit p, so dass 
Cette Om Pats On Par Om 03 — On P51 Cm Bers ~~ (25) 
so kann man ohne merklichen Fehler setzen: 
Om PZ = 0, P2, Om Ph = 0, PH > + + + +--+ = (26) 


Somit sind also die allgemeinen Parallaxenfactoren, welche die geocentrische, sowie die 
barycentrische Parallaxe einschliessen, ermittelt. 


1) The Elements of the Four Inner Planets and the Fundamental Constants of Astronomy. 
Supplement to the American Ephemeris and Nautical Almanac for 1897. — *) Monthly Notices of 
the Royal Astronomical Society, volume LXIX, p. 567, 
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Die Gleichung (17) lasst sich jetzt schreiben: 


Qm cos (0 + ps) cos (% + pa) = % 4+ Xm 
und ebenso: 
Qn cos (8+ ps) sina + pe) =y+Y¥mf °° OD 
Om sin (0 + py) =e4+Z2n 
oder auch, nach Auflésung der Sinus und Cosinus der Winkelsummen und mit Vernach- 
lissigung von Gliedern héherer Ordnung als der ersten in Bezug auf die Parallaxen: 


Om COS 0 COSH— Om CoSO SING Pu— Om sind cosaps = 4+ Xn, 
Om cosO sin& + Om COSO COS% Pa — Om sind sinaps = yt Ym, 


Om sind + Qn cos 0 ps == eg Lin 
Setzt man nun: 
4, X = cos 0 sin % Pu Om + sin 0 COS D5 Om; Fo Y = — C08 0 COS & Pu Om + sin O sin aps anit (28) 
A, Z = —c0s 0 p35 Om 


und weiter: 
AX=4,X1+4,%, JY=AYVL4Y, 42=—=4,24 42 ee 
so ergiebt sich: 
(E) =. 0mcosd cosa = 2+ X+4+ 4X, (y) = encos0 sine = y+ Y+ 4Y,\ | . + (80) 
(&) = omsind = ¢+Z+4Z J 
wo (&) etc. zur Unterscheidung von &,, etc. gesetzt ist. Differentiirt man jetzt die Glei- 
chung (30) und bedenkt, dass 


Zm 


Xa Van mw 
a Lin — R (81) 


” W 
1 = Say YY SS SS eee SS i = = SS a= am 
! Rn Rin 
ist, so erhalt man zunachst, wenn vorlaufig die Resultate in nur einer Coordinate aus- 
geschrieben werden: 


(&)' =="(on.c080 cosa) = Xx! (A . eas (32) 

" " & " 
(&)" = (@neosd cosa)” = —— +(X+ 4X)". .. . .. « (83) 

In der Gleichung (33) soll nun nach (31) angenommen werden: 

Hep ee Ee, 
(Akl aoe re (34) 
wobei: 

(RLARY = (X+ I+ (Vi sy + C447. 


Die Gleichung (33) lisst sich aber mit Riicksicht auf die Gleichungen (29), (19) 
und (31) genau schreiben: 


! » ” Xm Zane 
©)" = (@moosd cosa)’ = — > — Fe + (4,3)... sss (88) 


Fiihrt man daher den Ausdruck (34) in die Gleichung (33) ein, begniigt sich in Glei- 
chung (34) mit Gliedern erster Ordnung in Bezug auf die Parallaxe, so dass: 
xX+4 Km + 4 
i = ep Se 9X 
(R+4Rk (Kk, +4,R)3 Bin Rin 


und vergleicht dann die Gleichung (33) mit der strengen Gleichung cal so findet sich 
fiir die an der rechten Seite der Gleichung (33) anzubringende Correction: 


in 


Fiihrt man also jetzt den Werth von (X + 4X)" aus der Gleichung (34) in die Glei- 
chung (33) ein und addirt den Ausdruck (37) als Correction zur rechten Seite, so ist genau: 


(A, Xi ees 
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Ax m 
Sede Boe eee (88) 


pert (apd ke) ° Re, Rin 

Eliminirt man weiter die heliocentrische Coordinate # aus dieser Gleichung mit Hiilfe 

von Gleichung (30) und setzt vorliufig die rechtwinkligen Coordinaten an, so ergiebt sich; 
" © — Al (= aie) aul ia ai 4, fats Ad, X a 
Setzt man nun in den mit 47,R und 4, X ee Gliedern: 
Xn = X-+ FX); Rn (R+ 4B), 

so ist der dadurch verursachte Fehler von der zweiten Ordnung in Bezug auf die Par- 
allaxen und kann also eee werden. Man erhalt dann: 


(é)!" = (@m Cos 0 cose) a au (A, el) 


aX 
(Ry 


et 2=w{s-galits 4 |iran+e 


Re (R) cu 


wobei noch gesetzt worden ist: 
oe IX XX AX, (RF) FIRS RAAR+SAR... (41) 


Nun lassen sich bequeme Formeln zur Berechnung der Summe der beiden letzten 
Glieder rechter Hand der Gleichung (40) aufstellen. Der zweite Differentialquotient (4, X)” 
ergiebt sich zunichst aus den drei Werthen von 4,X, welche den drei Beobachtungen 
entsprechen, in derselben Weise aus den Formeln (4a, b), wie «), 0) sich aus den drei 
Werthen von «, 0 ergeben. Man erhbiit also fiir die Summe der beiden Glieder, wenn 
man noch, wegen ¢, =f), das Subscript 2 mit dem Subscript 0 identificirt: 


A,X; — 4, Xo 4X. — 4X, 
2 tz — to to — 1, 


4, Xo 


= 7 ie cA oe Caen (42) 
Setzt man jetzt: 
Ay X5(ty — t,) + 4p Xy(ts — to) = Fo Xo(ts—t) (lI +d.) . ... . (48) 
so erhilt man nach einigen leichten Reductionen anstatt (42): 
2 dz 1 
Es + Gy] aX Be acon Pama ris wise ache. 8 oy AAA) 


In ganz derselben Weise ergeben sich aus der Formel (43) dy, und d, aus den Cor- 
rectionsgréssen J,Y und 4,Z fir die drei Beobachtungsdaten. 

Setzt man, wie in Gleichung (33), statt (&), (y), (€), die polaren Coordinaten in die 
Gleichung (40) und in den entsprechenden Gleichungen fiir die beiden anderen Coordi- 
“naten bezw. cin, und fiihrt dann die angedeutete zweifache Differentiation durch, so erhalt 
man, wenn alle sich auf die hier allein geltende Epoche t, = t) beziehenden Subscripte 
0 oder 2 fortgelassen werden, nach Einsetzung von: 


bo (2)cos D, - 6 = 0,,€080, 


(X) = ScosA,. (&) =Gcosu, jcosa = ts a ae 2] aX 
(Y)= SsinA, (y)=6sina, jsina = late ater: 28; =A bs a es (45) 
T3 
apd oe 
(Z) = Sig, © =o18,  jtsa =|G5+oe|42 


[wobei noch zu beachten ist, dass z B. 4,X sich auf die zweite Correction 
(Gleichungen (28)) zur Zeit der Epoche bezieht], die folgenden Fundamental- 
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gleichungen, in denen der Einfluss der Parallaxe und der Aberration einschliesslich 
Gréssen erster Ordnung dieser Correctionen vollstandig beriicksichtigt ist: 


aii} Vie ' " lo — 2 
6" cosa — 2 o'sin aa — 6 sinnn — seose|« Naor |= Seos Al Fae (B) Tax) | + jos a () 


ives ren ; : 1 1 a, 
6 sin + 20% cos al + 6 eos u0e" — 6 sinat| u!8 —5|=ssinal> ; stialacs. @ a) |+5sin a) (46) 


6" tg 0 + 2 6'(tg 0d)! +6[ 99)" + Z]=sty o[5— ap =) |+itea (c) 


re 

Verfihrt man jetzt nach dem Vorgange Harzer’s und addirt die Gleichungen (46a) 
und (46b), einerseits nachdem die erste mit cosa, die zweite mit sina, andererseits nach- 
dem die erste mit — sina, die zweite mit cos« multiplicirt worden ist, und behalt die 
Gleichung (46c¢) unverindert bei, so erhalt man: 


6" +0[— — a2] = Seos(A—a)[ 5 —Ga(1+8 Tr) | +508 (@—a) 


20'o' + 6a! = sina Ole aap + 8 Gy | + 4 sin (a — a) (47 
6"tgd + 26'(tgd)’ 4/2 + (tg 0)"| ==" St9 D: [=- aay} | 32 (R) ~)| + ited 


Da man die Differentialquotienten (tg0)’ und (tg0)” aus: 
(tg 0)! = sec200'; (tg 0)” = sec2d[2tgd0'2+0"] . .... . (48) 
berechnen kann, so sind in den Gleichungen (47) alle Gréssen bis auf 6, 0’, 6” und r 
bekannt. Zur Lésung des Problems ist daher noch eine vierte Gleichung nothwendig. 
Diese Gleichung erhalt man aus dem von der Sonne, dem Beziehungspunkt!) im 
Erde-Mond-System und dem Koérper gebildeten Dreieck. Denn es ist: 


#2? = 0% + (B)?—2Om(R) cose. . . . . :). cen 
wo cosw bestimmt ist durch: : - 
cosy = sind sinD + cosdcosDcos(A—m) ....... . (50) 


In den Gleichungen (47) und (49) ist also nach dem Vorhergehenden der Aberration 
dadurch Rechnung getragen worden, dass der scheinbare Ort zur Zeit der Beobachtung 
mit dem wahren Ort der reducirten Beobachtungszeit identificirt worden ist. Die Elimi- 
nation der allgemeinen (geocentrischen und barycentrischen) Parallaxe vollzieht sich durch 
die Anbringung der Correctionen JX = 4, X + 4,X ete. an die geocentrischen Sonnen- 
coordinaten. Vernachlassigt man, was bei ganz kleinen Zwischenzeiten gewéhnlich der 
Fall ist, die Parallaxe, so sind auch alle Correctionsglieder fortzulassen, d.h. 7X = JY 
= 47 = 0 fir alle drei Beobachtungen, und fiir die Epoche werden (X), (Y), (Z) gleich 
den direct aus einer Sonnenephemeride interpolirten Werthen X, Y, Z und (R) wird R. 
In den Gleichungen (47) sind dann die von j, a, d abhangigen Glieder fortzulassen, ebenso 
in den nun folgenden Entwickelungen alle Glieder, die diese Gréssen enthalten. 

Durch Auflésung der Gleichungen (47) lassen sich 6, 6’ und 6” als Functionen der 
Unbekannten r und bekannter Gréssen darstellen. In der ersten und dritten der Glei- 
chungen (47) enthalten die Coéfficienten von 6 zwar die Unbekannte r, aber die Deter- 
minante der Coéfficienten von 6, 6’ und 6” ist von derselben unabhingig. Diese 
Determinante, die also nur bekannte Gréssen enthalt, soll mit 2 N bezeichnet werden. 
Substituirt man nun die Ausdriicke rechter Hand der Gleichungen (47) an Stelle der 


*) Der Punkt, auf den sich (&), (7), (6), (X), (Y), (Z) beziehen. Dieser Punkt liegt auf der 
Gesichtslinie und hat die Distanz @,, vom Korper. 
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Coéfficienten von 6 in 2 N, so erkennt man sofort, dass die so entstehende neue Deter- 
minante sich als die Summe von zwei Determinanten schreiben lisst, von denen die erste 
1 1 4 é ; 
den Factor S l[=—ap (2 oo 3) und die zweite den Factor j enthalt. 
Setzt man also, weil: 
Nia wig 0 -—— oF (tg OF UG DY) ihe ay obs var ar -cw, (BD) 


“— 


noch: 
n = o/2tgd + (tg 0)” 
C, = tgdcos(A—a)—igD, C, = sin(A—a), Cs; = Scos(A—«) 
¢, = tgdcos(a —a)—tgd, ce —=sin(a —&), Cs —j cos(a —a) 


x =H [Ga’t On98)]; 4 = SCLC" + Gyn] ea) 


An =— = [oo! + 0(t98)]; AA [ey a! + 0 2] 


so ergiebt die Lésung der Gleichungen (47): 
1 1 4,R 
6 = 4|— — — | ——— A 
[a — ce) +9 TH )| + 
amie yA ae Pe fend oe Her ES) 
| a 
Le ps! +8 Gey) + 
Die erste dieser beiden Gleichungen ist der sogenannte Lambert’sche Satz itiber 
die Kriimmung des geocentrischen Laufes1). Die weitere Bestimmung der Bahn 
kann nun in verschiedener Weise vorgenommen werden, je nachdem man dieselbe mit 
oder ohne Voraussetzung iiber die Excentricitét durchfihren will. Will man eine all- 
gemeine Bahn bestimmen, so leitet man 6 und r aus der Gleichung (49) und aus der 
ersten der Gleichungen (53) ab. Will man aber eine Parabel berechnen, so dass der 


Gleichung: 
, a (7) 


geniigt werden muss, so leitet man die Bahn am bequemsten aus dieser Gleichung und 
Uy 


dem Verhiltniss von ‘ss ab. In ahnlicher Weise wird man im Falle einer Kreisbahn 


2 
verfahren, nur dass dann das Glied rechter Hand der Gleichung (54) 2 anstatt — ist. Es 


/ 
sollen nun zunichst Formeln fiir < und fiir die in Gleichung (54) auftretenden Ge- 


schwindigkeiten der heliocentrischen Coordinaten aufgestellt- werden. 


Die Elimination von E — ar ¢ +3 a) aus den beiden Gleichungen (53) 
ergiebt leicht: 


6! i eee) 
Peer esas yore nuke soos OD) 
wo gesetzt worden ist: 
ee IE Ag es cas AN Gdn sda BO) 
% 


; : £ at OK 
Es lasst sich aber auch direct ein bequemer Ausdruck fiir — aufstellen, wenn man 


: 1 4k 
eee) 
ie Ry (R) 
') Siehe die zweiunddreissigste Vorlesung. 
Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 59 
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aus der zweiten der Gleichungen (47) vermittelst der ersten der Gleichungen (53) elimi- 
nirt. Man erhalt dann: 


8 
o oo! Oh de  Reabess ue: Ax eles; 
Pee me Pe Zo 8 (A — &) — Fg 06) 3 (57) 
oder mit Riicksicht auf die Formeln (52): 
Cae 1 NC, reat jlo J Cn c, 0 + ¢,(tg 0)’ 
6 2a Colt Ong! 2a Quo Qa! Ca’ + Cy(tgd)"” 
oder auch: ‘ 
rks 1 Ge Oe oats 9 NE Man ee 
6) Dr Cue AG, ig 0) 7526 Oxo Cag 0): 
Definirt man nun noch folgende Hiilfsgréssen: 
r= %,,— 2%. 9=0 Lrg) . -. 
OF Cs 


und dividirt Zihler und Nenner der beiden Glieder der rechten Seite der Gleichung (58) 
durch C,, so ergiebt sich: 


(ee 
Ge lo'+In , jeg y 
6. ttre aD TG Og 
oder endlich, wenn man noch setzt: 
UE 
a Of a Le ee oC 
CPO” OSI ote, ie nn 


Vergleicht man diese Gleichung mit der Gleichung (55), so ersieht man, dass das erste 
Glied rechter Hand der Ausdruck fiir ~ ist und dass die beiden Ausdriicke (56) und 


(60) fiir B identisch sind. Die Gleichung (61) hitte auch aus den Gleichungen (55) 
und (56) abgeleitet werden kénnen, allein fiir die Rechnung sind die Formeln (59) und 


(60) bequemer, weil dadurch die Berechnung von x und 4x bei der Bestimmung von 
/ 
G ganz umgangen werden kann. 


Die Ausdriicke fiir die Geschwindigkeiten der heliocentrischen Coordinaten sollen 
aus der Gleichung (32) abgeleitet werden. Danach ist fiir die erste Coordinate: 


a’ = (§)'— X' — (AX) = ' cosa — 6 sin wa’ — X'—(4X)’ . . . . (62) 
/ 
Wenn man nun den Factor 6 aus den beiden ersten Gliedern rechts heraushebt und “ 


mit Hiilfe der Gleichung (55) eliminirt, wobei natiirlich e gemiB der Formel (61) zu 


berechnen ist, so ergiebt sich, indem man in derselben Weise mit den beiden anderen 
Coordinaten verfihrt: 


A 

— 0 |= cos — sinew! |B cos — X' — (AX) 
A 

i 0 |= sino. + cos aa! | — Bsin a — y'— (MY), 


: . 
7 |< t99 + (tgdy |-Bta — 7 — (Ady. 
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Setzt man jetzt: 
[X) = X’+ (4X)'+ Boosa 
a YA Yi a8 Sta ie eee os 4 + 2 (68) 
[Z! = Z'+(4Z) + Bigd 


und weiter: 


A A 
Wg = 5 COS % — sin O10; dy = = Sino + Cos cor’; a, = 4 tgd + (igdy . (64) 


so erhilt man schliesslich folgende Ausdriicke fiir die Geschwindigkeiten: 
= —¢@,6—[X); 4 = a,6—[Y}}.. ¢ = a,6—[Z/ ...... (65) 
An der Hand der bisher entwickelten Formeln soll nun die weitere Bestimmung 


der geocentrischen Distanz verschiedentlich vorgenommen werden, und zwar zuerst fiir 
die Parabel, dann fiir den Kreis, und schliesslich fiir eine allgemeine Bahn. 


Parabel. 


Fiir die Parabel sollen die Gleichungen (49) und (54) in Verbindung mit (65) 
herangezogen werden. Man ersieht also sofort, dass das Princip dieser Methode einer 
parabolischen Bahnbestimmung darin besteht, dass einerseits dem fiir die Parabel gel- 
tenden Geschwindigkeitsgesetz (54) von vornherein geniigt werden soll, und andererscits, 


Spy Ae 5 ; : c 
dass das Verhaltnis G gemiiss seiner Ableitung aus den allgemeinen Gleichungen (47), 


denselben Werth haben soll, als ob die Lésung ohne Voraussetzung iiber die Excen- 
tricitat vorgenommen wiirde. 

Damit ist aber gleich, wie spiter noch ausfiihrlich gezeigt werden wird, ein Mittel 
gegeben, ohne Schwierigkeit von der Parabel auf eine allgemeine Bahn iiberzugehen. 

Der Lambert’schen Gleichung (erste Gleichung 53) wird also nicht von vorn-, 
herein Geniige geleistet. Dieselbe wird daher nur dann fiir die parabolische Lésung 
gelten, wenn die letztere auch mit der allgemeinen iibereinstimmt. Dadurch ist aber 
bereits wahrend der Rechnung ein Criterium gegeben, die Richtigkeit der Annahme 
einer Parabel zu priifen, sowie im Falle von mehr als einer parabolischen Lésung die 
physisch richtige zu bestimmen. 

_Eliminirt man also r aus den Gleichungen (49) und (54), nachdem die Geschwindig- 
keiten in der letzteren durch ihre Werthe aus (65) ersetzt worden sind, so ergiebt sich: 


[e — 2 Om(R) cos» + (R)*}* {(a,6 —[X})2 + (ays —[ YJ)? + (a6 —[Z])2} = 2 (66) 
oder, wenn man schreibt: 
a? = (a2 + a3 + a2) cos?d; b= (az[ XV + ay[Y)+a,(Z]) e080; G2 =[X]?-+[Y]?+(Z]? (67) 
und 6 durch 0Q,,cosd ersetzt: 


2203 —2b em + @ = : 


[om — 2 Om (B)cos b+ (RY) 
Dividirt man beide Seiten dieser Gleichung durch a?(R)? und Zahler und Nenner 
der rechten Seite durch (R), und schreibt: 


ert (68) 


Om 
Pa ama tela ieee asa ts fs fa (69 
| m (69) 
dann ist: 9 
; b G2 a?(h)s 
a4? anys Rie Se eens OL 
a2(R) a?(R) [22—2z2ecosy + 1]'k 
oder auch: 
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2 
b 72, atG2—b? a2(R)3 4 
[ a” a a(R)? [(e — cos)? + sin? p]'2 


Das zweite Glied linker Hand ist immer positiv, wovon man sich leicht tiberzeugen 
kann, wenn man fiir a? und b? ihre Werthe aus (67) substituirt und die Quadratsummen 
auflést. Setzt man daher: 


b eG? — G? ; 2 ae 
= @(R)' i ~a*(R) = 70) ea = may c == cost; s ==suea( 79) 
so erhalt man z aus der Lisung der folgenden Gleichung: 
h 
f(@) = see Sas ae pee eo ='0-... . . Sa 


Die Wurzeln dieser Gleichung kénnen als die Schnittpunkte einer Parabel und einer 
asymptotischen Curve aufgefasst werden, deren Gleichungen sind: 
y = (¢—p’); ee . 3 SiS 

Leuschner hat gezeigt'), dass diese Curven entweder einen oder drei Schnitt- 
punkte haben kénnen, fiir welche z reell und positiv ist, und danach Criterien fiir die 
Anzahl der Lésungen aufgestellt 4). 

Dass immer wenigstens eine Lésung auf Grund der urspriinglichen Werthe von 
oa, 0, a, 0’, o'’, 0” besteht, ist leicht zu beweisen, ndem man die Gleichung (68) quadrirt 
und nach abnehmenden Potenzen von 0» ordnet. Betrachtet man dann nur das von Q» 
unabhangige Glied G4(R)2— 4, so erkennt man, dass dasselbe stets negativ ist, denn 
bis auf die Parallaxenglieder ist G? = = und weiter, mit Vernachlassigung der 
Excentricitit der Erdbahn, sind R = 1 und G? — 1, so dass angenihert G+(R)?—4 
= —3 ist. Hieraus folgt aber nach der Theorie der Gleichungen, dass immer minde- 
stens eine Wurzel @,, und daher ¢ positiv und reell ist. Dies bedeutet aber natiirlich 
nicht, dass nach vollendeter Bahnbestimmung die erste und letzte Beobachtung dar- 
gestellt sein werden, denn das hangt, wie weiter oben aus einander gesetzt wurde, davon 
ab, ob die in a’, 0’, o, 0” vernachlissigten héheren Differenzen in Wirklichkeit inner- 
halb der Sicherheit der Rechnung und der Beobachtungsfehler unmerklich waren. 

Die Bestimmung von zg aus der Gleichung (71), welche Gleichung vom sechsten 
Grade ist, erfolgt am bequemsten auf graphischem Wege, mit Benutzung der Higen- 
schaften der Parabel und der Curve (72). Die Gleichungen der Achsen der Parabel 
und der symmetrisch verlaufenden Curve sind beziehungsweise ¢ = p’ und zg = ce. Die 


') Cfr. Publications of the Lick Observatory, Vol. VII, part 7. (Aber noch nicht erschienen.) 
Drei Schnittpunkte sind méglich, wenn entweder: 


p'>0; e>0; 
oder: p/>0; c<0; 90° <y <125°16'; oder: p’<0; c>0; O<w< 54°44’, 
und wenn zugleich: PY. (Gy 
(3) + (4) <2 


wo gesetzt ist: 
piesa! 2 Vee 42). 4% [2 i *—4'| 
Ca St aCe ; 
Von diesen drei parabolischen Lésungen ist aber nur eine giiltig, namlich die- | 
jenige, welche dem Lambert’schen Satz, Gleichung (53), geniigt. Cfr. auch S. 471, wo — 


hochst ens eine parabolische mit der allgemeinen Liésung iibereinstimmen kann. (Den 
ausfiihrlichen Beweis vergl. Publ. of the Lick Observatory, Vol. VII, part.7.) — 
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Parabel liegt ganz auf der positiven Halfte der durch die Hauptachse y = 0 getheilten 
ye-Kbene, wihrend die Curve von der Hauptachse y = 0 durchschnitten wird, und die 
unter der Hauptachse liegende Linie y = —q’? eine Asymptote zur Curve ist. Fiir die 
Schnittpunkte der Parabel und Curve kommt also nur der Theil der Curve in Betracht, 
welcher in der eben beschriebenen positiven Halfte der yz-Ebene liegt. Ausserdem ist 
aber noch zu bedenken, dass, da fiir die gesuchten Lésungen zg immer positiv sein 
muss, nur diejenigen Theile der Parabel und der Curve in Betracht kommen, welche 
rechts von ¢ = 0 liegen. Des Weiteren sollen nun die von der Achse der Parabel 
und die von der Achse der Curve ab geziahlten Abscissen beziehungsweise mit 2’ und 
€ bezeichnet werden, so dass 


i Oe a eae AN Seer Oe (78) 
ist. Oder, wenn man noch 
Ce CAD nee PAN oiler ea | BCT) 
setzt, auch: 
ee Acces aca ot ie KO) 


Die Groésse c’ ist dann die Distanz zwischen den beiden Achsen von der Achse der 
Parabel ab gerechnet. Zahlt man vorlaufig noch die Ordinaten der Curve von der 


Linie y = — q? und bezeichnet diese Ordinaten mit y, so dass 
Ee are sodas «. laviiig wiper eye 2x (76) 
so kann man die Gleichung der Curve schreiben: 
h 
1= aa ~ lag pet aolaaeiia auc eure Wi) 
oder, wenn man setzt: 
i 8 eee 
auch: 
h 
reat tos era ps Ament «he >) 2%.) (79) 
Der fiir y — 0 oder 7 — q’ in Betracht kommende Maximalwerth von € soll nun mit 


£m und der nach Gleichung (78) dem Werthe §,, entsprechende Werth von @ soll mit 
®» bezeichnet werden. Dann ist nach Gleichung (79), wenn man noch nach Gleichung (70) 
in h fiir (R) den angenaherten Werth von (R) = 1 setzt: 
a2 q'2s 

2 


Ebenso findet man aus den Gleichungen (78) und (73) fiir den dem Werthe ¢ = 0 ent- 
sprechenden Werth € von &: 


(OSE — 


Signe 180) 


Go at .Cipran ote 
ie etree AL 
und daher: 
Bee as eae RARE tore” aria OL) 


Man kann also zunachst die Grenzen %,, und 3) bestimmen, um den Theil der Curve 
m. finden, auf dem die Schnittpunkte liegen miissen. Man kénnte also diesen Theil der 
Curve graphisch darstellen und ihre Schnittpunkte mit der fiir alle Bahnen constanten 
Parabel y = 2’? dadurch aufsuchen, dass man diese letztere in der Weise in die €y- 
Ebene legt, dass c’ gleich der Distanz zwischen den Achsen der Parabel und der Curve 
wird. Man kann aber diese Art der graphischen Lisung noch sehr vereinfachen und 
die graphische Darstellung der Curve und Parabel selbst vermeiden. Zu diesem Zwecke 
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soll zunichst die Gleichung (72) der Parabel auf das Achsensystem 1 = 0, € = 0 
bezogen werden. Es wird dann mit Riicksicht auf die Formeln (76), (73) und (74): 


y= y— a = Ee), 
wobei 4 und € nach den Formeln (78) und (79) als Functionen von # durch die 
Gleichungen der Curve bestimmt sind. Schreibt man daher 


y¥ =f) =E+e?—M—g)=0......-... (82) 
so ergiebt diese Gleichung in Verbindung mit den Gleichungen (78) und (79) die den 


Schnittpunkten entsprechenden Werthe von @. Nach den Gleichungen (73) und (78) 
ergeben sich dann die gesuchten Abscissen z der Schnittpunkte aus: 


e=f+omsigdte.s 2. 5 2 


In der Praxis bestimmt man zuerst nach den Formeln (80) und (81) die Grenzen 
und #,,, zwischen denen die den Schnittpunkten der Parabel und der Curve ent- 
sprechenden Werthe von ® liegen miissen. Sodann entnimmt man einer Tafel von 
natiirlichen trigonometrischen Functionen angeniherte Werthe (etwa auf drei Stellen) 
der Cosinus und der Tangenten von 3 etwa von 10 zu 10° oder 5 zu 5° zwischen 
a <O0<4%,,, multiplicirt sodann die Cosinus und Tangenten, z B. mit Hilfe von 


j : 4 h 
Crelle’s Rechentafeln, mit den auf ein Blatt geschriebenen Constanten A und s und 


bildet somit zu eimander gehérige Werthe von 7 und €. Ehe man diese hinschreibt, 
addirt man noch die auf ein Blatt geschriebenen Constanten — q’? und ¢’ beziehungs- 
weise zu y und €. Auf diese Weise erhilt man Werthe von y = y —q’? und e = 4c 
fiir einige Aquidistante Werthe von ® zwischen den Grenzen %) und %,. Die Subtrac- 
tion 2’2— y ergiebt dann die entsprechenden Werthe von y’ = f(#). Man bildet nun 
eine kleine Tafel, etwa wie folgt: 


+ Ze y fO) = g?—y 


und entnimmt derselben den (oder im Falle von drei Lésungen) die, einem Zeichen- 
wechsel von f(&) entsprechenden Werthe von # Nun berechnet man ganz wie vorher 
und zwar genau bis zu derjenigen Anzahl von Stellen, bis zu denen man f(#) graphisch 
darstellen will, zwei oder drei Werthe von y' = /(@) fiir méglichst enge und Aqui- 
distante Werthe von & in der Nahe des Zeichenwechsels und zeichnet sodann die Curve 
y' = f(®) mit y als Ordinate und @ als Abscisse. Der Schnittpunkt der Abscisse und 
der Curve ergiebt den gesuchten Werth von ®, welchen man auf diese Weise direct 
und mit wenig Miihe geniigend genau bestimmen kann, um ¢ aus der Gleichung (83) 
bis auf vier oder fiinf Stellen genau zu erhalten. Es sei ¢, der so erhaltene Werth 
von zg. Substituirt man nun den Werth z, in das Glied f(z) der Gleichung (71) und 
bezeichnet f(z,) mit M,, dann ist eine Correction 4z, so zu bestimmen, dass f (4 


+ 42) = 0 wird. Um eine Formel fiir 42, zu gewinnen, differentiiren wir die 
Formel (71) und erhalten so: 
af (2 h(e—e 


dz 
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Da nun 4z, so bestimmt werden muss, dass: 


d 
4p (a) =|LO] 44 = —m 
ist, so wird: eas 
—M, 
Ae, = z aa - + + (84) 
Uae DP) ee 


[a —¢)? +87] [(@, — 0)? +s?] 

Diese Formel ist so angesetzt, dass Jz, sehr bequem mit Benutzung der Logarithmen 
von -lauter bekannten Ausdriicken berechnet werden kann. Aus 2, = 4,+ 242, be- 
rechnet man dann M, gemiss der Gleichung (71) in derselben Weise wie M, aus 2, 
gefunden wurde und setzt die Annaherungen fort, bis man einen Werth von ¢ erhilt, 
fiir welchen f(z) = 0 wird. Eine einmalige Anwendung der Differentialformel ist aber 
gewohnlich geniigend, um, wenn das néthig sein sollte, den auf graphischem Wege 
erhaltenen Werth z, endgiiltig zu corrigiren. 

Aus z berechnet man nun @e,, = (R)z und 6 = @Q,,cosd. Dann ergeben die 
Gleichungen (30) und (65), nachdem in der ersteren wegen 6 = 0 cosd geschrieben 
worden ist: : 

(eros, Anyi 6 sno, () == tgd ... ... . . « » (85) 
die Werthe 2, y, 2, x’, y’, 2’ der heliocentrischen Coordinaten und Geschwindigkeiten. 

Als Controle der parabolischen Lésung muss die Gleichung (54) genau (innerhalb 
der Unsicherheit der Rechnung) stimmen, nachdem noch r aus der Gleichung: 

poneere et? tee as Rw. RES th Gore.) (86) 
berechnet worden ist. 

Um nun die Richtigkeit der Annahme einer Parabel zu priifen, berechnet man 6, 
mit dem eben erhaltenen Werthe r aus der Lambert’schen Gleichung (53) und dann 

OL 
aay (R)cos0- 
mit dem aus der parabolischen Liésung erhaltenen Werth von zg nicht iiberein, so kann 
man sofort schliessen, dass eine Parabel unméglich ist, wenn nicht etwa eine sehr un- 
regelmissige geocentrische Bewegung Ursache giebt, die Genauigkeit der anfianglich 
bestimmten Werthe von «’,0’, «’,0” zu bezweifeln. Da man aber stets, wie weiter oben 
ausfiihrlich auseinander gesetzt worden ist, die Genauigkeit dieser Gréssen beurtheilen 
kann, so kann man leicht entscheiden, ob die parabolische Lésung fortgesetzt werden 
soll oder ob man zu einer allgemeinen Lésung iibergehen will. Die Zulassigkeit der 
parabolischen Lésung lasst sich nun aber unter der Annahme, dass die Werthe von 
a, 0, #, 0” geniigend genau waren, sehr leicht aus Tafel XVI bestimmen. Aus dieser 
Tafel entnimmt man nimlich bei der allgemeinen Lésung den Werth von z mit den 


Stimmt dann dieser Werth zz innerhalb der Unsicherheit der Lésung 


oii nae - : : ; is, 
Argumenten ~ und —, wie sich sogleich weiter unten zeigen wird, wo— eine von @’, 
m m 


0’, «’, 0” abhiingizge Grisse ist. Aus der Anzahl von Stellen, mit denen «’, 0’, a”, 0” 
aus den Differenzen der geocentrischen Bewegung bestimmt werden kann, ergiebt sich 


nu! 
nun sofort bei einem Ueberblick iiber die Rechnung die Anzahl von Stellen, die in a 


genau bekannt sind. Die iibrigen Stellen reprisentiren eine Region von Lésungen von 
2, deren Grenze1 man sofort aus der Tafel ersehen kann. Fiallt der unter Annahme 
einer Parabel gefundene Werth von ¢ weit ausserhalb dieser Grenzen, so kann man mit 
Sicherheit auf eine allgemeine Bahnbestimmung iibergehen. Im Falle von drei Lésungen 
kann nur einer der entsprechenden Werthe von ¢ innerhalb dieser Grenzen fallen. 
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Die weitere Behandlung der Parabel vollzieht sich fast ganz so, wie bei anderen 
Bahnen und wird spiter mit diesen durchgefiihrt werden. 


Kreisbahn. 


Die Lésung der Kreisbahn kann ganz\in derselben Weise vorgenommen werden, 
wie diejenige der Parabel. Nur ist in der Ableitung der Formeln zu beachten, dass in 


der Gleichung (54) das Glied rechter Hand - anstatt = ist. Dadurch werden aber nur, 


wie man leicht iibersehen kann, einige der constanten Hiilfsgréssen geandert. Die 
Werthe der geinderten Constanten fiir die Kreisbahn sind: 


= ap C08, == sa2g® . . . . 2 ne 
Die Formeln fiir die Kreisbahn sind sonst ganz dieselben wie fiir die Parabel. Diese 
Methode, eine Kreisbahn zu bestimmen, ist in der Anwendung vielleicht nicht ganz so 
bequem wie die iiblichen Methoden. Da sie aber auf drei Beobachtungen, anstatt der 
nur nothwendigen Anzahl von zwei Beobachtungen, gegriindet ist, so hat sie, ebenso 
wie die vorangehende parabolische Methode, den Vortheil, dass man bequem, ohne Neu- 
rechnung, auf eine allgemeine Bahn iibergehen kann, wenn die Lambert’sche Gleichung 
die Unzulinglichkeit der Annahme einer Kreisbahn zu Tage fordert. 


Was die Anzahl der Liésungen anbetrifft, so ist hervorzuheben, dass entweder nur 
eine oder keine Lésung méglich ist, und dass sich gleich am Anfang der Rechnung 
die Existenz der einen Lésung aus den Hiilfsgréssen entscheiden lisst 1). 

Ist aber keine Lésung méglich, so geht man sofort mit denselben Hilfsgréssen- 
auf eine allgemeine Bahn tiber. 


Allgemeine Bahnbestimmung. 


4 


Die Bestimmung der geocentrischen Distanz ohne Voraussetzung iiber die Excen- 
tricitat vollzieht sich, wie schon weiter oben angedeutet wurde, durch die Elimination 
von r aus der Lambert’schen Gleichung [erste Gleichung (53)| und der Gleichung (49). 


*) Leitet man die Gleichung (68) fiir den Kreis ab, vernachlassigt dann, der Hinfachheit halber, 
die auf die Parallaxenelimination beziiglichen Bezeichnungen, setzt wieder G? = R = 1 und ordnet 
die Glieder wieder nach abnehmenden Potenzen von ge, so fallt das von @ unabhangige Glied fort, 
und die Gleichung wird fiinften Grades. Sind dann e¢ sowie p’, oder b, (cfr. Gleichungen 70) 
negativ, so existirt kein Zeichenwechsel und daher auch keine positive Wurzel 0. Da weiter kleine 
Planeten meist in der Nahe der Opposition entdeckt werden, so wird c = cosy immer negativ sein. 
ihn Méglichkeit einer dreifachen Lésung bestinde dann gemiss der Anmerkung 1), S. 468, 

arin, dass 


3 2 
Ys (G) <ay>0 eco weycume 


Im Allgemeinen wird aber ein kleiner Planet naher als 55° von der Opposition entdeckt werden und 

daher werden drei Liésungen kaum méglich sein. Ist aber e<0, p’>0, dann werden alle Coéffi- 

cienten der Gleichung fiinften Grades positiv, so dass selbst eine Lisung unméglich ist, wenn noch: 
1 

(ita)? 

eras) SMR Sn as pecans erro RG AC 


1 
142k Fibs d 
3 aeaitecweienl ad 
das heisst, wenn c kleiner als der kleinste der Ausdriicke der ersten und grésser als der grdésste 
der Ausdriicke der zweiten Zeile ist, was sich leicht aus den Hilfsgréssen entscheiden lasst. 


= 


Oe WON Kaa te - 
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Qm 


Setzt man wie bei der Parabel in beiden Gleichungen z = (R und dann noch in dem 
Lambert’schen Satz: 
ti at Ss x A4,R Aan a 4,R sf 
Soa (R)+ cos 0” a (R)* cos 5(2 pe (R) ye (R)cosd “i (1 ae ae AV (B®) 
so kénnen dieselben geschrieben werden: 
gee ts Oe Clee 
e—(m) =~) =—"5 


r? == (R)?(e2— 22cosp + 1) = w (RP), 


wo die Bedeutung von (v) und w ohne Weiteres ersichtlich ist. Die Elimination ergiebt: 


r= prem = 
oder auch: _ 
MO Mies oe See ss, s (O9) 
und endlich, wenn man die Ausdriicke fiir w und (v) wieder einsetzt: 
(e2— 22cosp +1)? [z—(m)?—m2=0....... . (90) 


Lisst man die durch die Parallaxenelimination bedingten Bezeichnungen fort, so 
schreibt sich diese Gleichung: 


(22—2z2cosp+1)3[e—m?—m?=—0......... (91) 
Die Werthe von z, welche diese Gleichung befriedigen, kénnen aus der Tafel XVI 


: eee : : : 
mit den Argumenten w und mm Allgemeinen zu sechs Stellen interpoliert werden’). 


Die Tafel ist eine Erweiterung der Tafel XII[a im I. Bande des v. Oppolzer’schen 
Lehrbuches zur Bahnbestimmung, und ist von Studenten der Universitat von Kalifornien 
nach Vorschriften Leuschner’s berechnet worden. Die Tafel ist siebenstellig berechnet, 
jedoch empfiehlt Leuschner den interpolirten Werth von zg durch Substitution in die 
Gleichung (90), bezw. (91), zu controlliren. Durch die Tafel ist die bisher in der 
Bahnbestimmung nothwendige versuchsweise Bestimmung der geocentri- 
schen Distanz abgeschafft. 


| 


Unter Umstanden kann es vorkommen, dass sich kein Werth von ¢ in der Tafel fiir 
1 : : 
berechnete Argumente “wp und ig findet. Dies deutet entweder auf einen Rechenfehler 


oder darauf hin, speciell wenn die Lésung der Tafel nach nicht weit verfehlt ist, dass 
die Anfangswerthe a’, 0’, w’, 0” durch Vernachlissigung der héheren Differenzen gelitten 
haben. In solchen Fallen interpoliert man aus der Tafel mit dem Argumente ~ und 


: 1 sates l, 
einem, dem berechneten Werthe von ae nahe als méglich liegenden Tafelwerthe den 


zugehérigen Werth von z. Diese Bahn wird dann freilich naturgemiss die erste und 
dritte Beobachtung nicht genau repriasentiren und eine Verbesserung erfordern, die indess 
bequem nach den Methoden des II. Abschnittes auszufiihren ist. 

Liegt der Bahnbestimmung die mit vollstandiger Elimination der Parallaxe abge- 
leitete Gleichung (90) zu Grunde, wo der Unterschied von (m) und m von der Ordnung 
der Parallaxe ist, oder zeigt die oben angedeutete Controlle, dass der aus Tafel XVI 


1) Die Anzahl der Lésungen ergiebt sich sofort aus der Tafel. Hs existiren entweder eine 
oder zwei Lésungen. Die Criterien fiir die Anzahl der Loésungen einer Gleichung von der Art der 
hier in Betracht kommenden sind eingehend von Mrs. Young (Grace Chisholm) in den Monthly 
Notices of the Royal Astronomical Society, Vol. LVII, p.379, erértert worden. 


Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 60 
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enthnommene Werth von ¢, noch einer kleinen Verbesserung, 42, bedarf, so erhalt man 
diese z. B. im ersteren Falle durch Differentiation von (90), aus der sich, wenn man 
diese Gleichung in der Form f(¢) = 0 schreibt, und genau so verfihrt wie bei der 
Ableitung der Gleichung (84), der Werth ergiebt: 
ar.) 
QO lis +3@ a — 09 ¥)] sy 
wo «, und (v), dieselben Ausdriicke wie in (89) darstellen und M, der Werth von f(¢;) 
ist, den man erhilt, indem man den Tafelwerth ¢, in f(z) einsetzt. 
Im Weiteren verliuft die Berechnung der heliocentrischen Coordinaten und Ge- 
schwindigkeiten genau wie im Falle der Parabel oder der Kreisbahn. 


ag, = 


Die Darstellung der beiden ausseren Oerter und die Berechnung 
der Elemente. 


Aus a, y, 2, 2, y', e’ kann man die Elemente der Bahn mittelst der Formeln (33) 
und (36) der vierten Vorlesung berechnen. Indess ist es rathsam, vorher die 4usseren 
Oerter zu berechnen, und die Berechnung der Elemente aufzuschieben, bis man sich 
vergewissert hat, dass die heliocentrischen Coordinaten und Geschwindigkeiten keiner 
weiteren Verbesserung bediirftig sind. Man berechnet daher zuerst die auf den Aequator 
bezogenen Gauss’schen Constanten und nachher die Oerter in der iblichen Weise, 
oder man bedient sich der Harzer’schen!) Reihen, welche die heliocentrischen Coordi- 
naten zur Zeit ¢ als Functionen von 2, y, 2, 2’, y', 2’ darstellen, die in ahnlicher Weise, 
wie die Verhiltnisse der Dreiecksflichen der neunundsechzigsten Vorlesung abgeleitet 
werden. Differentiirt man die Gleichung (86) verschiedene Male, so ergiebt sich leicht: 


1 yr 
rr awa tyy tee; rr! = — es Hf g'2t y/2t g'2@— y's y!! — = ae Br'r!” . (93) 
Differentiirt man weiter die Gleichung a’ = — —, fortgesetzt, indem man jedes 
r 


Mal r’”, wo es auftritt, durch die letzte Gleichung eliminirt, so erhilt man: £ 


1 
to =F) et o@e. 


wobei die f(x), g(m) allein von r, 7’, r” abhiingige Functionen bedeuten, die den reeur- 
rirenden Gleichungen: 


fet) =— 


= [-22 4 f'(n) | g(m+1) = ee ——[F(n) + @)] 


geniigen. Aus den evidenten Formeln f(0) = 1, g(0) = 0 ergiebt sich dadurch: 


f(1) = 9, f2)=—s> (Q= +5, (= te a 

f(5) Saat AES kW non eerie s oa a 
(M=1, 2)=% ()=—gy 9) = Fee 
10) = +ign—ipe tie gO) osetia on 


Multiplicirt man die Gleichung (94) beiderseits mit 7”, so reprisentirt die linke Seite 
das allgemeine Glied der Taylor’schen Reihe fiir a, d. h. fiir x zur Zeit t, da # und 


1) A. N. 3871. 


7 
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aw’ der Ausgangsepoche ¢, angehéren. Fiihrt man daher die Ausdriicke fiir f(n) und 
g(n) in (94) ein, so erhalt man fiir die Taylor’sche Reihe, wenn man die Coéfficienten 
von # und w#’ nach Potenzen der Zwischenzeit t ordnet und zugleich die Ausdriicke fiir 


y und zg ansetzt: 
i y! 1 y!2 yl! y! y'3 8r'y¢ " | 
ee Sees Meek 5 <P 
fe : pe Qre (553 ore e (Ga 2r6 i a) 


Ae 1 y' ; 1 So ee 3 Fo yr! AC he (96) 
ie oe tt Oe eee lee Bret cae 


w= fetoe’s w= hy toys «= het oe 


Da nun aber: 


it 
fee gaartyrt nats, pele att - + (97) 


so kann man zunichst die halbe grosse Axe a berechnen und erhalt dann an Stelle der 
Harzer’schen Coéfficienten: 


1 f 1 1 yo / U 7 19, 
(=f O=s 0 (O= Fp (igre +z) earlier ta ee 
Bey Libel Bea ee 9 (rr')2 iy (es || 
18) =— Fa 94) = 7109) = pal 1- € r ath AG tera walt —(2 r re 
fe=1 4+ 22f(2) +237(3) +747(4) + 05f(5)+--+5 gp = t+ 739(8) + t49(4) +759 (5) + 059 nt 


Fiir die Parabel fallen dann die durch a dividirten Glieder fort. Fiir den Kreis ist 
ry =a, und r’ = 0, wodurch die Coéfficienten eine sehr einfache Form annehmen. 

Diese Reihen sind bei kleinen Zwischenzeiten dusserst bequem zur Berechnung der 
fusseren Oerter sowohl, als der gewéhnlichen 12tagigen Ephemeride. Da alle Gréssen 
bekannt sind, kann man gleich zu Anfang abschitzen, wo die Reihen innerhalb der Ge- 

_nauigkeit der Rechnung abgebrochen werden kénnen. Wenn die Glieder f(5) und g(6) 
sehr merklich sind, dann ist es vortheilhafter, anstatt der Reihen geschlossene Ausdriicke 
zur Berechnung der Oerter zu benutzen. Man kann dazu entweder die weiter unten 
folgenden geschlossenen Ausdriicke fiir f, und g; benutzen, oder man bedient sich 

der Gauss’schen Constanten fiir den Aequator, welche aus 2, y, z, a’, y’, 2’ mit Be- 
nutzung der Formeln der vierten und zehnten Vorlesung abgeleitet werden kénnen. 

Es ist iiberhaupt immer vortheilhaft, diese Constanten zuerst zu berechnen, um die 
Umrechnung der Elemente auf die Ekliptik zu vermeiden, da die ekliptikalen Elemente 
leicht aus den Constanten fiir den Aequator hervorgehen. 

Auf §. 40 der vierten Vorlesung finden sich folgende Gleichungen: 

a2 = r {cosu cos 8 — sinu sin 2cosi}; y =r {cosusin 8+ pipe (98) 
z= rsinusini 

wo 2, y, 2, & und i auf den Aequator bezogen sind und wo u=—a@-+v ist. Setzt man 
nun in den Gleichungen (4) der zehnten Vorlesung ¢ = 0, so gelten diese letzteren 
Gleichungen auch fiir den Aequator. Fiihrt man diese Constanten fiir den Aequator 
also in die Gleichung (98) ein und setzt, wie gewdhnlich: A’+ = A+u, dann er- 


halt man: : : : : 3 
sinacos(A’' + v) = sinacos Acosu— sinasinAsinu ..... . (99) 


oder, mit Benutzung der Gleichung (4) der zehnten Vorlesung: 
sin acos(A' + v) = — sin 22.cosicos u — cos 8 sin u. 
Eliminirt man aus dieser Gleichung sin 8 cosu mit Hiilfe der zweiten, und dann sinw sini 
mit Hiilfe der dritten der Gleichungen (98), so ergiebt sich nach einigen leichten Trans- 
formationen: 
60* 
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sin acos(A' +0) = — 5 sini cos & — = cosi, 


oder, wenn man sinicos8 und cosi nach den Gleichungen (33) der vierten Vorlesung 


durch die Coordinaten und die in 7; mittleren Sonnentagen ausgedriickten Geschwindig- 


keiten ersetzt: 


sin a cos(A' + v) = ae [x' (y2 + 22) —a(yy’ +22')] . . . . . (100) 
rp 
Da aber: 
we y® tb 28 2 alt yy’ + ee!’ rr... ee) 


ist, so erhilt man endlich, nach einigen weiteren leichten Reductionen, wenn man zugleich 
die entsprechenden Gleichungen in den beiden anderen Coordinaten ansetzt: 


sap! nial PRP | / 
Sotere alt sin b cos (B’ + yj eee sin ¢ cos(C! + j= 
Vp Vp Vp 
Aus diesen Gleichungen und den Gleichungen (10) der zehnten Vorlesung (wobei jetzt 
jedoch x anstatt «’’ gesetzt ist), kann man die Gauss’schen Constanten fiir den Aequator 
aus den heliocentrischen Coordinaten und Geschwindigkeiten r, 7’, p und v bestimmen, 
wobei die letzteren Gréssen, wie auf §.40 der vierten Vorlesung berechnet werden 
kémnen. Durch Differentiation der Gleichung p = r(1+ecosv) erhilt man aber auch 


noch esinv = r’ Yp, und hat somit zur Berechnung von e und v: 


sin acos(A'+ v) = (102) 


ecosy = = —1, esinu—r'Vp.. .. .. 2s 
Fiir die Parabel ist esinv = De sin = cos = eh Vp ah ¥2q, oder, wenn man 008 

mit Hilfe von g = r eos 5 eliminirt und bedenkt, dass g? = : ist. 
sing (104) 


Es sollen nun auch gleich die Formeln abgeleitet werden, nach welchen man die 
ekliptikalen Elemente aus den Constanten fiir den Aequator berechnen kann. 
Analog den Gleichungen (99) kann man schreiben: 


sin b cos(B’ + v) = sinbcos Bcosu — sinb sin B sinu 
sine cos(C' + v) = sine cos Ccosu — sine sin C sinu 
sin b sin(B' + v) = sinbsin Bcosu + sinbcos Bsinu 
sinc sin(C’ + v) = sine sin Ccosu+ sine cos Csinu 


(105) 


Die Gleichungen (4) der zehnten Vorlesung enthalten aber die Relationen, welche 
zwischen den ekliptikalen Elementen 7 und 8 und den Constanten fiir den Aequator 
bestehen. Fiihrt man daher auf der rechten Seite der Gleichungen (105) die ekliptikalen 
Elemente und die Schiefe der Ekliptik ¢ nach den Formeln (4) der zehnten Vorlesung 
ein, so erhilt man die gewiinschten Formeln. Multiplicirt man also die erste und die 
dritte der Formeln (105) mit tgé und subtrahirt die Producte bezw. von der zweiten 
und vierten, so folgt bei Einfiihrung von 82, 7, ¢ nach einigen leichten Reductionen: 


pgs de sine cos (C' + v) — sinbcos (B' + v)tge 
(106) / 
c05 @ Sh = sincsin(C' + v) — sinbsin(B’ + v)tge 
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8 erhalt man aus der ersten und dritten oder fiinften der Gleichungen (4) der 
zehnten Vorlesung, und cosi aus der zweiten. 
Ausserdem ist: 


oa—u—v; A=A'—a; B= B'—o, C=C—o.... (107) 

Als Controlle benutzt man die letzte der Gleichungen (11) der zehnten Vorlesung. Die 
tibrigen Elemente werden wie im Vorhergehenden bestimmt. 

Die oben erwahnten geschlossenen Ausdriicke fiir f; und gy finden hauptsachlich 


bei der Bahnverbesserung auf Grund langerer Zwischenzeiten Verwendung und werden 
im II. Abschnitte abgeleitet werden. 


II. Methoden der Bahnverbesserung. 


Die hier zur Entwickelung gelangenden Methoden der Bahnverbesserung haben 
entweder die Reihen fiir f und g, oder geschlossene Ausdriicke fiir dieselben zur Grundlage. 
Dieselben sind auf Verbesserung von Bahnen beliebiger Excentricitaét eingerichtet 
und gestatten bequem, von einer Bahn auf die andere, wie z. B. von der Parabel auf 
die Ellipse, iiberzugehen. Die auf die Reihen gegriindete Bahnverbesserung kommt 
hauptsachlich bei massigen Zwischenzeiten in Betracht, wie z. B., wenn man eine nach 
den Formeln des I. Abschnittes gerechnete Bahn verbessern will, um die Beobachtungen 
genauer darzustellen. In den Variationen der Reihen fiir f und g kénnen mit Bequem- 
lichkeit nur Producte von der Ordnung der dritten Potenz der Zwischenzeiten, multi- 
plicirt mit einer Variation beriicksichtigt werden. Man kann von vornherein sich ver- 
gewissern, ob die Reihen ausreichen werden, indem man in den f und g Reihen (S. 475) 
die héheren Glieder abschitzt. Sind die mit hdheren Potenzen von t als t> multipli- 
cirten Glieder unmerklich, dann geben die Reihen im Allgemeinen befriedigende Resul- 
tate. Anderenfalls ist es gerathen, von vornherein die aus den geschlossenen Ausdriicken 
fiir f und g abgeleiteten Formeln anzuwenden. Es ist, wenn man sich mit linearen 
Variationen begniigt: 


0 cosd0u = —sinadu+cosady, 900 = —sind(coswda + sinuwdy)+cosddz . (108) 


Variirt man nun die Formeln (96), indem man die Producte etc. der Variationen, 
und die Glieder, welche mit héheren Potenzen von 7 als t? multiplicirt sind, iibergeht, 
da sie nicht in einfacher Weise beriicksichtigt werden kénnen und nur fir langere 
Zwischenzeiten oder fiir sehr kleine Werthe von r merklich sind, so erhalt man fiir 
Daten, welche der Epoche folgen: 


Om = fpema+o0f,+g00' + o'd% 


3. .0r Oita, elas 
es Oe era 7 (109) 


<5) 
S 
I 
to| 
ee ee ae 


wobei @ = a, y, 2 gesetzt ist. 


Da «% = a, 0 = 0, Constanten sind, so ist ferner: 


g 


62 = eG OCR = Op, dy = sincosd00 = > 00, de = sind0g = =2¢ (110) 


und: 


__ w0a+yoyt2dze __ (hate Yet a. Si 
De Sis corer aera per, pagal Omir aks CLL) 


— 478 


Der Coéfficient von 6@ in (111) ist der Cosinus des Winkels am Himmelskérper 
zwischen den nach der Sonne und der Erde gezogenen Linien. Wird dieser Winkel 
mit B bezeichnet, so ist auch: 

o— Rosy 


cos B, = -———_-—-; 


2 or = cospoo 


(112) 


Aus den Formeln (109) erhalt man mit Riicksicht auf (110) und (112) (&, 7, § = w), 


U 


wenn man noch in Gf das meist kleine, nicht bequem mitzunehmende Glied 1? 


2r4 
fortlasst: 
00, — fwoot+qoa'. (113) 
wobei gesetzt ist: 
U 
fu, = fie ed Ce — =") (114) 
oder auch, fiir alle drei Coordinaten ausgeschrieben: 
cos po her! 
ms BE + Ae (3 eR a | — —"2}); Ou, = fz,00 + 9,02, 
. cos 4y' 
fy, = of =e oo (3 ty + 7 Ee me u)); Y, = fy,00+ 9,94’, - (115) 


Ae 4 ose ae (3 ie 428 E oa |); 02, = f400+9,02', 


der 
scheiden, ob dieselben vernachlassigt werden kénnen. 
(115) erhalt man, wenn man 0,% — cosd 0a setzt: 


Man kann zunachst durch Abschatzung mit t multiplicirten Glieder ent- 


Aus den Gleichungen (108) und 


1M. 
A, = —[cos a fy, — sina, fr,|, By == — is | sin 0, (sin ot fy, + cos 0; fx,) — cos 0; fz,|, Cy = ee 
2 - 44 U (116) 
ie. : 
A, == — [cos fy, — sin Os fx,|, Bs = — a [sin 05 (sin o%3 fy, + C08 03 fz,) — 60803 fz,|, C3 = us 
Qs 03 Q3 
0,0, == A,Go — C, sina, 0a’ + C, cosa, dy! \ (117) 
0,0, = A,00 — Cz sina,0a' + OC; cos Oo 0y! 


00, = B,6e — C, sind, cos a, a! — C, sind, sin % Oy! + C,cosd, 02 \ — (118) 
00; = B,00 — C; sind; cosa, 0x — Cz sind; sina, Oy' + C; cos 0; 02’ } 


Eliminirt man nun aus den Gleichungen (117) einmal y, das andere Mal 2, so folgt: 


(A, C; cosa; — Ag C, cosa,)00 + C, C; sin(a%; —0,) Ca! 


Cz sin O03 0,0, — CO, sin 0, 0,0 — 
C's COS Ot3 0, 04, — C, COS 0, 0,03 = 


Setzt man jetzt: 


C3 COS Os 0,0, — C, COS 0, 0, Os 


P= - 
2 C, Cz sin (4, — ot) ‘ 
pie Cs sin 3 0, 0%, — C, sin 0%, 0, Os 
oy C, O; sin (43 — 0) ; 
dann ist: 


Ox’ = P,— Q:00, 


A, C; cos %; — As CO, c0s 


Qe = CO, Cz sin (3 — 04) (120) 
Gn A, Cs sin %, — Az CO; sin o% 
y C, C3 sin (O43 — 061) 
Oy’ = Py— Qy00 . (iat 


Fiihrt man diese Ausdriicke fiir @v’ und Oy’ in die Gleichungen (118) ein, so 


ergiebt sich: 
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__ 00, + C, sind, (cos & Pz + sin o Py) __ B, + CG, sind, (cos a, Qe + sin o% Qy) 


a aan C, cos 0, » Ma = C, cos 0, 
P __ 003 + C; sin 05 (cos %3 Pz + sin 0g Py) Q __ B, + Cy sin 03 (cos 3 Qe + sin os Qy) (122) 

ees C3 cos 03 pare C;, cos 03 
Oe 00, Oe a Pre WOO. 2 we. i sw (128) 


Die Formeln (120) bis (123) gelten fiir alle Arten von Bahnen. Will man 
in der Bahnverbesserung keine Annahme iiber die Excentricitat machen, so erhilt man 
sofort aus den Gleichungen (123): 

12) 


ee 
G2, — Vey 
Die Gleichungen (121) und (123) ergeben dann noch 02’, dy’, 2’. 


Will man aber versuchen, die Beobachtungen durch eine Parabel oder Kreis- 
bahn darzustellen, so muss natiirlich wieder die betreffende Geschwindigkeitsgleichung 
befriedigt werden. Dabei ist es natiirlich ganz einerlei, von welcher Art von Bahn man 
ausgeht. Macht man aber eine Voraussetzung iiber die Excentricitiit, so sind fiinf 
Bedingungsgleichungen zur Bestimmung der vier Unbekannten dQ, 02’, dy’, Oz’ gegeben. 
K6nnen dieselben nicht gleichzeitig befriedigt werden, so ist natiirlich nur eine allgemeine 
Bahnbestimmung méglich. Um die Zahl der Bedingungsgleichungen auf vier zu redu- 
ciren, ist es am bequemsten, entweder eine der Gleichungen (123) fortzulassen, oder 
diese beiden Gleichungen in der Weise in eine einzige zusammenzuziehen, dass die 
resultirende Bahn gleiche Fehler in den beiden 4usseren Declinationen iibrig lisst. Um 
das Letztere zu erreichen, ertheilt man den Coéfficienten P, und Q, Gewichte, die sich 
direct aus den Zwischenzeiten und dem Gange der Function sind ergeben, und fiihrt 
dann das Mittel der beiden Gleichungen (123) in die Rechnung ein. Wie man aber 
auch verfahren mag, jedenfalls ergiebt der, durch die nicht benutzten, oder die 
theilweise benutzten Gleichungen, in der betreffenden Coordinate zum Vorschein kom- 
mende Fehler ein Kriterium iiber die Zulassigkeit der gemachten Excentri- 
citatsannahme. Ist der Fehler bedeutend grésser als die -Unsicherheit der Beob- 
achtungen, so kann man ohne Miihe wahrend der Rechnung vermittelst der Formel 
(124) ete. auf eine allgemeine Bahn iibergehen. 


— P 


ae 


090 = » + + (124) 


Will man nun eine Parabel berechnen, so miissen die Correctionen 00, Ow’, oy’, 
dz', so bestimmt werden, dass: 


ng 2 8 2G e 26 0" 20r) 
ey 09)! (e+ on)? OO et 
oder, da: 

2 1 


A yt? pres 


ist, wo die allgemeine Geschwindigkeitsgleichung bedeutet, dass man von einer be- 
liebigen Bahn ausgehen kann, auch: 


Ana (128) 


er, 2(er)2 2(or)s 
wl 7 


Da!Oa'+ Dy/dy' + 22'0e' + (Bx)? + (y')?-+(0e'2 => — =F 4 2G 


Die Gleichung (112) giebt nur einen genaherten Werth von or als Function von 
60. Gerade hier kénnten die so oft angewandten Differentialbezichungen zwischen 


den zu corrigirenden Fundamentalgriéssen, wie z B. den Elementen, und den Unter- 
schieden Beobachtung minus Rechnung fiir kleine Werthe von r oder @ zu grossen 
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Ungenauigkeiten fiihren. Um dies zu vermeiden, soll zuniichst Or genau als Function 
von 0@ ausgedriickt werden. Hs ist genau: 
(r + Or)* = (w + Ox)? + (y + Oy)? + (e + 04)’, 
oder nach den Formeln (110), (111), (112) ‘ebenfalls genau: 
2r0r + (Or)? = 2reos BOE + (00)% 

or 2 2rcosB + 00 any 

0e 2r+or ‘ 
so erhiilt man, nachdem Or im Nenner durch Ide ersetzt worden ist: 

2rceosB +00 = I(2r+ TI 00). 


Multiplicirt man jetzt beide Seiten mit 0@, so ergiebt sich die folgende quadratische 
Gleichung: 


Setzt man nun: 


(Oe)? + 2r Pde = (2rcosB + 0e)00, 
r0e=e0r=—rt([rt+ 2reosB +0 0)00]". 


Entwickelt man die Quadratwurzel und bedenkt, dass nach Formel (112) das untere 
Zeichen keine Bedeutung hat, so wird: 


und daher auch: 


108 B sin® B 
ar = cos BOQ + “F (0) — a8 FSF oe): | +. 


und daher auch: 
; cos pain 008 [3 sin® p 
Or)? = cos? B (00)? - DQ)% 
(Or)® = eos 8 (Oe)? + Co | ae 
(Or)® == cos? B(0Q)'... | 

Kliminirt man nun Or, (0r)*, (Or)® aus der Gleichung (125) vermittelst der Mor- 
meln (126) und (127) und ersetzt Ow’, dy’, Oe’ nach den Formeln (121) und (128), 
wobei, da nur eine Gleichung 0’ einzufiihren ist, das Subscript 1 oder 3’ fortgelassen 
ist, so erhilt man, wenn man noch nach Potenzen yon 0@ ordnet, nach einigen leicht 
ersichtlichen Reductionen: 


3 cos i 098 (1 — es 6) 


=e 0s? 5] 
Q8o = P—F[(Qn!) + @y')? + @e')"] — SSE (a gyn + > _/ (ops. «. (198) 
wo gesetzt worden ist: . 
- 
q =r [2'Qe + y'Qy + e'Ql) P= —[a'Poty'Py +e'P). « (128) 


Glieder mit héheren Potenzen von 0@ kénnen leicht dieser Gleichung hinzugefiigt 
werden, aber man wird kaum, selbst bei kleinen Werthen von 7, Ursache haben, die 
dritten Potenzen beizubehalten. In der Praxis bestimmt man zuniichst die lineare Varia- 
tion von 0@ aus Q0@ = P. Dann berechnet man Oa’, Oy’, Oe nach (121) und (123) 
und aus diesen die tibrigen Glieder rechter Hand der Gleichung (128), deren Summe 
mit 4P bezeichnet werden mag. Kin genauerer Werth von 0@ ergiebt sich dann aus 
Q0oo = P+4Pus.w. Somit ergeben sich gleichzeitig die endgiiltigen Werthe der 
gesuchten Correctionen 00, 0a’, dy’, de’. 

Zur Verbesserung einer Kreisbahn, entweder mit oder ohne Annahme iiber die 
Excentricitiét, verfihrt man ganz ahnlich wie oben im Falle der Parabel. Da aber fiir , 
den Kreis die geschlossenen Ausdriicke fiir / und g ebenso bequem sind, wie die ent- 
sprechenden Reihen, so kann man die Verbesserung einer Kreisbahn stets auf die ge- 
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schlossenen Ausdriicke fiir f und g griinden. Es sollen daher zuniichst nach Kii hnert?) 
und y. Oppolzer?) die allgemeinen geschlossenen Ausdriicke fiir f und g und ihre 
linearen Variationen abgeleitet* werden. 
Da in der Bahnebene, wenn die positive z-Axe in das Perihel gelegt wird: 


o—7cosv —alcosH—e), y=rsinv=acospsnH.... (129) 
ist; da ferner: 
dM = wdt, dE = <ay - hee OR ania YS) 
und somit auch: 
fi eee Sera (20) 


(ee Ya 
ist, so ergiebt die Differentiation der Coordinaten # und y, gemiss der Gleichungen (129): 


. a dy Va 
x ge UE; y Se ON) €08 Fae Hono er AL (LS k) 


Wendet man nun die Gleichung w, = f,@ + go' auf x und y (cfr. Gleichung 96) 

an, so erhalt man mit Riicksicht auf die Gleichungen (129) und (131): 
sin 
rVa | 
cos H 


rya 


Multiplicirt man die erste Gleichung mit cos H, die zweite mit sin H und addiert, 


cos FE, — cos E = (f; — 1) (cos E— e) —% 
(132) 


sin EK; — sin EH = (f,—1)sn H+ y 


so ergiebt sich nach einer leichten Reduction, wenn noch 2g = E; — E gesetzt wird: 
f= 1— "4 sing = 1+ (cos 2g —1) ee ee eee Ge 


Multiplicirt man aber die erste der Gleichungen (132) mit sin H, und die zweite 
mit cos EH und subtrahirt, dann kann man ableiten: 

g = rValsin2Qg —(h—l)esmE}......... (184) 
oder, wenn man f;—1 mit Hilfe der Gleichung (133) eliminixt und einige leicht ersicht- 
liche Reductionen vornimmt: 

— ed 

“= aksin2 g —2eale sing cos > [Ei + E] Sig, Taree > (ESO) 

wofiir auch geschrieben werden kann: 


% = a’ {sin 2g —esin E, + esin E} = aie {sin2g + (M,— EL) —(M— B)}, 
oder endlich, da M,;— MU = =, ist: 
Goa — Pg aH DG) ee) (86) 
Setzt man dagegen im ersten Gliede der rechten Seite der Gleichung (139) fiir a 
seinen Werth r+ aecos EZ, so kann man auch schreiben: 


a os = 1 
= aersindg + 2a*eesing (cos Ecosg — cos [Ee + E}) 


1) Folgerungen aus y. Oppolzer’s neuer Methode fiir die Bearbeitung spiterer Oppositionen. 
Astronomische Nachrichten, Bd. 95, Nr. 2266. 
*) Lehrbuch zur Bahnbestimmung, Bad. I, 8. 96. 


Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 61 
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oder, da is) + FE] = E+q ist, und die Differentiation von r = a(1 —ecos E) mit 
Riicksicht auf (130a): 


ry = abesin El). 6 6. ek rr 

ergiebt, auch: 4 
9 = esr sin2g KQarr'sintg . . . . . . | eee 
Wendet man wiederum die Gleichung o = fia@-+ go’ auf x und y an und be- 


stimmt dann g; aus den beiden SSO RIENCE so folgt mit Riicksicht auf die Gleichung (4) 
der achten Vorlesung: 

2 So be rrzsin(V)—v) 
by! — ye Ve 
Erhebt man schliesslich diesen Werth von g; ins Quadrat und bestimmt sin? g aus 


der Gleichung (133), so kann man folgende Gleichung ableiten, durch welche /f; als 
Function von gy gegeben ist: 


2 
f= 1 +—_4 = re 


2 ryr? cos? 1/, (vu; — v) 


1 
= 2yrrait sing cos > (Y% — v). . 


KK = 


Die von Kiihnert aufgestellten Ausdriicke fiir f, und g werden fiir die Parabel 
unbestimmt, da sie die halbe grosse Axe und die excentrische Anomalie enthalten. Hs 
soll daher eine Hiilfsgrésse eingefiihrt werden, welche auch fiir die Parabel bestimmt 
ist. Setzt man: 


ve Wrl—f). ~~. 2-6.) >) 
so ist 7, nach der Gleichung (133) im Allgemeinen bestimmt. durch: 
4 == Vlasing ......... . 


Fir die Parabel kann dann 7 direct bestimmt werden, doch soll zunachst g; als Func- 
tion von 7; ausgedriickt werden. Eliminirt man dazu mit Hiilfe der Gleichung (141) 
sing aus der vierten Gleichung der achten Vorlesung, so ist: 


Vrr; sin — Fe—w = Yen PO 
Die Gleichungen (139) und (140) aber ergeben: 


rre cos2 1/, (v aos 0) —— = fe © eo ue el (143) 
Addirt man diese Gleichung zum Quadrate der Gleichung (142), so ergiebt sich: 
gG = IAnryi—ppy.. . 


Wird also y; zuerst berechnet, so erhailt man f; und g aus den Formeln (140) 
und (144). Aus den vorhergehenden Relationen ist leicht ersichtlich, dass 7;, sing und 
g: dasselbe Vorzeichen haben. Diese Gréssen sind also negativ fiir Daten, welche der 
Epoche vorangehen. Es eriibrigt noch, einen Ausdruck fiir y; in der Parabel abzu- 
leiten. Da oben gezeigt worden ist, dass: 
rr, sin (v— #2 rr, 2 sin 4/, (v— %) cos 1/. (vu — %) 

Vp V4 

y= ¢ sec? 1/49; Y: = @ sec*/,%.. . . . . 2 


ist, so folgt mit Riicksicht auf die Gleichungen (139) und (140): 
n= Vd hu —tgiye) oe. 


Uh = 


ist, und da: 


oder, da: = an = @ ae 
‘ V4 io = Vr—4 Vata 5 = Vn—4 starsat Ak es nas LAT) 


ist, auch: 


v= Vi—d—Vr—7¢. WOM Ser Gee celia dee AS) 


Fir die Kreisbahn ist a =r und 7’ — 0. Somit ergeben die Gleichungen (133 
und (138): 


= t = : = ieee 
29 = Te) [i = C08 2.9; g = ah sin 2g; t= V2asing. . (149) 


Fiir die Kreisbahn also kann man f; und g direct berechnen, wihrend fiir andere Bahnen 
zunichst y; zu bestimmen ist. Fiir die Ellipse und die Hyperbel ist y; als Function von a 
und g gegeben [cfr. Gleichung (141)] und fiir die Parabel entweder als Functien von q,7, 7% 
oder als Function von q, », % [cfr. Gleichung (148) und (146)]. Die in », vorkommenden 
heliocentrischen Coordinaten berechnet man in der tiblichen Weise. Die hier abgeleiteten 
geschlossenen Ausdriicke fiir /; und g; kénnen bequem zur Berechnung der rechtwinkligen 
heliocentrischen Coordinaten zur Zeit t¢ verwandt werden, wenn die Reihen fiir f und 
g: nicht ausreichen und wenn man die Berechnung der Constanten fiir den Aequator 
vermeiden will. 

Es sollen nun weiter die zur Bahnverbesserung auf Grund von Zwischen- 
zeiten beliebiger Lange nothwendigen Differentialbeziehungen zwischen 
fo 9 und den in diesen Methoden gewahlten Fundamentalgréssen 9, a’, y’, 2 
abgeleitet werden. Mit Riicksicht auf die in der allgemeinen Bahn geltenden be- 
kannten Relationen, speciell die theilweise schon benutzten: 


EAk ; 25d ae en Bey eee anf fale Se 
> ae” sin E, ra (l—ecosk), 9% = a ey =abesin EH, E = 7, (150) 


erhalt man mit Kiihnert durch Differentiation der Gleichung 
T 


ae 


kai Shee 
2ap =F @20+[5 F@—MEY or —7 Farr). (54) 


= (f, — E) —e (sin E; — sin E): 


wobei gesetzt worden ist: 


3 
Sante sindgtalk(rr’) S72 ably Sends tao D2) 


Differentiirt man jetzt noch die Ausdriicke (133) und (136) oder (138) fiir A und % 
und setzt: 


Gi 


2 2 
Teg —{ A sintg + = sn 29 F@} 
r re (158) 
yal Lies eel eal 2sin?g _ — 
N= — ak sy Ae OSU. 2.) F (g) 
t 


so ergiebt sich: 


a SE Ny A ee aS 
Of, = )\—~ sin? 29g + — sin? g + [Me Or + UM; 6 (9?) + —— sin? g sin 2g o0rr) | 
r re r Yr rr; 
2 2a% \ 4 a? eee 
n= {Smt ee i LENG Ott Ne OG epi sint g O(rr’) | 
t t 


Diese Ausdriicke sollen nun durch die Einfiihrung der Hiilfsgrésse y,; nach der 
Formel (141) umgeformt werden, so dass dieselben fiir alle Arten von Bahnen 
61* 
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My 
bestimmt sind. Bedenkt man, dass sin 2g = (=) yr-t — E gesetnt werden, und 


dass in N; nach der Gleichung (136) 2g — sin2g als Function von g ausgedrtickt werden 
kann, so erhalt man: 


my (155) 
3 1? pM age 
m=—al5(*[1—F a) +5 (12° fe al 
feet vi ua mee. 
of = | Ete of —#)|+ ar + Ifo (9%) +A i ze Orr) | Fe 
a4 =| yi fos Mor 4 mount H 0 (rr') 
t 


2 
Es ist zu beachten, dass y:-z = cosg ist und deshalb, ebenso wie 7;, direct be- 
a 


rechnet werden kann. 


2 : 
Fiir die Parabel ist g? = = und 0 (g?) = — 7a On Daher fallen in Of; und 0% 


2 


alle Glieder, welche WM; und JN; enthalten, fort. Setzt man dann noch fiir die Parabel 
@ =, so wird: 
yee [= ue alory ae a(rr') 
rir 
(157) 
_ 27 i ee 
09 —= —— or eo o(rr) 
t 


Vt 


i : ; 
In der Kreisbahn ist g2 = = = = und 0(g?) = — a or. Daher ist die Summe der 


. NN ; a 
M, und N; enthaltenden Glieder beziehungsweise stor und a Or. Setzt man dann noch 


r_ == a und substituirt die Ausdriicke (155) fiir 4 und MN; in die Formeln (156), so folgt: 


3 ve 
on= a 1 HFS vn on = —5-(*|1-2|—w) or . (158) 


oder, wenn man 7; eliminirt a ge nach den Formeln (149) einfiihrt: 
3 
Of = 7 Ga 0% 0g = —a_, th —H) Oa - . 


Die Ausdriicke fiir 0f; und Og in der Parabel und in der Kreisbahn lassen sich 
aber auch in einfacherer Weise direct ableiten. 

Um ferner eine allgemeine Bahn durch die Bahnverbesserung zu bestimmen, 
sind die Ausdriicke (156), (157) oder (159) zu benutzen, je nachdem die zu verbessernde 
Bahn eine allgemeine Bahn, eine Parabel oder eine Kreisbahn war. Macht man 
aber eine Annahme iiber die Excentricitiit, so muss offenbar wieder der betreffenden 
Geschwindigkeitsgleichung geniigt werden. Im Uebrigen verfahrt man ganz in der- 
selben Weise wie bei der Anwendung der Reihen fiir fA und gy 

Besonders zu betonen ist, dass in diesen Methoden der Bahnverbesse- 
rung eine neue Hypothese nicht in dem gewéhnlichen Sinne gebildet wird, 
dass man aus der ersten Hypothese (directen Lésung) sich genauere Werthe 
fiir die eingefiihrten Naherungswerthe (wie zB. fiir die Verhaltnisse der 
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Dreiecke) verschafft, sondern dass man mit Hiilfe von Differentialbezie- 
hungen solche Correctionen zu den Fundamentalgréssen 0, 2, y, ¢ zur Zeit 
der Epoche berechnet, dass die Fehler zwischen Beobachtung und Rech- 
nung zum Verschwinden gebracht werden. Dies Verfahren hat denselben Vorzug 
der schnelleren Annaherung gegeniiber der gewéhnlichen Hypothesenrechnung, wie ihn 
in der versuchsweisen Auffindung der Distanzen die fortgesetzte differentielle Verbesse- 
rung der ersten Annahme hat gegeniiber dem Verfahren, als Anfangswerth eines neuen 
Versuches den Endwerth des vorangehenden einzusetzen. 

Bei der Bahnverbesserung auf Grund der geschlossenen Ausdriicke fiir f, und g, 
wird nun ganz in derselben Weise verfahren, wie bei der Ableitung der Formeln (108) 
bis (118); nur hat man anstatt der beiden letzten Formeln (109) fiir 0f,, Og, an Stelle 
der Reihen die obigen geschlossenen Ausdriicke einzufiihren. Zunichst soll der all- 
gemeinste Fall behandelt werden, namlich, dass man eine allgemeine Bahn durch 


Bestimmung einer neuen allgemeinen Bahn verbessern will. Setzt man der Kiirze 
halber: 


2 
= 1 
= iF = os9 = ow} (8 ae te amareae wee LOO) 


wobei y{ natiirlich das Vorzeichen von cos g bekommt, so erhalt man durch Anwendung 


der Formeln (155) und (156), anstatt der Formeln (113) und (114) die folgende 
Gleichung: 


amg + 


om, + oN) +AF" (ol +27]+ 12o'rnv)hae 


+ g,00' + (oM, + o! N,) a + {eon pee a Eh ater) 


Da nun: g? = #24 y24 22 = So! und rr — aa’ t+ yy +22 = Lao’, so ist: 


(161) 


0 (92) = 22 0' da’, O(rr') = Lwodo'+ 20'00 = Lwdoa'+ (Lo! w) ‘ (162) 
Setzt man also: 
: / . / U / 
ee - (168) 
9 Q 
so erhilt man an Stelle der Gleichung (161) nach einigen leichten Umformungen mit 
Riicksicht auf die Ausdriicke (162) die folgende: 


00, ={n2+ 


cos Ag 


[2(@M,+o'N) +07? 1+ VB eos 92 [o'ry, + V2 71] 
(7 (164) 
po [ol ee oe Lo'ry,+ Bor] Fodo'+ 2(oM,+o'N) Ho's 


are, wenn man: 


; 7 w , cos 1/2 cos Bvt 
= pple! ryt P2074) My, =a M,+ o' N,; eet gat PE tha oY? |+-Ju, E LSet (165) 
setzt, auch: 


00; = fo, 09+ 900' + gu, F000! +2m, Za'da'. .. . . (166) 


So hat man zum Beispiel fiir die Variation der #-Coordinate zur Zeit der ersten Beobachtung: 


Ix, = TE tate y+ Vays) Me, =0M, +2'N,, fu=h* 2B at enfl-+a0) 9+ ee “| 
1 


it | 
Oa, = fe, 00 +[9.+ Gu, 2 + 2m, 2] O2'+ [g2,y + 2mx,y'] OY'+ [9x2 + 2 Mz, 2 2] Oz’. 
In ganz analoger Weise kénnen die Ausdriicke fiir 0y,, 04, 0%3, 0 Y3, O23; und die nm 
denselben vorkommenden Hiilfsgréssen hingeschrieben werden. Setzt man dann diese 


(167) 
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Variationen der heliocentrischen Coordinaten fiir den ersten, bezw. dritten Ort in die 
Gleichungen (108) ein, so erhilt man wieder die Beziehungen zwischen den Unterschieden 
»Beobachtung minus Rechnung“ und den gesuchten Correctionen zu den Fundamental- 
eréssen @, 2’, y', 2’, wodurch die letzteren bestimmt werden kénnen. So ist fiir den ersten 
und dritten Ort, wenn man wieder einige Hiilfsgréssen einfiihrt und dieselben vollstindig 


hinschreibt: 
] 5 ; 1 : ; 
A, = — [cos om, fy, — sino fr], Ay, == — [00s wg fy,— sin og fr,| 
01 Os 
1 , : 1 : : 
Ag, = — [cos % gy, — Sin % gx], Ag, == — [C08 Os gy, — sin Os Ja, | 
01 Qs 
1 anes , ; [eB : t 
Am, == — [C08 & My, — Sin Oj Mq,], Am, == — [C08 %g my, — SinOy Ma, | 
B,= — Fs [sin 0, (sino, fy, +.c0s 0, fr,)—c0s0, fr], Bry, = — Gi [sin 05 (sin O& fy, + C08 Os fr,) — €08 0 fx, | 
1 8 
ee ; 5 eee ‘ 
B,=— a [sin d, (Sino, gy, + C08 0%, Jx,) — C080; gz,]; By, = — "F [sin Dy (Sin cs Jy, COS &3 Ja.) — COS O3 Jeu 
al 8 
1 ~ Ny 1 p= . “I . 
By, = — — [sind (sino, my, + cos, ma,)—C0s0; mz, |; Bmz—= ——[sin Ds (sin os my,-+-COS Og Mz) —COSOs Me, | 
] On: TAN TT 1 1 1 3 05 Ys 3. 
1 § 
‘ 
q q. 
CQ, = wt CQ = £1, 
Q; Q3 


0,0, = Ay, 00 — [sin ow, C,— a Ag, — 2a! Am,]Oa'+ [cos o%, Cy+ y Ag+ 2y'Am,] Oy'+ [¢ Ag, + 22'Am,] 02" 
0 0, = B,,0 o—[sind, coso, C,—a By, —2.x' By, ]O2'—[sind sino, 0,-yBy,—2y'Bm, ]0y'+[cos 0, C,+2Bg, +22’ Bm, |02" 
0,% j= Ay, 00 — [sin os Cy — % Ag,— 2 2’ Am,] 0 ”'-+ [cos H% Cy -+ yAg,+ 2y'Am,] 0 y'+ [2 Ag, + 2 2’ Am] 02! 
0 03—= By, 0 o—[sin ds cosets C;—" By, —2.%' Bm, | 0 x'—[ sin 0 g8in Og Cs—yBg,—2 y' Bing] OY'+ [00803 Cy+¢By,+22' Bm, |02" 


(169) 


Der symmetrische Bau der Hiilfsgréssen Az, Ag,, Am, einerseits und der By, By, Bm, 
anderseits ist sofort ersichtlich. Die Ay, und By, sind ganz dieselben Hiilfsgréssen, welche 


bei der Anwendung der Reihen fiir 0f; und Og in den Formeln (116) mit‘ ‘Ay und B; 
bezeichnet worden sind. Fernerhin sind die A,y,, By, und Am,, Bm, dieselben Functionen 


der gu, und mw,, wie die A;z,, By, der fu. 
Die Gleichungen (169) kiénnen auch wie folgt geschrieben werden: 
a4 090+); On +c Oy +d; 02 = 7% re & ale (169) 


wobei 7 = 1, 2, 3, 4 zur Bezeichnung der Coéfficienten der vier Gleichungen gewaihlt 
werden kann, Fiir die Auflésung dieser Gleichungen gelten ungefihr dieselben Regeln 
wie fiir die Auflésung der Normalgleichungen in der Methode der kleinsten Quadrate. 
Im Allgemeinen wird daher die Anwendung der Gausgs’schen Methode der Elimination 
von Vortheil sein. Doch kann die Auflésung unter Umstiinden, je mach dem Character 
der Coéfficienten, ausserordentlich vereinfacht werden. Der Rechner wird stets den Weg 
einschlagen, welcher den geringsten Arbeitsaufwand erfordert. Es sollen daher weiter 
keine Vorschriften iiber die Art der Auflésung gemacht werden. Auch kann unterlassen 
werden, diese Formeln auf die Bahnverbesserung mit Voraussetzung tiber die 
Hxcentricitaét einzurichten; denn es wird kaum in der Praxis vorkommen, dass man 
von einer gegebenen allgemeinen Bahn auf eine Parabel oder Kreisbahn iibergehen 
will. Anders liegen die Verhiltnisse, wenn man in der Bahnverbesserung von einer 
Parabel oder Kreisbahn ausgeht, denn dann kann die verbesserte Bahn entweder 
von derselben Art sein, oder, im ersten Falle, in eine Ellipse bezw. Hyperbel, und j 


im letzteren Falle in eine Ellipse tibergehen. 
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Es sollen nun die Formeln der Bahnverbesserung fiir den Fall aufgestellt werden, 
dass man von einer Parabel ausgeht. Indem man wieder ganz wie bei der Ableitung 
der Formeln (108) bis (118) verfahrt, tritt jetzt die Formel (157) an Stelle der Formel (109). 
Die Endresultate kénnen aber sofort aus den Gleichungen (169) hingeschrieben werden, 
wenn man bedenkt, dass in der Parabel J und N;, und somit auch alle von diesen beiden 
Gréssen abhingigen Hiilfsgréssen fortfallen. Es fallen also die in den Formeln (167) und 
(168) definirten Hilfsgréssen Mo,, Am, Bm, fort. Ausserdem werden, da a = © ist, die 
in der Formel (160) definirten Hiilfsgréssen y? und y% gleich eins. Man kann also die 
vereinfachten Hiilfsgréssen gu,, fw,, Ay, By, fiir die Parabel direct aus den Formeln (167) 
und (168) hinschreiben und erhialt dann die folgenden Formeln, die also nur giiltig 
sind, wenn man von einer Parabel ausgeht: 

(a) 0,0, = A, 00 —[sina, 0,—«xAy,| 0x'+ [cosa C,+ yAy,] Oy'+ 2Ay, 02 
(b) 00, = By, 60 —[sin0, cosa, C,—axBy,| 0x'—[sind, sina, C,—yBy,|0y'+ [cos 0, C, + 2 By, | 02 
(c) 6,0; = A,, 00 — [sin a, C;— x Ag,] 0 a'+ [cos a; C;-+ yAg,] Oy! + 2Ag, 0 2! 
(d) 00; = By, 00 —[sinds cosa; C;— a” By,| 0 a'—[sin 0s sin a3 C;—y By,| 0y'+ [cos 03 C3 + 2 By,| 92! 

Damit man jetzt wieder bequem von einer Art Bahn auf eine andere tibergehen 
kann, sollen ganz nach Art der Gleichungen (121) und (123) die 6a’ = 62’, Oy’, 07 
wieder auf die Form 0@' = P. — Qu 00 gebracht werden. Eliminirt man aus der 
ersten und dritten der Gleichungen (170) das eine Mal 62’, das andere Mal 0 und setzt: 


eee A | ss (ATT) 


es 


so erhalt man: 
Ag, 0,04—Ag, 0,03 = AO Q—[sin oC, Ay,—sin os Os Ay,] 0x’ + [cos o, C, Ay,—cos os Cs Ag,] Oy’ 
Ay, 0,0,—Ap, 6, %; = —[sin %, C, Ap,—sinots0;A,+ A x]0x'+ [cosa,C, Ap,—cos%303Ap,—Ay]oy'—Az 02" 
Diese beiden Gleichungen sollen jetzt an die Stelle der ersten und dritten der 
Gleichungen (170) treten, und die vier in Betracht kommenden Gleichungen mégen wie 
folgt geschrieben werden, wo die Gleichungen (170 b) und (170d) zuletzt stehen: 


\ ato" 
f\ 0’) 


a, ox'+ b, Oy! =d00+4 

dy O2'+ b,0y'+ ¢,02' = es (172) 
a3 02'+ b:0y'+ 6,02 = d300+ 6 2 ae: 
a,0a+b,0y +02 =doote 


List man die erste dieser Gleichungen nach 0g und die zweite nach dz’ auf und 
substituirt die so erhaltenen Werthe von 00 und 02’ in die dritte, so ergiebt sich die 


eoaes: eee Oy wanes Ane pe, et (LTS) 
wobei gesetzt worden ist: 


Aus dieser und der ersten der Gleichungen (172) erhilt man dann: 


be, — bye bd 
6a' = ——— < a) —= Pp 0 
a,o—ab, ° a,b —ab, . Qe0@ (175) 
op He Ge. ad, CFs Re 
oy ~ a,b—ab, Pa Sa 0,20 | 


Substituirt man diese Ausdriicke fiir Ox’ und Oy’ in die dritte und vierte der 
Gleichungen (172), so ist: 
(ONES ees + 4 Qe + bs Ov 9 4 —_ P,, — 


C3 C3 


oe’. == Q:, 00 
Sean - . (176) 


C4 


a, ards br 0 
Soe a ek ea 
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Mit diesen Formeln verfahrt man nun ganz in derselben Weise, wie in dem Falle, 
in welchem die Bahnverbesserung auf die Reihen fiir 0f; und 6g gegriindet wurde. Es 
kommen also zur versuchsweisen Bestimmung einer Parabel oder zur Bestimmung einer 
allgemeinen Bahn die Formeln (128’) und \(128), oder die Formel (124) in Betracht. 
Dabei gelten jetzt dieselben Kriterien und Regeln, welche in Verbindung mit diesen 
letzteren Gleichungen gegeben worden sind. 

Zur Verbesserung einer Kreisbahn endlich kommen die geschlossenen Ausdriicke 
(159) zur Anwendung. Da die Anwendung der entsprechenden Reihen kaum eine Zeit- 
ersparniss in sich schliesst, so wird dieselbe hier tiberhaupt tibergangen. Die Formeln (159) 
treten also jetzt an die Stelle der beiden letzten Formeln (109), und die erste Formel 
ergiebt: 


w , 3cosBl ty : 
00, = fon : ee | o*4 —o! ef |!00 +g0o'.. .. (177) 
d.h. man erhalt, wenn man den Coéfficienten von 0@ wieder mit fw, bezeichnet, die 
Form des Ausdruckes (113). Schreibt man also die fw, fiir alle drei Coordinaten des 
ersten und dritten Ortes aus, so kann die Rechnung, wie folgt, angelegt werden: 


3 cos B T3941 T19. 
—— = 193; 

(p= — ; Gy a oa oe 

Dig? 1 a3’ 3/1 I 3 aa 


fo = het dlaet ca’ fy = f= + dlesz— ba] 


3 = Ti fs—gs . (178) 


fn = hg + Alay + yl fig = fe + aleey— ey]. - (AT9) 


fy = fh < +dlqe+ce'], fe, = fe + d[egz — cg") | 
Sodann wird berechnet: 4,, A;; B,, Bz; C,, Cs nach den Formeln (116) und P,, Py, 
Pz; Pegs Quy Qys Qe. Qz, nach den Formeln (120) und (122). Die weitere Anlage der 
Rechnung hangt davon ab, ob die Bahnverbesserung mit oder ohne Voraussetzung 
iiber die Excentricitat gemacht werden soll. Man verfaihrt also genau so, wie in dem 
Falle, dass die Ausgangsbahn eine Parabel ist. Soll aber die verbesserte Bahn ein 
Kreis sein, so muss der Gleichung: 
Gl + oa + + Oy + @ + Oe = ee 
geniigt. werden. Fiir den Fall, dass die Ausgangsbahn nicht genau kreisférmig war, 
kann man schreiben: 


a a r 
Des weiteren verfihrt man mit den Gleichungen (180) und (181) wie bei der 


me) 


1 
Parabel mit der Gleichung (125), nur dass jetzt J an Stelle von = tritt, und dass der 


Factor 2 in den mit Potenzen von Or multiplicirten Gliedern der rechten Seite fortfallt. 
Man erhilt dann an Stelle der Gleichungen (128) und (129) die folgenden: 


5 
3 cos B 1— 2 cost) 
sks 3 
Q0o = P— [q+ (dy')2+ (62')2| ee erat mea) (6 @)8. (182) 


indem: 


q = Ping. + te Od, p= 2 _[e' Pty Py +2'P] ee (183) 


ist. 
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Diese Gleichungen ergeben in Verbindung mit den Gleichungen (121) und (123) 
die gesuchten Werthe von 00, 02’, Oy’, Oz’, indess werden die Glieder zweiter und 
dritter Ordnung bei Planeten wegen der betrachtlichen Werthe von r kaum je in Be- 
tracht kommen. 

Ks ist nun gezeigt worden, wie man auf Grund irgend emer gegebenen Bahn die 
Correctionen 00, 62’, Oy’, Oz’ aus den Unterschieden: ,Beobachtung minus Rechnung“ 
berechnen kann. Nachdem diese Correctionen an die urspriinglichen Werthe von @, wv’, 
y’, 2’ angebracht worden sind, schliesst die Bestimmung der verbesserten Bahn mit der 
Darstellung der beiden 4usseren Oerter und der Berechnung der Elemente nach den 
betreffenden Formeln des I. Abschnittes. Die dabei etwa in Betracht kommenden ge- 
schlossenen Ausdriicke fiir f,, fs, g,, gs finden sich bezw. in den Formeln (141), (146) 
oder (147), (140), (144), (149), je nach der Art der zu verbessernden Bahn. Soll die 
verbesserte Bahn aus denselben Beobachtungen wie die urspriingliche Bahn abgeleitet 
werden, wie es z. B. oft der Fall ist, wenn die Darstellung der Beobachtungen durch 
die im J. Abschnitte entwickelten directen Methoden nicht geniigend war, so stellt sich 
die Rechnung sehr einfach, da viele Gréssen aus der directen Liésung bekannt sind. 
Wie viele Gréssen man zur Erleichterung der Bahnverbesserung benutzen kann, hangt 
natiirlich ganz von dem gegebenen Rechnungsmaterial ab, und muss dem Rechner iiber- 
lassen bleiben. Sehr oft kann man aus einer Ephemeride (ohne dass dabei die Elemente 
bekannt zu sein brauchen) geniherte Werthe der Anfangsgrissen @, 0’, «', 0’ oder @, 2’, 
y, @ durch Interpolation und numerische Differentiation ableiten. Im allgemeinsten 
Falle werden nur die Elemente der Ausgangsbahn und die Constanten fiir den Aequator 
gegeben und die Bahn aus drei neuen, willkiirlich gewahlten Oertern ftir lange Zwischen- 
zeiten, am besten Normaldrtern, zu berechnen sein. In diesem Falle verschafft man sich 
die Ausgangswerthe 2’, y’, 2’ durch Differentiation der als Functionen der Constanten 
fiir den Aequator ausgedriickten heliocentrischen Coordinaten wie folet. Es ist z. B.: 


i oe alr sina sin (A'-+ v)] = r sin acos (A +0) 2° di eel sina sin (A! + yer, 
oder da: 
dv __ kVp __ kl + ecosv)? T= F( p iS pesinv dv __ kesinv 
a pie * dt” dt\l+ecosv (1 + ecosv)2 dt Vp 
ist, auch: ; 
ra eee a tos (A’ +o) + esi ® sina sin (A'+ 2). 


Vp Vp 


Daher ergiebt sich nach einigen leichten Transformationen fiir alle drei Geschwindig- 
keiten : 


,__ sma 
— 


Vp 


[cos(A'+0)+ecosA'], y= 


or Drees Eo) tecss Ht g! ae * Teos(O!-+ v) + ecosC']. (184) 
p 


Fir die Parabel ist p = 2q und e = 1; folglich: 


yam (447) cos 7? wn Vi sin b cos (B+ 5) f= 1/2 sinceos(c +- 5 eos (185) 


pew Meee ag folglich: 


dv 
Fiir den Kreis ist pt = rae 


Ds. LbAt, Lin, 
xz’ = — sinacos(A'+ v), y' = = sinbcos(B’ +), 2 = = sinccos(C’+v) (186) 
ale we wie 
wobei A’+40— A+» ist, u.s. w. 
Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 62 
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In allen Fallen muss ganz besonders darauf geachtet werden, dass die Unterschiede 
»Beobachtung minus Rechnung“ den Ausgangswerthen @, 2’, y’, 2’ und dem mittleren 
Orte genau entsprechen. Eventuell sind dieselben nach den betreffenden Formeln des 
I. Abschnittes zu berechnen. 

Es kann vorkommen, dass die auf Grund der Ausgangsbahn an die erste und dritte 
Beobachtung angebrachten Parallaxen verbesserungsbediirftig sind. Um dann eine Neu- 
rechnung zu vermeiden, verfahrt man wie folgt. Es seien a, 0; a, 09; Oc, Oo bezw. die 
beobachteten, die genauen geocentrischen, und die berechneten geocentrischen 
Coordinaten. Dann ist genau: 


2, = c0s8 0a = 0088 (1p —e) = 08 (a + Pee — 1%), 00 =—0,—0.=0+ ioe 00, 


und dies sind die Unterschiede, welche durch die Bahnverbesserung zum eget 


gebracht werden sollen. Da nun aber 0@ noch nicht bekannt ist, so kann man — 


a5 
oo 


= — — -; setzen und erhalt: 


i 00s 3 ( oe .| — cos 0 #22 00, Co = \(o+ 2) |= oe 


Hier sind die in eckige Klammern gesetzten Unterschiede die, welche man erhalt, wenn 
man die Beobachtungen mit den Anfangswerthen @ auf das Erdcentrum reducirt; 
wahrend die vollstindigen Ausdriicke fiir 0,~ und 00 auf der linken Seite der Funda- 
mentalgleichungen (117) und (118) oder (169) oder (170) erscheinen sollten, wenn man 
eine Neurechnung wegen der Ungenauigkeit der Werthe von @ vermeiden will. Denkt 
man sich also die vollstandigen Ausdriicke fiir 0,a und 00 in die linken Seiten der 
genannten Gleichungen eingefiihrt und bringt dann die mit 0@ multiplicirten Corrections- 
glieder auf die rechten Seiten, so kénnen diese Glieder sofort beriicksichtigt werden, 
wenn man setzt: 

Aj, Ar, + cos 0; ‘Bee fir A;, Ap; Bi, By, + Sieh (PO) tn B, B, . . (187) 

a 


je nachdem es sich um A,, A3, B,, Bz; oder um Ap, As, Bry, Byg handelt. 


Finfte Abtheilung. 


Berechnung einer elliptischen Bahn aus vier Beob- 
achtungen, von denen nur zwei vollstandig sind. 


Dreiundachtzigste Vorlesung. 


Hinleitende Bemerkungen. 


Die Nothwendigkeit, zur ersten Berechnung der elliptischen Bahn zuweilen vier 
Beobachtungen, von denen nur zwei vollstindig sind, anzuwenden, haben wir schon 
friiher erwahnt. Man erkennt sie leicht aus der schon in der 47. Vorlesung angestellten 
Betrachtung. Von derselben Nothwendigkeit kénnen wir uns noch aus einem anderen 
Gesichtspunkte iiberzeugen; wir haben in der vierten Abtheilung gesehen, dass die Bahn- 
bestimmung aus drei Beobachtungen unsicher wird bei solcher Beschaffenheit des Materials, 
dass der mittlere Sonnenort sehr nahe in dem durch den ersten und dritten geocentri- 
schen Ort gelegten gréssten Kreise liegt; es wurde in solchem Falle gerathen, Beobach- 
tungen von anderer Lage zu wahlen. Wenn nun i = 0 wird, ist es offenbar unméglich, 
giinstigeres Material in drei Beobachtungen zu finden; man wird also dann jene Methoden 
nicht anwenden diirfen. Auch bei den Methoden der dritten Abtheilung fiir die para- 
bolischen Bahnen haben wir einen ganz analogen Fall, den Ausnahmefall der Olbers?- 
schen Methode, kennen gelernt; der Nothwendigkeit, eine vierte Linge zu Hiilfe zu 
nehmen, wurden wir dadurch enthoben, dass bei der Parabel e gegeben ist, das zu Hiilfe 
zu ziehende weitere Datum also in den drei gegebenen Lingen schon enthalten ist. 
Wenn wir diese nahe Verwandtschaft zwischen dem Ausnahmefalle der Olbers’schen 
Methode fiir die Parabel und dem der Gauss’schen fiir die Ellipse uns nicht entgehen 
lassen, so zeigt sich uns zugleich ein Verfahren, welches die uns hier vorliegende Auf- 
gabe lést, sowohl fiir den Fall, dass die vollstandigen Beobachtungen die 4usseren, als 
fiir den Fall, dass sie die mittleren sind. Kine dem ersteren Falle entsprechende Aus- 
wahl der Beobachtungen wird in Betreff der Bestimmung von 7 und & etwas gréssere 
Genauigkeit versprechen, fiir die iibrigen Elemente indessen ohne Einfluss sein; in der 
Theoria motus c. c. hat Gauss deshalb nur den zweiten Fall behandelt, weil er etwas 
angenehmere Rechnungsformen gestattet. 

Die Auswahl der Beobachtungen fiir die Bestimmung der Bahn aus vier Oertern 
- muss mit einer ganz besonderen Sorgfalt geschehen, wenigstens mit einer viel grésseren, 
als man fiir gewohnlich bei drei Oertern néthig hat, wenn der Erfolg der ganzen Rech- 
nung nicht in hohem Grade gefihrdet werden soll. Man muss namlich ebenso sehr zu 
vermeiden suchen, dass die drei Zeitintervalle sehr ungleich, als auch, dass zwei der 
geocentrischen Langen einander nahezu gleich werden, weil sonst, wie wir spater deutlich 

; : 62* 


— 492 — ’ 


erkennen werden, schon ein kleiner und unvermeidlicher Beobachtungsfehler einen ausser- 
ordentlich bedeutenden Einfluss auf alle bei der Rechnung zum Vorschein kommenden 
Zahlen ausiiben wird. Ein kleiner Planet wird selten lange vor seiner Opposition ent- 
deckt, und es wird demnach zwischen der Epoche der Entdeckung und dem zweiten 
Stationirwerden, wo die Abnahme der Lingen in eine Zunahme tibergeht und der Planet 
auf die durchlaufenen Lingen und sehr nahe auf die schon vorher von ihm eingenom- 
menen Oerter zuriickkommt, kein grosses Intervall liegen; wenn man ohne besondere 
Aufmerksamkeit die Beobachtungen aussucht, etwa bloss mit der Riicksicht auf die 
Zwischenzeiten, so wird man beinahe immer auf Beobachtungen treffen, deren Langen 
zu wenig verschieden sind. Fiir so kleine Zeitraume, wie sie bei hinreichend grosser 
Neigung der Bahn statthaft sind, darf man sich hier bei der Methode aus vier Beob- 
achtungen keinen Erfolg versprechen, da fiir solche eine geniigende Langenbewegung 
nicht zu erwarten ist. 


Vierundachtzigste Vorlesung. 


Grundformeln fiir die Bestimmung der Distanzen aus vier Beobach- 
tungen, von denen nur die fusseren vollstindig sind. 


Setzen wir der Kiirze halber: 


rt 


rr" sin (vl! — v') itiene 

(Gi, (vl oes v) meee ee ¢, 

rr sin(v’ —v) HW oy 

rr” sin (vl —v) Wt ny fg 
ry" yl! son oe eh wy ih Nyy vy 

ry sin (onl oy) ean ae | “n 

PY SUG(O) vO) hye ete oe ane 

rr sin (vu —v) nt a 


so bestehen fiir die heliocentrischen Coordinaten aller vier Oerter die Gleichungen: 


a! se ¢, v + ¢ gil! 
y =64yt Oy" be soe) 3) 
7 cA os Pe RY a 

lene 6 lacs a oA 

yg = 6,9 + Gy" }e 6s 8 6s 5) (2) 
ea 6 Ew ae 


Wie schon in der vierten Abtheilung bemerkt wurde, kann man: fiir jedes dieser 
beiden Systeme die ¢-Coordinate auf drei verschiedene, beliebig zu wahlende Funda- 
mentalebenen bezogen denken, wodurch in die Grundformeln die Winkelabstande der 
geocentrischen Oerter und der Sonnenérter von den jenen Fundamentalebenen ent-— 
sprechenden gréssten Kreisen der Sphare zum Vorschein kommen. Den ersten der 
grossten Kreise legen wir durch den ersten geocentrischen Ort und den Pol der Ekliptik; 
bezeichnen wir die geocentrischen 2-Coordinaten der vier Planetenérter, bezogen auf die ~ 
dem gréssten Kreise entsprechende Ebene, d. h. die Projectionen der vier Abst&énde von 
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der Erde 4, 4’, 4", 4'” auf eine zu jener Ebene senkrechte Axe mit €, &, §”, &”, 
denselben Theil der Sonnencoordinaten mit Z, Z’, Z", Z'”, so haben wir, da ¢ = € — Z, 
f= 6 — Zu. 6. w.: 
a ema a (ae Za ee ele SY 
(al pes Ge = Ci (§ eee Z) + Cc, co jim ba ZY, 
Bedeuten ferner w, w', w”, w'’ die Winkelabstande der vier geocentrischen Oerter 
von dem durch den ersten Ort und den Pol der Ekliptik gelegten gréssten Kreise, 
wobei dann: 


(6 == I Gy = 
asin) wh 
(ial = Jake sin w" 


aad —— Ail sin wl" 


die Winkelabstande der Sonnenérter von demselben gréssten Kreise mit W, W’, W”, 
W'", so erhalten wir: 


2 sinw' — RB sinW' = — c¢, RsinW + oc (4" sinw!” — Rl" sin W"") (3) 
. oO 
A" sinw" — R" sin W" = — ¢,RsinW + ¢,(4" sinw" — R!" sinwW'”) | 
. / is tt we . ae . 
Werden ferner mit w,, wr, w, w1, Wi, W:, Wi, W: die Abstinde der vier 
geocentrischen Oerter und der vier Sonnenérter von einem durch den vierten Ort und 


den Pol gelegten gréssten Kreise bezeichnet, so haben wir auch: 
d' sinw, — R' sinW, = « (Asinw, — Rsin W,) — c Rl" sin W," (4) 
A" sinw; — RB! sinW: = en (A sinw, — Rsin Wi) — cy Rl" sin W," | 
Sind noch A, 4’, A”, 2” die vier geocentrischen Lingen des Planeten, 6, f’” die 


Breiten der beiden vollstandigen Oerter, ©, ©’, ©”, ©’, wie gewohnlich, die Langen 
der Sonne, so wird offenbar: 


simu __— sin (A’ — A) 
sinw, sin (A""” — ii) 
sinw" sin (A — A) 
sin wi sin (Al — A") 
sinw!" = cos B" sin (A'" — 2) 
sinw, == cosB sin (A — A) 


WoO a OW iS SO 
pt ©: wii A, WwW) sey Utara ©! 
Ww" — Gr ab, i Ww) a IT ‘ow 
wl — (yee ys: Vi tl jit 
Somit erhalten wir, wenn wir die erste und zweite der Gleichungen (4) in die 
erste und zweite der Gleichungen (3) dividiren, um 4’ und 4” zu eliminiren: 


R' sin (4"" — ©') sin (A’ — 2) — R' sin (©! — A) sin (A"" — 21’) 
= — ¢ 4cosB sin(a” — a) sin(’’ — a) + ¢! A" cos B" sin (A" — 2d) sin (A — 1+) 
+ ¢ Rsin(A” — ©) sin (A’ — 4) — « Rsin(© — A) sin (a" — 1’) 
+ ¢” Rl" sin (" — ©") sin(’ — 4) — 6 RP” sin(@'” — ad) sin (a — 1) 
oder nach einigen leichten Reductionen: 
R' sin (’ — ©') = — ¢, {40s B sin (A’ — 2) — Rsin (’ — O)} 
+ ¢ {4" cos B” sin(al"” — MV) + RR" sin(’ — OD} 
oder wenn wir die curtirten Distanzen @ und 0” einfihren: 
R' sin (A’ — ©’) = ¢, {Rsin(W’ — ©) — asin (a — A)} ) : 
a {Ri sin (Al — ©”) — eM sin (A — a") J ee cece! 
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uf véllig analogem Wege erhalt man noch die Gleichung: 
Auf véllig analogem Wege erhilt h die Gleichung 
R" sin (A" — ©") = ¢, {Rsin (A"” — ©) — eosin (a” — A)} (6) 
mas cn {RN sin (a teat, ©") com o!” sin (a —2")} 

Um hieraus die Unbekannten @ und 0” zu bestimmen, bediirfte es der Kenntniss 
der Werthe von ¢,, ¢, ¢, und c,; diese Kenntniss kann man sich successive sehr leicht 
verschaffen, indem man von geschatzten Werthen dieser Gréssen ausgeht. Angenidhert 
ist namlich, wenn ¢, t’, ¢’, t” die vier Beobachtungszeiten, 7’ und r” die Radienvectoren 
des zweiten und dritten Ortes vorstellen !): 


Mote pee ot A (1 i ke’ — t) (¢” — 2) 


erage eo OWE 
" v —t k(t’ — t) (t” — ¢/) 
Bp = ul" ey ; (i + 97/3 ) 


te et) 99/74 ie 1s enh, 
ae t (+ *¢ t) (¢ *) 


” Tn Q/'8 


Ee (1 , ee’ —)o ee" — . 
t T 


Cn aaae 
qu can 9 yl'3 


Hier wird fir r’ und r” immer eine Schitzung zur Hand sein mit vollkommen 


hinreichender Sicherheit fiir den schliesslichen Erfolg, z B. einer vorhergegangenen 
Berechnung einer Kreisbahn zu entuehmen. Substituirt man die entsprechenden Werthe 
in (5) und (6), so erhalt man eine Naherung fiir @ und e” und die heliocentrischen 
Coordinaten x, y, 2, x", y'", 2". Aus diesen letzteren bestimmen sich mit gesteigerter 
Genauigkeit neue Werthe von 7’ und r”, da: 

pth 


r2—(era tar pti eytay + (z+ cae) 
"2 —(e,0 + ene )? + (¢,y + envy’)? + (¢,¢ + cre )% 

Macht man diese neue Substitution in den obigen Ausdriicken fiir ¢, ¢’, ¢, und e, 
und darauf in (5) und (6), so werden wiederum genauere Werthe von ’o und 9” und 
der Coordinaten gefunden werden; die Fortsetzung dieses Verfahrens pflegt in den 
praktischen Fallen bald dahin zu fiihren, dass sich in den erhaltenen Zahlen nichts mehr 
indert, womit die Durchrechnung der ersten Hypothese erledigt ist. 

Bei der zweiten Hypothese berechnet man ¢,, ¢/, ¢, und ¢, nach strengeren For- 
meln, recht bequem z. B. mittelst der am Schlusse der vierten Abtheilung gezeigten 
Methode, welche sich auf den Lambert’schen Satz iiber die Bewegung in Kegelschnitten 
griindet. Werden die so zu erhaltenden Werthe der Verhaltnisse zwischen den Dreiecks- 
flachen in (5) und (6) eingesetzt, so bekommt man eine weitere Naherung fiir @ und 


o’”, eine Niherung, iiber die man in der Praxis selten hinauszugehen braucht. Fiir eine 


Le 


etwaige dritte und jede weitere Hypothese wiirden alle Operationen der zweiten zu 
wiederholen sein. 

Die obigen Formeln kénnen, statt auf Langen und Breiten, auch auf Rectascen- 
sionen und Declinationen mit der ganz geringfiigigen Modification angewandt werden, 
dass fiir R, R’, R’, R'” die Projectionen des Radius vector der Sonne auf den Aequator, 


‘) Genauer ist nach den Entwickelungen der vierten Abtheilung: 


yv7— tl PANG Se) ae 
GT ee aly 69 i 

t or k2 . (idle ee, 6)? aa, tv a Dy 
ff = ay i+ [ arr ( Lt 


als erste Annaherung, und analoge Werthe fiir c,, und c), zu setzen. 


ne”). ee 


fir ©, ©’, ©”, ©’ die Rectascensionen der Sonne gesetzt werden. Diese Anwend- 
barkeit der Formeln ist nicht ohne Bedeutung und Nutzen, ausser frither angefiihrten 
Griinden schon deshalb nicht, weil bei dem zweiten und dritten Orte die Declination 
missgliickt sein darf, ohne dass sie unbrauchbar werden. Bekanntlich werden die Decli- 
nationen haufiger unsicher, und es wird, wenn man in solchem Falle Langen und Breiten 
einfiihrt, die Unsicherheit zu einem Theile auf die Langen mit iibertragen; diesem 
Uebelstande wird zuweilen durch Anwendung der Rectascensionen abzuhelfen sein. 


Finfundachtzigste Vorlesung. 


Andere Art der Entwickelung der Grundformeln. 


Um die Elimination von J’ oder von @’ noch einfacher zu bewirken, mache man die 
XZ-Ebene des Coordinatensystems demjenigen gréssten Kreise entsprechend, welcher 
_durch den zweiten geocentrischen Ort und den Pol der Ekliptik geht. Die Projectionen 
der vier Distanzen J, J’, J", J’ auf die Y-Axe des Systems werden dann der 
Reihe nach: 
J cosB sin(d — i’) 
4 cosp’ sin(d’’ — 4’) oder 0 
A" cos B" sin (A"” — 2’) 
A" cos B!" sin (A'" — 2’). 
Dieses sind also die geocentrischen Y-Coordinaten; zieht man von ihnen die auf 
dieselbe Axe bezogenen Sonnencoordinaten: 
R cosB sn(© — A’) 
R' cos B' sin(©’ — 2) 
R" cos B" sin(©” — i) 
Tints cos BR" sin (O” a"), 
in denen B, B’, B", B’” die vier Breiten (beziehungsweise Declinationen) der Sonne vor- 
stellen, ab, so erhalt man die vier heliocentrischen Y-Coordinaten des Planeten: 
y = 4 csp sn(A — id’) — R cosB sin(O — A) 
iS — Ff cosB sin(©' — 4’) 
y” = 4" cos B" sin(a” — i’) — R" cos B" sin(@"” — 1’) 
yf"! — aM COs Bre sin (a tevy H’) aie meus cos B'"’ sin (O”"— Ate 
Bezeichnen wir zu besserer Uebersicht die doppelte Dreiecksflache zwischen den 
Radienvectoren r und #’ mit [rr’], die zwischen r und r’ mit [rr], und so weiter die 
lbrigen, so haben wir nach dem Vorhergehenden: 


RF’ cos B' sin (A! — ©) = ae {o sin(A — A) +R cosB sin (A! — ©)} 
= ase. {@” sin(a” — 4’) + R" cos B” sin(a’ — ©")} 


und 


RF’ cos B' sin (4’ — ©’) = A i) {o sin(A — 1M’) + R cosB sin(d’ — ©)} 


2 tad) {o""' sin (A'"” — 1’) ae R"' cos Bl" sin (A = ©”) 


0” sin (A” — a’) + R" cos BY sin(’ — ©") 
ar 
=H “al {go sin(A —2) + R cosB sin(a’ — ©)S 


[r be. we sin /Muke Bers ai + Rl COs Bl" sin i! me. oy ; 
[remy *° 


und nach Analogie, wenn die XZ-Ebene durch den dritten geocentrischen Ort gelegt wird: 
o’ sin(A’ — A”) + R' cos B' sin(A” — ©’) 
a lade oa cal 


[re] ! & sin(A — 4") aS R cosB sin(a” — ©) 


a pe {o!” sin (A — 4") + RM" cos BM sin (A — oun); 


tir 
R" cos B" sin (A — ©") = am al {o sin(A — Aa") 1+ RB orB sin (A” — ©) 
5 po raat {ow sin (a”’ — at") ae R'" cos Bl!" sin (a” ae ou): 
[r” ee 


R" cos B" sin (a"’ = ©") = rm) {o’ sin (7 — A”) = R' cos B' sin (A" = ©’) 


+ ean aah fo sin (A — 2") + ‘R'"' cos B" sin (a” yee ous) = 

Man hat hier sechs Gleichungen zwischen vier Distanzen; die darin vorkommenden 
Verhaltnisse der Dreiecksflachen kénnen, wenigstens in der ersten Hypothese, als gegebene 
Functionen von r? und r”3 betrachtet werden. Wird statt 7’ und r’ R’ und R” ein- 
gesetzt, so muss sehr nahe die Erdbahn als Lésung, d. h. @ = 0’ = e” = oe” = 0 
erhalten werden. Hierin liegt der Grund, der verbietet, 7’ und r” aus den obigen sechs 
Grundgleichungen zu eliminiren, und auf diese Weise vier Gleichungen zwischen den 
vier Unbekannten @, 0’, e”, o”” herzustellen. Denn in solchen Gleichungen wiirde, da 
sie vom ersten Grade sind, jeder Unterschied zwischen der Lésung fiir die Erde und 
die fiir den Planeten hinwegfallen; mit anderen Worten, sie wiirden Gréssen der nullten 
Ordnung vernachlassigen. 

Wollte man dagegen aus den sechs Gleichungen @, 9’, @”, 9” eliminiren, um zwei 
Gleichungen r’3 und r”8 itbrig zu behalten, so. wiirde sich eine ahnliche Unzulassigkeit 
zeigen; man wiirde fiir r’ und r” nur eine einzige reelle Lésung erhalten, wahrend doch 
in den Gleichungen auch die Lésung r’ = R’, r’ = R” mit enthalten sein muss. Also 
auch hier wiirden Gréssen der nullten Ordnung vernachlaissigt werden!) Der in voriger 
Vorlesung angegebenen Art der Auflésung, bei welcher die Dreiecksflichenverhiltnisse 
zuerst mit geschaitzten und spaiter mit den aus @ und 9” zu bestimmenden Werthen 
berechnet werden, kann man den Vorwurf der Vernachlassigung von Gréssen der nullten 
Ordnung nicht mehr machen, da fiir die Erde und fiir den Planeten eine verschiedene 
Lésung erhalten wird. 

Nach diesen Betrachtungen werden wir fiir den hier betrachteten Fall, dass die 
erste und vierte Beobachtung vollstandig sind, zur Bestimmung yon 4 und 4” oder 
o’ und 9” uns der beiden Gleichungen: 


*) Es ist, wie uns schon die Grundformel der Olbers’schen Methode lehrt, keineswegs immer 
unmoglich, gewisse Bestimmungsstiicke in der Bahnberechnung als Wurzeln von Gleichungen sehr 
niedrigen Grades, ja sogar ersten Grades, auf brauchbare Weise auszudriicken; aber es bleibt diese 
Moéglichkeit doch immer auf solche Stiicke beschriankt, welche ihrer Natur nach fiir die Erde unhe- 
stimmt werden, wie eben das Olbers’sche Verhialtniss: 

au" 


oi, 
4 


a tA Ie ee 


F’ cos B' sin(a’ — ©') = er {o sin(A — A’) + R cosB sin(’’ — ©) 


+ {oi {o!” sin (A'"” — 2’) +- RB’ cos Bl" sin(¢ — ©") 


Rk" cos B" sin ae | or OP us my a {o sin (A — re) + R cos B sin Ce path ©)} 


+ a fai" sin (A — N") + Rl" COs Bl" sin (a" a. @!")s 


bedienen. Die Gréssen o’ und 9” kénnen, wenn man g und 9” auf die oben angegebene 
Weise gefunden hat, der zu beriicksichtigenden Aberration wegen aus den Gleichungen: 


o’ sin (A’ — Ad”) + R’ cos B’ sin (A” — ©') 


[r’ "| ; . : 
=a [rr {0 sin (A —A ) + R cosB sin (A — ©) 


+ a {ol sin (A — 2") + R' cos BM" sin (4" — ©'")} 
el’ sin (A" — i) + RY cos B" sin (! — ©") 
et | al 


lee. {o sin(A —i') + R cosB sin(s’ — O)S 


+ A {o!” sin (A'" — 2) + R'" cos Bl sin (4’ — ©")S 
berechnet werden. Bei der Verbesserung der beiden Zeiten ¢’ und ¢” wegen Aberration 
wiirden nun zwar nicht @’ und @”, sondern vielmehr 9’ secf’, o!sec 6 bekannt sein 
miissen. In der Wirklichkeit wird die angenommene Unkenntniss genauer Breitenwerthe, 
abgesehen davon, dass sie fiir die Breiten fast niemals statthaben wird, der Beriick- 
sichtigung der Aberration und anderer kleiner Correctionen, welche von der Breite ab- 
hingen, nicht hinderlich sein kénnen. 


Sechsundachtzigste Vorlesung. 


Grundformeln fiir die Berechnung der Distanzen aus vier Beobach- 
tungen, deren dussere unyollstiindig sind. 


Die Bestimmung der Distanzen aus den Grundgleichungen fallt etwas bequemer 
aus, wenn statt der dusseren die beiden mittleren Oerter als vollstandige gebraucht 
werden, da in diesem Falle g’ durch 7’, 9” durch r”’ und lauter bekannte Gréssen aus- 
gedriickt werden kénnen. Es wird sich deshalb bei erstlichen Anwendungen empfehlen, 
bei der ersten Hypothese die zweite und dritte Beobachtung vollstindig zu gebrauchen, 
damit die ersten Schritte zur Naherung méglichst bequem ausfallen, bei den weiteren 
Hypothesen aber die Rechnung auf vollstiindige Darstellung der dusseren Oerter zu 
fiihren. 

Eliminirt man zu dem Zwecke aus den allgemeinen Grundgleichungen (1) und (2), 
der 84, Vorlesung, einmal g, indem man die XZ-Ebene durch den ersten Ort und den 
Pol legt, darauf durch analoges Verfahren 0’, so wird nach der Bezeichnung der 
vorigen Vorlesung: 
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g’ sin(A’ — A) + RF cos B' sin( 
ale tel yl! 


Ses (rr) 


[r 7] 


ae: er 


oe” sin(A” — 2) + R" cos B" sin( 
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4 — ©’) 
| - Reos Bsin(A — ©) 


{ov sin ae ae 
pip ce ou) 


A) + R" cos Bl” sin(A — ©!) 


= ea] - Reos Bsin(A — ©) 
+ 4 {o"”" sin (A — A) + R" cos B" sin(d — ©!) 
go! sin(A’ — 2") + R' cos B' sin (al — ©') 
= fo sin(A— Ad") + R cosB sin(a'”— ©)} 
(oot - R"” cos Bl" sin (A"” — ©") 
o” sin (A" — 2") + R" cos BY sin(v" — ©") 


he yl 


es 


[rr] 


+ 


Durch Elimination von @ 


a {o! sin (A) — 
Be 2 


Sule | [7 "| — 


mr und 


[ey 


[7 r’| [r"’ aid 


om {o sin(A — a") + R cosB sin(a"— ©)} 


- BR" cos B" sin (a anes ev. 


@ erhalt man: 


a4) + R' cos B' sin(A — O'S 


a) + R" cos B" sin(A — ©")S (1) 


[r hia [rey 
Fan Ce! sin! — 
Olea ae 
ea, ee 
Beale r'| [r” "| — 


[r r') [7 aa 


R cos B sin(A — ©) 


MN") + R! cos B’ sin (4'" — ©')} 


Ar?) + R' c0s B" sin (Ace oie « os); 


(2) 


[yr r zal [7 f| ae cos Bo sin Ce @y)> 
Wird dann ferner gesetzt: 

[rr] ee 

or = Fe t Qs 

hd WO tre Gaal 

[r r"") 4 t Qyll3 i 

|r’ of") qi! # On c (3) 
et s = 

ee yl! qi pe rn qi! Ol 

Ca ep Peete 9 pila 
[eo] t t ar 


so bietet sich fiir die Berechnung 


folgendes Verfahren dar. Man berec 
ausgehend, nach den Gleichungen (3) 


wobei angenahert: 


von @’ und g” aus den Gleichungen (1) und (2) 
hnet, von Schatzungswerthen der Gréssen r’ und r”’ 
[re] [rv 


die vorlaufigen Werthe von [re]? [rv] 


u. 8. W. 
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¢=%=he—NW"—1) 
Q" =? =} (mes t) (Ge es t') 1), 

Die Gleichungen (1) und (2) liefern dann geniherte Werthe von g’ und 9”, aus 
denen wiederum 7’ und r’ und genauere Werthe der Dreiecksflichenverhiltnisse abzu- 
leiten sind. Die wiederholte Substitution derselben in (1) und (2) wird endlich keine 
merklichen Aenderungen mehr in den zu findenden Zahlen herbeifiihren. 


Siebenundachtzigste Vorlesung. 


Weitere Vereinfachung der Bedingungsgleichungen fiir 0’ und 9” 


Die Formeln der vorigen Vorlesung kénnen in denjenigen Fallen mit Nutzen 
gebraucht werden, in denen das mittlere der drei Zeitintervalle, ¢’ — t’, bedeutend gegen 
die Ausseren an Grosse zuriicksteht, weil dann jene Formeln etwas gréssere Convergenz 
versprechen, als die folgenden, im Uebrigen bequemeren. 

Aus den Grundgleichungen (1) und (2) der 84. Vorlesung folgt namlich auch, wenn 
man den ersten Langenmeridian, von welchem alle Lingen gerechnet werden sollen, 
durch den ersten geocentrischen Ort legt: 


o' sin(A’ — 2) + R' cos B' sin(A — ©’) 
= on rn Ros Bsin(A — ©) | a) 
ie ee {o” sin (A"” — 2) + R" cos B" sin (A — on| 


Wird der erste Langenmeridian durch den vierten geocentrischen Ort gelegt, so 
ergiebt sich die der vorigen analoge Gleichung: 


” sin (A" — 2") + BR" cos BY sin (V"” — ©" 
Q 
Bomar tp r”’| 
= R cos B sin(A — ©) 
” ‘ 
ea 4 ( ) 
ae (rr) 7”) l gy sin (A’ — Ae) R' cos B' sin (Al — ©’) 
Es sei: 
AL esate ob Q \ 
[rr] Gries zt + Dy 


y! yl! t! oe t! U 
s a Ree ee ts {1 +e rad 
yl Ae Saa " 
7) = i {1 + @ \ 


[r” "| nF PD eae a Ql! 
[rr + arg 2 


") Oder Pemex : 


¢ =, — ye — 94 
Q” a Vs he a a t)? ive (CH = t)?] 
CG, = if, ke ca" ate ty aN (” - t’)] 
Qy, = Vie (ie i qn pn i”)? }. 
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wobei in der ersten Hypothese gesetzt werden kann: 


Oi Career a ees 
Oe (u" Sobe t’) (i cies t!’) 
Q” = re sae t) ( pets t') 
cot ne h(t" es t’) CM Lae Aas 
(In der ersten Hypothese ist demnach @ = 01" 3:03) 
Die Gleichungen (1) und (2) nehmen nach Einfiihrung von Q, Q’, Q", Q" fol- 
gende Form an: 
o’ sin(A’ — a) + R'cos B' sin(A — ©’) 
$e >— i Q” 
Spas ReosBsin(A — ©). (1 i a B 
/ 
+ FE RY cos BM sin (2 — ©") + ol sin " — 4} (1 + su) 
on sin (a” ae hea - R"" cos Bl" sin cai" = ©") 
" 7 
= We — R"" cos Bl" sin (ann 55 Q”) : G se 5m) 


pip! Ql" 
ail ee {R’ cos B' sin (A"" — ©') + o' sin (A — 2") (1 + sm) 
Diese Gleichungen (3) und (4) haben vor den Gleichungen (1) und (2) den grossen 
Vorzug, dass darin r und r” nicht gleichzeitig auftreten, und dass man sie daher 


durch reine Hypothesen iiber 0’ auflésen kann. Denn zu jedem Werthe von 9’ bestimmt 
sich r’ nach der Formel: 


v2 — Rl? + o!? sec B'? + 2 R'o' sec B' cosy’; 
die Gleichung (3) liefert also einen bestimmten Werth von @”, durch welchen dann auch 
die Gleichung (4) befriedigt werden muss. 

Mit Vortheil kann man hier, ahnlich wie bei der Gauss’schen Form der Olbers’- 
schen Methode fiir Kometen, 0’ und o” durch zwei andere Gréssen ersetzens' Es wird: 
r'2 == (9! sec’ + R' cosy’)? + R? siny”? 

"2 = (e" sec B" + R" cosy")? + R'2 sin x'"% 
Setzt man daher: 


(4) 


o’ sec B’ + RF cosy = wa 
o” secB"” + R' cosy" = ul 
ty sing = CO" 
R' siny! = 
so gehen (3) und (4) tiber in: 


w’ cos B’ sin (A’ — 2) + R'cos B' sin(A — ©') — R' cosy! cos B' sin (4' — 2) 


ne pers iy Q" 
i ee a Rcos B sin(A — ©): (1 4 2 (ul? + ae 
1: eral z 
a > ; {R"’ cos B" sin (A oe oo} i R" eos x! cos B" sin (a" =. a) (5) 


+ wu’ cos B” sin (A” — A)s (i -+- Se ane 


1) Genauer ist auch hier: 
=e" — 9 —@ — 08 
Q! = Yk [ae bat ty? te (i as #)?] 
= Yk [@” eT ee cu" a t)?] 
ced Ys ke? [(”’ een tv’)? a (Gad = cil 
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wu" cos B" sin (A" — A") + R" cos B" sin (a!"” — ©") — RB" cos x" cos B" sin (A" — 2") 


ate =e : Hi Me * oe Q! 
~ ae i R” cos B sin (A —© )(Q a ae oe 
an ss {R’ cos B' sin Qe a= ©’) cas, R' COs x! cos p’ sin (v’ ce an") (6) 


mr 


ere —29(1 + rere one) 


Achtundachtzigste Vorlesung, 


Fortsetzung der Entwickelungen der 87, Vorlesung. 


Die Glieder der Gleichungen (5) und (6) haben eine sehr cinfache geometrische 
Bedeutung, deren Erkenntniss uns erlauben wird, dieselben noch mehr zusammenzuzichen 
und in méglichst reducirter Form zu schreiben. 

Sehr leicht erkennt man, dass w’ nichts Anderes ist als die rechtwinklige Pro- 
jection des Radius vectors der zweiten Beobachtung auf die Richtung der Verbindungs- 
linie zwischen Planet und Erde, oder das Stiick dieser Linie, welches zwischen dem 
Planeten und dem Fusspunkte eines von der Sonne gefallten Perpendikels liegt. Die 
Grosse: 

cos B' sin (a’ — Ah) 

ist der Cosinus des Winkels, welchen die Verbindungslinie Erde-Planet in der zweiten 
Beobachtung mit einer Richtung macht, deren Linge (Rectascension) gleich 90° + A, 
und deren Breite (Declination) gleich Null ist. Die Grisse: 

(u' — R’ cos x’) cos B’ sin (A’ — 2) 
ist demnach die Projection der Distanz 4’ auf die genannte Richtung; ebenso zeigt 
sich, dass: 

R’ cos B’ sin(©/ — 4) 

die Projection von -R’ auf-dieselbe Richtung ist. Die erste oder linke Seite der Glei- 
chung (5) ist offenbar nichts Anderes, als die Projection des Radius vectors des Planeten 
auf eine X-Axe, welche auf den Punkt der Sphiire von der Linge (Rectascension) 
90° + A, und der Breite (Declination) 0° zielt. Werden iiberhaupt alle «-Coordinaten 
des Planeten auf diese Axe bezogen und mit a, 1, xj, x7’ bezeichnet, ebenso die Sonnen- 
coordinaten in Beziehung auf die genannte Axe mit X), Xi, Xi, X%’, so lasst sich die 
Gleichung (5) schreiben: 


; ” t! a! pean . 1 
% = en Sell + Yo ro mt Qa (CO? f way (1) 
wobei fiir die Pe die 2, £2, «; durch die Relationen: 
7 i. GE 
a, = (uw — R’ cos y') cos B’ sin(A’ — A) — X) 
ay = (uw! — R" cos x") cos B" sin (A — A) — X4 


gegeben werden. Die Gréssen der Gleichung (6) sind die z-Coordinaten des Planeten, 
bezogen auf eine andere Axe, deren Richtung der Linge (Rectascension) 90° + 4” und 
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der Breite (Declination) 0° entspricht. Nach Analogie mit dem Vorhergehenden kénnen 
wir schreiben: 


i! ot t' eer ; 
| th pra Qaim + ar Quin) (oO? + yi . . 


wobei die Relationen: 
ty = (ul — RP cosy’) cos B’ sin (A! — 4") — Xim 
ayn = (ul! — R" cos x") cos B" sin (A" — A") — Xam 
ayn == — Xym 

zuzuziehen sind. 

Die Form der Gleichungen (1) und (2) ist recht iibersichtlich, da die darin vor- 
kommenden Gréssen beinahe unmittelbar durch die Data des Materials ausgedriickt 
werden, daher die Vorbereitungsrechnungen sich auf ein Minimum reduciren. 

Wenn es darauf ankommt, jene Gleichungen auf mdglichst kurze Weise ohne 
Riicksicht auf andere Beziehungen abzuleiten, so kann das durch folgende Bemerkungen 
gescheben. 

Jede heliocentrische Coordinate lasst sich ausdriicken als die Differenz: geocentrische 
Coordinate weniger Sonnencoordinate. Soll nun aus der allgemeineren Fundamental- 
gleichung: 

Pneer | [r x’ lise 

=f See] 
die Distanz 4 der ersten Beobachtung durch eine bestimmte Wahl des Coordinaten- 
systems eliminirt werden, so geniigt es, fiir die X-Axe eine Richtung m suchen, von 
der man trotz der Unvollstaindigkeit der ersten Beobachtung sagen kann, dass sie mit 
der Richtung von 4 einen Winkel von 90° bildet, damit die geocentrische Coordinate 
verschwinde. Solche Richtung hat aber offenbar der Pol des durch den ersten geocen- 
trischen Ort gelegten Liangen- (beziehungsweise Rectascensions-) Meridians. Dieselbe 
Betrachtung wiederholt sich fiir die Gleichung: 


yl! pri kay ane [7 eal 
ants ry I [r! ry © 
hier muss die X-Axe so gewahlt werden, dass sie von dem unvollsténdigen Orte der 
vierten Beobachtung 90° absteht und die geocentrische Coordinate mit 4’ oder o”” ver- 
schwindet. 

Leicht kann man nach derselben Betrachtungsweise auch denjenigen Gleichungen, 
welche dazu dienen, um aus 9’ und 0” die Gréssen @ und 0” zu finden, die einfachste 
Gestalt geben. Man braucht zu dem Zweck nur aus der allgemeinen Gleichung zwischen 
z, x und #’ einmal die Distanz 4” zu eliminiren, was einfach dadurch erreicht wird, 
' dass eine von 4” um 90° abstehende X-Axe gewihlt wird; das andere Mal bringt man 
in der Gleichung zwischen 2’, a’, x” nach derselben Methode den Coéfficienten von J’ 
zum Verschwinden. Auf solche Weise wird man zwei Gleichungen, die eine zwischen 
A und 4", die andere zwischen 4’ und 4’ bekommen, in welchen nun auch die Ver- 
haltnisse zwischen den Dreiecksflachen nicht mehr ganz unbekannt sind. 

Die Coéfficienten, welche in allen diesen Gleichungen vorkommen, Cosinus des 
Abstandes zweier gegebenen Punkte der Sphire von einander, berechnen sich nach der 
bekannten Cosinusformel der sphirischen Trigonometrie auf so einfache Art, dass ee 
besondere Ausfiihrung hier nicht néthig scheint. 
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Neunundachtzigste Vorlesung. 


Modification in der Bildung der ersten Hypothese zur Erzielung 
einer grésseren Genauigkeit bei derselben. 


Die einfache Form der aufzulésenden Gleichungen erlaubt es, die erste Hypothese 
noch um ein Erhebliches genauer zu bilden, als wir bis dahin gethan haben. Wir 
fanden nach den Reihenentwickelungen der Abtheilung IV, fiir die Verhiltnisse der 
Dreiecksflachen, wenn zur Abkiirzung: 

ihe ==) == a, k(t’ —t) = Wk —?) = 4, 
ee it =F) == o,, h(t” — o) = 8, 


gesetzt wird (wobei ¢ = ©”), 


‘rea ae o. {1 4 we pe oe (os + OO" — 98) dr 4 
ores ae 6 r'3 A 4 kdt 
er [es Oe 1 a2 — 2 o (02 4+ 98" — a") dr' 
ey 8 6 r'3 4 y's ein 
or | st 8, a? — OF | Oy (8? 4 8,9) — 87) dr" 
Po & : Tr 4 74 ce 
feel Ff, 4 oP— or? O, (82 4+ 8, o/ — 9?) dr" me 
[ry x” a 6 7/3 4 yl'4 kdt 
Nun ist offenbar sehr nahe: 
LOR a ieee gen yf — 
kdt > aa 5 RY a i) 
ebenso: | 
dr" net pllieomlen ey! 
Lath ROY ie Te 


Bei Einfiihrung dieser Werthe in die Gleichungen (1) und (2) der 88. Vorlesung 
wirden wiederholt die Unbekannten r’ und r” gleichzeitig auftreten; man braucht aber 
die Glieder mit r’ — r’ erst dann bei der Rechnung heranzuziehen, wenn man der 
Lésung mit Beriicksichtigung der vorhergehenden Glieder schon ganz nahe gekommen 
ist, und kann jene Glieder dann als eine bekannte Grisse behandeln. 

Mit nicht allzu viel Complication kann man sogar in der Genauigkeit noch einen 
Schritt weiter gehen. Unter Anwendung des Taylor’schen Satzes hat man: 


Rawat d?y' 


ee a ag Ot 
eae eer ! ! dr" ! 
r CFSE Sa CAR 9 Br orn Cea et 


e * . . . . . 2 ! . 
Eliminirt man aus-diesen beiden Gleichungen die Grisse 9 so lasst sich 


dr’ 
rT durch r, 7’ und r” ausdriicken; es wird nimlich: 
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dv  — (¢— tr’ —r)4+@¢—Y)'C¢ — 4 
‘iar @—) @—) C— 4 
oder: 
dr 2 (r” — 7’) + 82 (! — ns 
kat oOo" 
Durch Analogie erhalt man: 
dr" ni Gs se t)? (7? ees r'') + (er ges i” )2 (r” me. ry 
ie (" ae? i’) ( er v) Ca oe: #) 


oder: 
dr"! a) gy? (r" — r’) a a2 (r" ne r’) 
hoe o, oO 


Diese Ausdriicke werden, nach Substitution in den Reihenentwickelungen, drei 
Unbekannte gleichzeitig auftreten lassen, nimlich in der Gleichung (1) der 88, Vorlesung 
die Gréssen r, 7’, r’, in (2) die Gréssen 1’, r”, r’”. Da nun aber nach dem mehrfach 
beschriebenen Verfahren r und r’” leicht aus r’ und r” berechnet werden kénnen, so 
’ wird auch diese viel genauere Lisung nicht sehr umstindlich, wenn man sich nur bei 
den ersten Versuchen auf die Glieder niederer Ordnung beschrankt. 

Man kann alles eben Gesagte endlich noch in der Ausdehnung zur Anwendung 
bringen, dass man in den Finalgleichungen die vier Unbekannten r, 1’, r’, r'” auftreten 
lasst, wobei es dann méglich wird, in der ersten Hypothese die Naiherung bis zu den 
Gliedern achter Ordnung inclusive zu treiben. 


Neunzigste Vorlesung. 


4 


Die Gauss’sche Form der Berechnung der Bahn aus vier 
Beobachtungen. 


Um den Leser endlich noch mit derjenigen Form bekannt zu machen, welche 
Gauss in der Theoria motus c. c. seiner Methode der Bahnberechnung aus vier Beob- 
achtungen, von denen die mittleren vollstandig sind, gegeben hat, machen wir von der 
Darstellungsweise Gebrauch, welche Bruhns in seiner Abhandlung: ,De planetis 
minoribus inter Martem et Jovem circa Solem versantibus* gewahlt hat, 
wobei wir zugleich die dortige Bezeichnungsweise beibehalten wollen. 

Es seien: 


t, %v, t, =” die Beobachtungszeiten, 
a, a, oa, of die geocentrischen Lingen, 
Bae die geocentrischen Breiten zur Zeit ¢ und t", 
I, I/, L", L'" die Langen der Erde, 
R, FR’, R’, R'" die Radienvectoren der Erde, 
r, rr, rv”, yr” die Abstiinde des Planeten, 
e, @, @”, @” die curtirten Distanzen des Planeten von der Erde, 
v, v', uv", v' die wahren Anomalien des Planeten, 
E, E', E", EF" die excentrischen Anomalien, 
M, M', M", M'” die mittleren Anomalien; 


ferner sei zur Abkiirzung wieder: 


rr sin(v’ —v) = [r r'] 
rr" sin (v" — v) = [r r"] 
rr" sin (v" — v') = [r vr] 
y! yl! sin Cu! =e v’) — [7 yf" 


Mt 


er” sin (vl! — vy") = [r'r'"7 


[7 | 


[ner] ee 
[a yl! 


[7 7] 


rp) ae 
rf yl! At 
Ua = y!", 


Bekanntlich ist nun: 


[ere — [rr a! + [rr] 2" 
[r’ yr) y oe Lt [r gf) y! + [r r’| y" 
[yr et) a ty [x al gl! + [7’ yr" al"! — 
[v2 gn y! — [r’ yr") y" as [9 y""7 yl" 
wenn wieder #, y, x’, y’ u. s. w. die heliocentrischen Coordinaten des Planeten 


stellen, Fir letztere hat man aber auch die Relationen: 


“ =0 csa + R 
¥Y =O sma + R 
x 0’ cose’ + R’ 
yf ee OO sing oe © nal Fe 
# = @! tgp’ 

a o! cosa!’ —- R" 
y! x o” sine! -- R"’ 
gl! — o” tg Bs 

ll ce el! cosa! +. RM" 
yl”! ——, of” sin of!" + R" 


demnach, wenn man hierauf in den obigen Grundgleichungen Riicksicht nimmt: 
n(@ cos“u + R cos L) — (0! cosa! + R! cosL’) + n" (9" cosa” + R" cosL") = 0 
n(o sina + FR sin L) — (Qo! sine’ + RP’ sinL') + n" (9” sina” + R” sin LL") = 0 
n' (0' cose’ + R’ cos L')— (0" cosa! + R" cos L") + -n!" (9 cosa!" + RK’ cos L'") = 0 


cos L 
sin L 
cos L! 
sin L/ 


cos L!" 
sin L!" 


cos L!" 
sin L!" 


oo) > 


? 


vor- 


(1) 


n' (Q' sino! + R' sin L')— (Q" sine’ + RY" sin") + n'"(0" sina!” + BR!" sin Ll") = 0. 
Wird die erste Gleichung mit sina multiplicirt, die zweite mit — cosa und addirt, 
werden ferner die dritte und vierte nach Multiplication mit beziehungsweise sino” und 


cos!" addirt, so erhalt man: 


n R sin (%o — L) — {o! sin(a — a’) + R' sin (a — L’')} 
+ nl" {o0" sina — o)+ R" sin (w — L')} = 


n’ {o' sin a pone ') + R' sin (o” et3 T/)} 


pe. {o” sin (oc!"’ — ot!') + Rk" sin (o!”’ — L'")} “+ ni" Ri sin (a! — £!") — 


Ks sei ferner: 


Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 


—, QW = (n+ vn” — 1)r, 


Q" == (n' + mil am, 1) 73, 


(2) 
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so dass: ‘ Hi 
n+ mn n+ 
et rh ins - Dr eg n 
Q ae. g = , mw 
Oe ire a tn eee 
i ieee 14+ Pp" 
Fi dae ae tey « 1 Q” 
re lags 
Diese Ausdriicke fiir 1, n’, n”, n’ sind in (2) zu substituiren; man erhalt dadurch 
1 Te : 2 
P' R sin (@ L) ve qr {R’ sin(a — L') + o! sin(a — o’)} 
1+ 45 


+ RB” sin(a — L") + 9” sin(a — a") = 0 


- (3) 


P" R" sin (a! — L'") ie a | R" sin (ce! — LL!) + @!sin (ol — a!)} 
es 
+ R' sin(al” — L') + Q! sin(u” — a’) = 0 
Die vier Unbekannten 9’, r’, 9” und r” werden auf zwei reducirt, wenn man die 


Gleichungen : 
y. 


ae = — R' cosd' + Yr'? — R? sind” 


i: ae 
Oy = — Beas 8t + VTP Bn 


heranzieht, worin 0’ und 0” die durch die Formeln: 
cos0’ = cos’ cos(a' — LI’) 
cos 0" = cos B" cos(o!’ — L'") 
zu bestimmenden Ausseren Winkel an der Erde in der zweiten und dritten Beobachtung 


vorstellen. 
Fiihrt man noch die Winkel am Planeten ein, ¢ und 2”, und setzt zur Abkiirzung: 


yr'2 — R? sind’? = a! yf? —. RY gin 02 == x”, 


so wird: 
a! gl 

wine = = Ui = 

9 R' sin 0! g R" sin 0" 

oe R’ sin 0 vee R" sino" 

~— ging! ging!” 

, _ R'sin(’ — 2’) : n __ BY sin(0" — 2") 7 
0 eae ree o” = ——_,— co Be 

sin z sin # 


Die Gleichungen (3) gehen iiber in: 
1 fe Pp Neen ) Pe ’ , faros ! ! id 
Sc cer {R' sin (a — L') + cos B’ sin (a — a!) x’ — cos B’ sin (a — a!) R’ cos d'} 
Ne gery 

73 


(5) 


=P" R" sin(ol" —L!") + RB sin (a!"—L') + ¢08 fi! sin (ce! — a) a:' — cos B' sin (a! —o') R' cos! 
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- Setzt man noch: 


cos’ sin(~ — a) = A; cosB" sin(a — on!” 
cos B" sin (a!"” — o!’) = 0; cos B’ sin (a!"’ — o!) 
R' y ares L' 
st ) R' cos 0’ = 0’ 
R" st may 
sim Oo ) — R" cos 8" — " 
R' si Was rt 
eas a i) TenCOS 0 Laos, 
per Ag 1D) et c las) — R" cos 0" = x" 
R sin (a — L) _ 4 
- oe 
R" sin (a!” — L!") ati am 
D 
ae 
C ”" 
—— — U 
D 
so erhalten wir: 
w +P) +9) 


=p tx + 1p 
ren Q 
(a'2 + R’ sin 0'2)% 


ul’ (1 + ee) (a"" a b’’) 


a a! ae x! + qin Pp’ 


if SF ("2 R'"? sin 0""2)% 
oder, wenn zu grésserer Bequemlichkeit: 
—x#" —_jp—-¢ 


lI Il 


Set eS UL y pe 


w Gl aL P’) = d' wl" (i+ py — 


gesetzt wird: 


d’ (a! + b’) 
Loy e 
(x'2 + R’? sin 0’2)% 


q!' (a'" + b’’) 


a — cl" a i 
ee ee 
Es sei: (a/’2 + RB’? sin 02% 
k( —.t) = v" Rit. =e2t) =) x 
k a vale t") a ae 
so wird nach den Entwickelungen der Abtheilung IV: 


a! —_ (ol 4 


ee ae fy 7 zr! (v ae T) ‘ z (c"? se tt" ives 7?) d y! 
mast yt yy, = on 
eee a) to? be — 01) ar’ 
pa}! {fs rh /4 + a ai 
n= gins ly + 1/ yt) Berit eet) dr 

Ae, 4 | /6 i 7B /4 rita ae 
Wie hy kts SB) yt es Et — 2?) dr”! 
n- = to “FE /6 yl'3 yp /s 4 Gai 


kev): 
k (¢!”" zal t’) — Tine 


(6) 


(7) 


(8) 


Unter Vernachlissigung von Gliedern héherer Ordnung setzt Gauss in der ersten 
Annaherung: 


n a n 
he gh Ue oe eae 
== (1 = irs = are” Qs Wt n= 1)" =e 


Hinundneunzigste Vorlesung. 


Fortsetzung der Entwickelungen der vorhergehenden Vorlesung. 


Bruhns macht hier den Vorschlag, die erste Hypothese auf etwas andere Art als 
die eben angegebene zu bilden, um durchschnittlich, besonders aber bei sehr ungleichen 
Zeitintervallen, eine gréssere Genauigkeit zu erreichen. Es verdient diese Modification 
um so mehr Beachtung, als gerade bei der Berechnung einer Bahn aus vier Oertern 
bei dem Aussuchen des Materials eine ziemlich grosse Ungleichheit der Zwischenzeiten 
gar nicht zu vermeiden ist, wenn man nicht das viel gréssere Uebel haben will, dass 
zwei von den vier geocentrischen Lingen einander sehr nahe gleich werden. 

Die Gleichungen (2) der 90. Vorlesung werden unter Zuziehung von (4) und (6) 
sich schreiben lassen: 

na == uw qi! fi kde uw pb! + na ‘7 + n' " — (0) 
yl" ure er ae ee gl"! fon wu" bv” + n! a! + yw x! — Os 
Werden darin fir n, n’, n” und n noch diejenigen Glieder der Hntwickelung 


beriicksichtigt, welche und 7 enthalten, dividirt man ferner die erste der vorstehen- 


y'3 
T 
den Gleichungen mit ie die zweite mit —- und setzt: 
t'y 
t 
ae me oe : 
so wird man haben: ("= ) PR, 


16 [t (v' Si t"’)] oe Ve Pi _ a +f x"! 


a 


wu (1 + P’) (a! + b’) — (al + agate Aer) ¥ 14 mr) 
oleae + Me pir 


yl'3 


w+ PY) (a! +0") = @! fal 4 2"D"). 


Sollen nun diese Gleichungen auf dieselbe Form, wie in (8) der 90. Vorlesung 
zurtiickgebracht werden, so braucht man nur zu setzen: 
v(t” — tr) PA 
(Pees , ” fe 
OO Te a reer 
2 Va cu (l1 — Pa 
== 1,03 (—5-)+ + ov (he P) & 


gl! 7 
Ceci 


re 
‘ a, (ol! — +) ply ( 
Qt = thee Co + + he Be | 


2, a he tty (1 — PY) a" 
= 1/72 cone j= t/, tied Owe 


g'-— ¢ 
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In diesen Ausdriicken kommen auch die unbekannten Gréssen x’ und 2” vor, fiir 
welche die aus den Versuchen selbst hervorgehenden Niherungen eingesetzt werden. 
Bei der Auflésung der Gleichungen (8) der 90. Vorlesung geht man von derjenigen 


Annaherung aus, welche sich ergiebt, wenn Q’ = Q” = 0 gesetzt wird, d. h. von den 
Werthen: 
ra cl! ae q'' (b" ak, c’) + d! q!’ b! 
i ] ee d! qi (2) 
ne c aie qa! Cl 18 e") — a! q’ ph! es 


iL a ad! al’ 

Die Verbesserungen aber kann man auf folgende Art erhalten. Mit einem ge- 
naherten Werthe von a’, welchen wir durch é’ bezeichnen wollen, bestimmt man aus der 
ersteren der Gleichungen (8) den Niherungswerth £”, und darauf mit diesem letzteren 
aus der zweiten jener Gleichungen den Werth von wz’, welchen wir X’ nennen wollen. 
Es sei nun der Versuchswerth von w’ iiberhaupt gleich é’ + 4é, der nach der ersten 
der Gleichungen (8) dazu gehdrende Werth von w” gleich & + 4%" und der darauf 
aus der zweiten Gleichung folgende Werth von «#’ gleich X’ + 4X’, so wird man sehr 
angenahert die Proportion haben: 


AE A Kl a= Be! ng! — X' 


oder: 
(a' — X’) At! == 4X! (¢ — £'), 
also auch: 
; ake ae = FA x! ae (or 2) 
Ne ei REARS en eae AX' — 4? 


Fir «#” erhalt man auf demselben Wege: 


itl = é" ae Gi = payee" 
AX’ — dé 
Aus a’ und «#” findet man 1’, r”, 9’, o” mit Hiilfe der oben angegebenen Rela- 
tionen, und dann ferner auf bekannte Weise die heliocentrischen Coordinaten. 
Um die heliocentrischen Bogen zwischen den dusseren Oertern, also uv” — v auf 
bequeme Art zu finden, bemerke man, dass: | 


rr’ sin(v' — v) = I rr" sin (v" — v') u. 8. We 
also: ; 
rsin(v' — v) = es Wars WU Nao) neg a as (9) 
desgleichen : F 
r sin (v' —v pa areas) ee te SO SN ely. hey (4) 
! 
r'" sin (vu! — v") = a resin (v" = vt. Oe. 3) 
r'" sin (vo! — v" 4+ vv! — v') = ee rian (vw — vy). ee (6) 


Werden (3) und (4) sowie auch nachher (5) und (6) einmal addirt, das andere Mal 
yon einander subtrahirt, so erhilt man die Gleichungen: 
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” yl! 
r sin {(v' — v) + ¥/, (vo — v')} = Lee sin Yy (v"” — v’) 
ee ee 
r cos {(v' —v) + ¥/ (v" — v')} = ——- cos 1/, (v" — v') 


" ial) 
yr" sin {(u! — v") ahs 1/, (v" xs v')} wee Yr rae ie oy 1/g (v" bid v') 


Uy 
r' cos (= v"') any (v" ees v')} Sek ee OS TN (v" tae v’). 


Zweiundneunzigste Vorlesung. 


Zusammenstellung der Formeln und Rechnungsbeispiel. 


Bruhns wahlt in der genannten Schrift folgende Beobachtungen des Planeten 
Bellona, um daran den Gang der numerischen Rechnung zu zeigen: 


a eee 1854 Marz 4,5 Marz 17,5 Marz 47,5 Marz 86,5 
ae er eee ee 177° 50! 48,8 1749 58/ 27',7 1690 32/ 23",9 1700 55! 44.6 
(8), BY, BY, (8)... . (4.79 18/ 56",9) +89 6! 39",2 49° 1/ 30",3 (4 80 39! 19/4) 
L, DOT ine 1649 5/58’”1 1779 3 37",0 206° 36/ 54”4 2440 20! 46",2 
log R, log R’', log R", 

LOG TR es este pte oma 9,996 668 9,998 194 0,001 910 0,005815. 


Die vorstehenden Zahlen sind von dem Einflusse der Parallaxe, der Nutation und 
der Fixsternaberration befreit, auf das mittlere Aequinoctium der ee 1855,0 be- 
zogen worden. A 

1. Kommen die folgenden Formeln zur Anwendung: 

oe (hes) vt = k(t" —?) 
fp (t” at) vy) =k CE ST) 
ae ee iP Gt on 7) 

wobei logk — 8,2355814, ferner: 


hee tg B jeg (Oe) 
a sin (a! — L') tes coswl 
i " " 
hes, al 5h 
0 und 0”, die ausseren Winkel an der Erde in der zweiten und dritten Beobachtung, 
sind stets kleiner als 180°, und da in den Gleichungen cos 0’ = cos f’ cos (w — L’), 
cos 0” = cos B'" cos («'’ — L"), cos B’ und cos 6" positive Gréssen sind, so zu wihlen, 
dass cos 0’ mit cos (# — L/), cos 0” mit cos («#” — Li’) gleiches Vorzeichen hat. 
In diesem Falle ergiebt sich: 
loge!” = 9,349524 logt! — 9,869049 
log cies OO? ; 
log t"” — 9,826 646 logt!, —= 0,074430 
0) == 80 28 gS. OY == 38° 0 143 
log BR! sind! — 9,162490 log R! sind” — 9,791291 
log R' cos 0’! = 9,993516 log R" cos 6" — 9,898419. 


Sodann kommen 2. die Formeln: 


cos B' sin(w —o/) = A cos 5" sin(a — a’) = B 
cos B" sin («'” — o!") = C cos B' sin (a! — o/) = D 
Leary a L' ° ee 
EAE ae pe) — R cos’ = pe Ea iS ue = 
R" sin (od!"” EIN 6g Pee R'" sin (ot — LP ae 
C D 
R’ sin (a! — L’) ; A 
. 0’ =»! = =u! 
D ER" cos x B u 
Mop. wD er) 
ee “RY cos 0" —= x! < et 
an die Reihe. Man erhalt dadurch: 
log A = 8,708003 log C = 8379153 
log B — 9,154385 logD —= 8,835077, 
log’ — 9,855 749, log” — 1,402504,, 
log x! — 9,755 687 logx"” — 0,621092,, 
log = 0,218206 log Al" — 1,152288 
log uw’ = 9,553618 logu"” = 9,544076, 


3. Wird nun zur Bildung der ersten Hypothese geschritten, wobei: 


Eoalped pies ab 
gl! gi"? 


1 = 
und @, Q” entweder nach Gauss: 
0 ae Ce EN I) 8 be rok: (1) 
oder mit der Bruhns’schen Verbesserung: 
2-1 pl pes Py a 
Q’ ae Ve {2 Pp! G cone. z \ 


@! = /, {2 2+ p" ie bia (1 —— P") a 


‘pl ge! — cl 


+ tt 


(2) 


Zur Abkiirzung sei: 


Cee aa yl! edd a poy d — wu (1 + Pp) 

cl! a x! wi Alt pi qd! = wd + Ns 
Man erhilt hier: 

loge’ = 9,562483 loge’ = 1,060426,, 

log d’ = 0,073 143 loga”™ = 9,791 860,,. 


Hs sind sodann auf irgend einem indirecten Wege, z. B. dem in voriger Vorlesung 
beschriebenen !), die Gleichungen: 


Pad-~—#Et) _....... 


ee (x'2 + R’2 sin 0/2)%2 


*) Hine bequeme Auflésungsart besteht darin, dass man in den Annaherungsformeln (2) der 


U 
Vorlesung 91 anstatt d’ die Grdsse da: {1 + a® LR” sin 0”) 
” 


ans {a + @™® RK’ sin Ppl einsetzt, indem man die Werthe von Q und @” successive verbessert. 


| und anstatt d! die Grésse 
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Ul a” 
die hf NO re 
aufzuldsen. 
Die Bruhns’sche Hypothesenbildung von Q’ und Q” nach (2) kann offenbar erst 
angewandt werden, wenn xz’ und #” schon nahe bekannt sind. Zuerst erhalt man: 


log P’ = 0,363178 log P” = 9,886056 
und wenn (1) zu Grunde gelegt wird: 
log @ = 8,761196 log Q" = 9,238 318. 


Von den Annaherungsformeln: 


F ~ cl! + ql’ (o” + c’) + d! q!' b! 


x 


oda 
PB d al d (0! ate c') af d' day" 
« te il = Gina 


ausgehend, welche log 2’ = 0,409737, log wv” — 0,407602 als erste Werthe bieten, 
findet sich: 

logx' == 0,395328 

log a!’ = 0,389030, 
wenn die Hypothese nach (1) gebildet wird; nach (2) dagegen, wenn die N&herungs- 
werthe loga’ = 0,409737, loga” — 0,407602 zu Grunde gelegt werden, ergiebt sich: 


log Q = 8,303187 log Q” == 9,263 833 
logx' = 0,394034 logx" == 0,888375, 
Mit letzterer Lésung wird dann aus (2) die noch genauere: 
log Q' = 8,224279 log Q" = 9,264 200 
logx’ = 0,393996 log x" == 0,388 409 
gefunden. 
4, Kommt die Reihe an die Formeln: j ¥ 
Jt qr ade gl! 
Ga ra CIE ar ea aga 
yt Bisin ye a Risin 
a ere! + sing” 
, R' sin (0' — 2’) j , R" sin (0" — 2") ‘ 
bess sin 2! ag ae sin 2!" mie 
k i! 
i ( + s;) Toa BP 
ihe wenn Q@ und Q” aus 
” i sie 
ty tam (1 if ©) pn (1) berechnet sind, 
ni! — v! Pp! 
. iw av!’ 2+ pl 
w= S(t 2 7/8 3 
iW / 
5 = (i+ ve a) 
co TE 3P wenn Q! und Q” aus 
es vn € a bape Nis ea (2) berechnet sind. 
lenient IES 3 
. c A eae ene a oe 
Uh tae (2 1 ope’ 3p ) 
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In dem gegenwirtigen Beispiele wiirde aus (1) folgen: 


g! — 3920'52"9 e!” — 14010'15"5 
logr’ —= 0,396069 logy’ = 0,402451 
tog — OF 71675 logo” = 0,214119 
log n!! = 9,482097 logn = 9,756855 
logn’ = 9,845275 log n!” = 9,642911 

dagegen aus (2): 

ee m= BPO 29'.9 eee tae TT) O50 4 
logr’ = 0,394743 logr" == 0,401868 
log o' = 0,169465 logo” = 0,213203 
logn"” = 9,482823 logn’ = 9,844981 
logn = 9,756517 logn = 9,643 393 


5. Kommt die Ableitung der heliocentrischen Lingen und Breiten, und, wenn die 
Verbesserung weit genug getrieben ist, des Knotens, der Neigung und der Argumente 
der Breite u, w’, w’, uw. Es dienen dazu die bekannten Gleichungen: 

r’ cosb! sin( — L') = Q! sin(a’ — L’) 

r' cosv! cos(’ — L') = 9! cos(’ — L') + R’ 

r’ sind! ==" 9 tgif 

r" cosb" sin (UV — L'’) = 0" sin (a — L'’) 

r'’ cosb" cos (U' — L!) = @" cos(w” — L") + R" 

r"" sin bl" = oe" tg B", 
wenn 1, I’, 1’, ’” die heliocentrischen Lingen, 0, b’, b”, b!” die heliocentrischen Breiten 
des Planeten vorstellen. Zur partiellen Priifung der Rechnung dient, dass 9’, 9”, r’ und 
r” mit den vorhin gefundenen Werthen iibereinstimmen miissen. Zur Berechnung von 
§, i, w’, wu” hat man dann weiter: 


sin [1/.(0” + U') — 8] tgé = Y/g(tgb" + tgd’) sec 1/,(0” — 1’) 
cos [1/,(W” + V) — 8] tgt = Ya (tgb" — tad’) cosec 1/, (0” — V’) 
tgu’ = tg (U rie 8) sec i, tg ul! ae tg (Uv! ane 8) rei 


Die numerischen Werthe sind hier, wenn Q’ und Q” aus (1) gebildet werden: 


logr’ = 0,396069 logr’ == 0,402451 (also wie oben) 
Y= 1759 45' 426 U” ==.1839 29’ 4",9 
logtg b’ = 8,931042 logtgb"” = 9,014923 
$3. == 144942'20".5 4 =e 19°23! 10",9 
uw == 31°23! 54",7 uw! =="39%\ 9 23"7, 
Wird die Hypothese nach (2) gebildet, so erhalt man die Zahlen: 
logr’ = 0,394742 logr” = 0,401868 
Y= 175° 45! 62",2 UW” == 183930’ 13",4 
logigb’! = 8,930153 logtgb” = 9,014586 
§& == 144943’ 48 fom) 98 22) 283 
w = 31°23'16",6 wu == 39° 91 44"7. 


6. Sind die heliocentrischen Coordinaten der fusseren Oerter zu suchen nach den 
Formeln: 

U Wide 

- r nr 

r sina (w" —w) + ay) = TEE 


sin ¥/y (u!’ — w’) 


r cos[1/,(u"” — w’) + (Ww —u4)] = a cos 1/, (w” — uw!) 


Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 65 
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yl Ae nr! 
nit 


[Ne eel 
yl! cos [4/, (u" ws uw’) =) (ul! ae u'')| = —— cos if, (uw! ae u’). 


yl! sin [/. (u" vy Ae u') + (ul PAT u'')| — 


sin 1/, (u” — u’) 


Fiir Bellona wird hier nach der Hypothesenbildung aus (1) gefunden: 


logr = 0,393473 log r= 0,411 478 
; wu = 27958! 29",7 ul! — 48954! 28",1, 
nach (2) aber: 
logr — 0,391813 log r!” = 0,411750 
w == 27956! 25"8 u's 48952! 46" 3. 


Wie in praktischen Fallen iiberhaupt, ist es nun sehr zweckmissig, eine vollstandige 
Priifung der bis hierher gefundenen Werthe vorzunehmen. Man berechnet zu dem Ende 
1, U”, b und b!” aus w und w” und dann weiter a, a”, B, B'”, @, 0”; es miissen dann, 
auf welche der beiden Arten die Hypothese fiir Q/ und Q” auch gebildet sein miége, « 
und o'” genau, 6 und fp” nahe mit den Beobachtungen iibereinstimmen. Man kann sich 
folgender Formeln bedienen: 


ig(l — 8) = tgu cosi, tg (U" — 8) = tow” cost 
sinb = sinu sini sin b!” = sin” sini 
r cosb sin(l — L) =e sin(a — L) 
r cosb cos(l —L) —R = @ cos(a —L) 
r sind = 0° tgp 


r" cosh!" sin ae pot | Te) o”” sin (od!"" res zi 
r" cos b!" cos (u" es, hi ay pia at cos (ce! ee 7s") 


yl! sin of” — el tg Be. 
Bei Hypothesenbildung nach (1) wird gefunden: 
ei OAD e NOS SEDO 
log sinb — 8,883683 log sinb!” — 9,089608 z “ 
& = 177950’ 48.8 of! == 170055) 444 
B= 7913/52!" 4 B” — 8940/1383 
log 9 —= 0,173753 og o!” = 0,317833. 
Bei der Hypothesenbildung aus (2) erhalt man: 
Mie ORE? TRAM UY = 1 936125 6".0 
log sind = 8,882648 log sind!” — 9,088872 
& —= 177950! 48,9 o!” = 170955! 44,7 
B= 1913'55",9 p" — 8039143 
log 9. = 0,170998 logo!” = 0,318209. 


Nach 8. 479 aber soll sein: f’” — 8°39'19",4. Die Prifung fallt demnach be- 
friedigend aus. 


Dreiundneunzigste Vorlesung. 


Fortsetzung des Rechnungsbeispiels. Zweite Hypothese. 


Es miissen jetzt nach den eben gefundenen Zahlen P’ und P”, Q! und Q” ver- 


bessert werden, fiir welches Geschift eine Reihe yon Methoden zu Gebote stehen. 
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i : Sector : 
Bezeichnet man das Verhdltniss ———— fiir die Intervalle ¢’ — 1, ¢” — t’, t” — t" be- 
Dreieck 
zichungsweise mit y, y’, y”, so wird man nach den friiher gegebenen Entwickelungen 
haben: 
pee rae eS ce 
oe zl! / as gi! / 
y y 
U 
Q! =— irr! re 1 
- rr” yy! cos 3/s(w — u) cos1/,(u” — u) cos Y/,(u"” — uw’) 
Ct — 1/ tr! ry" en 1 
2 rr! y! y" cos 1, (ul ae. w) C08 4/5 (ul Er w) C08 1/5 (ul” ae w") 


Hansen’s Kettenbruch oder auch die Encke’sche Reihenentwickelung oder die 
Tafeln der Theoria motus (siehe Tafel XII und XIII im beifolgenden Tafelanhang) 
liefern fiir das vorliegende Beispiel, wenn die erste Hypothese fiir Q’ und Q” nach (1) 
der 92, Vorlesung gebildet war: 

logy — 0,000237 


logy’ = 0,001 224 
logy” = 0,001965 
log. P’ =: 0,362191 log P” = 9,886 797 
log Q' = 8,759209 log Q” = 9,240136, 


fir Q’ und Q” aus (2) der 92. Vorlesung: 
logy == 0,000239 


logy’ = 0,001232 
logy" = 0,001 964 
log P! — 0,362185 log P" = 9886788 
log Q! = 8,758811 log Q” = 9,240008. 


Fir den Fall der ersten Hypothese aus (1) der 92. Vorlesung ergiebt dann die 
zweite Hypothese die folgenden Zahlen: 


loge’ = 9,572660 logd’ = 0,072455 
loge’ — 1,061130, log d!’ — 9,792182, 
loga’ = 0,394030 log a" — 0,388426 
ee 39 21 28'.9 A ee MAI OR | 
logr’ = 0,394777 logy" — 0,401883 
logo’ = 0,169523 loge” = 0,213 226 
logn"” = 9,482792 logn = 9,844983 
logn’ = 9,756571 logn!’ = 9,643 368 | 
Pe 1 70°45'51",9 = 185° 30/1175 
$3 == 1144°49'53",5 Oe Pe 22 29' 1 
to 31993270 te sey" 9! 51.0 
log r = 0,391 866 logr’” = 0,411 701 
tie 27956'39",7 ea 490535. -6",T 
P5=—=.172° 20 29".6 [jibe sf PE A) 
== 177° 50" 48,9 Cees leno EAA ed. 
eee i bs DBO BBO TO, 
fiir Q’ und Q” aus (2) der 92. Vorlesung liefert die zweite Hypothese: 
loge) = 9,572721 log a! — 0,072451 
jage! == ¥,061122,, log d=) 9,792.179,, 
loga’ = 0,394046 log x" = 0,388452 
me ae 92728" 5 ihe 14011" 20.7 


65% 


0,394.7938 
0,169549 
9482794 
9,756571 


= 175045'51",8 
— 144948’ 5/6 


Wird aus diesen Zahlen die dritte 


31923! 15",5 
0,391882 
27956! 283 


= 1728 20°30 1 


177950! 48",8 
7913'56",0 


von (1) der 92, Vorlesung: 


» 


logy 
log y! 


logy" 


log P! = 0,362185 
log Q! = 8,758812 
von (2) der 92. Vorlesung: 


logy = 0,000239 
logy’ == 0,001232 
logy” = 0,001964 


log P' = 0,362185 


log @! = 8,758804 


Die Fortsetzung von (1) der 92, Vorlesung wiirde das Durchrechnen einer dritten 
Hypothese verlangen, wenn scharfe Uebereinstimmung erzielt werden soll; bei (2) der 
92. Vorlesung hingegen stimmen die log P’, log P” der dritten Hypothese vollstindig, 
die eine weniger wichtige Rolle spielenden log Q’ und log Q” aber so nahe mit den 
Zahlen der zweiten Hypothese, dass hier die weitere Berechnung der dritten Hypothese 


erspart wird. 


Auf bekanntem Wege ergeben sich dann aus den heliocentrischen Coordinaten der 
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qv 


a 


Be 


— 0,000239 

= 0,001 232 

— 0,001964 
log P" 
log Q!" 


log PR" 


log Q” 


ausseren Oerter die folgenden Elemente der Bellona: 


Epoche 1855, Marz 0,0. 


TM GS OBAAL 
EA maa Bch 
§& = 144° 43/ 
(oon Oy 
Pi Soro! 
loga = 0,445278 
ii 100220 


13”,8 


6",3 


3,9 


wobei M die mittlere Anomalie der Epoche bedeutet. 


mn 


I i ll 


Ue | 


0,401 907 
0,213 264 
9,844 979 
9,643 359 
183°30! 8",7 
9992' 31",2, 
399 9/39",1 
0,411 741 
48059! 47,9 
193012! 57",5 
170055! 44,6 


8939! 177,32 
Hypothese gebildet, so ergiebt die Fortsetzung 


9,886 788. 
9240085, 


9,886 788 
9,240026. 


5,6 | Mittleres Aequinoctium von 1855,0 
sia | 
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Vierundneunzigste Vorlesung. 


Hypothesenbildung (1) und (2). 


Die vorhergehenden Rechnungen haben gezeigt, wie sehr die von Bruhns vyor- 
geschlagene Hypothesenbildung (2) der alteren (1) der 92. Vorlesung an Genauigkeit 
iiberlegen ist. Wir wollen hier deren zwei andere hinzufiigen, durch weiche die Genauig- 
keit der ersten Hypothese noch weiter erheblich gesteigert werden kann. 

Sehen wir uns nimlich die Gleichungen (9) der 90. und (1) der 91. Vorlesung 
etwas genauer an; der Kiirze halber seien n, n’, n”, n'’ 


n= S(t 4) qq = 


1 

6 
faph de. ! mw 
ries Gi: (@, + 2") 

1 

6 

1 

ee 


unter der Form: 


oo +2) 


a 


gr th: (q!” meri q') p" ee 
pry + a! te y!? 


j T Tt |! 
wahrend noch immer P’ = —, P” = —, gesetzt wird. In der vorstehenden Form 
t t 


kénnen Q! und Q” auch dann noch enthalten gedacht werden, wenn in den Reihen- 
entwickelungen fiir n, n’, n, n'” Glieder von noch héherer Ordnung beriicksichtigt 
werden sollen. 


/ yl 
Sollen die Glieder mit ce und as zugezogen werden, so hat man: 
Pay CP) ture? Ae 
: ; r'kdt 
dr’ 
gq’ = Ver (wo + 0%) — Wr (ee — v2) Whkdt 
dr" 
Phe tt ey oy, 
dr" 
gu = 1/, gil! (t" a v) bre) 1/4 gilt (cto ‘Aix a8 t2) hb 
a q!’ = Y (i? sae t?) -+ 1/ (c!’3 + T) err 
‘ ‘ Si 


gq” — q! = Ye (Cue rat t?) ve V4 (x3 af 73) rai 


ae 
demnach: 
v2 — 72) Pld 
g=n%e¢ +9 +5555 5 


ee igay eS (x3 + 23) | dr’ 


aes PA + ao” + "| Phat 


vf 
tf t ma (02 Tat t?) tae 
Q a, ‘lied t ) Se pe Og REE: 


(x3 ip 73) PY ay dy 
rkat 


+ 1 


t (Er as gil'2) ahs 


pi Ree + a! se x! 


Setzt man hier nach Vorlesung 89, aber unter Annahme der Bruhns’schen 


Bezeichnung: 
dr" vt — / 
vkdt rt 
dr’ aA Mie ii 
r"kdt rc? 
so erhalt man: 
(c2 — v2) P'h 
G=%ee +OES 
PA +g! + yx!" 
Tt ai 7l'3 Pp’ A \ y! 3 yl! 
age {? ee i pT 
T Pate tus #7 
( F (r'"2 bers v2) p" a) (1) 
ae — if, fe To + r) + 
Ppl ale a! Ae x! | 
03. =e qil'3 p" ud yl! ee: y! 
+ 1/4 {e er ——" gitle - ° Py" 4. x! a “| yl 


wobei, wie friiher bei Bruhns’ Bildung der ersten Hypothese, die Gréssen ae Be 


als Abkiirzungen fiir ar und a betrachtet werden miissen. In den folgenden Hypo- 


i : : n yl" 
thesen dagegen stellen P’ und P” wieder die Verhiltnisse ray) und wrens 


Noch erheblich weitere Anniherung an die wahren Werthe erhalt man gleich in 
der ersten Hypothese, wenn nach Vorlesung 89: 


ar tt or) ee? (or) 


Rain od aa 

" wean em pay ih eG 
dr Lue (r rn") + 2 (r r’) 
kdt gary al! 


gesetzt wird; es ergeben sich dann die Ausdrticke: 


gia — 72) Plh 
Q’ = Ye ae a i) te — a on a 
; 3 ols P'i a2 (r — vr’) 4 ot! (re — 
ree an 
¥ Ir PRE a! x! es TeaiPaO 


is 


{re Tnteet (2) 
eavehint en See 


mt ills pry 7!2(!" Wee r") J gill2 (r" Sg r’) 


Wd 


1 tt gill2 
sf / 0 t ply + a! + x!) ae y+ 
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Die Ausdriicke fiir 1”, n, n’, n'” werden bei der Hypothese nach (1): 


(i 2 {i + a 2d Xp oe * tee ip | 
t te’ 1A2P) . else — 7? rt — Yr! 
4 => (1 Sede 25 Pity ¢ APO e) igt | 
m m9 ” eH RAR CNA EA ol 
n = =- {1 ae sa = ZI = 4 u ; yll4 
0 
z, t cr" ai -b Qapi gl! ae 7 gil2 y! nae yl! 
fee, \ ark SPT dpe 
bei der Hypothese nach (2): 
yP 
Cl oo 2 Ep tu — 28 (r — vr’) + 2 (7! — vr’) 
eee a a Dts As 3d | 4 ; Te: 
t ; eels tpl By t2(r’ — r) + v2(r! — 1’) 
ree) ya Diss BP! 1 4 Pp! : ge 
mn m9 Pp" OD aD (lll all Ly ret ne ame 
ee ee ye 
0 0 
A t tr 1 a 2p" rc, — 1! o!2(p!" ae, rt) 4 Ma (r' ole r") 


In den Formeln (1) und (2) sind die ersten Glieder offenbar mit denen der 
Bruhns’schen Formeln identisch. Die Zusatzglieder zu beriicksichtigen, bietet sich bei 
den praktischen Rechnungen die beste Gelegenheit, nimlich da, wo die Zeiten wegen 
der Aberration zu corrigiren sind und deshalb schon aus diesem Grunde die Auflésung 
der Finalgleichungen noch einmal vorgenommen werden muss. 

Das oben behandelte Beispiel fiir Bellona kann hier auch gleich dazu dienen, die 
Anwendung der Hypothese (1) und (2) zu zeigen, indem wir die aus (2) der 92. Vor- 
lesung in der ersten Hypothese folgenden Werthe benutzen. 

Wir erhalten: 


"4 (ee — 12 _ a eee ‘pT - ae =) = — 0,049083 
1/4, (« gy vita —— - oH pee is z) = — 0,125807 
ae — — 0,016541 
tiie A — + 0,016272, 


also log Q’ = 8,244821, log Q” = 9,259334. Lésen wir nach diesen Werthen die Final- 
gleichungen (I) und (II) der 92. Vorlesung von Neuem auf, so ergiebt sich: 


logaz'’ — 0,394201 log a!’ —= 0,388641 
logr’ = 0,394946 logr” = 0,402085 
logn"” = 9,482781 logn = 9,844974 
logn'" = 9,643279 logn’ = 9,756528. 


Rechnet man nach Hypothese (2), so erhalt man log Q' = 8,243 955, log Q” = 9,259 147, 
daraus im Uebrigen sehr nahe dieselbe Lésung. Den Grad ihrer Annaherung zu beur- 
theilen, braucht man nur die Werthe von n, ”’, ”, n'” mit den in der 93., Vorlesung 


die der geoventrsehen Oerter ‘vormgsweise eee ist. Man hat niimlich “4 


~ 


92. vosaiaie 


Hypothese nach (1) 


logn 


log n! 
log nl 
log ni! 


9,844.974 
9,756 855 
9,482097 
9,642911 


nach (2) = 


9844981 
9,756517 
9,482.823 


9,643393 — 


A 


94. Vorlesung © 


nach (1) 


9845275 
9,756 528 
9,482781 _ 


9,643 338 


Sechste Abtheilung. 


Die mechanische Quadratur und die Methoden der 
speciellen Stérungen. 


A. Die mechanische Quadratur. 
Funfundneunzigste Vorlesung. 


Herleitung der Methode der mechanischen Quadratur aus dem 
Taylor’schen Theorem (nach Encke). 


(1) 


Bei der Anwendung der mechanischen Quadratur haben wir es, wie iiberhaupt in 
den meisten Anwendungen bei der Astronomie, mit lauter Gréssen zu thun, die, wenn 
man sie fiir verschiedene Werthe der Variabeln, von denen sie abhingen, bestimmt und 
die (nicht zu grossen) Aenderungen dieser Werthe in arithmetischer Progression fort- 
schreiten lasst, auf arithmetische Reihen von héheren Ordnungen fiihren, das heisst auf 
solche Reihen, bei welchen irgend eine der héheren Differenzen als constant oder ver- 
schwindend betrachtet werden kann. Fiir alle solche Reihen, bei denen die Continuitit 
stets stattfindet, gilt der Taylor’sche Lehrsatz in aller Strenge und ohne Ausnahme. 
Wie weit man seine Entwickelung fiihren muss, hingt von der Grésse der Aenderung 
ab, die man in regelmassiger Reihenfolge bei der zu Grunde gelegten Variabeln annimmt. 
Es gehért ein praktischer Tact, der nicht auf bestimmte Regeln sich zuriickfiihren lasst, 
dazu, um das richtige Verhiltniss zwischen der Genauigkeit, die man erreichen will, und 
der dazu néthigen Weitliufigkeit der Rechnung zu finden. 

So wie bei dem Taylor’schen Satze Differentialquotienten der verschiedenen Ord- 
nungen vorkommen, so werden bei der Anwendung die Differenzen gebraucht werden, 
die aus den verschiedenen Werthen der Functionen hervorgehen. Beide sind einander 
ganz analog. Wenn der Differentialquotient der ersten Ordnung die Geschwindigkeit 
ist, mit welcher sich die Function fiir einen bestimmten Werth der zu Grunde liegenden 
_ Variabeln oder des Argumentes indert, und zwar auf eine dabei angenommene Einheit 
bezogen, so ist die erste Differenz der Inbegriff der simmtlichen Aenderungen, welche 
der Werth der Function fiir eine angenommene Aenderung des Argumentes erlitten hat. 
Sie muss deshalb, mehr oder minder genihert, das Product des Differentialquotienten in 
die Aenderung des Argumentes sein, wenn man die letztere in den Einheiten ausdriickt, 
die bei dem Differentialquotienten zu Grunde liegen. Wird deshalb der Differential- 


Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 66 


— 522 — 


quotient der ersten Ordnung bei der Function f(x) mit f’(x) bezeichnet, so liegt es in 
der Natur der Sache, die erste Differenz analog, aber doch verschieden, durch f9 anzu- 
deuten. Dabei wird bei nicht allzu grossem Intervalle des Argumentes — es midge das 
Intervall mit a bezeichnet werden — und zwei auf einander folgenden Werthen a und 
a+ @ die Differenz der Functionen f(a) und f(a + @) in der Regel am niachsten 


durch of" (a + 7) ausgedriickt werden. Zweckmissig wird deshalb auch die erste 
Differenz: 1 
| fa +0) —/(@) = fi (a+ 52) 


bezeichnet werden; und zwar dieses mit um so grésserem Rechte, als bei der einfachen 
Betrachtung der Entwickelung nach dem Taylor’schen Satze: 


o)t zor (+50) 
+5 of (a+5e) aor ( +50) 


bo] Re 


f(a + @) = r(a * 


=) 


i) =f(at5e)— Ze f(a+5e) 
rlerGrte)-demrdse 


die Differenz: 
i| 
fate) —f@=of(a+50) + Gat eed a+ 5e)-- 


sich als eine wirkliche Function von a + : @ darstellt, da die Differentialquotienten 
1 eT Hh j : : ; 
f (« — 3 o) ie (a + ) o) Functionen von « sind, in welchen nach der Differentia- 


; 1 : : 
tion © =a+t 3 ® gesetzt worden ist. Stellt man deshalb die Argumente, von a an, 


regelmissig mit dem Intervalle @ fortschreitend, vertieal unter einander, und setzt die 
dazugehérigen Functionen daneben, so wird, wenn man eine horizontale Linie zwischen 
a und a -+  hindurchfihrt, ganz der bisherigen Entwickelung gemiss die verticale 
Reihe der ersten Differenz bei den Functionen sich so stellen: 


Argument Function I. Differenz 
Oe, ee a) ; 
: Fo a+=o 
ater to ake Diecast) ( 2°) 
fi (a +50 
a+2o oe shenprs. f (a+ 2) i 5 
fo (a +50) 
OBO Is Ne aaron She) 


ete. 


in welcher Bezeichnung fiir diese erste Differenz sich alles vereinigt, was man wiinschen 
kann: Die Analogie mit dem Differentialquotienten, der Ort, wohin die Differenz gehért, 
oder die beiden Functionen, aus denen sie gebildet ist, und der Begriff, dass-die ersten 
Differenzen wirklich als reine Functionen der Argumente 


"4, 


——wa-_ 


en 


——— 


SOS 


(«+ 50) (a +50) (a +30) ete. 


anzusehen sind; und da sie ebenfalls eine arithmetische Reihe der héheren Ordnung 
bilden, eine vollstindige Interpolation bei ihnen stattfinden kann. Wenn folglich die 
erste Differenz: ‘ 


Jo (a + @) 
oder: 
3 1 
f(a+ 50) —s(a+ 50) 
verlangt wird, so wird es nur néthig sein, zwischen: 
) 


Fo. (a a8 5°) und fy (« + 


strenge mit Riicksicht auf die héheren Differenzen zu interpoliren, um ohne die neuen 


bo] 2 


Functionen / (« + 5°) und f (« ok 5°) zu bilden, den richtigen Werth zu erhalten. 


(2:) 
Es wird kaum néthig sein, hinzuzufiigen, dass diese Betrachtungen bei den héheren 
Differenzen sich fortsetzen. Die zweiten Differenzen werden folglich wieder den ganzen 
Argumenten a, a + @, a + 2 etc. entsprechen, oder es wird: 


B(a+50)=~K(a— Zo) =f 
pi(wt Fo) —K(at Zo) =H" (a+ @) eto 


Sie werden reine Functionen von a, a + @ ete. bilden und danach interpolirt 
werden kénnen, wenn es erforderlich ist. Spiiter wird es doch noch néthig sein, direct 
nachzuweisen, dass fo cine Function von f” (a), f'’ (a) ete. ist, und also iiberhaupt 
eine Function von x sein muss, wenn nach der Differentiation « = a gesetzt wird. Hier 
braucht deshalb nur die Analogie zu Hiilfe genommen zu werden. 

Die dritten Differenzen werden wieder halbe Intervalle in ihren Argumenten haben, 
oder es wird: 


Oe) ae te LON fae (a ap 5°) 


f(a + 20) — fi (at 0) =f" (a+ 50) ete 


Bei den vierten Differenzen, iiberhaupt bei denen mit gerader Ordnungszahl, treten 
ganze Argumente ein, bei den fiinften, iiberhaupt bei denen mit ungerader Ordnungszahl, 
halbe Intervalle. Das Schema wird also: 


Argument Function I. Differenz Il. Differenz | III. Differenz | IV. Differenz 
a f (a) 9 fy’ @ 
to (« 30 5°) fy" (a a 5°) 
ato f (a + ©) (a + 0) FY (a + 0) 
T 3 pa58 3 
Ss (a + 5° ie (a + 5 ) ; 
a+ 20 f (a + 2 @) fo’ (@ + 2 w) FRY (a. + 2@) 
ete. etc 
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Alle Verticalreihen bilden Reihen einer héheren arithmetischen Ordnung und kénnen 
fiir jedes andere Argument interpolirt werden, wenn man nur gehérig beriicksichtigt, ob 
die wirklich gebildeten Differenzen Functionen von ganzen Argumenten sind, oder yon 
gebrochenen, das heisst von solchen, die halbe Intervalle neben sich haben. 

So wie bei dem Taylor’schen Satze ein folgendes’ Glied das Differential des 
vorhergehenden, oder das vorhergehende Glied das Integral des folgenden enthalt, so ist 
von selbst klar, dass derselbe Zusammenhang zwischen den Reihen der Differenzen und 
der summirten Functionen stattfinden muss, oder den Reihen, von deren erster die 
gegebenen Functionen f(a), f(a + @) etc. die Differenzen sind, von deren zweiter 
summirter Function die erste die Differenz ist u.s. w. Bezeichnet man nach der Analogie 
die erste summirte Function mit 'f), die zweite mit "f>, die dritte mit "'/), so werden 
auch diese als Reihen von hoherer arithmetischer Ordnung gelten miissen, und zwar 
werden bei der ersten, dritten, und iiberhaupt denen mit ungerader Ordnungszahl, 
die ihnen zugehérigen Argumente ein halbes Intervall enthalten und Functionen ‘von 
gebrochenem Argumente sein, die zweiten, vierten und iiberhaupt die mit gerader 
Ordnungszahl, zu ganzen Argumenten und solchen Functionen gehéren, Das Schema 
wird folglich werden: 


vent ae Ill. iy ey ea aE 1 ae 
ee summ. Function|/summ. Function|/summ. Function ; 
Goer "fo (a) f@ 
Wig 1 ; If - 1 
Wie (w +- 5 v) if Wo (w + 5 ) 
ato. S fo (a + w) 3 f (a+ o) 
1 bs T be 
a+ 20 fe (a+ 56) "Ff, (a + 2 w) f(a +5¢) tf (a + 2 0) 
5 j : 5 
(Ce 5 i a ~w 
a+ 3 AGE ge [Pee olen fo ( 13 f @+t 3 o) 
ete. ete. 


Auch hier gilt Alles so wie bei den Differenzen, und die Verminderung der Accente, 
wenn man es so nennen will, oder die Vertauschung von f/f mit f, f" mit f, f" mit 
"f, f' mit "f geben, bei der Vergleichung mit dem Schema bis zur vierten Differenz, 
die Bezeichnung von selbst an. Der Anfang bei den summirten Functionen wird durch 
die Constanten bei der Integration bedingt. Er ist z. B. bei der ersten summirten 
Function vollig gleichgiiltig, sobald man nur ein bestimmtes Integral verlangt, oder die 
Differenz zweier summirter Functionen in der Verticalreihe der ersten summirten Func- 
tionen. Bei den hdheren muss auf die Constanten der niederen summirten Functionen 
fiir den Anfang Riicksicht genommen werden. Das Schema der Differenzen und sum- 
mirten Functionen ist véllig der Gliederung der Taylor’schen Reihe analog. 


(3.) 

Es mége hier noch eine Bezeichnung angefiihrt werden, welche bloss zur leichteren 
Hinschreibung dient. Bei allen Verticalreihen kénnen durch Interpolation andere Argu- 
mente eingefiihrt werden, doch wird dieses in der Regel nur bei der Interpolation in 
die Mitte hinein stattfinden, so dass z. B. bei den Verticalreihen, die von der Form 


; ; il : ‘ ‘ 
a + mq sind, eine andere von der Form a + (» a 3) @ interpolirt wird, oder um- 


gekehrt bei den Verticalreihen von der Form a + (» 4. 3) 0, eine andere yon der 


Form a+ no. Bei dieser Interpolation kommt das arithmetische Mittel zweier auf 
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einander folgender Werthe, bei denen die Argumente nur um @ verschieden sind, aber 
welche immer derselben Verticalreihe angehéren, vor. Man bezeichne ein solches arith- 

, ‘ : 1 : p : 
metisches Mittel durch das untere Zeichen g Statt 0, und setze das arithmetische Mittel 
der Argumente hinzu, so wird nie eine Zweideutigkeit entstehen. So z B. ist: 


s¥@+F@+o)) =f (a+ 50) 
leat 5) + H+ 5o)|=F, © + @) 
[+ 0) +H +20) = (a+ Fe) 
fa(at 50) +% (e+ Zo)[=% @ + 20) 


2 
und so fort. Bei diesem arithmetischen Mittel wird also ein ganzes Argument bei den 
Differenzen und summirten Functionen von ungerader Ordnungszahl vorkommen, Argu- 
mente mit halben Intervallen bei den Differenzen und summirten Functionen von gerader 
Ordnungszahl. Diese Bezeichnung ist nicht wesentlich, aber sie macht die Formeln 
eleganter und iibersichtlicher. Man muss nur dabei unterscheiden, dass namentlich 


: : 1 
We (« + 7°) ganz verschieden ist von f (a Sas 2) 
> al 


und fihnlich bei den anderen Functionen. 


le SH w]e 


— 


(4.) 

Die eigentliche Aufgabe der mechanischen Quadratur ist die Ermittelung des 
Integrals durch die Berechnung der einzelnen Werthe der Differentialquotienten. Um 
indessen von dem allgemeinen Taylor’schen Satze ausgehen zu kénnen, wird es passen- 
der sein, die Summe der einzelnen Differentialquotienten, oder der gegebenen Functionen 
aus dem Taylor’schen Satze herzuleiten. Driickt man jede nachste Function durch 
die ihr um ein Intervall nachfolgende aus, und schreibt eine Reihe solcher Gleichungen 


unter einander, so hat man: 


f(a) =f(ato) — af (a@to) + = orf" (a + ) 


O(a @) EF ote” (a + @)... 


|e 


fa@+o) =f(a+2o0)— of (a+ 2) + 5 arf" (a + 20) 


| 
| 


: arf"(a + 2) + aC +20)... 
fa+20)=f(a+3o0)— of (a + 80) + Saf" (a + 30) 
— = a8 f"(a + 3@) + or" (a + 30)... 


f(a + 3@) = f(a + 4a) — a f (a + 40) + >of" (a + 40) 


— 


es 03 f"(a + 40) + spots” (a + 3@)... 


rf Peleg sae 


fla + (n— 2)0]) = fla + (n—1l)o]—@f'[a + (n—1)@] + Fatf" [a+ (n— Ia] 


1 
— Fotf"[a + (n= 1a] + sotf"[a + (n= Doo]. 
fla + 2» — lo] = f(a + no) — wf'(a a no) + sor" (a + no) 
— 5 or" (a + no) + str” (a + na). 


Summirt man diese siimmtlichen Gleichungen, so wird auf der linken Seite nur 
f(a) iibrig bleiben und auf der rechten Seite im ersten Gliede f(a + no). In den — 
iibrigen Gliedern kommen die Summen der verschiedenen Differentialquotienten, von 
dem Argumente a + @ bis zu dem Argumente a + nq, iiberall vor. Bezeichnet man 
die endlichen Summen dhnlich wie die Integrale, indem man das letzte Argument als 
Endgrenze ansetzt, die Anfangsgrenze aber mit negativem Zeichen nimmt, so dass: 


fat o)+f@+ 20) +f (a+ no) = SG + mo), 


so wird das Ganze: as 
f(a) =f(a+no)— a@ asa (a + moo) 
‘ m= 0 


1 M=Nn 
sine See (a + mo) 


m=n 


— 503 3) /"(a + mor) 


m0 


+ aC + mo) etc., 


oder es wird: m0 
oS f(a + mo) = f(a + nw) — f(a) 
mo 


1 mn 
ay oa (@ + mo) 
it m—nN 
am re aha + mo) 
m==0 
1 m=n 
ele a QS (a + m@) ete. 
Da nun aber die Entwickelung ganz auf dieselbe Weise auch bei f", f™ etc. stattfinden 
kann, so lassen sich die endlichen Summen auf der rechten Seite climiniren. Man hat _ 
ganz analog: y 
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mn 


oe" (a + mo) =f' (a + now) — f* (a) : 


m0 
m= 


+ ee aS) f'"(a + mo) 
oe m0 


mn 


_- zo at (a + m@) 


mn 


ie 
++ nee (a + mo) ete. 
ad sf" (a + mo) = f"(a + no) — f"(a) 
m0 
1 mn om 
+ 7) a (a + mo) 
il mn 
— eee (a + mo) ete. 
m0 


Multiplicirt man die Gleichung fiir 2/'(a + mo) mit 1, die fir X/"(a + mo) 
mit % 0, fir Xf"(a + mo) mit Bow, fir Df’ (a + mow) mit yo u. s. w., und 
summirt die Producte, wo %, Bo, Yo ete. unbestimmte Coéfficienten sind, iiber die man 
so verfiigen kann, dass in der Summe aller Producte die endlichen Summen der rechten 
Seite aie sc hat man: 


os (a + mo) + (% aes + mo) 
m=—0 m0 
+ (hb — 5 i Oy + Z)e Daeg (a + mo) 
{ @ m By + . ho — 3) Sr + mo)... 


m= 0 
= f(a + no) — f(a) + moa [f’ (a+ no) — f* (a)] 
; + Byw?[f" (a + na) — f" (a)] 
+ yo [f"(a + na) — f"(a)] 
+ d)@4[ f(a + nwo) — f(a)| 
Fiir die Wegschaffung simmtlicher endlicher Summen, ausser der fiir f’(a + mo), 
hat man folglich die Gleichungen, welche beliebig fortgesetzt werden kénnen: 


1 1 1 1 1 
ae! ey ies Wm Pick 


1 
moe ==) (() etc., 


oder, wenn man sie nach einander auflést: 


1 
— DY & = (0) 

il 1 
Eine 12 6 = + 30240 
1c Oka 0 ify, == 0 
ae ee 


1209600 
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Bezeichnet man diese Briiche, absolut genommen, mit: 
1 1 i 1 


A= ig “a= 999 ©“ g02d0. ap UDO SEON, 
so wird also die obige Gleichung: 
o> f(a + mo) = f (@t+no)—f (a) 
m=0 


++ = o [f' (a + nw) — f" (a) 


+ A,o?[f" (a + nw) — f” (a)] 
— A,wt(f"(a + nwo) — f™ (a)] 
+ A,o8[f"(a + nw) — f"(a)]... 
Da nun f(%) = f'(x)da, so kann man fiir f(a + no) — f(a) schreiben: 
“cx=at+nw 
[7 @) de 
za 2 
und wenn man die Functionen, fiir welche die successiven Werthe berechnet werden, 
lieber mit f(a) statt mit f'(a) bezeichnet (in der That sind sie eigentlich Differential- 
quotienten), so wird die Bestimmung eines bestimmten Integrals, indem man itberall die 
Accente in der obigen Formel um einen vermindert, durch mechanische Quadratur, in 
dem Ausdrucke enthalten sein: 


Pain a+no 


oS Fu + mo) = [fede + 5 0 [f (a+no)—f (a)} 


m= 0 
+ A,o?[f' (4a + now) — f" (a)] 
— A,wt[f"(a + nwo) — f"(a)] 
+ A, a6[f” (a + nwo) — f* (a)]. 

Die Glieder, die hier auf der rechten Seite neben dem Integrale stehen, und die 
den Unterschied zwischen diesem und der einfachen Summenformel bilden, sind sonach 
bloss aus den Gliedern der Taylor’schen Reihe entstanden und werden immer geringer, 
je kleiner das Intervall angenommen wird. Sie sind die Reduction der Summenformel 
bei endlichem Intervall auf Summen bei unendlich kleinem oder verschwindendem Inter- 
vall, d. h. auf das wirkliche Integral. 


a 


(5) 
Die auffallende EKigenschaft der Zahlen o%, Bo, Yo etc., dass von By an gerechnet, 
nur die Zahlen in ungerader Stelle einen reellen Werth haben, die in gerader Stelle 


stets — 0 sind, erlautert Euler in seiner Differentialrechnung, Cap. V. Zuerst ent- 
springen sie aus der Entwickelung des Bruches: 
1 
Ves i i i = 1l+au+ Bow + you? ete., 
1— — ~ u> — — uw... 
aq + 6 a4 


wie man sogleich sieht, wenn man mit dem Nenner des Bruches hiniiber multiplicirt, 
und da bei der Anwendung von Exponentialfunctionen Euler zeigt, dass: 


wu? ut 
1 Sauer si. 


Loree Se ut 


U2 
Lee oot abe cence 


— §29 — 


; : : Re ‘ ; 
so wird, wenn %, wie der Augenschein lehrt, = z ist, keine ungerade Potenz in der 
3 F 1 < 
Reihe vorkommen, die den Werth von V — > u ausdriickt, also V9, &, 4%) etc. = Null 
werden. Ferner wird: 
J 1 2 4 ARE 
=— ucotg — u = 1 — A, uw? — A,ut — Agu?..., 


2 2 


wenn fiir A;, A,, A; die obigen Werthe angenommen werden. Endlich hingen diese 
A,, Ag, Az; auch zusammen mit den reciproken Werthen der geraden Potenzen der 
natiirlichen Zahlen, wenn man sie in das Unendliche fortsetzt. Wenn 


I i 1 1 1 
eet =) lar 
gesetzt wird, so ist: 
1 1 
4,=|s5|-9n 
ey 


und tiberhaupt: 


il 1 
is |= i Q2n—1 gan : 


Fiir die mechanische Quadratur bedarf man dieser Eigenschaften weiter nicht. 
Man wird niemals mehr als die drei Werthe héchstens gebrauchen, die sich unmittelbar 
ihren numerischen Werthen nach ergeben aus den angefiihrten Gleichungen. Immer 


zeigt die letzte Relation fiir A,, dass, weil bei erhéhtem n die || sich immer mehr 
m? 
der Hinheit naihern, die A nahe abnehmen werden nach einer geometrischen Progression, 


1 ge: 
deren Exponent 58 al oder etwa 70 ist. 


(6) 
Die Formel: 


m=—n a+no 
1 
a> f(a + mo) = [reac oe 5 [f(a + nw) — f(a)| 
m—0 a 
+ A, o?[f" (@ + nw) — f'(@)] 
Ss Ay aot yf (a + ” GD) aaa, has (a) | 
+ A,a%[f* (a + nw) — f’ (a)... 
hat das Unbequeme, dass auf beiden Seiten dieselben Gréssen, f(a) und f(a + no) vor- 
kommen. Die linke Seite ist: 
a[f(a+ o) + f(a+ 20) + f(a + 3@)---+f(a+ no). 
Schafft man das Glied der rechten Seite hiniiber: 


so[s@ + no) — fs], 


so werden beide Theile: 
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Sees ees Wl 

| 

of[Sr@+s/et | + |Zr@ + 0) 4 Fra + 20)... 
J 5 fla 4 (n — 1)@| + = (a + n a}: 


Dieses fiihrt ee die Form der Ausdriicke etwas zu andern, um einen einfacheren 
Ausdruck zu bekommen. Setzt man zuerst: 


il 1 
a+ > @ statt a 5 ® statt oo 2n statt n, 


so wird die linke Seite und damit die Gleichung: 

5 of f(a io) Lyle ele fia sees eee 
zolr(atso)t sat feo) trad Fe). 44/04 (» + 5)o]| 
Sete 1 
eee Ae ee |r| + (» + 5) °| — f(a + x°)} 


ae 


ats o 


| 

{ 
iee | a [« 

[ 

{ 


haere ds] 


Vertauscht man aber in derselben Gleichung allein: 


, 1 
amit a + = 
so wird die Gleichung: 


off(a+ ze) +s(a+ Ze) teat qe) +s[a+ (n+ 5)o} 
at(n+5)o 
foie Folie e(o4)o] rts) 


| 
— Aor{m[e+ (044) o] (a4 d0)] 
| ) 


S: 1 $ 1 | 
if Jat (n+ 5)o]—s (a+ 50 (oe 
Multiplicirt man die vorletzte Gleichung mit 2 und zieht die letzte davon ab, so wird 
1 
Airy a+ (n +5) a) ‘ : 
a> f(a + mo) = \7@ dx — (1 — g)ae{ s E + (» + 5 a 
m=0 ee a 


a io 
-*(0+39)} : 


— 531 — 
0 Daw lle Gr deel 9 
—(1 — s Az 606 {4 a a. (n + 5) a — f* (a + — 7°) ete. 


Kin Ausdruck, aus welchem durch Veriinderung der Grenzen des Integrals der vorhin 
bemerkte Uebelstand, dass dieselben Gréssen auf beiden Seiten vorkommen, ver- 
schwunden ist, und der deshalb einen kleinen Vorzug auch wegen der kleineren Cor- 
rectionscoéfficienten vor dem anderen hat. 


(7.) 


Hiermit wiirde die Aufgabe vollstindig gelést sein, wenn die Differentialquotienten 
wirklich gegeben waren. Es wiirde dann, wenn statt der A die Zahlen eingesetzt werden: 


at(n+5)o ee é . , 
JA@) 2 =o Spe + mo) + Forfa + (n+ 3) | —f(at+ ze) 


ats ) m0 


iy a 
+ goreae 1" [2 + (+a) 9] —r'(« + 3 9)| 


oder nach der ersten Form: 


atnuw m=n 
|7 (x) Bare OT me) — [f(a + nw) — f(a)| 


7° 
Byer 


oP ih otf" (a + no) — f"(a)] 


— soggy OLS (@ + no) — #0) 


Da indessen nicht die Differentialquotienten der berechneten Functionen, sondern 
die numerischen Differenzen gegeben sind, so bedarf es zur Bequemlichkeit der Rech- 
nung noch der Reduction der einen auf die anderen. Es wiirde ein bedeutender Umweg 
sein, wenn man zuerst die Differentialquotienten berechnen miisste, um die Integrale 
dann vermittelst ihrer zu finden. 

Die Gleichungen zwischen den Differentialquotienten und den Differenzen finden 
sich wiederum durch einfache Anwendung des Taylor’schen Satzes. Man hat die 
beiden Gleichungen: 


fut o)=s(a+ 50) +5 or(a+ Fe) + yor(at ze) 
sie — aC + 5°) +... 
foots) —Ser(otts) stor(eds) 


1 vi 1 
eet? (a+ zo) to 
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P 


1 
Folglich wird wegen f(a + ) — f(a) =f (a + — ) 


f(a + = 70) = a DY (a 4. z 5°) +- 4 pos" (a 4 : a) 4 ao of (a +50) tae 


Fiihrt man hier die Differentialquotienten /'(a), f" (a), f'" (a) ete. ein, so wird: 


1 1 vy ] VI 1 9 flv 
Ve (a a 19) o) = f'(a) + a OY. (a) + aa (a) + 48 0037" (0) seaaies : 
1 on 1 1Vv 
Patzoe)=r"@+ 50 @- 
und das Ganze wird: 
“I 1 “y WN Wd 
j(a+ 9) = of'(a) + 7 2 f" (a) + 5 of (a) 
+ 57 OF" @) + aap OF @) H- 
Es wird daraus, wegen: 
1 
plat 3) =f@ +0) =F@) 
; 1 
Ra 7°) = f(a) — f(a — w) 
und wenn man @ negativ setzt und auf der rechten Seite das Zeichen iiberall andert: 
iL “T 1 On 1 WT 
Blase) =of @ Fer + 7 o"@ 


— oN" @ + yO = 


oder wegen: 


f(a + 7°) —f(a— 5 0) = ft (a) 


erhalt man: ; 
1 1 ; 
te (ayers co? f" (a) + 19 cf’ (a) + 360 COS ft dina 


Geht man so fort, so findet man: 


fi(a+ 5) =or"(at 5 2°) +g oF (a+ 70) $e 


fo (@) = of f" (a) + = ~ 08 f" (a) 
fo (a se 9 0) = a5 f* (a a nary 5°) hae 5 7 fe" (a vs 7°) 
he (a) = w® tres (a) ee 1 @s fm (a) etc. 


Nimmt man hier die’ Functionen mit ganzen Argumenten zusammen und die, bei 


welchen halbe Argumente vorkommen, so hat man die beiden Systeme, wobei die Ent- 
wickelung etwas weiter fortgefiihrt ist: 


/ 
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fi(a + 5°) == 0 f' («+5 + — 0) 75 _— of" (u ae = o) aL ia00 o> f" (« ae x ) 


7 rae Pers (« oF z°) ’ 


WW . ih 3 11 1 1 5 av 1 13 NIT 1 

it (« -|- z 0) == Of (« 0) + : co* f (« - 5 ) | 1990 co7 f (« + z0)+ 
- ) | 
2 


o) a oo fe" (« + 5°) 


r@=or@+h Be ne Pom 
0 (a) = ot f"(@) + = + of" (a) ae a OS"). 
B(@) = a8 f"(@) +P OF) + -- 
Leitet man aus diesen beiden Systemen die Werthe von: 
Flat ze) sat Ze) ete, FW, PW) ete 
aus den gegebenen Gréssen: 
flat ze) Matzo)e, KO, KW ee 


ab, was durch einfache Multiplication mit zweckmissigen Zahlencoéfficienten und Summirung 
der Producte geschieht, so erhalt man: 


PrG@st)—A++0)—Le(e+ to) + da(o+ te) 


Dasa 1 
eae (a cs 7°) 


wo? f(a) =f) — ah Otel @— Kh" O 

a f"(a+ Fo)=f(a+ Fo) — Zh(at Fe) + pp f"(e+ Ze) 
otf" (a) = NO -FHRO + ag K"O 

ere bs) — cles) ees de) 

of" (a) =f @ — 7.f"@ 


in welchen Ausdriicken die Entwickelung so weit getrieben ist, als man sie irgend ge- 
braucht. In der Praxis wird man niemals so weit gehen, sondern statt bis zur siebenten 
oder achten Differenz fortzugehen, lieber die Intervalle bei den Argumenten verringern, 
wodurch man héchstens bis zur fiinften oder vierten Differenz zu gehen néthig haben wird, 


(8.) 
Diese Ableitung fiir den Ausdruck der Differentialquotienten durch Differenzen ist 
die elementarste, wenn man einmal bloss von dem Taylor’schen Satze ausgehen will 


Aber sie ist ungemein weitliufig und deshalb unbefriedigend. Man kann sie weit tiber- 
sichtlicher und eleganter machen, wenn man eine analytische Function zu Grunde legt, 
welche die EHigenschaften vereinigt, Ausdriicke fiir die Differenzen und Differential- 
quotienten zu geben, die nie abbrechen, den hier gewahlten Bezeichnungen sich anschliessen 
und die simmtlichen Ausdriicke auf eine oder einige Reihen reduciren, deren Ent- 
wickelung analytisch gegeben ist. Die Zahlencoéfficienten miissen sich bei ihr véllig 
genau ergeben, da sie von der Natur der Function ganz unabhingig sind. 

Kine solche ist die Exponentialfunction ¢*. Legt man sie statt der allgemeinen 
Function f(x) zu Grunde, so hat man zuerst fiir die Differentialquotienten in Bezug auf 
x stets denselben Werth e%. Es werden folglich: 


Tia) =e f (a) 25 if aoa? fe 
f@+o)=f(@+ 0) =f" (@ + o).= f*@ + wo) = e+? u. Swe 


Fiir die Differenzen aber hat man: 


al 1 atu a tee / Be —o 
Fle + 5 @ ——re Se ee (Pe ee 


aha ones Ee eG 
fo (a) = (« ae ae 2 NG = € 2 ) 
it! 


oder iibersichtlicher, wenn man: 


eats ark a) 
setzt: 
f(a aL 5°) == pete b= ‘(a + # 0) .uU 
fo (a) te eu? = ft (Ga)! 5 
"(a + : o) — oo tae i (a + 2 ) Behe 
0 (a) Enel ae sof (a). 4 
us. W 


wie sich aus dem beliebig fortzusetzenden Schema : 


Argument Function 1. Differenz Il. Ditferenz Ill. Differenz IV. Differenz 
| | 
ft 1 wa = 
G—o....| Claas a—=0) Cele a—zo et Oat 
Ce a w e u 
a a 2 a 4 
a. e ade Bas 6 at Paw en. wu 
: CMieea sar Gla Sie 
ie ae” ae a ee eo aa ett Rak eee 


ergiebt, Substituirt man diese Werthe in die obigen Gleichungen fiir o /" («+ 50), 


1 
5 c : fF a+ >u 
co? f" (a) ues. w. und hebt auf beiden Seiten die gleichen Factoren e ‘2 e%... weg, 


so bleibt iiberall nur eine Potenz von mw auf der linken, und eine Reihe nach | 


Potenzen yon 4 auf der rechten Seite iibrig. Entwickelt man deshalb aus der Gleichung: 


1 
+= —-—w 


2 Sieg) 2 S14 


———s 


—_— 
we 
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den Werth von o nach einer Reihe, die nach Potenzen von w fortgeht, so wird diese 
Reihe und ihre Potenzen die numerischen Coéfficienten in den obigen Entwickelungen 
geben miissen. 

Zu diesem Zwecke hat man zuerst aus: 


ys 1 hae es 
é a — +- oy UW -|- MG ae 7 

1 
== 1 1 

2 —— cP ey | 
e as a -- Va+iw) 1 z% ) 


ane) og, 1 \ 
Cape eel ee 2 ==) QQ +7) 


al 
2 ; 1 2 
ied (0) ee w a ( + 4 ut) 


Cea ee 2 


folglich: 


—w 


, + 
Es ist aber auch nach dem Werthe von e ? 


Pare ae eee 


OTe 


oder: 


folglich: 


oOo = \(: -- a) : du, 


ohne weitere Hinzufiigung einer Constante, weil fiir ~ = 0 auch @ = 0 wird. In den 
beiden Reihen: 


und: 


1 3 1a U8 BS Stoel Mag Fe 
= ay, 79 — 4 — : _— ; 
\(Q a a uw) du U 9° 3° Op i iho. SOT etc 


und den Potenzen dieser letzteren wird also das Gesetz der obigen Zahlencoéfficienten 
in dem Ausdrucke der Differentialquotienten durch die Differenzen enthalten sein. In 
der That ist: 


— coos 3 
mak Fh GdO 7168 
1 i 
OP Di SS ees a 
Be oe Ta he 90 560 ” 
‘ale 37 
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o> = uw» — — wu’... 


24 


c& = us — — yu... 


4 


Fiigt man auf der linken Seite die Differentialquotienten je nach den Potenzen 
von @, bei den geraden bezogen auf das Argument a, bei den ungeraden bezogen auf 


1 : : 5 
das Argument a@ + 3 ® hinzu, und vertauscht auf der rechten die Potenzen von-« mit 
den Differenzen derselben Ordnung, ebenfalls bei den ungeraden fiir das Argument 

1 : : : , 
a + 9 bei den geraden fiir das Argument a, so hat man die obigen Werthe, die 


man hiernach beliebig fortsetzen kann. 


(9.) 
Die Ausdriicke der Differentialquotienten durch die Differenzen in (8) kann man 


in die erste Integralformel in (7) sogleich substituiren, weil in derselben dann die Werthe 
der Diferenzen : 


fi (a x : ), a (a iis 2 a), i (a a : o), (a), f (a), fa" (a) 


vorkommen, die unmittelbar bei der Bildung der Differenzen vorliegen. Fiir die zweite 
Integralformel in (7) ist noch eine kleine Umformung néthig. Hier werden /" (a), #™ (a), 
f* (a) durch Differenzen ausgedriickt werden miissen, die folglich auch die Form haben 
werden fy (a), fo" (a), fo (a), aber bei der Bildung der Differenzen aus den. gegebenen 
Functionen nicht unmittelbar vorliegen, sondern erst durch Interpolation hergeleitet 
werden mussten. Man wiirde z B. den Werth von fj (a) aus den beiden Werthen 


To (« — * a) und fp (a + a), die wirklich vorliegen, und ihren Differenzen durch 


Interpolation zu suchen haben. Allein man kann auf leichterem Wege die néthigen 
Reihenentwickelungen finden.. Betrachtet man die Exponentialfunction,.so wird in ihr: 


fa (d) = et, 


Wenn man es aus der Bildung der Functionen f (a — 0), i (a + = 0), f(a + ; ) 
ableitete. 
Dagegen wird hier: 


ok 
aN 
8 
+ 
NO] NS] 
8 
Wee 
@ 
2 
+ 
wl 
€ 
= 


folglich wird: 
iz 1 1 1 1 ® gt 1 2 
So (a) 7 DY lf (a alr 9} o) 1 Jo (« 2 )| + : w me 


oder nach der oben eingefiihrten Bezeichnung: 


So. (G) =f) Bring 1 
A ig is aa 


Da nun ganz dasselbe auch bei: 


2 


ROA Oa 
5) af pete — — W. 
+e 
WV nV 2 
So () aoe Ge res pee 3) 
2 e 2 a e€ 2 


stattfindet, so wird in den Reihen yon uw, nach welchen @ und seine Potenzen entwickelt 
sind (und also auch in den Ausdriicken, wodurch die Differentialquotienten aus den 
Differenzen hervorgehen), durch eine einfache Multiplation mit der Reihe, welche den 
Werth von: 


nach Potenzen von uw giebt, oder nach dem Obigen durch: 


1 
2 1 —e 
e's =5=(1 +7) 
2 aa e 2 
der vollstindige Ausdruck der Differentialquotienten gegeben sein. Nur wird man hier 
die Potenzen von uw, mit dem arithmetischen Mittel von derselben Ordnung und mit 
demselben Argumente bezeichnet, vertauschen, wobei die Differenzen von ungerader 
Ordnung ganze Argumente, die von gerader Ordnung gebrochene oder halbe Intervalle 
enthalten. 

Nimmt man deshalb die Reihe: 


1 
1 ar 1 uw? eed: 1% Kh gL WK 
2 2 ==, 1 —_— =. 00 6 
(1+ ¢~) as ar oh 6 oe 
und multiplicirt sie mit den verschiedenen Potenzen von @, so wird: 
2 fi 
ee gph ck eS gyi eT oles 
oS a ae ae 
Gea rnlrg. 8 
2 5 259 
2 a Sy ee ayy el ty eee 
emeieaant 7 /" = Gat 5760 © 
age le 
7 2 1 7 
3 a eae eee 
OS aa: Mame eT 
e 2 ao e 2 
2 
emer gre a og YY 
Cae Een 2 
oo° : ie : ul 
1 lige res eons Ml 
eee £ a5 w 0 
und durch Einfiihrung der arithmetischen Mittel wird: 
@ Vie (a) ‘eee IT am 
pa ee fe (a) =i aes (a ) ro a: (a a) - 


eee.) (45 °)—ah (at Bit +50). 
oP) =N OTRO tim @- 
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iV av 1 7 VI 1 
at f (@+5 oa (ets o)— gi (ety) 
2 2 a 
e AV Vv 1 vit 
a f* (a) 4) ag (Oe 
5) . 2 


Dieses sind die Ausdriicke, die in die, zweite Integralformel eingefiihrt werden 
miissen, um die Correctionen durch die Differenzen auszudriicken. 


(10.) , 


Endlich, da hier nun Differenzen mit ihren Bezeichnungen ecingefiihrt sind, wird 
es zweckmassig sein, auch die summirten Functionen statt der bisherigen 2 zu setzen. 


Es wird: 


m=n 


Sf (@+ mo) =f (a+ 0) +f(@4+ 20)---+f@+4+ no) 


im ewe) eee 


und auf ihnliche Weise, wie bei den Differenzen arithmetische Mittel vorkommen in der 
zweiten Formel, wird es auch bei den Summen der Fall sein. Es ist nimlich: 


m—n 


Ds a+ mo) — 5 if @ + no) —F (@)] 


m0 


=Z/@+tF@+e)+F@ 420) +430) +4 Fla + @—Yo)] 
+ 5 f(a +20) 


—n(e+3e)-InG—4.) +x +¢— De] a 
+ zh [ao (» | =) 0 Ai |e +(»—5) a 
Hiler +e] b+ 62a) Hales ds 


“n(e-}9) 


= (a + now) — te (a). 


Substituirt man jetzt die Differenzen statt der Differentialquotienten, so wird nach 
gehoriger Reduction: 


a+(nt5)o 


[P@ a= plas (n+ 5) 0] —%(@4 50) 
me 
Bele b+ (+i]-a ste 


+ agraso (M2 [2 + (» + 5) | n(o+ he) aa 


und; 
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atnw 
» 


Sf (4) dt == @ ty (a + no) — 'f, (a) 


a 


l T 1 
EC Meet) 


= a wee tee fa: @} 


— ae ie (a + n@) — fi (a) | etv.| 


Bei dem letzten Integrale thut man gut, die erste Zeile auf awe rechten Seite 


we (a + no) hi (a) 


so zu schreiben: 
fy @ +00) — ty (at 50) + 5/0) 
weil in dem arithmetischen Mittel es (a) bereits ein Theil des Integrals enthalten ist, 
2 
und die summirte Function doch mit einem 'f, (« aa 2 o) beginnen muss, eine Grdsse, 
die an sich ganz willkiirlich ist, da sie im Integrale wieder abgezogen wird. 
Die letzten Glieder in beiden Ausdriicken, die zu den Argumenten a + 2 @ und a 


gehéren, bilden, wenn man das Integral beliebig fortsetzen will, die Constante des 
Anfanges. Man kann deshalb die Formeln auch so schreiben, dass man fiir die erste 


summirte Function an die Stelle von (« ++ 3 o) setzt: 
i: ae 1 ii fee ea a eta 327 Le 
OQ =(— as (9+ 54) + argo (a 5°) 967 680 f(a +5 ®)| 


und damit die summirte Reihe bildet. Es wird dann ganz vollstindig: 
at (» + 9) w ; 
[s@ae =o v [a4 (n+5)ol+ag f SAA =) °| 
IIL 
367 1 
+ 967 680 7° E zp ¢ ‘. 4 o|| 


. : 1 
Fiir die zweite Formel setzt man an die Stelle von 'f (a + — 7): 


1 doe id 191 
Q=(+5/@+ Gh O—mTOt+ pio | 


und erhilt dann, wenn man damit die summirte Reihe bildet, ebenfalls vollstaindig: 


a+nw 


[7@a = o| i Gar 70) — ae (a + no) 
iil 
+ 720 72 (a + no) 


191 
— $0480 fi TO): 


Se 


68* 
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: re ee 5 ake ; 
Es wird dann das bestimmte Integral a 4+ 5 @ bis a + (n + x) o und a bis 


2 
(a + n 00) vollstindig gefunden, wenn man an die Zablen der summirten Function, die 
zi dem End-Argumente gehéren, nur die angegebenen drei Correctionen anbringt und 


nahert sich in dieser Form der Entwickelung des allgemeinen Integrals. 


(11,) 


Am einfachsten lassen sich beide Ausdriicke so in Worten fassen. Es sei, um die 
kleinen Briiche zu vermeiden: 


1 17 367 
ae BS = e760 P= S67 G0 ae 
und man habe fiir die zu integrirende Function /(«) die Reihenfolge von Werthen: 
7 (@); ft (a + @), f(a+ 2 0) yee 
beliebig weit berechnet, so wird das Integral allgemein werden: 
a+ nw 


| /@de =o {f(a+ no) + af, (a + no) 

+ Bfo' (a + no) 

+ yfy (@ + no) +-+} 
--_ Const., 


wo die Constante so bestimmt wird, dass fiir das Argument, fiir welches das Integral 
Null werden soll, es sei dieses das Argument (a + n/o), die vorangehenden Ausdriicke 
mit negativem Zeichen hinzugesetzt werden, also: 

Const. = — o {'fy (a + n'@) af, (a + n'o) 
+ Bho (@ + n'o) 
L yf> (a + n'@)...} a 


Dieser allgemeine Ausdruck wird in der Rechnung am einfachsten, wenn, wie in 


{ 


1 
der ersten Integrationsformel von (10), die Zahlen » und »’ von der Form (i + z) 


1 
und @ + 7 werden, weil dann unmittelbar die aus der Reihe f(a), f(a + ) u. s. w. 


sich ergebende summirte Function ‘/ |< + ¢ + z) 0 und die Differenzen: 


fi] + (i+ 5) o| rfa+ (+ 5) el [a+ (i+ so}, 


ohne weitere Aenderung angewandt werden kénnen, und ebenso bei 7’. Ist aber n von 
einer anderen Form, so miissen diese Functionen von ‘fo, fo, fo 5 fo etc. aus den wirk- 
lich dastehenden Zahlen so interpolirt werden, als ob sie reine Functionen der Argu- 
; 1 : 

mente a@ + (i ate ee bei allen waren. 

Ein Beispiel dieser Art giebt die zweite Integrationsformel, wo m von der Form 7 
ist, und »’ von der Form 7. “Die hier nothwendige Interpolation in die Mitte hinein 
ist bei ihr ausgefiihrt, und da hier die arithmetischen Mittel der Functionen von: 


at(its5)o und a+(i-—5)e 


vorkommen, so sind diese eingefiihrt und die Zahlenreihe: 


1— = # 4 ut te 


720 60480 

ist entstanden aus dem Producte von: 

1+ aw + But + yue... 

mit der bei der Interpolation in die Mitte hinein geltenden Reihe: 
1 


1 Z 1 3 4) 
aan age — ye — 4 i 
€ aa Z uw) =u g + Tae“ + Joa ue. 
Zur Bequemlichkeit der Rechnung kann man hier noch hinzufiigen, dass man am 
besten thut, nicht: 


f (a) f(a + @) f (a + 20) ete. 


anzusetzen, sondern: 
a f (a) of (a + o) af (a + 2) ete. 
Da dieser Factor @ sowohl in die Differenzen als in die summirten Functionen, die man 
aus af (a), of (a + w), of (a + 2) bildet, von selbst iibergeht, so fillt er in diesem 
Falle aus der rechten Seite véllig weg. 
Endlich kann man noch bemerken, dass, wenn man das Beispiel der Exponential- 
grésse e” auch bei der Integrationsformel verfolgt, die summirte Function: 


is 1 
f(atzo)a cts —_ 


U 


: : 1 : mae Eati ; ‘ 
wird und da fe*da fir x = (« -+|- z ) wiederum e“ * 2” ist, die obige Integralformel 


die Gleichung geben wird: 


1 > 
Le Co fou + Bui + Sours 


woraus folgt: 


<= 1 aww? + But + yub... 
oder: : | 
i ae w oy: U 
ae aa 
yO el OS Dae (eo ted. ha 28 
das heisst: 
14+ ou? + But + pub... = Se 


3 5 
1 — — 4? = vt — = 
24 13 640 7168 
so dass die Werthe o, 6, y etc., wenn man sie fortsetzen wollte, aus dem reciproker. 
Werthe der Zahlenreihe entstehen wiirden, die bei dem ersten Differentialquotienten 


1 : : 
+ (« + a a) stattfindet, wie es auch bei dem Integrale in der Natur der Sache liegt. 


(12). 

Vermittelst dieses allgemeinen Ausdruckes der Integration fiir jede Form des 
Argumentes, néthigenfalls mit Zuziehung der Interpolation werden sich die zweiten, 
dritten und folgenden Integrationen ohne alle Miihe ausfiihren und ableiten lassen. Bei 
der Bildung der verschiedenen Constanten findet immer dasselbe Princip statt, die allge- 
meinen Integrationsformeln so zu benutzen, dass man die Werthe der Constanten mit 
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ihrer Zuziehung richtig erhalt. Diese Werthe sind an der gehérigen Stelle in den 
summirten Reihen so anzusetzen und zu der Bildung der summirten Reihen zu benutzen, 
dass spiiter auf die Anfangsgrenze nicht mehr Riicksicht zu nehmen ist, sondern an alle 
Werthe der dadurch gebildeten summirten Reihen nur die Correctionen der Endgrenze 
anzubringen sind. Die Bequemlichkeit der Rechnung wird dabei allein noch einige Be- 
trachtungen néthig machen. 

Werde zuerst das zweite Integral gesucht, so giebt die allgemeine Formel fiir das 
erste Integral: 


\/(@) de =o (f(a + nw) + aft (a + no) 
+ Bfo'(a + n@) 
+ yfo (a+ no)..:} 
die verschiedenen Theile des zweiten Integrals, je nach den Theilen, aus denen das 
erste besteht. Setzt man zuerst statt: 


FAG HRRON) I Ha a ces fy (a + no), 


so hat man fiir den ersten Theil des zweiten Integrals den Ausdruck: 


| dx | f(a) da = 0 "fy (a + no) + af (a + no) 
+ Bfo(a + na) 
+ vfo (a + no)... 
weil bei den beiderseitigen héheren arithmetischen Reihen die Differenzreihen nur vor- 
riicken. Ebenso werden die folgenden Theile, wenn man fiir: 


f (4 + no) nach und nach fj (a + no) 
” ” ” fo (G + n 0) 
” ” eee ft (a =e n @) 
setzt, respective : 
or {af(a +n) + &fo(a + no) + aB fo (a+ na)...} 
co? { Bfo(a+ no) + aB fo (a+ no)...} 
co? { yfo(a+tno)...} 
Zusammen wird also: 


atnw 
|ae | ¢@ dx = ("f(a + no) + 2af (a + no) 
+ (a + 28) £2 (a +n) 
+ 2(¢B + 7) fo (a + n@)...} 


oder die Zahlenreihe der wirklichen Integrationscoéfficienten wird die Form geben: 


atnw 
[ax \7@ da — a {'fa(a into) ae pita 4+ no) 
dP as 
gap to (@ + ®) 


bei denen, wenn man: 


ee eb) ee aT = + 0480 
setzt, die Reihe: 


nach dem oben am Ende von (11) angefiihrten Werthe. Unmittelbar kann sie ange- 
wandt werden fiir: 


OO == 16), 
weil in den geraden summirten Reihen und Differenzen die Werthe: . 
"fo (a + io) tf (a + io) fo (a + io) to (4 + i) 


ohne weitere vorzunehmende Aenderung vorkommen. 
Ist aber »@ von der Form (7 —)o, so miissen diese Reihen so in die Mitte 
9) > 
) } 


hinein interpolirt werden, als waren sie reine Functionen von (a + i@). Multiplicirt 


man also: 
1 


WINS sk jateN} 2 
ae fale, 2 
(=) mit (a 4. 7”) 
und fiihrt statt der wirklichen Differenzen die arithmetischen Mittel ein, so erhalt man: 
at(i +3) a) 
vie , at 1 , 1 
Jaz |¢@ ae = of, E + (i — aelomh « + (i + 3) o| 
: 2 24° = 2 
"lat (i+ 
a im t (a : 7) o| 
367. : I. 
~~ 198536 o E cE (§+a)e]--+: 


Es wird bei der Rechnung bequemer sein, bei einer ate zweiten Integration 
nicht f (a), f (a + @) u. s. w. anzusetzen, sondern w? f (a), w? f (a + @) etc. Man 
erhalt dann allerdings das erste Integral, verbunden mit dem Factor @, und muss, wenn 


man es gebrauchen will, mit diesem Factor erst dividiren. In der Regel aber wird man 
gréssere und bequemere Zahlenwerthe erhalten. 


(13, 


Wendet man dasselbe Verfahren auf die dritte Integration an, so wird man 
erhalten : 


at+no 


faz |az [re dx = w3 Ih (a + now) + : fo (a + no) 


apes 
+ 999 40 (a + no) 


457 a 
+ 967680 4° (4 + 2) |. 


Setzt man hier: 


1 7 457 
a Ps = — F990 = + 967680” 


so entspringt die Reihe aus diesen Coéfficienten aus } oder es ist: 
14 lye? + Brut + put +. = (2). 


: ee Se 1 
Unmittelbar ist diese Form anzuwenden, wenn » yon der Form ist i + 9? Wegen 
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der ungeraden Ordnungszahl der summirten Reihen und Differenzen. Fi die Form: 
a 
wird man die letzte Reihe: 


1 
1+ au? + But + y.ué multipliciren mit (1 ae =) : 
und statt der Differenzen arithmetische Mittel einfiihren miissen. Man erhilt dann: 
t > » jing : 1 aT . 
Tie) de =a? f,(@ + t@) + 540 71 (a + io) 
2 2 


31 11 . | 
~ 30240 72 Gt ola 


hy 


du 


du 


das Glied mit 'f; (a + im) hat hier den Coéfficienten Null, so dass mit verhiltniss- 


miissig weit grésserer Niherung als bei den friiheren Integrationen die dritte summirte 
Function das dreifache Integral ausdriickt. 


(14.) 


Es mégen jetzt die Werthe der sowohl am Anfange als am Ende der Integration 
anzusetzenden Gréssen, welche nach den bisher ausgesprochenen Grundsiatzen nur bei 
dem Anfange besonders eine etwas gréssere Miihe der Berechnung verlangen, so fiir 
die drei ersten Integrationen iibersichtlich zusammengestellt werden, und zwar fiir beide 


1 * : ae 

Formen von # und 2’, = a und = a + 3% dass man unmittelbar das jedesmal Néthige 
daraus entnehmen kann. 

bao We we = : : 

Zuerst hat man nach dem Ausdrucke fiir @ i einer Reihe, und ihrer Potenzen bis 


zur dritten: 


u 1 ii! 367 | 
a al eae O 4 eee VC Wes pate 
o og areola en cemccune, 7 
— if + Oo U2 + But me y us oe | 
w? i 1 31 | 
eer [lly 22 ory Oh rl ee tees cake aU ON Eee 
at 19 8 eoaos e sehen | 
=lt met + Bw + nu | 
au’ 1 7 ABT 
—. a2 4 | Been 
po 1S tonne opy pao 
= 1+ mw + But + Yo W8 


Die Werthe «, B, v3 0%, Bi, Y13 %, By, 2, die hierdurch gegeben sind, bilden die 
Zahlenwerthe, welche bei der ersten, zweiten und dritten Integration fiir die wirklich 
dastehenden Differenzen gebraucht werden. 


st 
Multiplicixt man diese Reihen mit (1 + 2 w) i so erhilt man: 
1 
w il co 1 Tal 191 
ee ET ga aay ee e 5 
i ( ar uw) to pao ¢ no tena 
=l1l+owm+ put + yud 
L 
u? I a3) 1 ike 367 
ll bal Gr aed Pee ees eee ey ey UL © 4 
02 ( eT ) | Ga jg00 “meas seen 


= 14 aye a Pu ue as 


1 
1 me 1 31 
—-(1l — 4 = 1—d0w 4 ut — 6 
a3 ( car ) r 940 30240 ™ 
SA at Byte Sy, ub 

Die Werthe o’, B’, y'; 0), By, 7/13 2, Bo, v2, die hierdurch. gegeben sind, und 
nothigenfalls fortgesetzt werden kénnen, bilden die Zahlenwerthe, welche bei der ersten, 
zweiten und dritten Integration bei Anwendung der arithmetischen Mittel gebraucht 
werden. 

Es sei jetzt die Anfangsgrenze fiir alle drei Integrationen so gegeben, dass fiir 
a’ =a die Integrale simmtlich Null werden. Hat man dann die Reihe der Werthe 
berechnet : 

Sf (a) Sf (a + @) f(a + 20). f(a +no).. 

so bildet man fiir die Anfangsgrenze von der Form: 
Ly Sars’ ==-0 


bei der ersten Integration die erste summirte Reihe so, dass man an die Stelle von 


ob (a + 4 0) setzt: 


1 1 = 
fo (a + 3°) ee A 6) — 1)... A) 
2 D 2 
Fiir die zweite Integration fiigt man mit Beibehaltung der ersten summirten Reihe 
eine zweite summirte Reihe hinzu, indem man an die Stelle von a (a) setzt: 


SO a ees #(@) — Bf @) — 1 fe (2): “eats ctl mei, 
Fiir die dritte Integration bildet man aus der zweiten summirten Reihe eine 
dritte summirte Reihe, indem man in derselben anfingt mit dem Werthe Cj, der an 


die Stelle von /, (a + 5°) gesetzt wird, wo: 
mm 1 ” f ae oT 1 
Jo a+ 5e)=G=\-F4/@t+ Br a— 50) 


epn fees belted] 


Wenn dagegen die Anfangsgrenze fiir alle drei Integrationen so gegeben ist, dass 


(C) 


fir ¢ = a+ @ die Integrale simmtlich Null werden, so bildet man bei der Form: 
Jay gy mae 
— 9 


‘ : . F 1 : : 
die erste summirte Reihe, so dass man an die Stelle von ‘fy (« oe a a) die Grésse Ci 


setzt, wo: 


T 1 I 1 TIT 1 
Alatze)=a=[—aA(etzo)—sw(atze) | 
| = eeue 
sia teieekay:9| 
Fiir die zweite Integration wird unter Beibehaltung der auf diese Weise gebildeten 
ersten summirten Reihe fiir den Anfang an die Stelle von "fy (a) die Grosse C1 ge- 


gesetzt, wo: 
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"fo(a) = C1 = (a f(a+o) + B[2 fo @ + o) + fo(a)] ee + (E) 
; + y [3 fo (a + @) + 2 fo’ (@)] JJ 
Vermittelst der hiermit gebildeten zweiten summirten Reihe wird fiir die dritte 
Integration eine dritte summirte Reihe gebildet, bei der der Anfang gemacht wird, 


: : 1 ; 1" 
indem man an die Stelle von /, (« ao zo die Grésse Cy setzt, wo: 
a 2 


(ot bee dafnnles be) an (os $e 
— fi (a a zo) 


Es stellten sich folglich die Anfange der drei summirten Reihen so, wenn die 
Integrale siimmtlich Null sind fiir die Anfangsgrenze: 


(F) 


Lae xak 
; ——— -- ee 
Argument | Function |I. summirte Reihe| II. summirte Reihe III. summirte Reihe 
| 5 
| | 
CLP oe ee f (@) C OR gn 
Pel Naiey wae Re : CoS aL : 
a + @ i (a = @) C, zi fi (a aN w) 0 aie 0 Cs Me ct ae OA 
Or (2:0 ee. se ve Ree f (a+ 20) 20,4 07,+ f(ato) 
Die ee == ! ; 
) Bir ja! = at zo: 
Argument Function I. summirte Reihe | Il. summirte Reihe | III. summirte Reihe 
Te eee ERO NS f (a) G ; 
Cy 3 Cy 
GENO oy cite a a eet f (a + o) 2 Gi ae OY 2 
| OC: -E FCA ae C, + Gee 
Ds tae Mer sakey act f (a+ 20) 2 20, + 0,+f(a+o) py} 2 2 
2 2 


Der Werth der ganzen bestimmten Integrale hangt dann nur von der Form der 


Endgrenze ab und ist, je nachdem diese von der Form a + ia@ oder a + (i + 3) (19) 


ist, von einander unterschieden. Indessen wird der Ausdruck derselben weit einfacher, 
weil keine Riicksicht mehr genommen zu werden braucht auf die in den anderen sum- 
mirten Reihen anzusetzenden Zahlen, welche sich aus den ausgefiihrten Summirungen 
von selbst ergeben. Man hat dann: 
1) Fir die Endgrenze « = a + io: 
\/@ da =o (f, @ + io) + of, @+ io) + BS} (a + io) 
2 2 2 
+ Si (@ +4@) =a 
2 
| dxf f@)da = @ ("fp (a + iw) +m f(a + io) + B ft (a + io) an 
+ vi fo (@ + im) ++} 
fae fae [P@)de= oF ("F, (« + 10) + oa’, (@+i@) + Bas, (@ + ta) 
2 2 2 
+ y'sft (@ + ta) +++} 


af 
2 


ae i ae 
2) Fiir die Endgrenze 7 = a + (i “+ 2 
|r@ar=o fylat(itt)ol rar [a+ 
+ Bs [a+ (i+ 5)o] +20 [o+ (+5) 0]+--4 

[ae [r@ar — @? ee E + (i - =)°| + ce | 4 (i 
+ Bf fila + (i+ 5)o]4 ny [a (i 4 a) +. 
| aa [ae |/@)a2= 03 ng [« us (i ae 5) 0 Es Ota if |@ oe (i ote 5) o| 
+ hfilat (i+ 5)o]+ns" [at (6+ 5) 0]+ 


(15.) 


Setzt man in diesen letzten Ausdriicken 7 — 0, so wird man die Werthe der oben 
angegebenen Constanten erhalten fiir: 


(11) 


1) a! ==} 
hat man aus dem ersten Systeme: 
RA@+t+oeHfh@+pr2@ +7 @--} =, 
oder weil: F 2 4 2 


4, @ = h(a + 5°) —Z1O=G—FF) yee ak 


den Werth von C, wie oben. 
Ebenso wird fiir 0) die Gleichung: 


"fo(@) + om f(a) + Bi fo) +n fo(@)---} = 0. . . . » B) 
oder weil "f)(@) = Cj, den Werth von C) geben. 
Endlich fiir Cj hat man bei dem dritten Integrale: 
VA (@) + A @) + Be fi @ + ef @--} = 9 
oder weil: : : ; 
"2 @ =" («+ 39) — 5 
und: 


”" Wr 1 ald we 
O= fo (a+ ze); Co = “fo (4) 


a) 


——— 


” 1 ! ye I ! “TNT 
100 — 5+ oh AO) + BAO + ITO 
2 2 2 
Da nun aber: 
wos 0, fy = — B wd ys = — 2, 


ist, so wird, wenn man die friiheren Werthe substituirt: 


69% 
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' 1 of iW 1 av 
a . Co Sf ta (a) + =f 1 So (@) = 3 V1 So (@) =e 
+ a, SG. (a) = 0 
+ p', fy (@) == — Bp, fi (a) 
ai haf (v) = — = a fy (a) 


dabei ist: 


Ko) S90 6 (a+ se)—f («— 52) 
fi @=sfi («+ 50) + 5% («— 52) 
9@ = Flat be) 8G oe) 


2 


qeonta(orta)ebin(—te) 


und die Gleichung wird: 
' a ; i 1 
b+ eas@—Bsi(«— Ze) | 


; ; ; ae 
Lis (at ho) + sy (a—to)} =o 


e . . " 
und giebt damit den obigen Werth von Cp. 
Aus dem zweiten Systeme hat man fiir: 


1 
2) & = a+ 5 @: 


1 1 1 
+ fan(a+ ze) + Bri (at zo)trs (« + 50)--| =0--@) 
weil: 
i; 
Crs) —@)- 
,=h(o+ Ze) 
Bei der zweiten Integration wird: 


und damit soll die Gleichung stattfinden: 


Oy —Zen(at se)—5 pr (ot Fe)—ZrH (et ze) 


2 


1 if W IV 1 
Foe (a+ Ze) FB (e+ Zo) tf (a+ 50) =O. 
9 al D} hd 
Es ist hier aber: 
oe, =— 4 pa == op a ee a 


und: 
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1 
to (« a DY o) == f(a + 0) —f (a) 


; i 1 eee es, 
fA (a+ se)=s/@+9 +570); 


V1 


sowie die analogen Werthe bei /;’ und fj. Setzt man diese Werthe zusammen, so wird: 
0, —ef(a+ 0) — 6 {(2f) @ + ») + fe (@)} 
2 
— 7 {3 fo (@ + @) + 2 fo (a)} = 


wie es der oben gegebene Werth verlangt. 


SIS ee, 
| (B) 


Endlich findet wegen C= "fy (a +- 5°) fiir die dritte Integration die Glei- 
2 a 
chung statt: 


C+ mh(at+ so) thA(at se)+ ns (a+ 5e)=0, 


oder wegen ‘f) (a + 7°) SS ope 


Ale 
2 


CC, +Bi(a+se)tnf'(at+se)=0... ©) 


wie es die obige Angabe verlangt. 
Fiir den Anfang der verschiedenen Integrationen wird man die zu berechnenden 
Functionen immer so wihlen kénnen, dass bei berechnetem f (a), f (a + ) etc. der 


Anfang entweder auf « = a, oder =a + s @ fallt und reicht dann mit diesen 


Formeln aus. 
Fiir die Endgrenze ist es am bequemsten, einige Werthe der Integrale fiir: 


1 : 
a+G—le, a+ (i—Z)e, atic, at (itg)o, a+G+)eo 
nach den hier gegebenen Ausdriicken zu berechnen und aus ihnen den Werth des Inte- 
grals fiir andere Grenzen, die nicht auf @ + i@ und a + (i =e 5) @ fallen, strenge 


zu interpoliren. Man kann dhnlich auch bei dem Anfange verfahren, nur wird man bei 
den héheren Integrationen, auf den richtigen Beginn der simmtlichen vorangehenden 
summirten Reihen zu sehen haben. 


(16.) 


Als Beispiel kann noch die Annahme: 


F (a) = 2 (eel ao = 1, 
gemacht werden. Es wird damit fiir: 
“s age ems ae 
‘aye 1 
ame | 1 1 1 
S15 eg teen ee 24 
[az |r@az = te 5 Bnd 7 


; 1 
— pee de — 
| ax [az |7@ ax = 310” De’ +e % id 


und fiir: 


2) nee 15 
Jide = 52 Te 
| az \/@az = os x6 co? + ae 
[ax [ae | s@ac = aa 7 Ss yas ae 


2187 


Far 92 | 


Zu dem Anfange der Reihen bei der mechanischen Quadratur bedarf man der 
Differenzen der ersten Werthe von f (a), f (a + @) u. s. w. Diese sind: 


Argument | Function! f} Se a: Sey Ix 
a— wo j 0 2 24 
1 12 0 
fa ha Ree 1 1 iB 14 sence ; 
Gre 16 50 : 24 
Soll nun zuerst die Anfangsgrenze: 
1) oe aed 
sein, so wird nach den in (14) ee Werthen: 
1 es m Thy 
' i 1 1 GY: 
ie I 1 31 11 1 Q put 1 
Co =—7/@- sal fs 5) es + 730960 ve (« +5 o) + So (« 2 o)| 
und da hier: 
“ll 1 , 1 
i (0) =A aie @ at fi(a—5@)= 
“I lV IT il 
f, (a) == 8 © 4 Fo (a) == 24 fi'(a— 5 @)=1 
2 ra) 
; 1 
fy (@) = 24 f(a - 5 o) == 36.3 
See (@) = 0 
2 
so wird: Cy == 40,8000 CO, = — 0,0373 Ch = —0,0274 
und die summirten Reihen bilden sich so: 
1 1 
Argument f@ of (a + oa w) f(a) ale (a a 2 w) 
URUK, wach BMer Stacy 9 1 i —— 0,037 
+ 0,800 4 —: 0,027 
ue BBS en ey D) 16 cahieena ae = 0,963 aye 
Ota DOR eters 8 81 + 17,563 
cee yeeeice 4 256 eee + 115,363 7. ae 
ic + 353,800 + 133,662 
GAEth OR Sete ak 5 625 4+ 978,800 + 469,163 + 602,825 
Pe Tiger ocd Se 6 1296 : + 1447,963 ; 
ete. ete. 


Wird: 


angenommen, so sind die Werthe zu nehmen: 
s 


pert e 1 B67 ak 1 
ie 4 fo (a+5 0) + snag fs («4 ,°) 967 6807° («+ 50) 
Lf 17 Tr Ir 
io — a (a + 0) 5760 [2 to (a a @) re (a)| 

367 
+ 567650 [3 fo (@ + @) + 2 fo" @)] 

ge ae ee uy : i at 457 TI 1 k 
i as (« rs o) . rot (« cig ) 967680 7° (« ms 7°): 


Da nun hier: 


So (a+ ;e)=15 fo (a + @) = 16 
TIT 1 € TT 

A (a+ 50) = 36 fo (4) = 14 

fi (a+ 50) = 0 pte). == 50 

eeke) == 

ea 


und wenn man den Werth von C, an die Stelle von 'f (« eee 
5 = 


wt aT “AIT 4 
Of = + apt (¢ + 52) et («+ a: 
so werden die Werthe: 
C, = — 0,5188 
2 
Cr 03757 
3 
CG, = + 0,1025 


fiir den Anfangswerth « = 1,5 so: 


Pee euler @ 


Se ee aed 


eeereet ct a, 


‘Ts gg se erlhr ig 


fy («+ > #) 


= '0,519 
+ 15,481 
+ 96,481 
+ 353,481 


+ 978,481 


"fo (4) 


0,376 
0,143 
15,338 
111,819 
465,300 
1443,781 
etc. 


+ 
++ 
+ 
+ 
-b 


mf, (a + = #) 


+ 0,103 
0,040 
+ 15,298 
+ 127,117 
+ 592,417 


Aus beiden Tabellen werden sich die richtigen Werthe nach den Formeln (1) und (II) 
in (14.) ergeben, die nach der Substitution der Zahlen werden fir: 
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1) «=a + ia: 
|/@ az = 0 ere ah (a + io) + am (a + ia) 
“at we i (a + i0)| 
| az|¢@ az = o1[y, @ + 10) +E @ + ie) — Aw tio) 
| a aso (ge io)| 
OOS are fy (+ 10) + yg Spt i0)— gray ft (@ + ia) 


und fin 
2) e=at(it5)o: 


|r@ ar = 0 ff Ja+(i+5)0 tart [e+ @+5)e | 
re sate [« um ¢ 7 o| . ae fo « + ¢ ay >) o| 

{ae |r@ dn. @2 "F, , [4 (i 5) @| ae jo + (i +5) o| 
eh « oe (i ie 5) o| v5 56 l« =f ( B 7) of} 

[ae [ae |e) dn = 07 ("% [a (i 5) o| oi | « 7 (i +5) 0] 
nals: le + (+5) °|—serean "(2 + 2°} 


Bea Die speciellen Storunege n. 


Sechsundneunzigste Vorlesung. 


Allgemeine Bemerkungen tiber definitive Bahnbestimmungen. 


Wir haben in den vorhergehenden Abschnitten geschen, wie man aus einer ge- 
wissen Zahl von Beobachtungen mehr oder weniger angeniiherte Elementensysteme eines 
Kometen oder Planeten erhalten kann. Mit Hiilfe eines derartigen Elementensystemes 
ist es dann gewohnlich méglich, das betreffende Object lingere Zeit hindurch aufzufinden. 
So lange man also nur diesen Zweck im Auge hat, lésen die im Vorhergehenden ge- | 
gebenen Methoden das Problem der Bewegung eines Himmelskérpers im Allgemeinen 
in ziemlich befriedigender Weise. 

Aus diesem Grunde hat man sich in friiherer Zeit fast ausschliesslich auf die Be- 
rechnung ,,vorlaufiger“ Bahnen beschrankt. Hierzu kam noch der Umstand, dass die 
alteren Beobachtungen in Folge der Unsicherheit der astronomischen Fundamental- 
constanten und in Folge der Mangelhaftigkeit der technischen Hiilfsmittel nicht auf be- 
deutende Genauigkeit Anspruch machen konnten. Man konnte sich daher mit vollem 
Rechte auf naherungsweise Darstellungen der Bewegung der Himmelskérper beschrinken. 
Erst der bedeutende Aufschwung der beobachtenden Astronomie seit der Mitte des 
achtzehnten Jahrhunderts machte die Auffindung neuer, strengerer Methoden zur Be- 
stimmung der Bahn eines Himmelskérpers néthig. 

Man bestrebte sich also, anstatt nur einzelne Beobachtungen eines Objectes zu ver- 
werthen, simmtliche Beobachtungen zur Bestimmung einer Bahn heranzuziehen, und 
stellte die Frage in folgender Form: Wenn ein Elementensystem gegeben, welches 
simmtliche zur Verfiigung stehenden Beobachtungen bis auf gewisse Gréssen in Recta- 
scension und Declination darstellt, welche Verbesserungen muss man dann an diesen 
Bahnelementen anbringen, um eine bessere oder die beste mégliche Darstellung aller 
Beobachtungen zu erreichen? 

Es sind nun aber die Rectascensionen und Declinationen eines Objectes sehr ver- 
wickelte Functionen seiner Bahnelemente. In Folge dessen ist es im Allgemeinen 
schwierig, anzugeben, um welchen Betrag sich diese Gréssen 4andern, wenn sich ein Bahn- 
element um eine gewisse Grésse indert. Nur dann, wenn die Aenderungen der Bahn- 
elemente als unendlich kleine Gréssen von der ersten Ordnung betrachtet werden kénnen, 
ist es leicht, diese Aufgabe durch Differentialformeln zu lésen. Man ist also ge- 
zwungen, die Kenntniss eines Elementensystemes vorauszusetzen, welches die Beobach- 
tungen bis auf sehr kleine Betrige genau darstellt, und kann dann annehmen, dass das 
zu suchende Elementensystem von dem gegebenen nur um unendlich kleine Gréssen 
erster Ordnung abweicht und allgemein die Aenderungen des scheinbaren Ortes als 
lineare Functionen der Aenderungen der Bahnelemente darstellen. Somit hat man 
gewisse analytische Ausdriicke fiir die Darstellungen jeder einzclnen Beobachtung durch 
alle dem gegebenen Elementensysteme unendlich benachbarten. 
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Es handelt sich jetzt noch darum, eine Bedingung zu wahlen, durch welche ein 
moéglichst guter Anschluss der zu bestimmenden Bahn an die Beobachtungen erreicht 
wird; mit anderen Worten, die Gesammtheit der iibrig bleibenden Abweichungen még- 
lichst klein zu erhalten. 

Man hat sich daran gewéhnt, die zu suchenden Bahnelemente so zu bestimmen, 
dass die Summe der Quadrate der Abweichungen ein Minimum wird. An Stelle der 
Abweichungen in Rectascension (4) nimmt man jedoch 4« cos 0 (wo 0 die Declination 
des Objectes), weil 4a cosd die wirkliche Abweichung der Beobachtung auf der 
Sphare ist. 

Die zu suchenden Bahnelemente definirt man also durch die Bedingung, dass die 
Summe: 

2'[(4« cos 6)? + (40)? | 

ein Minimum werden soll. Wir sehen an dieser Stelle von der theoretischen Be- 
griindung dieser ,,Methode der kleinsten Quadrate“ vollstindig ab und beschranken uns 
im Augenblicke darauf, die praktischen Vortheile derselben hervorzuheben. Die Gréssen 
4 cos 0 und 40 haben natiirlich im Allgemeinen verschiedene Vorzeichen, d. h. die 
Beobachtungen fallen bald auf die eine Seite der idealen Bahn, bald auf die andere. 
Die Gréssen (4 & cos 0)? und (40)? sind jedoch immer positiv; sie sind ferner um so 
grésser, je grésser die absoluten Werthe von 4a cosd und 40 sind. Die oben an- 
gegebene Minimalbedingung muss daher von vornherein Elemente liefern, welche sich 
sehr gut an die wirkliche Bahn anschliessen. Es bleibt nun noch zu untersuchen, ob 
dieselbe die Bahnelemente vollstindig bestimmt. 

Sei fiir eine bestimmte Beobachtung im Sinne ,Beobachtung (0) minus Rech- 
nung (¢)*: 

0, — 0. =n 
fiir unser urspriingliches Elementensystem; d. h. also, wenn man mit den zu Grunde zu 
legenden Elementen fiir die Zeit der Beobachtung die Declination berechnet, so erhalt 
man 0,. Diese Grésse weicht von der vom Beobachter gemessenen Grosse 0. um 7 ab. 

Wir bezeichnen die Bahnelemente des urspriinglichen Systemes mit ¢, @& -..¢. In 
den astronomischen Anwendungen der Methode der kleinsten Quadrate ist ¢ immer 
gleich 5 oder 6, je nachdem man eine parabolische Bahn oder eine allgemeine Kepler’sche 
Bewegung voraussetzt. Nun nehmen wir an, dass man zu diesen Gréssen noch die 
Correctionen Je,, Je,...4e; hinzufiigen muss, um die, zu suchende, ,definitive* Bahn zu 
erhalten. Fiir diese Bahn sei die der Beobachtungszeit entsprechende Declination gleich 0. 

Dann hat man: 


do do aod 
Co) sl ) ces A : Ae, O00 : 4 ie 
tar deo ale Ptr le dies sane 
Oy ees ; : 
Die Gréssen < (die Differentialquotienten der Coordinate 0, nach den Bahn- 


elementen) sind offenbar Functionen der Bahnelemente ¢, ¢...e¢; und der Beobachtungs- 
zeit (da 0, selbst eine Function dieser Gréssen ist). Spiiter werden wir analytische Aus- 
driicke fiir dieselben aufstellen und kénnen sie daher als bekannt betrachten, da wir ja 
die Beobachtungszeit und das urspriingliche Elementensystem e¢,...¢; kennen. Desgleichen 
haben wir gesehen, wie man n (die Abweichung der Beobachtung von der urspriing- 
lichen Ephemeride) erhalt. Indem wir in der Gleichung fiir 0 die Grésse 0, durch 0) — n 
ersetzen, folgt: 


dd. d0- dd. 
Wien ici t= 
e d ey “2 de 


& —0 =xn— 


Ae; so 


Diese Grésse ist aber nichts Anderes als 40, die Abweichung der beobachteten 


Coordinate 9) von der, dem zu suchenden definitiven Elementensysteme entsprechenden 
Coordinate 0. 

Wir sehen also, dass die Gréssen 40 und ebenso 4a cos 0 lineare Functionen mit 
bekannten Coéfficienten der, dem urspriinglichen Elementensysteme zuzuertheilenden Zu- 
wiichse Ze sind. Sie enthalten ausserdem noch ein bekanntes constantes Glied n. 

Obige Minimalbedingung kommt mithin also darauf hinaus, die Gréssen 4e,, Je... 
Ae; 80 za bestimmen, dass sich ein Ausdruck, welcher ihre Quadrate und ihre ersten 
Potenzen mit gegebenen Coéfficienten enthilt, auf ein Minimum reducirt. Wir be- 
merken iibrigens, dass die Coéfficienten der Quadrate von 4e,... Je; immer positiv 
sind. Nun wollen wir die Form der Minimalbedingung aufsuchen. Zu diesem Zwecke 
denken wir allen Gréssen 7e,, Je;...4e; einen gewissen Werth zuertheilt, mit Ausnahme 
von 4¢,, welches wir so bestimmen wollen, dass ein Ausdruck von der Form: 

(4¢)2A + Je, F(4e, 4e...46) + G(4e...4de).... . (2) 
ein Minimum wird. 

In diesem Ausdrucke ist A eime positive Grésse, welche nicht von Je... 4e; ab- 
hingt. F ist eine lineare Function dieser Gréssen. Die allgemeine Bedingung dafiir, 
dass der Ausdruck (2) bei gegebenen Werthen von Je,...4¢; cin Maximum, ein Mini- 
mum oder einen Wendepunkt hat, ist allgemein: 

SACREEET 
dAe, 
244 A+ F(4e, 4e....4¢) = 0 ‘ (3) 

Hieraus ergiebt sich also Ze, als eine lineare Function von Je... 7G. 

Man iiberzeugt sich leicht, dass der durch die Gleichung (3) definirte Werth von 
AMe, einem Minimum von (2) entspricht (weil, wie wir sahen, A immer positiv ist). 

Betrachtet man irgend eine andere Grosse, z B. 4¢, als variabel und alle iibrigen 
als gegeben, so erhalt man eine der Gleichung (3) analoge. 

Man erhalt also im Ganzen 7 lineare Gleichungen zur Bestimmung der Grdéssen 
Aiewe.., 21 6;. 

Die Methode der kleinsten Quadrate bestimmt somit die Unbekannten voll- 
stindig und eindeutig. Die Summe der iibrig bleibenden Fehlerquadrate wird immer 
ein Minimum. 

Die Gleichungen (1) pflegt man die Bedingungsgleichungen, die Gleichungen (3) 
die Normalgleichungen zu nennen. 

Im Vorhergehenden haben wir vorausgesetzt, dass die Methode der kleinsten 
Quadrate auf jede einzelne Beobachtung angewendet wird, wie das gelegentlich auch 
Bessel gethan hat. Es erfordert dies aber einen ausserordentlichen Arbeitsaufwand. 


oder: 


Aus diesem Grunde zieht man es vor, mehrere Beobachtungen in einen ,Normal- 
ort“ zu vereinigen und nur auf diese Normalorter.die Methode der kleinsten Quadrate 
anzuwenden. Da niamlich die wirkliche Bahn des Objectes sich immer in unmittelbarer 
Nahe an die der Rechnung zu Grunde gelegte anschmiegt, so kann man fiir einige Tage 
voraussetzen, dass z. B. die Differenz: ,,Wirkliches 0 minus berechnetes 0“ der Zeit pro- 
portional ist. Wenn also in diesem Zeitraume eine Anzahl Beobachtungen die wirklichen 
0 geben wiirden (d. h. keine Beobachtungsfehler enthielten), so wiirde das Mittel der 
Differenzen 0) — 0, die der Ephemeride hinzuzufiigende Correction fiir das Mittel der 
Beobachtungszeiten sein, oder 470 bei Anwendung der Methode der kleinsten Quadrate. 

Der Umstand, dass die Beobachtungen nicht die wirklichen Orte geben, sondern 
auch noch Beobachtungsfehler enthalten, spielt bei dieser Betrachtung keine Rolle. 
Das Mittel der 0) — 0, ist natiirlich genauer als ein einzelner Werth dieser Grésse. 
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Fiigt man dasselbe zu dem, dem Mittel der Beobachtungszeiten entsprechenden 0, hinzu 
(und ebenso fiir die Rectascension), so erhalt man einen Normalort, der ebenfalls genauer 
ist als eine einzelne Beobachtung. 

Durch Bildung soleher Normalorte wird die rechnerische Anwendung der Methode 
der kleinsten Quadrate ausserordentlich erleichtert. 

So lange sich die Beobachtungen eines Objectes nur tiber einen oder zwei Monate 
erstrecken, kann man sie so sémmtlich zur Bestimmung der Bahnelemente verwenden. 
Fiir langere Zeitriume bewirkt aber die Anziehung der Planeten Abweichungen von der 
Kepler’schen Bewegung, die Stérungen. Diese Gréssen miissen offenbar an die 
Ephemeride vor Vergleichung mit den Beobachtungen angebracht werden. Man stellt 
sich also die Aufgabe wie folgt: Man sucht fiir einen gewissen Theil der Bahn 
(oder priciser gesagt fiir eine bestimmte Epoche) ein Elementensystem, 
welches die wirkliche Bewegung osculiren soll. Dasselbe soll also fiir den 
betreffenden Zeitpunkt den Ort und die heliocentrischen Geschwindigkeitscomponenten 
des Objectes strenge darstellen. 

Zu diesem Zwecke geht man von einem ftir die Osculationsepoche n&iherungsweise 
richtigen Systeme aus, und berechnet die Stérungen durch die Planeten. Man bringt 
dieselben dann an die Ephemeride an und vergleicht erst nachher mit den Beob- 
achtungen. Durch Ausgleichung mittelst der Methode der kleinsten Quadrate erhilt 
man dann das wahrscheinlichste, fiir die Osculationsepoche geltende Ele- 
mentensystem. 

Dieses Verfahren setzt voraus, dass das Ausgangselementensystem so angenihert ist, 
dass es die Stérungen vollstindig genau wiedergiebt. So lange es sich nur um Beob- 
achtungen einer Erscheinung handelt, ist dies im Allgemeinen leicht zu erreichen. Wenn 
aber Beobachtungen verschiedenen Umliufen angehéren, kénnen sich diesem Verfahren 
erhebliche Schwierigkeiten entgegenstellen. 

Nehmen wir an, dass es sich um die Beobachtungen zweier Erscheinungen handle. 
Man verfiigt iiber ein Elementensystem, welches die Beobachtungen einer Erscheinung 
ziemlich gut darstellt. Jetzt berechnet man die Stérungen fiir den Zeitraum, welcher 
die beiden Erscheinungen trennt und bringt die hieraus folgenden Correctionen an die 
Ephemeriden fiir die erste und zweite Erscheinung an. 

Mit Hiilfe der Gréssen: a — m und 0) — 0, verbessert man dann das urspriing- 
liche Elementensystem mittelst der Methode der kleinsten Quadrate. Zuweilen kénnen 
die Correctionen desselben so gross werden, dass sich eine Abinderung der Werthe fiir 
die Stérungen néthig macht. Dies kann besonders dann eintreten, wenn die Stérungen 
in dem Zeitraume zwischen beiden Erscheinungen betrachtlich waren, z B. in Folge 
starker Anniherung an Jupiter. In einem solchen Falle bleibt dann weiter nichts iibrig, 
als mit dem verbesserten Elementensysteme die Stérungen neu zu berechnen und dann 
die Ausgleichung von Neuem zu beginnen. 

Was dic Berechnung der Stérungen durch mechanische Quadraturen, ,die 
speciellen Stérungen“, wie man zu sagen pflegt, betrifft, so ist dieselbe im Principe 
sehr einfach. 

Wie in der ersten Vorlesung gezeigt, treten zu den Kraftcomponenten der Central- 
bewegung noch stérende Krafte hinzu, welche durch die Planeten bedingt sind und eine 
allmailige Abweichung des Objectes von der Kepler’schen Bewegung hervorbringen. 
Man kann nun entweder berechnen, um wieviel eine nach den Kepler’schen Gesetzen 
berechnete Coordinate von der wirklichen Coordinate abweicht (Coordinatenstérungen), 
oder aber man betrachtet die Variation der osculirenden Bahnelemente (Variation der 
Constanten). 


Man denkt sich also in diesem letzteren Falle alle Bahnelemente, welche die wirk- 
liche Bewegung osculiren, d. h. in jedem Zeitpunkte die heliocentrischen Coordinaten und 
Geschwindigkeitscomponenten des Objectes strenge darstellen, und verfolgt die Aende- 
rungen dieser Elemente mit der Zeit. Zur Berechnung der stérenden Krifte (welche 
auch den Ort des gestérten Objectes enthalten) wire, strenge genommen, bereits die 
Kenntniss der Stérungen néthig. Da jedoch die Massen der Planeten gegeniiber der 
Masse der Sonne sehr klein sind, so geniigt im Allgemeinen eine niherungsweise Kennt- 
niss der Coordinaten des gestérten Kérpers, um die stérenden Krifte mit hinreichender 
Genauigkeit zu berechnen. 

Die Methode der mechanischen Quadratur giebt nun immer im Voraus geniaherte 
Werthe fiir die Stérungen und also auch fiir den wahren Ort des gestérten Kérpers, 
so dass wir die stdrenden Krifte als bekannt voraussetzen kénnen. 

Die Differentialgleichungen fiir die Verinderung der Stérung in einer Coordinate 
oder in einem Bahnelemente nehmen dann die Form an: 

2 
= X oder at == 
wo (wenn man die stérenden Krifte kennt) X oder Y bekannte Gréssen sind. Hat man 
fiir einige Aquidistante Intervalle X oder Y berechnet, so kann man, wie aus den Vor- 
lesungen 94 und 95 iiber mechanische Quadratur folgt, X und Y nach Potenzen der 
Zeit (des Argumentes) entwickeln, wodurch sich durch Quadratur § oder y, nach Potenzen 
der Zeit entwickelt, ergiebt. Man kann also, von Intervall zu Intervall weitergehend, 
die Gréssen § oder 7 berechnen und so die Bewegung des Kérpers verfolgen. 

Wenn sich das Object einem Planeten, z. B. Jupiter, sehr nihert, so ist es zuweilen 
gerathen, diesen letzteren Kérper als Centralkérper zu betrachten, die Sonne und die 
iibrigen Planeten hingegen als stérende. Man berechnet dann fiir den Moment, in welchem 
man den Uebergang machen will, die jovicentrischen Coordinaten und Geschwindig- 
keitscomponenten und hieraus jovicentrische Osculationselemente, verfolgt dann wahrend 
einer gewissen Zeit die Bewegung um Jupiter und berechnet schliesslich, wenn sich der 
Kérper wieder von Jupiter entfernt hat, Osculationselemente beziiglich der Sonne, mit 
deren Hiilfe man dann die Bewegung weiter verfolgt. Laplace hat im vierten Bande 
seiner Mécanique Céleste eine Formel fiir den Radius der Wirkungssphire eines Planeten 
gegeben, d. h. fiir. den Grad der Anniherung eines Kérpers an einen Planeten, bei 
welchem es vortheilhaft ist, den Planeten als Centralkérper zu betrachten. 

Die definitiven Bahnbestimmungen gehéren zu den mihsamsten Arbeiten der 
Astronomie, allein wichtige Resultate belohnen die ermiidende Thitigkeit des Rechners. 

Die genaue rechnerische Verfolgung eines Objectes iiber lange Zeitriume hin con- 
trolirt die Grundlagen der ganzen classischen Astronomie. Zuniichst bilden derartige 
Untersuchungen eine Garantie fiir die Richtigkeit des Newton’schen Gravitations- 
gesetzes. So haben Asthen und Backlund nachgewiesen, dass der Encke’sche Komet 
in der Nahe seines Perihels Widerstandskraften begegnet. 

Auch beziiglich der Planetenmassen ergeben derartige Rechnungen wichtige Schliisse. 
Man setzt zu diesem Zwecke die von einem Planeten hervorgerufenen Elementenstérungen 
als der Masse desselben proportional voraus und fiihrt so in die Bedingungsgleichungen 
noch als Unbekannte die Correctionen der Planetenmassen ein. Auf diesem Wege er- 
hielt der uns leider so friih entrissene Hirdtl eine Jupitermasse, welche ziemlich 
merklich von den sonst gegebenen Werthen abweicht. Dieses bemerkenswerthe Resultat 
fand seine Bestitigung durch Newcomb’s grosse Arbeit iiber die Polyhymnia. — In 
abnlicher Weise hat man aus den Erscheinungen kleiner Planeten bei grosser Annihe- 
rung an die Erde die Sonnenparallaxe bestimmt, 
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So liefern die hier citirten und noch viele andere, verdienstvolle definitive 
Bahnbestimmungen wichtige Aufschliisse iiber die Fundamentalconstanten des Sonnen- 
systems. — : 

Nach diesen einleitenden Bemerkungen gehen wir zur Darstellung der verschiedenen 
Methoden iiber, mit deren Hiilfe sich die speciellen Stérungen berechnen lassen. 


Siebenundneunzigste Vorlesung. 


I. Eneke’s Methode zur Berechnung der speciellen Stérungen 
in den rechtwinkligen Coordinaten. 


Die einfachste Methode zur Berechnung der speciellen Stérungen ist die von Bond 
und unabhangig von diesem spater von Encke entdeckte, und in grésserem Umfange 
angewandte Methode der Stérungen in den rechtwinkligen Coordinaten. 

Man betrachtet die Bewegung in erster Annaherung als eine Kepler’sche und 
bestimmt die Abweichung der wirklichen Bahn von der ungestérten in den drei Coordi- 
naten. Seien also x, y® und g® die ungestérten, der Kepler’schen Bewegung ent- 
sprechenden Coordinaten, und &, 4 und § die Stérungen, so sind in jedem Augenblicke 
die drei rechtwinkligen Coordinaten 2, y und zg des Kérpers gegeben durch: 


a= ao + § 
yy ry 
ese + 


und folglich ist auch: 
GAG.) Gtx aeé 
diz dt? at? 
d2y dy? an 
dt dt? dt? 
PE Ade” ues 
de dt dl? 


Die elliptische Bewegung wird dann nach den ersten Vorlesungen von Abtheilung I 
durch die folgenden drei Differentialgleichungen zweiter Ordnung charakterisirt: 


Po ri fe m) x° elf 


dt? a 
2 40 Jp2 ) 49 

a ah ee eee | re 
dt? oo 

ep wl call) bans 

dt? Pe 


in denen k? die Gauss’sche Constante bedeutet, wobei : 


2 2 2 
ae es neh fal 
ist. 
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Denkt man sich jetzt als dritten Kérper einen stérenden Planeten, der sowohl auf 

die Sonne, wie auf den gestérten Planeten einwirkt, dann sind die Differentialgleichungen 
der gestérten Bewegung: 

dx . (1 + m)x 


dt? | rs ae 
dzy ke + om)y, 
a = 55 pena eee esce 5 CTL) 
Q2y 2 yy) 2 
ad? z EAT DE Big age 
dt? y3 
wobei: 
ily aoe 1 
xX = mi? (—" = =) 
Q rl 
lpaets 1 
NES EP: ee a ¥) 
Q” yl 
py Laie gl 
LL mike (—— — =) 
Q yl 


die nach den Coordinatenaxen zerlegten stérenden Krafte bezeichnen, so genommen, 
dass sie die relative Bewegung des Planeten um die Sonne bestimmen, wenn man sie 
nur an den gestérten Planeten angebracht denkt, und dabei ihre Richtung in der Art 
gewahlt ist, dass sie die Coordinaten vergréssern. Es bezeichnen also x, y, ¢ die wahren 
heliocentrischen Coordinaten des gestérten Planeten, x°, y°, 2° seine ungestérten Coordi- 
naten und #}, y}, z1 die heliocentrischen Coordinaten des stérenden Planeten. Mithin ist: 


Cte Cea (wt (e! 2)? 
pi oi -L yl ob at 


Durch Subtraction der beiden Gleichungssysteme (I) und (II) ergiebt sich unmittelbar: 


* 


ag 2 a Se 

re X + kh (1 + m) taeoe 4 

dn : 

sae Yt PO | Be ca ys tee IL) 
art {2° z | 

4S Z+kh(1 + m) a aa if 


Die Masse m des angezogenen Planeten oder Kometen ist dabei in den meisten 
Anwendungen auf unser Sonnensystem gleich Null. 

Mit der Aufstellung der dusserst einfachen Gleichungen (III) ist die Grundlage der 
Encke’schen Methode gegeben. Will man die stérende Einwirkung mehrerer an- 
ziehender Kérper beriicksichtigen, so tritt in denselben neben dem ersten Term noch ein 
aihnlicher mit m®, x®, y®, <®@ auf, u. s. w. 

Um die Methode anzuwenden, geht man von einem Osculationselementensysteme fiir 
eine bestimmte Epoche aus. Dasselbe muss die Beobachtungen in der Nihe einer 
gewissen Epoche (der Osculationsepoche) méglichst gut darstellen, mindestens iiber einen 
Zeitraum von einem bis drei Monaten. Man nimmt dann in der Mitte dieser Zeit eine 
Osculationsepoche an und setzt voraus, dass die Elemente fiir den betreffenden Zeit- 
moment die Coordinaten und Geschwindigkeitscomponenten des gestérten Kérpers strenge 
darstellen, oder die wirkliche Bewegung ,,osculiren‘*. 
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Da sich die Stérungen gewoéhnlich erst nach Monaten fiihlbar machen, so hat man 
in der Wahl der Osculationsepoche einen ziemlichen Spielraum. Nun geben die astro- 
nomischen Jahrbiicher die Coordinaten der Planeten (nebst mehr oder weniger zuver- 
lissigen Angaben iiber ihre Massen) fiir gewisse Intervalle, z B, von 20 zu 20 Tagen, 
von einem gewissen Datum ausgehend. Man ‘setzt also die Osculationsepoche fiir eimen 
dieser Tage fest und wahlt als Integrationsintervall 20 oder 40 Tage, um sich die Inter- 
polation der Planetencoordinaten zu ersparen. 

Gewohnlich gilt ein Intervall von 40 Tagen fiir die Berechnung der Stérungen fiir 
ausreichend. Im Falle grosser St6rungen muss man jedoch mit Intervallen von 20 Tagen 
oder noch weniger rechnen. Will man die Einwirkung mehrer Planeten beriicksichtigen, 
so muss man fiir alle dasselbe Integrationsintervall zu Grunde legen. MHierdurch geht 
dann aber ein grosser Theil der Kiirze, durch welche sich die Encke’sche Methode 
gegeniiber den beiden anderen, im Folgenden zu besprechenden Methoden der speciellen 
Stérungen auszeichnet, verloren. Auch aus anderen Griinden, die wir spater kennen 
lernen werden, ist man mehr und mehr davon abgekommen, die Encke’sche Methode 
fiir umfangreichere Arbeiten in unserem Sonnensysteme anzuwenden. 

Um so niitzlicher erweist sie sich, wenn es sich nur darum handelt, die Bewegung 
eines Objectes unseres Sonnensystems fiir einen kiirzeren Zeitraum, z. B. waihrend einer 
einzigen Opposition zu behandeln. Liner besonders hiufigen Anwendung erfreut sich 
die Encke’sche Methode in rechnerischen Untersuchungen iiber das drei Kérperproblem. 
Hier, wo. man noch obendrein die Bedingungen des Problems vereinfachen kann, indem 
man z B. die drei Kérper in eine Ebene legt, leistet die Encke’sche Methode zur 
Aufsuchung periodischer Lésungen, Behandlung von Stabilititsfragen u. s. w. ganz Ausser- 
ordentliches. Die rechtwinkligen Coordinaten, welche sie gleichzeitig giebt, erlauben 
unmittelbar eine graphische Darstellung der Bewegung. 

Der Anwendung der Encke’schen Methode geht naturgemiss die Berechnung der 
Coordinaten «1, y1 und z! des stérenden Kérpers fiir gewisse Epochen vorauss; Wenn es 
sich um Anwendung auf unser Sonnensystem handelt, pflegt man die rechtwinkligen 
Coordinaten auf die Ekliptik zu beziehen. 

In friiherer Zeit wurde die Encke’sche Methode, wie gesagt, édfter angewendet 
und man hat daher Sorge getragen, dem Bahnrechner soweit als méglich entgegen zu 
kommen. 

So enthilt die erste Publication der Astronomischen Gesellschaft die rechtwinkligen 
Eklipticalcoordinaten aller Planeten ausser Mercur von 1830 bis 1864. Dieselben stiitzen 
sich auf altere Tafeln der Planeten, so z B. fiir Jupiter auf Bouvard. Die sechste 
Publication der Astronomischen Gesellschaft enthilt die Coordinaten von Jupiter nach 
Bouvard von 1770 bis 1830. Von 1770 bis 1843 hat ferner M. Coniel die Jupiter- 
coordinaten nach Leverrier im Bulletin astronomique gegeben. . Endlich hat Méller 
in den Astronomischen Nachrichten die, Coordinaten Jupiters von 1843 bis 1878 nach 
Leverrier berechnet. Fiir die Gegenwart ist man gendthigt, sich die Coordinaten der 
stérenden Massen selbst zu berechnen. Die Astronomischen Jahrbiicher geben jedoch 
fiir gewisse Tage im Jahre die heliocentrischen Eklipticaleoordinaten der Planeten: 
nimlich die Linge 1, die Breite b und den Radiusvector r. 


Man hat dann ganz einfach: 


xi = r1 cos b! cos Vi 
yi = r} cos b! sin 1) 
pe Ra VND, UC 


Diese Angaben beziehen sich auf das mittlere Aequinoctium des Anfanges eines 
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Jahrzehnts, so dass man im Allgemeinen beim Uebergange aus einem Jahre in das andere 
das Coordinatensystem nicht zu wechseln braucht. 

Man rechnet dann die Bahnelemente des gestérten Kérpers auf den Anfang des 
betreffenden Jahrzehnts um, auf den sich auch die Planetencoordinaten bezichen. Hier- 
auf rechnet man mit den so umgeformten Bahnelementen die rechtwinkligen Ekliptical- 
coordinaten x°, y°, zo des Objectes nach den Formeln: 


oe = ra sin (A + @ 4+ v°) 

yo = 7d sin (B + w + v°) 

2 = r¢ sin (@ + v°), 

worin indess die Gréssen a, b, ¢ und A, B nicht die eigentlichen Gauss’schen Constanten 
reprisentiren, sondern durch die Formeln: 


a sin A = cos 8 
a cos A = — sin 83 cos i 
b sin B= sin 88 
b cos B = cos && cos i 
Cc = Sin. % 


gegeben sind. 
Die Gréssen #°, y°® und 2° berechnet man fiir dieselben Epochen, fiir welche die 


Coordinaten des stérenden Kérpers gegeben sind. 


Nach diesen Vorbereitungen kann man nun daran gehen, aus den Gleichungen 
(IJ) die Gréssen §, 4 und € durch mechanische Quadraturen zu ermitteln. Ueber das 
diesbeziigliche Verfahren schicken wir zunichst einige allgemeine Bemerkungen voraus, 
um sodann die rechnerische Zurichtung, durch welche Encke die Auflésung der 
Gleichungen (III) durch eine Tafel wesentlich erleichtert hat, in Encke’s Original- 
darstellung anzuschliessen. 

In den rechten Seiten der Gleichungen (III), die man zu dem genannten Zwecke 
als bekannt voraussetzen muss, treten ja die wahren Coordinaten a, y und z des gestérten 


K6rpers auf. 


Man miisste also schon & 4 und € kennen, um 


Cet ae 
eae Nee lt 
B= 29 =e G 


berechnen zu kénnen. In den ersten Gliedern der fechten Seite der Gleichungen (11) 
hat dies weniger zu bedeuten. Diese Glieder sind wegen des Factors m (der Masse 
des stérenden Kérpers) immer sehr klein und es wiirde daher zu ihrer Berechnung 
schon eine ganz rohe Kenntniss von §, y und € geniigen. Man nennt diese, fiir 
Anwendungen auf unser Sonnensystem leichter zu berechnenden Glieder die ,directen 
Glieder*. 

Gréssere Bedeutung haben die zweiten Glieder auf der rechten Seite der Glei- 
chungen (III), welche als Factor die Sonnenmasse enthalten. Dieselben sind bei den 
gewohnlichen Anwendungen weit grésser als die ersten und miissen daher mit genaueren 
Werthen von §, 7 und § berechnet werden. Man nennt diese Glieder die ,indirecten 
Glieder®. 

Nehmen wir im Hinblick auf die vorausgehenden Darstellungen der mechanischen 
Quadratur an, dass sich die mechanische Quadratur bereits im Gange befinde, so ist 


allgemein: 
Klinkerfues, Theoretische Astronomie, 71 
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me + io 
| \oae = @|¥ tS CR a ali f(a + ie) — ae "(a + + io)...| 
and in PisleaenGor Falle f Cee gleich: 
aE diy \d2¢ 
at” dt? dt 


Man behalt nun als Variable nicht die Zeit (gemessen in mittleren Sonnentagen) 
bei, sondern nimmt als Zeiteinheit das Intervall, z. B. o mittlere Sonnentage an, hat 


also allgemein: 
t = no + const. 
oder: 
Cit 2 COL 
und somit: 


a+iw 
||ree +- const.) dn? = "f(a + iw) + i (a + iw) — 


Man berechnet also: 


a “(a + io). 


dn ae 
und integrirt diese letztere Grosse. 
Zu diesem Zwecke braucht man nur in den Gleichungen (III) ko an Stelle von k 
oder k?@? an Stelle von k? zu setzen. 
Die Grundgleichungen werden dann: 


i 2 692 m1 a) — & zt | | 2 x | 

ant om o pe | 2 oo + mi | 

ON 94 Gage Ue ga : fyo oy 
data alae an ae ae Phe 4 “+ (IV) 
ag ee ae 7 Z| 

Se ; + hk a2(1 + me scl 

dn? | o 7) i pla 


und auf diese Gleichungen, in denen die Zeiteimheit mit dem Intervalle identisch ist, 
hat man einfach nun die Formel: 


at+io 
1" : 1 le 
[F@o)an = S(a + i) 4 DEAG a) 540 1 (a + io) 
aé d2n adzé ; 
anzuwenden, wobei f(a + io) beziehungsweise gleich aan 4 oder ant ist. 


Wenn sich die mechanische Quadratur bereits im Gange befindet, so ist iiber die 
Anwendung der Gleichungen (IV) nicht viel zu sagen. Man sieht aus denselben, dass man 
E(a + iw) angenihert bereits kennen muss, um den strengen Werth von &, 4 und € 
durch die doppelte Summirung zu erhalten. Bei derartigen Rechnungen ist es indess 
fast immer leicht, die Werthe von €, 7 und € mit hinreichender Genauigkeit im Voraus 
m schitzen. Zu Anfang einer mechanischen Quadratur sind die Anfangswerthe der 
ersten und zweiten Summenreihe unbekannt, sowie die Stérungen. 

Man setzt dann in erster Naherung die Stérungen gleich Null und berechnet unter 
dieser Voraussetzung die Werthe von: 

ae dn 
dt? dt dt?’ 


etwa zwei Intervalle vor und zwei Intervalle nach der Osculation. 
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Fallt die Osculationsepoche mit einer der Epochen fiir die Differentialquotienten 
(a) zusammen, so bestimmt man die aie der Summenreihen nach den Formeln: 


1O = = /Ot al O — eal: 
‘ 1 1 Spe tea ee NONE ree 
De 8) —— —— F(ab a5 f (a): = 720 (a) ate 60 4807 (a) . 
Die Quadratur vollzieht sich dann nach der Formel: 
a+io 
[[r@aw = Yet io + 5 Sy Gee) aa "(a + io) 


a 


+ ee + iw)... 


Fallt hingegen die Osculationsepoche in die Mitte zwischen zwei Epochen a — @ und a, 
fiir welche man die Differentialquotienten berechnet hat, so wendet man die Formeln an: 


W 1 » il) ¢ aa) oir 
F(a) =a f(a @) 5760 | [27 (a a0) of (a)] 


367 iv PAL 
hs 967 680 hey GO) 2) f(a) «,.- 


1 1 1 17 1 367 : 1 
If Aas Pe tas Dt | WW a nary 
f(a 3} co) ae 94 A (a 5) 0) | 5760 f (a 9 0) 967 680 ie (a D) 0) 248 


a 


eect 92D 
| [r@paw = = "f(a + io) IED) 5 f(a + iw) — ao "(a + ia). 


Sind fiir die ersten Intervalle verbesserte Werthe von &, 4 und € bestimmt, so 
kann man mit denselben die Differentialquotienten noch einmal berechnen und so noch 
genauere Werthe fiir die Stérungen ableiten. 

Gewohnlich aber geniigt es bei der Berechnung der Differentialquotienten fiir die 
ersten Intervalle die Stérungen gleich Null zu setzen. Sowie eine gewisse Anzahl Werthe 
von &, 4 und € erhalten werden, bildet man ihre Differenzreihen, um sich* vor Fehlern 
bei Anwendung der mechanischen Quadratur zu sichern. Es ist stets zu empfehlen, sich 
durch Bildung der Differentialquotienten davon zu iiberzeugen, dass die Werthe von & 
und 2 fiir die Osculationsepoche wirklich gleich Null sind, damit nicht gleich in 
der Grundlage der mechanischen Quadratur ein Irrthum bestehen bleibt. 

Nach diesen allgemein orientirenden Bemerkungen gehen wir dazu iiber, die Grund- 
gleichungen (III) rechnerisch so umzuformen, dass ihre Integration durch Anwendung 
einer Tafel erleichtert wird. Wir folgen dabei der Originaldarstellung von Encke; 
indem wir zunichst die Regeln der mechanischen Quadratur mit Encke in Kiirze dahin 
misammenfassen, wie sie bei Anwendung auf den vorliegenden Fall des Gleichungs- 
systems (III) oder (IV) gebraucht werden. 

bl 


Soll Jaa | f(x)dx« gefunden werden, so bestimmt man fiir verschiedene Werthe 
b 


von 2, die eine arithmetische Reihe erster Ordnung bilden, die numerischen Werthe von: 
f(a), fla+o), flat 2a)... f(a + no). 
Das gewihlte Intervall @ darf nicht zu gross sein, um keine allzu miihsame Verbesserung 
der spiiter vorzunehmenden Summation néthig zu machen, aber auch nicht zu klein, damit 
(ale 


— oe 


man nicht zu viele Werthe zu berechnen hat. Die Grenzen b und b! miissen innerhalb 
aund a-+ n@ liegen. Doch ist es nicht néthig, dass sie mit emem der berechneten 
Werthe zusammenfallen. Da aus den auf einander folgenden Werthen /(a) bis f(a +” @) 
irgend ein Werth durch Interpolation gefunden werden kann, der dem f (b) oder f(b!) 
entspricht, und eben dasselbe auch bei allen aus der Reihe f(a) bis f(a + n@) ab- 
geleiteten Werthen, sofern sie fiir eines der Argumente a bis a + nq@ gelten, statt- 
findet, so wird man immer den Anfangswerth oder Endwerth des Integrals durch Inter- 
polation finden kénnen, wenn man ihn fiir mehrere der Argumente a bis a + n@ hat. 
Indessen wird man auch bei der Auswahl der Werthe a bis a + n@ es so einrichten 
kénnen, dass einer oder ein Mittel aus zweien mit den Grenzen iibereinkommen. Hier 
werden wir deshalb annehmen, dass die Anfangsgrenze auf a@ +- - @ trifft, die Endgrenze 


- 


auf a + i@ oder a + (i + 5) 00. 


Fiir die Integration bedarf man der ersten, zweiten etc. Differenzen der Gréssen 
f(a), f(a + o) ete. Werde die nte Differenz durch f} bezcichnet, analog den Differen- 
tialquotienten, und werde, um anzugeben, zu welcher Stelle sie gehért, das Mittel der 
beiden Argumentenwerthe, aus deren Differenzen sie hervorgeht, dem fo hinzugefiigt, so 
dass also: ; 


f(a + @) —f (a) = fo ree : 2) 
Jo (a ey 7°) atk (« ah 5°) = fi (a + o) 


» 
fi (a+ 2a) — fp (a + @) = fo (a 4 ~ @) ete. 
0 AUIS 0 \ 5) ’ 


so wird sich das folgende Schema bilden: 


Argument Function I. Ditferenz Il. Differenz Ill. Ditferenz 
| n( : 

CAS acs Ah ae F(a) : (« wg 5 o) | fo (4) W(« es = »). ie 
Oa ne sbeinl -c f(a + o) 3 | ti (a + @) | 

digs (a ++») 06 A (a + So). 
at2oe... | f@ + 2o) 5 SiG + 2w) || 5 

f(a +5) rii(a + So) 
a+ 3o... f(a + 3) fo (@ + 30) 7 


Ebenso bedarf man aber auch der summirten Reihen fiir die Integration. Man 
bezeichne die erste summirte Reihe analog den Differenzen durch 'f,, mit Hinzufiigung 
eines Argumentes in demselben Sinne wie bei den Differenzen, so dass also: 


fato+h(at+Fe) =h%(a+ 50) 


"Fo (a) A. Tf (« a o) Sf, a ateea) 


“(a + @) + % (a a ) = 8a), 


weil niimlich: 


ty (a + 20) — "fy (a+ @) = Yo (a +7), 


so wird sich ein zweites Schema bilden: 
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Argument Function I. summirte Reihe | Il. summirte Reihe 
(Oh oe 6. %o" Saaoaene f(a) rf, (« a wb v) ae. (a) 
2 
Cat tO Mae! 3. . f(a + wo) 3 "fy (a + w) 
ah (« + a ») , 
a+t2o0... ff @ + 2) 1 ( i 5 ) "fy (a + 20) --- 
to ( a —— 
aot hf 30) % BE (aq 413 @) ve 


Es bedarf dabei jede summirte Reihe eines Anfangswerthes fiir irgend cin 
Argument, ihnlich wie das Integral einer Constante bedarf. 

Mit Hiilfe dieser beiden Schemata lisst sich das einfache und doppelte Integral 
von f(#) durch mechanische Quadratur folgendermaassen bestimmen: 


1 
Es sei die Anfangsgrenze a + ay die Endgrenze a + (i ao 5) @. Man setze 
in der ersten summirten Reihe: 
ae 1 Le er 1 
C= het 3°) + seo («+ Ze) 


an die Stelle von ‘fy ( + 5°) oder: 


1 
= f(a + 5), 


und in der zweiten summirten Reihe den Werth: 


1 7 TI WT 
C, = 94. i (a @) 5760 [2fo (a os @) ae fo (a) | a 
an die Stelle von "/) (a) oder: 
C, = “fo (a); 
und bilde damit die Tafel beliebig weit fortgesetzt: 
Argument Function I. summirte Reihe | II. summirte Reihe 
Ci)! 1S Ca f@ Gy (a a e v) Ce ate (@) 
Peon Sf tw) 3 "f(a + «) 
fol a + oO w) 
at2w..., f(a + 2) 5 "fy (a + 2 w) 
ee a ) 
a+ 30... f(a + 30) ms "fy (a + 3) 


—, 
a 
faa 
= 
& 
Ss 
oF 
iach 
— 
+ 
LEN 
a 
bol 
se 
Ss 
——— 
+ 

bo 
> 
Se 
Kgeoreaca 
= 
a 
ea 
a 
po| 
SSE 
& 
————) 


und das Doppelintegral: 
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a+(it+s)o 
| 224 Baas AS (Yola + io) + "hala + @ + 1) @}) 
chat — fa + 10) + fla + @ + 1) @}} 
+ agg WF 10) + [a+ G+ Dalle 


Bliebe dagegen zwar die Anfangsgrenze, aber anderte sich die Endgrenze in 
a + 1, so wiirde: 
a+iw 


fone (+5 
ose let (i+ 5 


oe i [a “ (: a 7) 0 he « i (i Ls x) |} a 


und das Doppelintegral: 


a+io 

: 1 1 

de | fede = 0 [h(a + 10) + GMa + 10) — gy f(a + io} 
at zo 


Bei der Integration der hier vorkommenden Gréssen ist die Zeit das Argument. 
Wird deshalb das Doppelintegral bis zur Zeit a + i verlangt, so werden fiir dieselbe 
Zeit die Functionen "f(a + iw), f(a + iw), fo'(a + i) gebildet werden miissen, 
wobei namentlich: ae 


f(a + io) = SS, 


wenn die erste Differentialgleichung als Beispiel gewahlt wird, eine Grésse, welche die 
Kenntniss von &, 7, § schon verlangt. Indessen wenn keine ausserordentlichen Falle vor- 


1 1 
kommen, so werden die Briiche 19 und — 340” mit welchen in Ausdriicke des Inte- 


grals f (a + i@) und f.'(a + i@) multiplicirt sind, eine falsche Annahme fiir diese Werthe 
nur in geringem Maasse einwirken lassen. Man wird, wenn man bis zu f[a + (é@—1) @| 
die Rechnung strenge durchgefiihrt hat, aus dem Gange dieser Function bis zur Zeit 
a + (i — 1) @, einen nicht ganz unsicheren Schluss auf ihren Werth f (a + 7) machen 


ote ; : : 
kénnen, und der Factor 1) wird wesentlich beitragen, den Irrthum zu verringern. Noch 


mehr findet dieses bei fo'(a + i) statt. Der Werth aber, von dem hauptsichlich das 
Doppelintegral abhingt, "f)(a + io), ist an sich schon durch die friiheren Rechnungen 
bis zur Zeit a + (i — 1) @ gegeben, weil: 


“fo(a + iw) = "fla + (i 7 1) @] + ol a Ss (i- >) 0 
="hla+ @— 1) 0} + %lat+ (@—F) 0] +F la + @—1) o} 


Hat man also alle Gréssen bis zu f [a + (i — 1) @]| strenge gegeben, so hat man 
es in seiner Gewalt, fiir / (a + i@) einen so geniherten Schitzungswerth zu erhalten, 
dass man mit Sicherheit hoffen darf, wenn man diesen Niherungswerth verwendet, um 
die rechte Seite der Gleichungen numerisch zu berechnen, es werde eine kurze, indirecte 


ss 
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Rechnung zum Ziele fiihren. Mit dem Naherungswerthe fiihrt man die Integration aus, 
und mit dem geniherten Integral berechnet man die Correctionen, welche in || Suda? 


vorkommen, um die genaueren Werthe des Integrals zur Berechnung des zweiten Differential- 
quotienten zu erhalten. Man schreitet auf diese Weise von Intervall zu Intervall vor. 
Aus f [a + (@ — 1) @| findet man f (a + io), aus diesem f[a + (i + 1) m] us. w. 

Fiir den Anfang der Rechnung, d. h. fiir f(a) und f(a + @) nimmt man szuerst 
& 7, € = 0 und findet daraus f(a) und f(a + @) genihert, woraus sich C,, C, und 
CO, + C, ergeben. Die Integrationsformel, auf diese fiinf Werthe angewandt, giebt dann 
die Gréssen f(a) und f(a + @) strenge, und von diesem Anfange an schreitet dann die 
Rechnung in ganz gleichmiassiger Weise fort. 

Die erste Rechnungsform, die hier vorgeschlagen werden kann, wird sich deshalb 
so aufstellen lassen. 

In dem Ausdrucke von X, Y, Z vernachliassigt man einstweilen den Betrag der 
Stérungen, welche bei dem gestérten Planeten x° in x verwandeln und da 2’, y’, 2’ strenge 
bekannt sind, ebenso auch #°, y°, z° fiir jede beliebige Zeit angegeben werden kénnen, 


so wird man: 
bt 


xe’ — 0? x! 
Se Ady AG 
xX = m k? ee RE 
0° Y 
/ 0 ! 
Yr y 
gel ole) RAS See es 
ek ; 5 
e° pe 
het BA) 0 U 
Zam 
03 ,3 
Q Uaele 


wobel: 


O22 (a! wn)? a (y' y)? ae (¢ —— g)2 
fiir alle Zeiten a,a + @, a+ 20,...a@-+ no berechnen kénnen. Der Fehler, der 
aus der Substitution von «° statt « entsteht, ist in der That bei diesen Kriften ungemein 
gering, da er von der zweiten Potenz der Massen herriihrt. 
Fiir den zweiten Theil der Gleichungen (5): 


3 
ro pT Yr ro 
see : : ae go yp et) 

kann man, wenn &,7,€ klein sind, das erste Differential der Gréssen —, +; 


DY 


yo 0” 


fiihren. Es wird: 


LT ait gee Nate 3 ie do 
a ! 2 
r3 yon oe yo 
A Ee RY Os ek are 
y3 yo” Pe Pk 
Bee ie ig 3 2° 3, 
Tg oe 
fe oO 
ro r? r? 
wenn: 
A) 0 20 
x y za 
One — 14 
708 3 yo n + ro £} 


und folglich: 
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9 14 3. Hee k2 (1 + m) 
k2 (1 + m) Ca o= 7) mae & 7) Ore tae Ss 
Yr yl 
9 y° y 2 y° k2 (1 a me 
79 yo 
8 0 2 m 
0+ 9) (jG 
yo” ie Y rie 


Die Gleichungen werden folglich, sobald man auf dem oben angezeigten Wege 
einen Niherungswerth fiir §, 9, € erhalten hat, er mége mit &, m, & bezeichnet werden, 
in der folgenden Ordnung in Anwendung kommen. Zuerst berechnet man: 

‘ y° 20 
pal ee ey ee oo! 
ne 70 &) ne yo No 5 yo 


bo, 


findet damit: 


dt? 0° yo , 
a? 9 Vee y! Kea (heey 7 oe 
Ht = m' Ih? ( = 773) | ( : ) (3 z 6? 1%) 
0° ro 
ad? & _ feat ee a k2 (1 m) /, 2 « 
d 2 = er (eee rier i) a s (3 Fa dr? — tv) 
Q' yY 


und durch Anwendung der Integralformeln auf diese Zahlen ein Integral §&,, 4, &,; 
welches zuverlissig schon niher der Wahrheit kommt als &, 7) und §). Eine Wieder- 
holung derselben Operation wird die genauen Werthe & 4, € geben, wenn man &, m,, §| 
statt &, mM, & einfiihrt. 

Man kann auf diese Weise durch alle Intervalle @ bis a+ n@ dié’ Rechnung 
durchfiihren. Allein die strengste Genauigkeit wird man dabei nicht erreichen. Denn 
einmal sind die Gréssen X, Y, Z nicht streng richtig, weil €, 4, § bei ihnen vernach- 
lassigt sind. Dann aber wird bei grésseren & 7, € das erste Glied in der Entwickelung 

x? a y? Gina” 
3 ys? 3 ry’ 3 


zg 3 : 
yon 3» hicht mehr ausreichen. Wollte man deshalb auch 
r 


79 
die ganze Rechnung noch einmal durchmachen fiir alle Intervalle, und mit den jeden- 
falls sehr geniiherten & 4, € die Werthe fiir X, Y, Z verbessern, so wiirde man doch 
wegen der nicht vollstiindigen Strenge der Annahme, dass: 


yo ro 
Yo y ale 1 
—_— a 3 Sai 0 r— Y) — 
0? r3 0 0” 
Uh iff 
20 Dy 20 A all 
Z Zz eee 
—~-4=(356r-8)- 
0° ro yp? 3 
Yr fe 


die ganz strengen Werthe nicht erreichen. 
Den ersten Mangel, dass die Werthe von X, Y, Z wegen der vernachlassigten 


& 9, € nicht genau sind, kann man dadurch beseitigen, dass man die Werthe von X, Y,Z- 


nicht auf einmal fiir alle Intervalle berechnet, sondern bei ihnen ebenso wie bei den 
aE dy ae 
at?’ ai?’ dt 


Daten fiir immer yon Intervall zu Intervall fortschreitet und jedesmal 


: i a 
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in X, Y, Z die ersten genaherten Werthe &, %, & einfiihrt. Bei diesen Kraften werden 
die genaiherten Werthe véllig ausreichen, weil der Factor m’ in unserem Sonnensysteme 
immer kleiner als 0,001, bei einer etwas sorgfaltigen Beriicksichtigung der Mittel, die 
man hat, gleich zuerst der Wahrheit sich zu nahern, den etwaigen Mangel véllig un- 
merklich macht. Man fiigt folglich den im Voraus berechneten Werthen von 2°, y°, 2° 
jedesmal das zum niachsten Intervalle gehérige &, 7, € hinzu. Die Rechnung wird 
dadurch allerdings weniger angenehm, aber man hat auch den Vortheil, eine vdllige 
Strenge zu erreichen. 

Der zweite Mangel wiirde sich beseitigen lassen, wenn man statt der Differential- 
formel die eigentliche Form:. 

: Gis xv y? y 2° g 
ee 3? 0° ps? 3 3 

beibehielte. Diese Art der Ermittelung der numerischen Werthe wiirde indessen sowohl - 
ungenau, durch die Differenz zweier nicht sehr verschiedenen Gréssen zur Erhaltung 
eines kleinen Werthes, als auch wegen der nachherigen Einfiihrung der verbesserten 
Werthe von &, %, € zu weitliufig sein. Kine bequeme und nicht sehr ausgedehnte 
Tafel wird diesen Mangel véllig beseitigen. Schreibt man. namlich: 


k2 (1 +m(¥ yj ete (2-5) 
#2 (1 + m) (4 eS 4) ie eer" (( 2 a fp 


: a : ee 
so lasst sich 1 — — durch eine Tafel streng finden, ohne dass die Kinfiihrung ver- 
; r 


| 
| 
| 
| 


UL 
z 


besserter Werthe fiir &, y), & eine zu grosse Weitliufigkeit machte. Denn da: 


a ae + 2 & + 2y°n + 229 + &2 -{- n? -+- 62, 


so wird: 
» : 1 1] i 
; P+ Zeet(mtzrnt(tesye 
et + 8 2 2 2 y 
7 oad . po” 
Sei: 
1 1 1 
at ae | otras 
ee ey 4 ea, 
r? ro 7? 
so wird: 
y2 
x 
3 
ro . =! , 3a.D Rigid SoD ta® 
a — oaed EES ity) eg ae EN, fee 
at ew) Tt area Sey Mr a acy me 


Setzt man daher: 


5 5.7 5.7.9 
== . ee Ss a eS ET i 
oe! (2 aitog’—a3 4! | 
80 wird: 
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1—G=fa 
oi ea: Sk ee 
vata) B82 fed 


.0 
auf welche Weise das Glied fq den durch Differentiation erhaltenen Factor 3 Zs 


streng ersetzt. 

Die dazu néthige Tafel fiir f mit dem Argumente q ist in der Ausdehnung von 
— 0,030 bis +-0,030 auf sieben Decimalen im Logarithmus berechnet und als Tafel XVII 
im Anhange aufgenommen. Wahrscheinlich wird diese Ausdehnung fiir alle Fille 
geniigen. Denn da q nahe dem Incremente des hyperbolischen Logarithmus von r 
durch die Stérungen gleich ist, so wird dem Werthe von g = 0,030, bei dem mittleren 
Werthe des r fiir die kleinen Planeten etwa 0,08 in der Stérung des Radius vector 
entsprechen, die wohl zunichst nicht eintreffen wird. Die Tafel ist iibrigens nicht 
unmittelbar nach der Reihe, sondern nach dem durch die Entwickelung nach einem 
Kettenbruche erhaltenen Naherungswerthe berechnet: 


Pe: Je ces 
— ye. 
Ware Ca 52 
bei welchem der Fehler im nachsten Gliede der Reihenentwickelung 3 < — a qi 


betragt und hier keinen merklichen Einfluss mehr dussern kann. Die Formel, nach der 
die f-Tafel gerechnet, ist also folgende: 


5 5.7 5.7.9 Nee ho lllt 
pea Ae os Sa Pr) es 3 4 os 
Be eet aR mm on a. , 
wobei: 
if 1 1 

a> & Yr _N Dames, 

Nee 2 § 2 a iF 2 é. 
yr? yr? yo 


Stellt man hiernach die strenge Berechnung der Stérungen zusammen, so wird sie 
die folgende sein: 

Fiir die verschiedenen Intervalle a, a + @, a+ 2@,a-+ 3@,...(a+ no) be- 
rechnet man die elliptischen Coordinaten 2°, y°, 2°, r°, sowie die des stérenden Planeten 
a’, y', 2, r. Man bildet dann fiir den niachsten Ort nach dem schon berechneten 


wo + £0 y9 + 7°, 29 + £9, sowie x? + z 8 y® + on go a0 und berechnet mit 


diesen Werthen zuerst: 


WK 
| 
S 
> 
wo 
——_—-.  —,. 
< 
| 
= : 
Oo 
| 
3 
ce) 
Ss 
Noe oee) Nee ee 


N 
I 
S 
S 
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°° — (a! Se £0)2 aL (y' — y? — n°)? + (2 rors G92. 
Bei diesen Werthen braucht man nur die einfache Zahl in der zweiten summirten Reihe 


za nehmen, oder hédchstens, wenn man von a + (i —1)@ auf a + iw iibergeht, 
die Zahl: 


(bia) + oslo + G—1) 0} 


Man bedarf namlich gewohnlich hier nur bei §, 4°, €° der Werthe bis auf fiinf Deci- 
malen, und wenn man die Stérungen selbst bis zur siebenten Decimale berechnet, so 
wird bei schicklich gewihltem Intervalle @ die Correction von "f)(a-+-i@) nur auf die 
sechste und siebente Decimale fallen. Ebenso bildet man aus den Bee einander is 


den Zahlen x° und &, y® und 7°, 29 und €° die Werthe a + + é > yi + 


1 : ; : 
Ze a €% Auch diese werden keiner spateren Verbesserungen bediirfen. Man be- 


+ 


rechnet dann: 


1 1 
efoto Mt OE 
a a rae eel 
7° 7° 7° 
wobei man nach dem Gange der Functionen f(a + no) bis zu n —i—1 hin, oder 


PE Gy dé 
dt?’ dt?’ dt? 
Werthe zu ermitteln gesucht hat, nimmt aus der Tafel den zugehérigen Werth von f 
und erhilt damit die Werthe: 


der Gréssen fiir die Multiplicatoren §°, 9°, €° die méglichst geniherten 


mL + m) [eg wll Bare 

ene +e) —slao. ID 

k2 (1 + m) s d2 

mee ee +1) —2'} =0- are 

eet at 
a 


Die Summe dieser Gréssen mit X, Y, Z giebt die zuverlissig schon sehr geniherten 
PE @yn at 

dt? * dit? di’ 
Grésse erhaltene Doppelintegral: 


uN . 1 . 
o(@@ + to) + f@ + ta) — a 0 (a + io) 


Werthe von oder die Grésse f(a + io). Das vermittelst dieser 


wird schon bei der ersten Wiederholung die der Wahrheit véllig oder so gut wie vdllig 
entsprechenden Werthe § 7, geben, mit denen man die Rechnung von g an wieder- 
holt und dann keine merkliche Aenderung mehr finden wird. 

Die Anordnung der Rechnung, welche Encke am bequemsten scheint, ist die folgende. 
Auf zwei neben einander stehenden Seiten werden, nachdem 2°, y°, 2°, 7°; x’, y/, 2, 1 
berechnet, in einer verticalen Spalte unter einander geschrieben: 
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il, 10, I I 
t a+io wo+titio t | atiw a+tio 
' 
0 1 lOgeze— 2 FqV2 
2 Gare es, : 
s log - | log a : 
= = Z ; 7° cos faa 
co | cos e : 
y — ws - | log ioe | ? 
7° 1 | . 
Toes te | f 4% 
0 log 0 cand log g ce 
- | be log ¢: i Fi 
¢ log 4 ley me | log 
Bi 2 / 
eae Pe, Petites Q log ile rs a 
log (ea; 2°) coouR Stig oy Pea Tey a 
2 log Cay a — a ; oe 
(alee : log m* —= log (f qx — &) 
log (y" ae gi log © a log (fay — 1") 
x i log —m = log (fqz—&) 
2? ya) 0 = £0 ! = = 
log (2+ 5 2) BEE 5° A B oder C xe 
log r 7” pie 
‘ ou ies Bee 
y? + = 7° log m 5 ee ee 
Ay! oe 2 n° Q ys 
2 U 
oy ax? -- £ a log — m° A gp &Y 
; dt? 
j fe B oder C Bee 
y ‘ é 
y yp ta i a 
log m°® : Pe d?C 
at q dt? 
é log q Pee at 
y 20 0 ce og m Fe \| - ‘ 
: eae log f ie ae owe 
Wee fae ee B oder C dt 
log (a! — x) log (F - wet 
log (y’ — y) log «® + £ log X° dt 
{ cos \ log y° + 7° (koe VEO 9 Ge G 
109 | sin J log 2° + ¢° log Z° "ae 
: 3 ; poe COs : 
In diesen Columnen bedarf nur der Erklirung 1) die Bezeichnung log | ay: Sie 


soll ausdriicken, dass, wenn man z. B. zur Erhaltung von V[(a’ — aw)? + (y' — y)?| den 


: "— ¢ A cos 
Quotienten ; ; = tgy setzt, an die Stelle von log Le entweder der log cos oder 
der log sin gesetzt werden soll, immer der log der Function, welche den gréssten Werth 
hat und daher sich am leichtesten interpoliren lisst, um entweder durch den Bruch 

, U 

Z ; * oder % Z 
siny 

Grésse m? “Wenn man die Stérungen in Einheiten der siebenten Decimale haben will, 
so wird logm? = 3,4711629 + logm' + 2logm, wo der erste Logarithmus #2: in Ein- 
heiten der siebenten Decimale ist, und bei @ als Einheit der Tag zu nehmen ist. Es 
wird vortheilhaft sein, da das Doppelintegral {de f(«)d«@ eine Multiplication mit o? 


ag 


dt? 


den Werth der Quadratwurzel zu erhalten; 2) die eingefiihrte 


verlangt, sogleich w? - anzusetzen, um nachher nicht néthig zu haben, "f(a + io) 


mit @? zu multipliciren; 3) die Bezeichnung B oder C. Es bezieht sich diese auf die 


573 


Gauss’schen Logarithmen, da je nachdem die Summe der Zahlen, deren Logarithmen 
man yor sich hat, zu nehmen ist, oder die Differenz, eine von diesen Gréssen mit 
dem grésseren Logarithmus zu verbinden ist; 4) die Einfiihrung des Factors ? in 
k2 (1 + m) ag 
9 i. at? 
am vortheilhaftesten angesetzt wird. 
Wenn die erste Rechnung durchgefiihrt ist, so verbessert man die unter II. auf- 
gefiihrte Columne vermittelst der jetzt genauer zu erhaltenden Werthe von &), 7%, ), bei 


1 1 1 
0 SO 0, ee a0. oH 0. es 
eg git te at 


lo @? erklirt sich aus dem unter 2) bemerkten Umstande, dass a? 


0 


-~ mit seinem friiheren Werthe bei- 


welchen indessen 4 5 = 


2 2 
r° 


Pa 
Die Werthe in der Colimne I. bediirfen simmtlich keiner 


ra) 
behalten werden kann. 
weiteren Verbesserung. 
Ein kleines numerisches Beispiel werde hier hinzugefiigt, da die Kiirze der 
Operation, verbunden mit vollstiindiger Schirfe, doch nur bei einer solchen Anwendung 
hervortritt. : 
Fiir die Elemente der Vesta: 


JL = SEO) 
y ro ral h 7 PARC, 
mw. — 2299 51 50"8 | 1853. Sept. 11. 0® M. Par. Zt: 
wo == 950° 14! ae 
M. Aeq. 1810 
3° —= 1020 47! 141 ee 
(ee ee Oe GLAD 
Giese oe OD 48'%s 
ie 91164529 
und das Intervall « — 42 Tagen waren die Stérungswerthe bis 1855. Oct. 28. so ge- 
funden worden: 
F(a te) Ifo (at o)|"f, (at to) f (ato) |'fy(a+ to) "fy(atew)| f(a +70) fy (a+ co) "fy(a+éo) 
ae dé ' og Un dn et dt i 
2 ual g ok | (4920 ea pie ¢ 
peek alan Ty (42 at) ©) ae at (4 a) () 4. ae (42 7 © 
o. 5. = 697,0 | _ go4.g | +7305,3 | — 346,5 | 4 guyz y | +194474) +1483 | 4 1497 | —1211,47 
ae seg (et 5 1067.7 
t. 16. . 516.8 | 19414 | + 6580,7 8324] 4 ogi47 | + 22894,5] +146,22 | 1 969 99 | — 1067,70 
: = RK i a = KROQ Bar re 
. 28. 1855 | _ 496.9 | + 5839,3 | —11900 | 4 yyoq7 | +25 509.2] + 112,81 | 1 goo 69 777,71 
4. 9. 4+ 3912,4 + 26 933,9 — 374,91 


Die Gréssen § 7, € waren in Einheiten der siebenten Decimale gegeben und die 
Ueberschriften (2 =) und (&) ete. bedeuten nicht die strengen Werthe, sondern die 
dé ae 


dt? 
Es wurde nun zunichst fiir Dec. 9. berechnet: 


Summen von 422 etc. 


og == + 235158 ° y®9 = _—. 031156 2° = — 0,278 65 
und fiir Jupiter: 
@ == 4.4,591 00% 1.4’ = —. 1,959.17 2’ == — 0,097 40. 


Als vorliufige Werthe wurden angenommen, in Einheiten der fiinften Decimale, zufolge 
der obigen Werthe von &, 7, € fiir Dec. 9.: 


ee 
£0 == 4 39 no = + 268 fo — = 


Hiermit und mit der Jupitermasse ros 004" wihrend die Masse der Vesta — Null an- 
genommen ward, ergab sich: 
logm® — 3,694853, 
und es fand sich in Einheiten der siebenten Decimale als das Resultat der Columne I: 
KOT 3295 y? — — 299,4 2 = + 45,34 

Werthe, die keiner Verbesserung bediirfen. 

Fiir die Columne JI wurden die Werthe von &, 7°, €° in Kinheiten der siebenten 
Decimale angenommen: 


£0 — 4 39370 1° = + 268200 £¢ = — 370,0, 


woraus sich fand: 


——*— #9 = 4 16231 = ——-— 99 = — 14585 ———— {= + 18,1. 


0 0 yo 


Es war folglich g = -++ 182,7 und log f = 0,47710, womit man erhalten wird: 


Dae ay fee 2, Oo) 5 oles 
rea 101,1 ) a 1034,0 0 qe == | 8133: 
Endlich erhilt man durch Vereinigung dieser Werthe mit X°, Y°®, Z°: 
dvé dy at 
92 — 28,2 2 = oo 2 —— sO 
qe + 228 42 de 1333,4 42 de + 53,67 
Leitet man hieraus &, 4, § selbst ab, so wird: 
2 
—E=—+ 3912.4 + —- —-+ 3931,4 
y = + 26933,9 — ae =— + 268228 
Cia S74 OL ee —— 370,44, 


und wenn man mit diesen Werthen die Rechnung wiederholt, wobei man nur in den 
Einheiten und Decimalen eine kleine Aenderung findet, so wird: 


1 1 1 
O+yE yt da P+ ae 
ee § = + 16208) = = 4 = — 1453 3 = 
ee ae re 
folglich: 
q = + 180,6 log f = 0,47710 
arg dy dG 
—<—<—[—. == — es ) == 
7D 101,8 0 qi 1034,0 de + 8,41, 
und also durch Vereinigung mit X°, Y°, Z°: 
@é ay , ae 
422 ae + 227.5 422 Tie 1333,4 42? qo + 53,75. 


Werthe, die jetzt die vollkommen strengen sind, und sich nur in den Decimalen von 
den ersten aus den beiliufigen Werthen von §, 7, € berechneten unterscheiden. Setzt 
man mit denselben die Stérungstafeln fort: 


. Oct. 28. || —185,5 | __ s4969 | +588%,3 | — 11900 | 4 yyo47 | +25 509,2] +1128] | 4 yo9.eq | — 77,71 
Dec. 9.|) +2275 | _j1994 | +3924 | — 18834 | 1 9) 5 |-+26933,9] + 53,75 | 1 ysg 55 | — 874,91 
. Jan. 20. + 2713,0 + 27 025,2 + 81,64 


so wird jetzt dieselbe Rechnung fiir Jan. 20. zu wiederholen sein. Die geringere von 
fo abhingige Correction, deren Factor — 940 ist, wird man in den bei Weitem meisten 


Fallen gar nicht zu beriicksichtigen haben, wenn das Intervall klein genug gewahlt 
worden ist. Wenigstens aber wird der Einfluss derselben in den Werthen von &, », & 


MRE dy ae 


a2?” ap’. ap 


so klein sein, dass man bei der Berechnung der w? darauf nicht 


Riicksicht zu nehmen néthig hat. — 


Bei derartigen Rechnungen entnimmt man gewéhnlich §,7,§ der mechanischen 
Quadratur extrapolatorisch, und berechnet so: 
ad? a? ad? 
oe ai und ae. 
di?” dt? dt? 
Es ist dies um so leichter, als durch die mechanische Quadratur schon immer der 
doppelt summirte Werth fiir das nachste Intervall bekannt ist; man braucht also nur 


noch uy TAG 4-10) — a ft" (@ + i@) zu schiitzen, was wohl fast immer mit ge- 


niigender Genauigkeit geschehen kann. Andererscits ist es immer anzurathen (wie das 
auch in dem noch folgenden ausfiihrlichen Beispiele geschehen ist), die Werthe von , 
y und € direct durch Differenzreihen zu priifen, schon um sich vor Fehlern in der 
doppelten Summation zu sichern. Sind aber diese Differenzreihen gegeben, so ist es 
keineswegs schwierig, den fiir ¢, 7 und § zu erwartenden Werth mit vollig hinreichender 
Sicherheit vorauszusehen. Niahert sich der gestérte Kérper sehr dem stérenden, so ist 
man haufig gezwungen, das Iutervall zu verengern (zu halbiren), oder dasselbe spater 
wieder zu verdoppeln, wenn die Entfernung eine gréssere wird. 

Meistens gestaltet sich diese Aufgabe einfach in Folge der Kleinheit des Gliedes 


1 
TT, f° (4+ io). In schwierigeren Fallen aber kann man sich der von Herrn 


Professor Dr. H. Seeliger!) gegebenen Formeln zur Neubestimmung der Integrations- 
constanten bedienen. Bei dieser Gelegenheit wie bei Osculationen ist es immer dringend 
anzurathen, die beiden Quadraturen neben einander zu fiihren und sich so von der 
Richtigkeit der Anfangsconstanten zu iiberzeugen. — 

Wir wollen jetzt noch die vollstandige rechnerische Durchfiihrung einer 
mechanischen Quadratur fiir den Fall folgender Anwendung der Encke’schen 
Methode geben: dass die Bewegung eines Planeten von der Masse Null, der sich zu 
einer gewissen Zeit in derselben Ebene wie zwei Kérper von der Masse Eins (der 
Sonnenmasse) befindet, untersucht werden soll. 

Die Stérungen wollen wir dabei mit da, dy, Oz bezeichnen, da die bisher fiir die- 
selben angewandte Bezeichnung &, 7, § im Folgenden anderweitig verwendet wird. 


) H. Seeliger, Untersuchungen iiber die Bewegungsverhaltnisse in dem dreifachen Stern- 
systeme ¢ cancri. Denkschriften der Wiener Akademie 1881, Bd. XLIV, 8, 35, 


eat EWE Sa 


Der cine Kérper von dér Masse Eins (ein in das Sonnensystem eindringender Stern) 
beschreibt dann um die Sonne eine Hyperbel mit dem Perihelabstande: 
q) == [0,100 3433] Erdbahnradien. 
Die Excentricitat ¢! waihlen wir gleich: 
143,6684 [2,157 3613]. 
Hieraus folgt: ate 
(—a') = [7,946 0155] p! = [2260717 0]. 
Als Nullpunkt der Zeit setzen wir den Periheldurchgang des Sternes fest. 

Die + x2-Axe gehe durch sein Perihel, die + y-Axe senkrecht dazu (oa y wachsend 
im Sinne der Bewegung des Sternes). 

Die Zeiten sind in mittleren Sonnentagen gezahlt. 

Demnaclh sind z. B. fiir die Zeiten —20% und + 204 die Werthe von a! beide 
gleich. Hingegen sind fiir diese Zeiten die y! gleich, aber von entgegengesetztem Vor- 
zeichen. Allgemein ist: 

Ce COS OH, y? == 7 sonvl, 
Ree Ne negatiy | ; 
nach positiv 

Die Berechnung dieser Gréssen geschah nach den fiir Hyperbelbahnen mit starken 
Excentricitiiten gegebenen Vorschriften (siehe siebente Vorlesung). 

Fiir den Planeten wurde angenommen, dass er im Augenblicke — 45¢ (Osculations- 
epoche).eine Kreisbahn mit dem. Radius: 

v9 = 1,255 2610 [0,098 734 0], 
und zwar in demselben Sinne wie der Stern um die Sonne beschreiben soll. Seine 
mittlere Bewegung ist daher in diesem Augenblicke: 

Wear AD? 932, 

Die Anfangslage des Planeten soll eine derartige sein, dass er (wenn keine Storungen 
stattfiinden) sich zur Zeit des Periheldurchganges des Sternes auf dessen Apsidenlinie 
zwischen ihm und der Sonne befinden wiirde, so dass zur Zeit t = 0 die drei Kérper 
in einer geraden Linie stainden. 

Die ungestérten Coordinaten des Planeten berechnen sich daher nach den Formeln 


| dem Periheldurchgange 


Cite cose ie 
GD as ADIL. 
wobei My = nt ist. 

Also ist auch yy vor dem Periheldurchgange des Sternes negativ. 

Es wurden nun von der Osculationsepoche —45¢ ab, die Stérungen der recht- 
winkligen Coordinaten des Planeten: 0% und Oy berechnet. Seine wahren Coordinaten 
sind demnach: 

“== 0 + dw, y= y + Oy. 

In Folge der starken Anniherung des Planeten an den Stern mussten ae Inter- 
valle immer mehr und mehr verengert werden. Schliesslich zwischen — 64,5 und — 34,0 
wurde mit einem Intervalle von 1/, Tag gerechnet. 

Wir setzen die Coordinaten des stérenden K6rpers #1 und y} als gegeben voraus 
und beginnen sofort mit der Bildung der Differentialquotienten. 

Die St6rungen sind wie immer in Einheiten der siebenten Decimale ausgedriickt. 
Wir geben hier ein Bruchstiick der Rechnung (Zeiteinheit 1/,d) wieder: 
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ot Ames ven he. is tre 


SPRIe ey ley fey es je 


fel- aie we 16) 48 je] @. © ve 


Mike ee) fee ce) 8 
3 ole ac Pec eed 


we risa vec ua! ty |e) “ee 


DCA ore Cig Cm eae TY 


Sy gh bil Oe nee ey 


Rd sd ce Ae. | te 


oy 


re Ja (a°+1/, dx) 
Hr dy (y+/.8y) 


Sy Cy Ce ee} 


Reese WW ARPT, cee 0 


5.10 Chee 


MEMES Ue ce 9. x 


“YAS OS) 


Rete Rs ts, cp. fa, 


iM <8 2) ue" is 


Rese ee eT. 


— 4,25 


9,999 413 
8,715 674n 


0,098 147 
8,814 408n 


— 749 
+ 1,253 566 
—1497 


— 875 
— 0,065 224 
—1749 


+ 1,257 031 
+ 1,252 069 


— 1,107 150 
— 0,066 973 


+ 1,252 82 
— 0,066 10 


0,097 89 
7,175 22m 


8,820 20n 
7,242 79n 
7,075 64n 
5,865 52 


— 0,001 190 
+ 0,000 073 


— 0,001 117 
7,048 05 
0,478 34 


0,097 62 


7,230 19n 
8,825 90n 


7,327 81n 
6,056 09 


6,879 02n 
6,946 59n 


— 0,002 127 


+L 0,000 757 


+ 0,000 114 
-+ 0,000 884 
+ 0,004 962 


— 1,040 177 


|__ 9° 58 42" 461 


4.0 


9,999 480 
8,689 367n 


0,098 214 
8,788 101n 


= 788 
+ 1,253 759 
== 1575 


— 936 
— 0,061 390 
— 1872 


++ 1,257 324 
+ 1,252 184 


— 1,042 087 
— 0,063 262 


+ 1,252 97 
— 0,062 33 


0,097 94 
7,197 28n 


8,794 70n 
7,272 31n 
7,097 75n 
5,869 54 
— 0,001 252 
++ 0,000 074 


— 0,001 178 
7,071 15n 
0,478 40 
0,097 66 
7,253 35n 
8,801 14n 
7,351 Oln 
6,054 49 


6,901 08» 
6,976 I1n 


— 0,002 244 
+ 0,000 796 
++ 0,000 113 
0,000 946 


+ 0,005 140 
— 0,978 825 


Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 


— 2°48" 11,728 


— 3,75 


— 2°37! 40",995 


9,999 543 
8,661 360n 


0,098 277 
8,760 094n 


— 829 
+ 1,253 940 
— 1658 


— 1005 
— 0,057 556 
— 2.009 


-+ 1,257 606 
+ 1,252 282 


— 0,977 016 
— 0,059 565 


+ 1,253 11 
— 0,058 56 


0,097 99 
7,219 58n 


8,767 60n 
7,302 98n 
7,120 10n 
5,873 11 


— 0,001 318 6 
+ 0,000 074 7 


— 0,001 243 9 
7,094 79n 
0,478 47 


0,097 70 


7,277 06n 
8,774 99n 


7,374 76n 
6,052 05 


6,923 38n 

7,006 78n 
— 0,002 370 
+ 0,000 838 
40,000 113 
+ 0,001 016 
+ 0,005 324 


— 0,917 451 


— 3,50 


9,999 602 
8,631 416n 


0,098 336 
8,730 150n 


2873 
+ 1,254 111 
—1746 


—!1 083 
— 0,053 722 
— 2166 


++ 1,257 876 
+ 1,252 365 


— 0,911 936 
— 0,055 888 


+ 1,256 13 
— 0,054 81 


0,099 04 
7,242 04n 


8,738 86n 
7,335 66n 
7,143 61n 
5,877 05 


— 0,001 3919 
+ 0,000,075 8 


— 0,001 316 6 
7,119 46n 
0,478 55 


0,098 73 
7,301 81n 
8,747 32n 


7,400 54 
6,049 13 
6,945 84n 
7,039 46n 
— 0,002 515 0 
++ 0,000 882 8 
+ 0,000 1120 
+ 0,001 095 1 


+ 0,005 511 


| — 0,856 048 


— 2° 27' 10/262 


— 3,2) 


— 2° 16/39" 529 


9,999 657 
8,599 249n 


0,098 391 
0,697 983n 


— 921 
+ 1,254 271 
2251-841 


et IgA 
— 0,049 887 
— 2342 


+ 1,258 134 
+ 1,252 430 


— 0,846 847 
— 0,052 229 


+ 1,253 35 
— 0,051 06 


0,098 07 
7,265 05n 


8,708 08n 
7,369 59n 


7,165 65n 

5,880 20 
— 0,001 464 4 
+ 0,000 075 9 


— 0,001 388 5 
7,142 Bn 
0,478 63 


0,097 75 
7,324 98n 
8,717 91n 
7,422 73n 
6,042 89 


6,968 85n 
7,073 39n 


— 0,002 646 9 
4 0,000 930 8 


-+- 0,000 110 4 

+-0,001 1841 

+ 0,005 704 

— 0,794 618 
73 


= 310 
— 2° 6'8'',796 


9,999 707 
8,564 504n 


0,098 441 
8,663 238n 


—971 
+ 1,254 414 
—1942 


— 1272 
— 0,046 051 
— 2543 


+ 1,258 379 
+ 1,252 472 


— 0,781 748 
— 0,048 594 


+ 1,253 44 
— 0,047 32 
0,098 10 
7,288 25n 
8,675 O4n 
7,405 35n 
7,188 88 
5,882 92 
— 0,001 544 9 
+ 0,000 076 4 
— 0,001 468 5 
7,166 88n 
0,478 72 
0,097 7 
7,349 40n 
8,686 59n 
7,447 17n 
6,035 99 


6,992 O5n 
7,109 15n 


— 0,002 800 
+ 0,000 982 


+ 0,000 109 


| + 0,001 286 


-L 0,005 907 


| — 0,733 154 


log (a! — x) 7,695 657 7,710 963 7,726 238 7,741 230 7,756 180 7,771 367 
ae tay Cate 9,999 995 9,999 994 9,999 993 9,999 991 9,999 989 9,999 986 
BF elena ee 0,051 336 9,972 133 9,887 770 9,797 521 9,700 507 9,595 627 
log (ys — y) 0,017 107n 9,990 705n 9,962 583n 9,932 498n 9,900 158n 9,865 195n 
Log dies Nick rhe ae 2,321 450n 2.279 742n 2.236 35n 2,191 268n 2,143 978n 2,093 828n 
PW et ec ee 0,017 112 9,990 711 9,962 590 9,932 507 9,900 169 9,865 209 
log (a! — x)/o%. . 7,644 321 7,738 830 7,838 468 7,943 709 8,055 673 8,175 740 
log(y: — yV/e® 9,965 771n 0,018 572n 0,074 813n 0,134 977n 0,199 651n 0,269 568n 
e(2) f—2r — 0,267 446 | —0,288708 | —0,311377 | —0,335401 | —0,360679 | — 0,387 047 
l+-@ — a)/o® +0,004409 | + 0,005 481 | +0,006894 | + 0,008784 | +0,011368 | + 0,014979 
3 
ol yr... . | 40,235 557 | +0,239285 | +0,241904 | +0,243159 | 4+0,249772 | 4 0,240447 
lt+(y—y)e*. . || —0,924210 | —1,043690 | —1,187992 | —1,364510 | —1,583621 | —1,860 235 
ln. <a es — 0,001 370 | —0,001 448 | —0,001532 | —0,001632 | —0,001716 | —0,001 818 
eet shi akee ae, eee — 0,263 037 | —0,283227 | —0,304488 | —0,326617 | —0,349311 | —0,372068 
VR MR ae ene gee | +.0,000998 | + 0,001059 | +.0,001129 | +-0,001207 | +.0,001295 | +-0,001 395 
oft en Vee ieee — 0,688 653 | —0,804405 | —0,946088 | —1,121351 | —1,840849 | —1,619 788 
Sf ee ae eee — 0,264 407 | —0,284675 | —0,306015 | —0,328249 | —0,351027 | —0,373 886 
Log iS 0 thtee, eter 9,422 273n 9,454 350n 9,485 743 9,516 204n 9,545 340n 9,572 739n 
log (kw)? Sa 1,689 316n 1,721 393n 1,752 786n 1,783.247n 1,812 383n 1,839 782n 
Bs) Pee Bh iS — 0,687 655 | —0,803346 | —0,944959 | —1,120144 | —1,342144 | —1,618 393 
loge eae 9,837 871n 9,904 903n 9,975 413n 0,049 274n 0,127 799n 0,209 084n 
log(kw)tZy .. 2.104 414» 2,171 946n 2,242 456n 2,316 317n 2,394 832n 2,476 127n 
da/dn® ..... — 48,90 — 52,65 — 56,60 — 60,71 — 64,92) — 69,15 
Ady/dn® ..... 197.18 — 148,58 17477 — 207,17 — 248,29 — 299,31 © 


(Hier folgen nebenstehende Tabellen.) 


Bei — 3% steht der Planet dem Sterne schon bedeutend niiher als der Sonne. Es 
ist daher vortheilhafter, von da ab denselben als Centralkérper und die Sonne als 


stérenden Kérper zu betrachten. 


Die rechtwinkligen Coordinaten des Planeten, be- 


zogen auf den zweiten Hauptkérper und gerechnet in derselben Richtung wie # und y 


seien § und 4. 
Dann ist: 
ea aei+é 
eet if h 
Die Formeln zum Uebergange auf den Stern stimmen im Wesentlichen mit den 
sonst bekannten iiberein. 
Man ermittelt x, y°, Oa, Oy, x1, y! und rechnet: 


dzi sin! k Y21) 

ee 

ai al 

dy? k2e 4 cog BV 


at ¥p Vp" 


_ 1) In diesen Formeln tritt V2 auf, weil sowohl der Stern als die Sonne die Masse 1 haben; 
V2 ist also die Wurzel aus der Summe der beiden Massen. 


me | B= 
== R= 
ee 
geo — | 86,6 — 
oco— | 27.2 
ze'o — | 06,1 
ree eae ae 
160 — sae om 
= t 
Z6'0 — 


F0 673 — 
06'L06 — 
GEGRi == 
86°8FI — 
67 L61 — 
6L°601 — 
10°S6 
LUGS 
6S'SL 
19°89 
ZI'9g 
IL'6F 
GG FP 


SL'T106 — 
69° 69LT — 
6L°FSET — 
0S°6L8T — 
GE 0SSL — 
§0°SOLI — 


VG 866 
LT'868 
OF'eI8 
10‘SPL 
OF 6L9 
8'E69 
LGELG 
GE'6GG 


fe 


GP SEh GS — 
69° 1G SZ — 
00°69 1g — 
IS POL 06 — 
WER, S— 
6L P67 LI — 
9L16E 91 — 
66-468 GL — 
GL66P FL — 
es‘F89 SI — 
FS 176 SI — 
¥6 19G GI — 
99'°889 Il — 
60°¢90 Il — 
PL eSe OL — 


hip 


EGY LE 
SP S0F Gs — 
00‘ LOF ¢g — 
PL IFO 16 — 
G9°680 06 — 
eS'SIL SI — 
69°S8P LI — 
G0'S8E 91 — 
10068 GI — 
18°C67 FI — 
$E'8L9 SI — 
GO'986 GI — 
LGLLG GL — 
6e'PS9 IL — 
1¥‘190 11 — 
9V'SSE Ol — 


dime ke 


62°908% — 
SF L006 — 
96° 6ELT — 
60 Geel — 
GE LLET — 


i eal 


99° TOL — 
6066 — 
F168 
FE‘ FI8 
SS'GPL 
81819 
GL'GE9 
IT'eL¢ 
G6'86¢ 


Li 


186660 Ce 
co‘srs — | aot g— | STE | F00t—| aot, 
LT'L06— | of g— | 21% | ggg —| 681 
PTL = aie = a 19 — yea 20'r — 
Gas Gee, SAG Fae MEAS. 
Bron nes ee ae Ors — one —_| go'r— | 8&9 & 
Xe 46, ro'2t— | 94, exo — | 26,0 
Paoli 9! Pie da ner eea ale ae ee 
a oe c as Gee <a i oe 
ae ee ics SCS] | Seen Oa au 
Oar eet aa) Pe Ol — ine ee getg dl cue 
gout = | og = |p [et | 
g0'9g =| on = PAU 2 then | Oe 
per — | o' 9— | 889 — \logig —| 8LO— 
O17% neem | Che wey ee eee 
OF 6S 5 Ge Oh 
wp 
= ee ae xd Ae aa 


SOJVUIPIOOT UdstopUs Jop UI WacUNIQ}g oIp «Mz pun 


PUS87 0B — | gstong7 —| _, 
g9‘6oor — | PV.S17 61 — | 94°°— | 89'607 6I — Te‘e0ot — | £4.69 — 
ogy — |2679— | gee =| 82 S0r8l—| Iro— | 2e'007 st — eetrg — | 06,79— 
600— | Tt— |%409— | zo¢gg —| POTS? LI—| 90'¢— | g6'eer 21 — go'cgo | 1408 — 
LTO— lage |19'99— | Tecg — | BOLLE OI — | Ly — 0S3LE 91 | Cree — | 0998 — 
slo — oue— |2989— | siqy, — | 196PLST— | 6G'y — CO GPLGT—| coe, —_ | 99°69 — 
GO |iee— | 168¥— | goer — | LB PLE FI — | 807 — 6L0L6 71 —| cotog, — | 068% — 
TO } peig on | ONT a eF'ogg — | PO67SFI— | SL'E— | 96'CrG FI — 91089 | 28°97 — 
1G = 90'°¢ — LOG gg'gey — 19'89¢ SI — | Ig‘¢— | oL‘¢o¢ et — orge9 — | 90.0% — 
060 — 98° — 10°68 — ee'eeg — G0E6 SI — | GSS— | 00'L%266I — T'e6¢ — 66°88 — 
10 — | ggg— | 9098 — ozegg — | 06,0886I— | lo'e— | 6s'zeE ot — ge'zog — | Sb 98 — 
0Z°0 — ors — og'eg — ol'esg — OLL9LTI— | 6L6— | 1L'¥9L TI = 0c'6z¢ | Be 
160 — | sae | G0'1IS — ggg — | 00'88S1IIT— | 69° — | Trae IT — orecy — | PO.1e — 
cT'0 — 60° — 18‘83 — #3°60P __ | es'6gL01— | or's— | ¢6‘9g2 OT — 19'697 — 6L'96 — 
GL9G — cerry — 19°69 OL — | $33 — | 8z‘L9¢ Ol — 06GIF — 9G 
689686 —]| LO6— | se'res6 — Is''3 — 
GL U 
ax’ mu” un’ G00 250 eat fuzz Aix = 5 
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und: 
da? dy 
—— = — ¥n ee 
dt yu, ae 4 ’ 
wo die mittlere tagliche Bewegung des Planeten in Linearmaass n = + - ist, je nach- 
2 
ro 


dem der Planet gegen die Sonne recht- oder riicklaufig ist. 


: : dy} : Sy, 
Die Differentialquotienten * und “~ kann man mit Hiilfe des Flichensatzes 


dt 
controliren : 
dy} da oS HS i= A 
1 —-_ — yl —_ =— 1 1 1 = &Y2 pl. 
x dt y dit ky + m1 Vp \2 Vp 
Bie are ) ddy F ; : 
Die Grdéssen dt und aa erhalt man durch die mechanische Quadratur. Man 
d 


rechnet nun: 
dx dx doa 


> == g? Ox: == = 
© ee a Ae ag 
dy dy® doy 
— 70 Oy: Ie mr NS pees 
Bem tts Marat eaeath Ey See 
dé dx dat 
pis ae ts eles bad Cae EY 
uaa oe meee: dt dt 


4 = 9 = = ors 


adn 

“* und —! das : 

Gp und — das Fundament 

Die Linge des Planeten in seiner Bahn um den zweiten Hauptkérper, w (gerechnet 


von der €-Axe), und sein Radius vector @ bestimmen sich nach den Gleichungen: 


Viir die weitere Rechnung bilden &, : 


— = ecosu 
Hn = Osinu. 
Die iibrigen Gréssen bezeichnen wir wie gewohnlich, nur sei noch erwihnt, dass 
w (die Perihellinge) ebenfalls von der §-Axe aus gerechnet wird. Ferner gilt im 


Folgenden das ee Vorzeichen, je nachdem der Planet um den zweiten Haupt- 


untere 
{| rechtlaufig | ._ 
| riicklaufig | se 
Man findet jetzt: 


kérper 


do 1 dé dy 
ae che (é rrr. iA) 
iF dn dé 
kVp = — —). 
Vp. 2 (é sehen a) 
Die Grossen ¢, v, @ und —a bestimmen sich aus den Gleichungen: 
seyeale 2) 
CY Oi Nay 
ecosvu=F—] 
A 
CON — eet 
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Es wird hier sogleich eine Hyperbel vorausgesetzt, entsprechend unserem Beispicle. 
Fiir die bis jetzt gefundenen Gréssen ergeben sich folgende Controlen: 


bat HG GP 


a 
Od 1 ee a Sin © 
at Vo ' Vp 
an __ ek 
= — C¢0s ut — ¢c0sS@ RM otis te Bed ie, i's 9, 
dt £ p = y D (2) 
fo ==10 0s u 
Nn = 0 simu 
Weiter wurde F' aus: 
é pes Q 
eg (— a) 
berechnet. Als Controle fiir F’ konnte die Formel: 


1 
y' Ba, eae 9 
C=" tere | 
ig — F 
OE) 
dienen, welche auch, da e nahe gleich 1 ist, mit Vortheil zur Bestimmung von e ver- 


wendet werden kénnte. 


Mittelst: 
Mod. k 


(—a)! 
ergab sich dann die seit dem Periheldurchgange verflossene Zeit ¢ und_ schliesslich 


die Zeit des Periheldurchganges selbst. 
Zur Controle rechnet man dann umgekehrt: 


1 Mod. k 5 1 
zu: 50 ates 
to F Mod. fF a + logtg (45 a 5 )| 


e=(-—a (5-1), 


wodurch F endgiiltig gepriift wird. 
Beilaufig geben wir hier einige bei dieser Rechnung mehrfach verwendete Con- 


3 t = (e Mod.) ty F — log tg (45° + = a) 


und schliesslich : 


stanten: 
Mod. = [9,637 784 3 | 


Mod. & = [7,873 365 7] 
k = [8,235 5814] 
ki’ = [3,550 006 6]. 


Wahlt man als , So gestaltet sich die Rechnung wie folgt: 


#® | + 1,253 7588 y® | — 0,061 3905 
dz |—* 15750 ogee, 13795 
« | + 1,2521838 y. | — 0,063 2630 
at | + 1,257 3237 yt | — 1,0420873 
# | — 0,005 1399 n | -+ 0,978 8243 


0 0 
7 + 0,000 750 899 a + 0,015 335 375 
HOt) ee 320171 a 520 428 
dt dt 
dam ee dy 
Tp | + 0,000 430728 SE | + 0014814 947 
1 1 
<* + 0,001 149 863 oy 4. 0,260 267 779 
dé dy 
past a | Ue | 0 13 Ol | 0945 150 Re 
= 0,000 719 135 - 0,245 452 832 


Die Bewegung des Planeten um den zweiten Hauptkérper ist demnach rechtliutig; 
d. h. sie erfolgt in demselben Sinne, wie die des zweiten Hauptkérpers um die Sonne. 


d F : ae 
und —! wurden nun siebenstellig die Bahn- 


Mittelst dieser Werthe von &, , 2 oF 


elemente des Planeten beziiglich des Sternes berechnet: 


log 7,710 954 7, 

mn 9,999 994.0 
COs 

logy 9,990 704 7 

tg wu! 2.279 750 0, 

BY 900 18" 3"107 

log @ 9,990 710 7 

log 7,710 954 7 

log dnfdt| 9,389 9680, 
log y 9,990 7047 

log dé /dt 6,856 810 4, 
log Edy/dt 7,100 922 7 


log nd&/dt 


6,847 515 In 


Edn/dt | + 0,001 261 6029 
— nd£&/dt | + 0,000 703 9067 
kVp | + 0,001 965 509 6 
log kV p 7,293 475 1 
log k 8,235 581 4 
log Vp 9,057 8937 
log p 8,115 787 4 
log 7,710 954 7, 
log dé /dt 6,856 810 4, 
log 9,990 704 7 
log dn/dt 9,389 968 0 


log EdE/dt 4,567 765 1 
Gr 0,000 006 7 
log ndn/dt 9,380 672 7, 
dé dy 
log (é at +7 ae 9,380 666 0, 
log @ 9,990 7107 
log do/at 9,389 955 3, 
log Vp/k | 0,822 3123 
log p/@ 8,125 O76 7 
log (2 ae ) 9,994 168 6, 
loge sinv 0,212 267 6, 
may 9,932 2317 
cos 
loge cosv 9,994 168 6 
tg v 0,218 099 0 
» | — 121°10'56",807 
log e 0,280 035 9 
log e2 0,560 0718 
Ta. 0,139 888 1 
log (e? — 1) 0,420 183 7 
log p 8,115 787 4 
log a 7,695 603 7, 
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Controle fiir a. loge Mod. tg F 1,935 067 1 
log (d&/dt)? 3,713 6208 numerus 86,112 680 
LG 0,000 003 7 log tg (45 + "Yo F) 2,318 287 
log (dn/dt)? 8,779 936.0 ae 
log | 8,779 939.7 Bn gee oe 
log ke? 6,471 1628 se ‘ t) Pca 
/) oO = fk 
Bae 1,329 9603 
log E/k? 2,308 776 9 (—a)% i 
ieee; 0,004 380 4 a 
log Bio | 0,8103193 eg eae > 
log 1a | 2,304 396 5, Pe as, 
log a 7,695 603 6, mae ches ne 
w 90°18" 3,107 Gesammtcontrole. 
vo! | — 121° 10'56",807 
Epoche | — 44,000 000 
w! 2110 28'59",914 Perihel | — 03,080 284 
iy (4. 2.295 1071 t | — 34919716 
a log t 2) 1,593 2546 
eG 0,002 195 8 ne 
(as 1,329 9603 
log (+ te 1) 2,297 302 9 
Mod. kt 
loge 0,280 035 9 log Cae 1,923 2149 
log cos F' a 989 OR 0 numerus 83,794 385 
F 890 96! 57,721 log tg (45 +- 1/y F) 3) 2,318 287 
tg F 1) pues Z| 86,112 672 
Peo eee see 28 861 log S| 1,935 0671 
vA 60° 35! 28",404 ‘ 
tg3/.F 9,995 862 2 lOO eta 0,082 179 8 
Beery eg se 228 igF |  2,0172469 
n= + |---9,746 853 4 Pane 
é 7 | log cos F 7,982 733 0 
meer rP8 1088 log e 0,280 035 9 
2 
= : ua ae cA loge/cosF | 2,297 802.9 
J a) : LG 0,002 195 7 
_ ME 
loge=log ae 2) 0,280 036 0 Tog (5 ei 1) 9,295 107 2 
log e 0,280 035 9 calle 
, es 7,695 60 
log Mod. | 9,637 7843 eee) eer 
loge Mod..| 9,917 8202 ONS SEO 
log tg F | 2,017 2469 


1) In den folgenden Zeilen kommen nur die absoluten Werthe in Betracht, weil vor und nach 


dem Perihel alles symmetrisch ist. 


*) Controle. 


%) Wir setzen in diesem Gliede F’ als bekannt voraus und sehen dann, ob wir aus ty /’ wieder 


dasselbe J finden. 


V,F | 449 43/28".863 
tg oF 9,995 826 2 
y/ oe 0,253 146 6 
e— l 
ty Ya 0 0,248 9728 
Vy 0 60° 35! 28",394 
v | — 121°10'56",788 
w | + 211°28'59",914 
w 90°18' 3,126 
log cos u T,(20 251 3; 
log 9,990 7108 
log sin u 9,999 994 0 


logé 7,710 962 6» 
log 1 9,990 704 8 
= Si les 
— | — 0,005 1400 
n | + 0,978 8244 
log k 8,235 581 4 
log Vp 9,057 8937 
logk/Y p 9,177 6877 
log e 0,280 035 9 
logek/Vp | 9,457 7236 
— sin U 97999 994707 
k/Vp | . 9,1776877 
++ cos u (20 21S, 


Man hat demnach: 


Zeit des Periheldurchganges: 


: 1 
“0 (= stoa,) 


log p 

log e 

log (—a) 
0 


Mod. & 
1g ———z 


(—a)? 


lo 


+ 1 
log ye 


ESS OH 


584 


— sinu 


ek/Vp 
+ cos u 


9,717 8786 
9,457 723 6 
9,930 843 3, 


k sin wu 
log fs a5) 
\p 


in 


9,177 681 7p 


9,175 602 2 


k cos w 
mn 
Vp 


log i 9,388 566 9, 
Vp 
ksinw = 
_. $2! — 0150550" 
\p 
ce = “| + 0149681 17 
\p 
= = dt/at | — 000071914 
k cos u - = 
SU's __ 0.000790 57 
Vp 
ches | __ 9.044 66220 
Vp 
— 0,245.482.77 


a = dn/dt 


8,115 787 4 
0,280 035 9 
7,695 603 6 
911° 28 59",914 


0,082 179 8 


1,329 9603. 


080 284 


0,253 146 6. 


Die Geschwindigkeitscomponenten berechnen sich nach den Formeln: 


i = — sinw [9,177 687 7] + 0,149 83117 
a = +. cosu [9,177 687 7] — 0,244 66220. 


Dieses Elementensystem ergiebt, wie wir sahen, fiir die Coordinaten und Ge- 
schwindigkeitscomponenten bei — 4¢ die Werthe: 


— 585 — 


— — — 0,005 1400 n = + 09788244 
WE. f dg 
en 0,000 719 14 es oF 0,245 452 77, 


welche mit den obigen Ausgangswerthen sehr gut iibereinstimmen. 

Um diese Osculation nochmals zu priifen, rechnen wir die beiden mechanischen 
Quadraturen, welche die Stérungen fiir die Bahn um die Sonne und um den zweiten 
Hauptkérper geben, fiir einige Epochen gleichzeitig. 

Obige Quadratur lief bis — 34,0. Daher lassen wir die Quadratur, welche die 
Bewegung um den zweiten Hauptkérper giebt, schon bei — 44,5 beginnen, und be- 
zeichnen analog dem friiheren mit €° und 7° die ungestérten Coordinaten des Planeten 
beziiglich des zweiten Hauptkérpers. Ferner mit 0& und 0 die Stérungen, und mit & 
und 4 die wahren. Werthe dieser Coordinaten. Dann ist: 


Baie th Os, y= 9 + 07. 
Die Bewegungsgleichungen sind: 


dz2d& Borie (= aa =) + {— 
J 


x1) 


Tay 


dt? Q° r 


adn n° n 4 +} 

adel DOES Ee et eee ie2 . 

dt2 . G pk | | r3 
Dieser Quadratur entnehmen wir hier 0§ und dy fiir einige Epochen und ver- 


gleichen die Werthe von # und y, welche sich ergeben, wenn man die Sonne um den 
zweiten Hauptkérper als Centralkérper betrachtet. 


zoe a [i 


Centralkérper: Sonne. 


Epoche —4,5 — 3,75 — 3,0 
0° + 1,253 359 9 + 1 253 940 8 + 1,254 415 9 
Ox — 1 4249 a 16577 — 9,941 5 
a + 1,251 935 0 + 1,252 283 1 + 1,252 474 4 
y? — 0,069 057 0 — 0,057 556 4 — 0,046 050 9 
oy “— 16391 — 20104 = PRS 
y — 0,070 696 1 — 0,059 566 8 — 0,048 594 2 
Centralkérper: Zweiter Hauptkérper. 
i? — (),004 780 3 — 0,005 319 7 — 0,005 857 9 
OF = 133 — 31 — 467 
g — 0,004 793 6 — 0,005 322 8 — 0,005 904 6 
Wi + 1,256 728 6 + 1,257 606 1 + 1,258 378 8 
x ++ 1,251 935 0 » + 1,252 283 8 + 1,252 474 2 
1° + 1,101 5150 + 0,917 4511 + 0,733 185 1 
On —_— 72 — 19 —_— 814 
1 + 1,101 5078 + 0,917 449 2 + 0,733 1537 
y — 1,172 203 8 — 0,977 016 4 — 0,781 748 0 
y — 0,070 696 0 — 0,059 567 2 — 0,048 594 3 


Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 
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Wie man sieht, ist die Uebereinstimmung der zwei auf verschiedenem Wege 
gefundenen Werthe von. x und y so gut, als man dies nur bei siebenstelliger Rechnung 
erwarten kann. 

Die hier angewandte Controle scheint uns die einzige wirklich durchgreifende, 
wenn auch nicht absolut sichere bei Berechnung. von Osculationselementen oder Intervall- 
wechseln zu sein. — 


Die Berechnung der speciellen Stérungen bildet eine der schwierigsten Aufgaben 
der rechnenden Astronomie. So ist auch bei Anwendung der Encke’schen Methode 
ganz besonders auf die Richtigkeit der angewandten Formeln und Constanten zu achten, 
denn der Rechner hat im Allgemeinen nur eine einzige indirecte Controle zur Ver- 
fiigung, niimlich diejenige durch die Differenzreihen. Wachsen die Stérungen zu stark 
an, so rechnet man ein Osculationselementensystem, und faihrt dann fort, beziiglich des- 
selben von Neuem die Coordinatenstérungen zu berechnen. 


: ; = | ade di d 
Man berechnet also fiir eine gewisse Epoche: &,7 und §, sowie ao a und 
at Fi é 
und kann nun noch: 
Chg Choe 1 dz® 
cee Santry 
ade? “dt dt 


(der Genauigkeit halber analytisch) berechnen und dann mittelst: 


ea een at y = y + 0, e=ert+s 
dz dx dé dy _ dy® dy dz dz dg 


AES a dt SoA pee ah MAR ae 


ein Osculationselementensystem beziiglich des Centralkérpers ableiten. 


Oppolzer hat gesucht, die Genauigkeit der diesbeziiglichen Formeln dadurch zu 
erhéhen, dass er die Differenzen der neuen und der alten Bahnelemente als Func- 
dé dy dg 

; und 
dt’ dt dt 
Encke’sche Methode wie gesagt nur fiir kurze Intervalle angewendet wird (wobei man 
also nicht gezwungen ist, ein Osculationselementensystem zu rechnen), so glauben wir 
diese Formeln hier iibergehen zu k6énnen. 


tionen von & », & darstellt. Da jedoch fiir unser Sonnensystem die 


Die Hauptnachtheile der Encke’schen Methode bei Anwendung auf unser Sonnen- 
system bestehen in Folgendem: 


1. Wenn man mehrere stérende Kérper beriicksichtigen will, ist man gezwungen, 
fiir alle dasselbe Integrationsintervall anzuwenden. In Folge dessen miisste man even- 
tuell die Coordinaten eines der stérenden Kérper fiir engere Intervalle interpoliren, als 
sie in den astronomischen Jahrbiichern gegeben sind. 

2. Die Ersparniss an Arbeit bei Berechnung der Differentialquotienten geht wieder 
verloren, wenn man gezwungen ist, ein Osculationselementensystem zu berechnen. 

3. Die doppelten Summirungen bedingen fiir grosse Zeitraume cine bedeutende © 
Unsicherheit in den rechtwinkeligen Coordinaten. 

4. Die Encke’sche Methode ist nicht geeignet, die Massen der grossen Planeten 
zu bestimmen, besonders wenn man gezwungen war, in der Mitte der Rechnung eine 
Osculation einzuschalten. 


5. Die astronomischen Ephemeriden sind jetzt vorwiegend mit Riicksicht auf die 
Anwendung der anderen Methoden der speciellen Stérungen construirt. 
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Je weniger aber die Encke’sche Methode auf unser Sonnensystem angewendet 
wird, um so wichtiger ist sie fiir rechnerische Untersuchungen iiber das Dreikérper- 
problem. 

Die rechtwinkligen Coordinaten, die sie unmittelbar giebt, eignen sich vorziiglich 
zur graphischen Darstellung der Bahncurven. Auch lasst sich in solchen Fallen oft durch 
geeignete Wahl des Coordinatensystemes und der Zeiteinheit viel gewinnen. — 

Wahrend die Encke’sche Methode, wenn man die Stérungen nur fiir einen be- 
schrankten Zeitraum, etwa fiir die Erscheinung eines Kometen oder fiir einen Pla- 
neten zur Zeit einer Opposition zu berechnen hat, unleugbar den Vorzug verdient, weil 
sie die wenigsten Rechnungen erfordert, behauptet die Methode der Variation der 
Constanten, die von Lagrange zur Ermittelung der analytischen Stérungen auf- 
gestellt, dann von diesem auch zur Berechnung der speciellen Stérungen vorgeschlagen 
worden ist, im Allgemeinen den Vorrang in allen den Fallen, wo die Stdrungen fiir 
einen langeren Zeitraum zu berechnen sind. Die Hansen’sche Methode diirfte 
hauptsachlich dann angewendet werden, wenn es sich darum handelt, bei Wiederkehr 
eines periodischen Kometen schnell eine Aufsuchungsephemeride zu erhalten, denn ihre 
rechnerische Anwendung ist verhiltnissmassig kurz und man ist bei ihr weniger der 
Gefahr ausgesetzt, durch Berechnung von Osculationselementen aufgehalten zu werden. 
Die Methode der Variation der Constanten, in numerischer Hinsicht wie in der 
Analyse diejenige, welche die besten Resultate sichert, ist rechnerisch freilich die miihe- 
vollste. Wir gehen jetzt zu ihrer Darstellung iiber. 


Achtundneunzigste Vorlesung. 


Il. Lagrange’s Methode der Variation der Constanten zur 
S 
Ermittelung der speciellen Stérungen (nach Encke). 


Wenngleich sich nicht in Abrede stellen lisst, dass durch die Beschrankung auf 
eine bestimmte’ Bahn und noch mehr auf einen nicht allzu grossen Zeitraum, der die 
Methode der speciellen Stérungen unterworfen ist, die Uebersicht iiber die 
Bewegung der Kérper im Allgemeinen nicht erreicht oder wenigstens erschwert wird, 
so hat doch auch wiederum die Genauigkeit, welche eben diese Beschrankung den 
numerischen Bestimmungen zu geben erlaubt, ihren allgemeinen sowohl als auch ihren 
besonderen Nutzen. Es ist auf diesem Wege vorzugsweise miglich, die Grésse der 
witkenden Krafte mit einer Schirfe anzugeben, welche bei der bisherigen allgemeineren 
Untersuchung nicht erreicht worden. Die sogenannten héheren Potenzen der Masse, 
oder die genaue Bestimmung der Stiirke der Anziechung, sofern sie von dem jedesmaligen 
wirklichen Stande des anziehenden und angezogenen Kérpers abhingt (nicht von einem 
nur naherungsweise bekannten), werden so gut wie vollstiindig beriicksichtigt werden 
k6nnen, und da wir aus der Vergleichung einer strengen Theorie mit der Beobachtung 
iiberhaupt erst die Krifte finden kénnen, so werden die Massenbestimmungen sich 
genauer ergeben als auf dem anderen Wege. Ebenso wird es sich scharfer heraus- 
stellen, wenn vielleicht noch aussergewéhnliche Einwirkungen ausser diesen stérenden 
Kraften allein beriicksichtigt werden miissten. Endlich ist auch die Beschrankung auf 
eine gewisse Zeit, die Integration innerhalb bestimmter Grenzen statt des allgemeinen 
Integrals, nicht so zu verstehen, als erlaube die Weitlaiufigkeit der Rechnung nicht diese 

74* 
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Grenzen so weit auszudehnen, dass es wenigstens fiir jetzt noch nicht méglich sein sollte, 
die ganze Zeit zu umfassen, aus welcher wir Beobachtungen von einiger Genauigkeit 
besitzen. So wenig freilich auch da, wo die bisherigen Methoden eine Anwendung 
erlauben, die allgemeine rein theoretische Bestimmung, welche fiir alle Zeiten den ge- 
stérten Ort eines Planeten ergiebt, nachgesetzt werden darf der speciellen Berechnung 
fiir eine beschrinkte Zeit, so méchte doch in dem jetzigen Zustande der Analysis die 
Grenze schwer zu bestimmen sein, bis zu welcher eine solche specielle Berechnung ganz 
unstatthaft wire. Die Méglichkeit, in allen Fallen, selbst in den verwickeltsten, welche 
unser Sonnensystem darbietet, durch Berechnung der speciellen Stérungen das Ziel er- 
reichen zu kénnen, vergiitet in gewissem Sinne die Beschrankung in Hinsicht auf die 
Zeit, der diese Methode unterworfen ist, sowie auf der anderen Seite die Allgemeinheit 
und Wichtigkeit der Resultate, welche die allgemeine Methode gewahrt, und wodurch 
sie in die Constitution unseres Sonnensystems so tiefe Blicke hat thun lassen, den Mangel 
ersetzt, der sich darin fiihlbar macht, dass so viele Wandelsterne sich vermége der 
Natur ihrer Bahnen und des jetzigen Standes unserer Kenntnisse ihr entziehen. Es ist 
gewiss sehr zu wiinschen, dass wir einmal dahin gelangen mégen, der speciellen Berech- 
nung ganz entbehren zu kénnen, allein so lange dies nicht der Fall ist, darf man diese 
wichtige Form der Untersuchung des wahren Laufes der Himmelskérper nicht allein auf 
Kometen beschrinken, da unser Sonnensystem so manche Theile zeigt, in welchen die 
specielle Berechnung sowohl schon Aufklarung verschafft hat, als noch kiinftig zu geben 
verspricht. | 

Die Berechnung der speciellen Stérungen wird am sichersten erhalten durch 
die Anwendung des in der Mechanik so wichtigen Princips der Variation der 
Constanten auf die Bewegung der Planeten. Man erreicht dadurch den grossen 
Vortheil, die doppelten Integrale zu vermeiden und nur durch einfache Integration 
das Ziel zu erreichen. Zuvérderst miissen deshalb die Gleichungen abgeleitet werden, 
welche zeigen, wie der Betrag der Stérungen ausgedriickt wird durch eine Verainderlich- 
keit der Elemente, die ohne sie ganz constant waren; oder welche den wahren yon den 
Stérungen afficirten Ort jedesmal finden lassen vermittelst eines Systems von Elementen, 
was strenge genommen nur fiir einen einzigen Zeitpunkt gilt und mit der Zeit ver- 
finderlich ist. Sind diese Gleichungen so weit entwickelt, dass man sie nur noch zu 
integriren hat, so wird die Anwendung der mechanischen Quadratur jedesmal fiir eine 
bestimmte Zeit das zu ihr gehérige System von Elementen finden lassen. 

Nimmt man zuerst den einfachen Fall, dass ein materieller Punkt ohne Masse sich 
um einen festen anderen Punkt, in welchem die anziehende Kraft .:. k? ... ihren Sitz 
hat, bewegt und legt bei der anziehenden Kraft das Newton’sche Gesetz zu Grunde; 


setzt man weiter den Anfangspunkt der Coordinaten in den festen Punkt und zerlegt die in 
? BAsse © i 5 ; 
der Entfernung r stattfindende Anziehung yz in ihre drei, den Coordinatenaxen parallelen 


Componenten, indem man dabei die Richtung der Kraft, welche die Coordinaten ver- 
kleinert, die positive nennt, so hat man die drei Gleichungen !): 


2 2 
Ce ee, 


ae r? 
d?4 
Geet oe HOP: oto el 
dt? 


) Vergl. Abtheilung I, Vorlesung 2, 
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Bei der Bestimmung der Grosse einer Kraft und ihrer Bezichung auf eine Einheit, 
muss nothwendig eine Zeiteinheit und eine Raumeinheit angenommen werden. Jene ist 
fiir unser Sonnensystem der mittlere Tag, diese die halbe grosse Axe der Erdbahn. 
In Bezug auf beide ist: 


brigg. log k ~—= 8,2355814 & == 0,0172021... 
brigg. log i? = 6,471 1629 k? — 0,0002959 ... 


Zahlen, welche ausdriicken, dass, wenn die Sonne auf einen ruhenden materiellen Punkt, 
dessen Entfernung von der Sonne = | angenommen wird, wahrend eines mittleren Tages 
fortwahrend einwirkte und dabei immer mit derselben Kraft (so dass also die relative 
Entfernung sich nicht anderte), sie am Ende des mittleren Tages dem Punkte eine 
Geschwindigkeit ertheilt haben wiirde, welche ihn, wenn er jetzt sich ganz allein selbst 
iiberlassen bliebe, in der Zeiteinheit, dem mittleren Tage, um die Linge k?, gemessen 
nach der Lingeneinheit, forttreiben wiirde. 

Diesen drei Differentialgleichungen wird Geniige gethan durch folgende Gleichungen ‘) 
fiir den Werth der Coordinaten, welche, da sie sechs Constanten enthalten, das voll- 
standige Integral derselben sind. 

Wenn: k 


p=a(l — e?) 


1 1 é 
Osi sgh n fit? 
Pp 
Z 1 + ¢€ cos v 
so wird: 

x = r{cos(v + w) cos 8 — sin (v + @) sin 83 cos i] 
y = r [cos (v + w) sin 8 + sin (v + w) cos 2 cos é] or eS Sern (23) 
z2=r sin(v + @) sini. 


Die sechs Constanten?) sind hier a, ¢, e, @, 52, 7, von denen die anderen Gréssen 
u, p, E, v, r entweder reine Functionen, bloss der Bequemlichkeit der Bezeichnung wegen 
eingefiihrt sind, oder in Verbindung mit ¢ gebildet werden. 
Der astronomischen Bedeutung nach sind diese Werthe gemiss Abtheilung I: 
. . halbe grosse Axe der Bahn des bewegten Punktes; 
. . Epoche der mittleren Anomalie fiir ¢ = 0; 
. Excentricitét der Ellipse; 
. . Winkel zwischen dem Perihel und aufsteigenden Knoten gezihlt in der 
Ebene der Bahn; 
. aufsteigender Knoten der Ebene der Bahn mit der Ebene der wy, wofiir 
gewohnlich die Ekliptik angenommen wird; 
. . Neigung der Ebene der Bahn gegen die Ebene der xy; 
. . mittlere tigliche siderische Bewegung; 
. halber Parameter; 
. excentrische Anomalie, gezihlt vom Perihel an; 
. wahre Anomalie, geziihlt vom Perihel an; 
. Radius vector. 


Sam & 


=) 


= ¢ Bit = «. 


) Vergl. Abtheilung I, Vorlesung 4. 
*) Vergl. Abtheilung I, Vorlesung 3, Schluss yon Vorlesung 4 und YVorlesung 10, 
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Die Ableitung dieser Ausdriicke aus den obigen Differentialgleichungen ist in Ab- 
theilung I gegeben worden. Man kann sich auch durch directe zweimalige Differentiation 
iiberzeugen, dass durch sie wirklich den Differentialgleichungen Geniige gethan wird. 
Man erhalt niimlich: 


di S.. k a 
aa 8 

dt a2 Yr 

dv = kVp 

Ch anny: 

adr k 


i aaa Ria 2, 


und damit die ersten Differentiale: 


dx ki P 
— = — Ve {[sin (v + @) + @ sin w| cos &3 
P 
+ [cos (v + @) + ¢ cos w] sin $2 cos 4} 
d Kore ; i . 
a == Vp {[sin (v + @) + @ sin | sin 82 - + (3) 
p 
— |cos (v + w) + e@ cos w| cos $3 cos 4} 
dz ere } hoe 
eae + ie {Leos (v + @) + e@ sin w| sin i} 


bei welchen der blosse Anblick sogleich lehrt, dass: 


are k tae dD as k2 x 
ahs \p at ane rs 
Gey. Rey ae key 0. 
dis Yo vr dt Ex rs 
ae a k ea dv kz 
dt? Vo vr at i rs 


Wirke jetzt ausser der anziehenden Kraft k2 noch eine andere stérende Kraft, deren 
Ursprung zunichst noch nicht in Betracht gezogen zu werden braucht, auf die Be- 
wegung des materiellen Punktes ein. Die Grésse dieser stérenden Kraft werde durch 

..P... bezeichnet, bezogen auf dieselbe Einheit der Kraft, in welcher auch k? aus- 
gedriickt ist, oder auf eine EKinheit der Kraft, welche in der Zeiteinheit einem Punkte, 
dessen Entfernung von dem Sitze der Kraft constant gleich der Lingeneinheit bliebe, 
eine Geschwindigkeit mittheilen wiirde, durch welche er, sich selbst iiberlassen, die Liingen- 
einheit in der Zeiteinheit durchlaufen wiirde. Um die Richtung der stérenden Kraft P 
anzugeben, denke man sich um den Anfangspunkt der Coordinaten eine Kugel mit 
willkiirlichem Halbmesser beschrieben. Seien auf der Oberfliiche derselben X, Y, Z die 
Punkte, in welchen die nach der positiven Seite hin verlingerten Coordinatenaxen die 
Kugel treffen. Sei ebenso Q@ der Punkt, in welchem eine mit der Richtung der Kraft 
durch den Anfangspunkt gezogene Parallele die Kugel trifft. Werde ferner, um iiber 
das Zeichen der Kraft immer bestimmt zu entscheiden, der Sitz der stérenden Anziehungs- 
kraft so angenommen, dass sie den Punkt in der Richtung vom Nullpunkte nach Q hin 
anzieht. Bezeichne man endlich den Winkel zwischen der durch @Q bestimmten Richtung, 
mit der durch X bestimmten, durch @X, und ebenso sei QY, QZ der Theil des 
grossten Kreises zwischen Q und Y, Q und Z Hiernach werden die drei Componenten 
der stérenden Kraft: 


P cos YX iP ROR AIS oo P cos QZ 
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und die Differentialgleichungen der so gestérten Bewegung des Punktes werden sein: 


ax ka : 
ae + pon ==) JP Ws Q xX 
d?y bay = 
TH + 7 ==-— Pas OY (5) 
dz kz 
— —— == ¢0s' OZ 
dt? oh x? q 
Wenngleich diese neuen Differentialgleichungen von den friheren darin verschieden 
sind, dass die rechte Seite derselben nicht mehr — 0, sondern die stérende Kraft P 


enthalt, so kann man ihnen doch durch dieselbe Form der Coordinaten 2, y, 2 Geniige thun, 
wenn man nur in dem obigen Ausdrucke fiir diese Coordinaten, die dort als constant 
angenommenen Gréssen a, & ¢, @, $3, i nicht mehr als constant, sondern als Gréssen, die 
ebenfalls mit der Zeit variabel sind, betrachtet. Zu dem Ende denke man sich diese 
Gréssen in dem Ausdrucke von 2, y, ¢ als von der Form: 


a4=a + da é=& + dé é=& + de 

@ Si = Ae §& = & + 7&8 4 = % - At, 
WO M9, £0, 0) Bo, So, % Wirkliche Constanten sind, Ja, 4é, Ae, A@, 4 8, Fi aber 
solche Functionen der Zeit und der Grésse P, welche = 0 werden, wenn P — 0 gesetzt 


wird. Um hier des Folgenden wegen die Zeit, insofern sie in Ja, Fé, Fe, Jo, 4 82, 
Ai enthalten ist, zu unterscheiden von der Zeit, die bei constanten Elementen die Ver- 
inderung von 2, y, ¢ bewirkt, bezeichne man in 4a, Je, Je, Ja, 483, Ai die Zeit 
mit t, wihrend man sonst dafiir das Zeichen ¢ beibehialt. So betrachtet, sind x, y, ¢ 
Functionen von ¢ und t, und das vollstiindige Differential von x, y, 2 in Bezug auf die 


\ d d d 4 ; : ’ 
Zeit ++: one oe ohne Parenthese ... wird sowohl das Differential von x, in Bezug 
; ; ; 12 dy dd ; 
auf die Zeit bei constant angenommenen Elementen - - - (Fr) ’ (St) ’ (3) > mit Paren- 


these ... als auch das Differential von # in Bezug auf die Veriinderlichkeit der Elemente, 
: : 1 1 

sofern diese auch von der Zeit abhingt -- - ge , (£4), (24), ... enthalten. Eben 
dt dt dt 

dasselbe findet auch bei den zweiten Differentialen statt. Man hat folglich die 


Gleichungen: : 
; d 


OF ame 


t= (2 heme he 
Hele 


) 
bem ae) (ae) 


8 
en 
a 
See 


und daraus: 


ve _ (We), (2G), (#68) , (HG) 
ae dt dt dt dt 
ay\\ — (4 (ay ay\\ (a (ay 
(2) 8), (62). (G0)) 
de de de (ae 
as «(@) ct )) + é Us) or : i) 
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Die Gréssen (=): (“t): (3) sind hier die oben in (3) hingeschriebenen 


dt dt dt 
da d2y dz 5 ‘ ; 
Werthe, und ebenso fers? (Ge) qe die Werthe, welche in (4) gefunden sind. 
at? dt 


k2a2 =k? k 2 : hee : 
=x) y ——» so wird die linke Seite 
r3 r3 r3 


vermige (5) gleich P cos QX, P cos YY, P cos QZ, und auf der rechten Seite wird ver- 


mige (4): 4 bs 
dx 2 
_——— a4 @) 
2 3 PY 


dy key 
fe CE “ — 0 
Gal 2B rs 


dz kz 
Ga =e 


folglich werden die Gleichungen (5): 


Addirt man zu (7) auf beiden Seiten beziiglich 


()\\ 


dt dt at 

s)) (19) , (8 

ae | : poe Nya 

IDWS OL = ae ae ae i 


dt dt 
Entwickelung sechs von einander unabhingige Functionen und Differentiale, Ja, Ze, 
Ae, 4a, 483, 4% und ihre Differentiale, oder tiberhaupt s a a, os ae, bi 
Eben dieselbe Anzahl wird auch in die zweiten Differentiale iibergehen, so dass die End- 
gleichungen, wenn man die Richtung und die Starke der stérenden Kraft als gegeben 
ansieht, sechs unbekannte Gréssen enthalten, waihrend doch nur drei Gleichungen zu 
ihrer Bestimmung vorhanden sind. Wegen dieser Unbestimmtheit der Aufgabe wird 
es gestattet sein, noch drei Bedingungen hinzuzufiigen, welchen die sechs Unbekannten 


Die Differentialquotienten (=), (3), (=) enthalten bei ihrer vollstindigen 


gentigen sollen. 

Wenngleich diese drei Bedingungen an sich willkiirlich sind, so ist es doch klar, 
dass, insofern es darauf ankommt, die Functionen Za, 76, Ae, A@, 48, Fi aus den 
Gleichungen (8) zu bestimmen, die vortheilhafteste Form fiir die Bedingungen eine solche 
sein wird, welche womdglich alle zweiten Differentiale fortschafft, um zuletzt in jedem 
Falle nur Differentialgleichungen der ersten Ordnung zu erhalten. Man erreicht diesen 
de de dw ag di 


da 
Zweck, wenn man die ersten Differentiale —,» —,—,—,-, — der Bedinoun 
: dt dt dt dt dt dt guns 
dy 
—) 


unterwirft, dass, wenn ihr wahrer Werth substituirt wird, die Ditfferentiale (=): ( 7 
dt T 
GEN j : : 
Gs) nicht bloss fiir bestimmte Zeiten, sondern fiir alle gleich Null werden, oder nur 


solche Glieder enthalten, welche vollkommen identisch sich vernichten. Aus diesen drei 
Bedingungen, dass: 


a Oe Aeauibytionge pip, enw tibial oy 


nach gehériger Substitution der Endwerthe identische Gleichungen werden, folgt namlich, 


dass jedesmal auch ihre Differentiale, sowohl in Bezug auf ¢ als auf tc = 0 werden, 
oder dass ebenfalls: 
} 
du du 
: (=) a d (ie) eee 
dt 1% Barth. oe 
a(t (a) 
SO Neng Tyee LA ieee ii 
dt No OnG 
/ 
d (5) d > 
dt aed dt Rae 
dt fis dt Pe 


identische Gleichungen sein werden. Dagegen werden die Differentiale: 


1) (@) («€8) 
dt dt dt 

at j dt ; te 
bestimmte Werthe erhalten, weil eben vermége der Bedingungsgleichungen (9) die beiden 
Variabeln t und ¢, abgesehen von ihrer urspriinglichen Bedeutung, auch der analytischen 
Form nach, nicht mehr als von einander unabhiingige Variabeln zu betrachten sind, es 
folglich auch nicht gleichgiiltig ist, in welcher Ordnung man die Differentiationen vor- 
nimmt. Substituirt man aber diese letzten Werthe fiir die zweiten Differentiale in (8), 


so werden sie: 
ee 
: == JP ONS (A) OK 


dy | 
Gr) == PaCOSmQ ey | Sa 
te niae foe 
eN 
ai = ePeCOSAOA, 
dt Fees 


und in diesen beiden Systemen wird die Auflésung der Aufgabe vollkommen bestimmt 
enthalten sein. Das erste System giebt, verglichen mit (6): 


da (= dy (<*) dz (=) 

Se prea Fae] me 15k 

dt dt)’ dt di) ab dt 
oder enthilt die Bedingung, dass zu jeder beliebigen Zeit fiir den Ort, den der bewegte 
'Punkt einnimmt, die Tangente an beiden Bahnen, sowohl an der, in welcher die Elemente 
als constant betrachtet werden, als an der, in welcher die Elemente als variabel angesehen 


werden, eine und dieselbe ist, wobei von selbst zu verstehen ist, dass man die als:con- 
Klinkerfues, Theoretische Astronomie, 75 


— 594 — 


stant angesehenen Elemente so annimmt, wie sie zu der gegebenen Zeit wirklich waren. ~ 
Durch diese Uebersetzung in Worte verliert auch die Wahl der drei Bedingungen das 
willkiirliche, was sie anscheinend noch hatte. Die drei Coordinaten des Ortes und die 
drei Componenten der augenblicklichen Geschwindigkeit sind die sechs Constanten, welche 
die augenblickliche Bahn bestimmen, und aus denen sich die sechs Elemente direct ab- 
leiten lassen. Jede stérende Kraft kann diese urspriinglichen Daten nicht andern, sondern 
wirkt erst in dem zweiten Zeitelemente ein, wenn man es so ausdriicken darf. Hiernach 
wird es der Natur der Sache allein gemiiss sein, die Tangente der gestérten Bahn in 
dem Augenblicke, von dem an die Stérungen zu wirken anfangen, zusammenfallen zu 
lassen mit der Tangente der Bahn, welche der bewegte Punkt ohne die stérende Kraft 
beschrieben haben wiirde. 

Die oben in (3) vollstindig ausgeschriebenen Werthe von (Gr) (3): (3) 
mégen der Kiirze wegen mit 7,, y;, 2 bezeichnet werden. Man erhalt dann die Differential- 
quotienten der variabeln Elemente, wenn man die Werthe von 2, y, 2 in (2) differentiirt, 
indem man nur die Elemente als variabel betrachtet und jeden Quotienten , oy, a 
gleich Null setzt; und ferner die oben ausgeschriebenen Werthe von 2, 4, 2, ebenso 
differentiirt bloss in Bezug auf die Elemente und die Gleichungen (10) bildet. Fiihrt 
man jetzt auch fiir die Differentiation in Bezug auf die Elemente wieder das Zeichen t¢ 
ein, so sind die vollstandigen sechs Gleichungen die folgenden: 


o= (5) a + Ge) a PGS ae + Ge) Ge + aes) ae 
= (2) ae tgs) ae Ge) ar © Gan) a a 
o= (i) a + Ge)ae + Ge) at Y Ge) ae t+ Ga) a a 
row oxm (i) 2+ (Es) $+ (B) + Gs) So) a8 
+ (8) #1, ay 
po ov= (ie) + (2H) + (8) 2 (2m) He (40) 48 
Ce 
es Ga) = | a = 1 ee) = ap o t a 7 
+ (Gee 
- dé 


Aus diesen in Bezug aut aa? ae etc. linearen Gleichungen miissen jetzt durch 


gehérige Elimination die iene se einzelnen Differentialquotienten gefunden werden. 
Die Integration dieser Differentialgleichungen des ersten Grades wird den genauen Werth 
jedes Ja, Ae etc. oder mit Hinzufiigung der Constanten ay, ¢ etc. jedes Elementes 
a, &, €, @, $3, 4 geben. 

In den Abhandlungen der Berliner Akademie der Wissenschaften fiir 1834 hat 
Encke die Formen fiir: 


ax, 


da 
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(5 ) ( ) € ) ( ( 2) ( 2) ' 
da ‘ da : da : da 4 da /’ da < 
tiberhaupt fiir jeden Coéfficienten der 


ae ge Goan 
fii he 286 ; 


angegeben, welche diese Elimination ganz direct und mit Leichtigkeit vollfiihren lassen. 
Man bedarf dazu gewisser Richtungen, die aber, da sie nur von dem augenblicklichen 
Orte und der augenblicklichen Geschwindigkeit und ihrer Richtung abhangen, als gegeben 
angesehen werden miissen. 

Bezeichnet man die Richtung der Verlingerung des Radius vectors mit R, in dem 
Sinne wie oben bei Q, X, Y, Z bemerkt worden ist, die Richtung der Senkrechten auf 
den Radius vector in der Ebene der Bahn im Sinne der Bewegung genommen mit S, 
die Richtung der Tangente ebenfalls im Sinne der Bewegung genommen mit 7, die 
Richtung der Normale nach dem Inneren der Ellipse hin mit N, die Richtung der Senk- 
rechten auf der Ebene der Bahn nach dem Nordpole der Ekliptik zu mit W, so hat 
man fiir die Cosinus der Winkel, welche diese Richtungen mit X, Y, Z machen, fol- 
gende Gleichungen. Zuerst folgt aus (2): 


x =rceosRX =r[cos (v + w) cos 8 — sin (v + @) sin 83 cost] 
y = rcosRY = r{cos (v + @) sin & + sin (v + @) cos 83 cost] 
z=rceosRZ = rsin (v + @) sini. 


Ferner, wenn man die Liniengeschwindigkeit mit ¢ bezeichnet, so dass: 


k? 2 1 
-— — (1 2 + e?) = k? (— — — 
¢ . (1 + 2¢ cosv + e?) (- =) 
so wird nach (3): 
t, = ccoosTX = — Le {[sin (»v + @) + e sina| cos 8 


Vp 


+ [cos (v + @) a e cos @| sin $& cos i} 
Ts {[sin (v + @) + e sino] sin 82 


— [cos (v + @) + e cose] cos 82 cos 1| 


i is EY = 


eu ¢ c0s TZ == + 7 {cos (v + @) + e cosa} sin i. 
~P 

Denkt man sich jetzt die Ellipse in ihrer Ebene um 90° gedreht, so dass alle 
iibrigen Elemente dieselben bleiben und allein @ sich verwandelt in 90° + @, so wird 
in dieser zweiten Lage der Radius vector und die Tangente, welche demselben v wie 
in der ersten Lage entsprechen, gleiche Grésse behalten, aber eine Richtung haben, 
welche senkrecht auf R und Z' in der Ebene der Bahn steht, also oben durch S und N 
angedeutet wurden. Hiernach giebt die Vertauschung von @ mit 90° + @ in r cos RX 
und ¢ cos TX etc. die Werthe: 


r cosSX = — r {sin (v + o) cos $4 + cos (v + @) sin 83 cos 4} 
r cos SY = — r {sin (v + @) sin S& — cos (v + @) cos 8 cos i} 
reosSZ = yr cos(v + @) sini. 

e cos NX = — gs {[cos (v + @) + e cosa@| cos 8d 


Vp 


— [sin (v + w) + e sin] sin 83 cos é 


(ise 
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ccs NY. == — re \[cos (v + @) + e cosa@| sin 82 
p 
+ [sin (v + @) + e sina] cos 82 cos 4} 


e cos NZ = — —— {sin (v + @) Ke sino} sin 7. 
Vp 
Um zuletzt die Richtung W zu erhalten, setze man in cosRX, cosRY, cos RZ 
zerst (v + @) = 90°, so werden die neuen Werthe die Richtung in der Ebene der 


Bahn senkrecht auf die Knotenlinie angeben, vertauscht man dann noch 7 mit 90° + 4, 
so hat man die Richtunge W’, folglich: 

cos WX = sin & sin @ 

cos W Y = — cos & sin i 

cos WZ = sin ¢. 
Vermége der bekannten Gleichung, dass fiir irgend welche zwei Richtungen A und B: 


cos AB = cos AX cosBX + cosAY cosBY + cos AZ cosBZ 


und vermége der Form aller Ausdriicke fiir die Cosinus der Winkel, welche saémmtlich 
die Gestalt haben: 
fA cos& + pw sin 8 cost 

g =A sin 83 — w cos & cos i 
h=— uw sini 
t' =# cos 8 + w' sin 83 cost 
g = K sin 8% — w' cos 83 cosi 
h’ 2=' a" sin %, 
wonach folglich: = 

Po a a ee 

f? + g” Sh u'? 

ff + go + WW = AY + gy + 
lassen sich alle Cosinus der verschiedenen Combinationen der Richtungen unter sich 
finden, wobei man die bekannte hier vorkommende Gleichung: 


cos RX? + cosRY? + cosR Z? — 1 


auch durch cos RR = 1 ausdriicken kann. 

Gig i == - : ccos TN = 0 
duas pee wits 4 ges EW Se? 
Vp COS SS — el 

cos RS — 0 e coos SN =. sing 

kVp p 
C008 LEN aaa cseSW— 0 
cosR W = 0 COSIN Nek 
COS i cos NW = 0 
% cos WW = 1 
cos TS = + kVp 


Um vermége dieser Winkel die Differentialquotienten: 


(ia): (ae): (@e)>. (ae): Ga)» GH) 


darzustellen, bemerke man, dass die Elemente,a,é,¢ allein in r und v enthalten sind und 
dass in 2,y,2 nur die beiden Verbindungen rsin (v + @) und 1 cos (v ae @) vorkommen. 
Bei der vollstandigen Differentiation hat man aber: 


Wenn man diese Werthe in die Differentialgleichungen: 
d [rsin (v + w)| = sin (vw + w) dr + reos (v + @) dv 
d [rcos (v + w)| = cos (v + @) dr — rsin (v + @) dv 
einsetzt und dabei fiir seinen Werth: 
ee 


r p 


benutzt, so wird: 


; <i 3 
(ae see Ps (cos (v + @) + cos 0) 


(: ee nis =} = 7 {cos (v + w) + ecos@} 


(- [rsin v + 2!) —_ acosv sin (v + @) + eee re cos (v + @) 


de 1 
€ ae pe) eee 2 a) ate ; xr {sin (v + @) + esin@} 
d [rcos (v + @)| ret a 
( de ) Ve {sin(v + @) + esino} 
( nays wv ai 2!) = — acosvcos (v + @) Cs met) ” sin (v + @) 


Hiermit wird man: 


(2), 2). 2). (2). (2). 2). 2) Be 


sogleich hinschreiben kénnen. Fir die Differentiale in Bezug auf @ sieht man s0- 


gleich, dass: 
(=) ie € (r cos 22) SX 


do do 

a) = (sone 2) Ee ae ey. 
da d@ 

dze\ _(d(rcosRZ)\ 
(55) = ae ) = res SZ 


und in Bezug auf $3 und 7 ist die Differentiation und der Ausdruck durch cos SX, 
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cos SY, cos SZ, cos WX, cos WY, cos WZ, ebenfalls gleich durchgefiihrt, weil z. B. fiir die 
in Ga) vorkommende Grosse: 


cos (v + ) sin 8& + sin (v + @) cos 2 cos, 
= {cos (v + @) sin 3 cosi + sin (v + @) cos 8} cost + cos (v + @) sin Q sini, 
folglich: = — cosi cosSX + cos (v + @) sini cos WX 


und analog fiir die Differentiale (74), (+3). Die Zusammenstellung fiir die Diffe- 


rentiale von a, y, in Bezug auf jedes Element wird damit folgende: 


ia) ene cos RX — ee ccos TX 
2a 


cos R Y — ne ecos TY 


iS 
—~ 
Se 
| 
SHS Sis 


d 2a 
de ; Jeeta 
(=) == Costa oq 78 TZ 

3 

2 
(5) = ecg TX 
q 3 
(4) = — cos EVE 

3 
(F) = = cost 
am ees | 
(3) = — acosv cosRX + Tog 8m tos SX 
dy Pte 
EN ee 2 ANE g 
(3) acosv cosRY +- emer re co! cos S Y 
de\ a 5 a el are ts 
(=) —= — acosv cos RZ + acer! cos SZ 
d 
() == 0081S Xe 
@ = 7c0s'S ¥ 
d 
<<) = 70s SZ 


I 


rcosi cosSX — rcos (v | w) sini cos WX 


Ss 
Qu 
=|8 


rcosi cosS Y — rcos (v + w) sini cos WY 


Q 
xR 


= rcosi cosSZ — rcos (v + @) sini cosWZ 


PER PER 
Salles 
218 

NSA BIE ENG 
| 


(F =rsin(v + @) cosWX 
dy 3 
—) =rsin (v + w) cos WY 


Gi) = rsin (v + o) cos WZ. 
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Aus diesen Werthen lassen sich sogleich die Werthe von 


Ax, LY, de, ax, dy,\ (da 

(ai): (aa) (ai): (ae): (ie) (ae) ie 
ableiten. Denn da diese Differentialquotienten bezeichnen, dass man zuerst jede 
Coordinate in Bezug auf ¢ so differentiiren soll, dass man alle Elemente als constant 
ansieht, und den gewonnenen Ausdruck nachher in Bezug auf jedes Element noch ein- 
mal so differentiiren, dass man auf die Verinderlichkeit von ¢ keine Riicksicht nimmt, 
so werden bei der ersten Differentiation die Elemente nicht als Functionen von ¢ 
betrachtet und in der zweiten ebenfalls ¢ nicht als Function der Elemente. Beide 
Gréssen, ¢ und die Elemente sind deshalb hier als ganz von einander unabhingig anzu- 
sehen und auch bei verinderlichen Elementen muss in dem Sinne, wie es hier genommen 


wird: 
dx ada 
ew 4(a)) _ (4(z) 
Wayne hae 


da dt 


sein, und ahnlich bei allen iibrigen Elementen. Ein Unterschied in der Ordnung der 
Differentiation kénnte nur dann stattfinden, wenn man in w oder (a) auch auf das f¢, 
welches in den verinderlichen Elementen enthalten ist, hatte Riicksicht nehmen miissen. 
Dieses aber wiirde nach dem Obigen ganz fehlerhaft sein, da x der reine Differential- 
quotient in Bezug auf ¢ ist, wenn die Elemente als vdéllig constant angesechen werden. 


Hiernach hat man nur die eben gegebenen Werthe von: 


C2 O.:@, © - 


in Bezug auf ¢ so zu differentiiren, dass man die Elemente als constant ansieht, und 
also auch nur auf die Gréssen zu achten, welche ¢ explicite enthalten. Die Functionen 
von ft, welche in den veranderlichen Elementen vorkommen, diirfen nicht beriicksichtigt 
werden. Fiir die in diesem Sinne nach ¢ veriinderlichen Gréssen finden sich aber so- 
gleich die folgenden Werthe: 


d TeX 
(Sere ks) =(G)=« =='6,C0S: 1X 


d 7 
( eu ’) = (3!) Ses ate A MOTE 
dt 

urout) pa /G2\ 5" a ae 

( di = (Fj) 4 = cos rz 

(fees 72) ae (<*) a wi KP coshX 
dt Le Nai (ae yr? 

(Hees =2)) es (“#) Pe ames RE COSTLY, 
dt aoe N« Ghilie/ Gait Cy he 

(G (¢ cos 22)) — (=) Lvile Bac oye RZ. 
dt at fare ee Po 


Ausserdem ist nach dem Obigen; 
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(tee k®) cos a) Es 
(“ (r cos R 12) Leth ey 
do 
(Cee 22) an ily 
doo 
und wie man bei dem ersten Blicke sieht: 
(¢ (¢ cos 7H) — boos NX 
do 
(: (¢ cos =) woah ¥ 
do 
(¢ (c cos £2) eee ITE. 
doo 
folglich da: 
(? (r cos EX) bok TX 
dt 
(“ — = e¢cos TY 
dt 
(2 (1 cos #2) pagan 
dt 
nothwendig auch: ' 
(Ae) — ocos NX 
dt 
€ (r ase) = coos NY 
at 
( (7 cos ay ia ate) 
dt ; 
Hierzu kommt noch: 
(“ cos v=) Bit 
dt pt 
(* COS Wis) 0 
dt ) da 
(“ cos —) 5G 
dt 


und 


(2 [vr cos(v + 2) 


= i 7 [sin (0 + @) + esino| 


€ |r sin e ae 21) see 7 [cos (v + co) + ecos |, 


wenn man die friiher angefiihrten Werthe von (Fi) andes “ penutzt. Mit Hiilfe dieser 


dt 
Differentialquotienten werden sich alle Differentiationen ohne Weiteres hinschreiben 
: é ; da d dz. 
lassen, nur mit Ausnahme der Differentiale von (=). (2). (=) in Bezug auf t. Wenn | 
e € 


man diese indessen nur etwas anders schreibt, so wird auch hier keine Weitliufigkeit 
stattfinden, Es ist nimlich: 
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d 

(F = — a (cosv cos RX — sinv cos§X) ai au 5 cos SX 
dy sinv 

ae = — a (cosv cosR Y — sinv cos SY) + pia 10s SY 
7) = A (eos 0 cos RZ — sinv cos SZ) ey wa 5 reos SZ. 


Nun aber wird, wenn man die gehérigen Werthe substituirt: 


cosv cos Rk X — sinv cosS X = cos@ cos $4 — sing sin 8 cost 
cosv cos RY — sinv cosSY = cos sin $4 + sina cos $j cosr 
cosv cos RZ — sinv cosSZ = sino sini 


oder sie sind frei von allen mit ¢ variabeln -Gréssen. Wollte man die Richtung von der 


Sonne nach dem Perihel mit A bezeichnen, so wiirden sie: 


cos AX cos A Y cos AZ 
und: 
(5)= pea tee r cos SX 
dy Nv 
pa ame AY + 5 hb r cos S Y 
de —e 
dz Sin Vv 
(3) = — acosAZ + pes ce SZ, 
wobel: 
(see) Bg 
dt iy 


dcos A Y 
( dt ) = 


decos AZ 
(SAD) 


und folglich die Differentiation auch hier auf die obigen Gleichungen zuriickgebracht 
ist. Es folgen hieraus die Werthe: 


3k? t 


da, c 
(3) == Dart cos R X — ar cos TX 
dy, 3 kt C 
eC Ve ee —— iv 
(*) Dart cos R Y ee cos T’ 
dz,\ — 3k*t Cc 
(32) are cos RZ — oe cos TZ 
3 
2 
a) = ut cos RX 
; 3 
(3) =— ask - cos RY 
dé r? 
3 
dz, ak : 
oa == a5 cos RZ 


Klinkerfuos, Theoretische Astronomie. 


(3 =F Ose sx+> , ccos NX 
( = a COS” sS¥ + ~““, coos NY 
Goa SZ + = 5, Ccos NZ 

(Ga) = coos wx 

ga) = ces NY 

ye) Pe 


Ga) = cosi ccosNX + i [sin (v + @) + esine] sini cos WX 
C 


(54) = cost ccoosNY + i [sin (v + @) + esina| sini cos WY 
(53) = cosi coosNZ + 7s [sin (v + @) + esine| sini cos WZ 


(F) = i [cos (v + w) + ecosa@| cos WX 
aoe i [cos (v + 2) + ecos| cos WY 


Bei dieser Form der simmtlichen Coéfficienten von: 


du de de do dQ di 
dt’ dt’ dt’ dt’ dt’ dt 
in den Gleichungen (11), wird die Elimination der einzelnen Werthe keine Schwierigkeit 


haben. Man kann dabei den gewéhnlichen Weg einschlagen, erst eine Grésse, etwa 


da 
dt zu eliminiren, am einfachsten so, dass man in (11) die ersten drei Gleichungen 
a 


beziiglich mit — (=), — (+ > aa) oder den Coéfficienten in den letzten 
3 da da da 
dx 


drei multiplicirt, und ebenfalls die letzten drei Gleichungen mit (5), dy : Bes ‘ 
da da da 


A CHIR : 3 
oder den Coéfficienten von a in den ersten drei Gleichungen. Aus der Summe der 


ae verschwunden sein. Der Kinfachheit wegen bezeichne man die Coéffi- 
ahs Oho whee Ch Ge 


cienten von di? dt) ai dh de welche man in dieser summirten Gleichung er- 


halt mit: 


[a, é], [a, e], [a, c|, [a, $d], [a, ¢|, 


so dass z.’ B.: 
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nd =— (5) (82)— CNC) - GNC 
+)GE) + GG + G3) 


Reet, 2 ier . dé : 
Eliminirt man nachher aus den urspriinglichen sechs Gleichungen ai? ®° werden in der 


Summe der Producte die Coéfficienten der iibrig bleibenden unbekannten fiinf Gréssen: 


aa detd@o dss dt 
Bin sat ate dteydt 
[ea], [ee], [& @], [& 8], [& 4], 
wobei es von selbst klar ist, dass: 
[e,a] = — [a, é] 
und analog bei allen anderen Verbindungen. Setzt man fiir alle sechs Gréssen das Ver- 


fahren so fort, so hat man im Ganzen 15 Coéfficienten zu bestimmen. In allen diesen 
werden iiberall Formen wie: 


cos RX cos TX + cos RY cos TY + cos RZ cos TZ 


vorkommen, wofiir man sogleich cos RT schreiben und dabei auch gleich anfangs die 
Cosinus weglassen kann, welche = 0 sind, namlich: 


cos RS=0, cos RW=0, cs TN=0, cos TW=0, cos SW=0, cos NW =O, 
ebenso fiir cos RR, cos TT, cos SS, cos NN, cos WW den Werth = 1 setzen- Fihrt 
man die Rechnung durch, so erhalt man: 


respective: 


__ 3k bVa 3 
ave == aie tecosaRT + Z sts Ete + #V4 teas RT 
3k? cosv cos v Dp a ; 
lel a=" a 9 os RT aa sinvccos § T 
r sinv 3kt cosv 
+ ccos RN — ———— cocosST 
2r Vp 
r r 
[a, o] = + oe ecosST + = ccos RN 
[@, -$8-} == -- Fz cos ic cos ST + =< cosiccos RN 
fare |) == 0 
5 5 
a” kcos v a cos” 
ere, == + | ——.—— c¢cosST 
) 0 ese 
& Onl = 
[zaos| => 0 
Alia 0 
| == —= &COSV cone ccos SN — acosvecos RN 
7 es, 
-- ae sin v ccos SN 
[e, &] = — i a COS Vv COS 4 — ss cosiccos SN — acosvcosiccos RN 
0 sae 
+ tf 3 sim vcosiccos SN 


76* 
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[2 i] =0 

[a@, 54] = — reosiccosSN + reosiccosS N 

[005 4] S=eO 

[aQ¢] = — Ts [sin (v + @) + € sinw|r sin (v 4+ @) sin i 
p 


A 


— ie [cos (v + @) + e€ cos@|r cos (v + @) sin i. 


Substituirt man hier die oben gegebenen Werthe fiir diese Cosinus und reducirt Alles, 
so findet sich zuletzt: 


i SOE apa 

[a, | 7 hoe [sap == 15 
[d,'e))) 0 Ae) ath) 
fy ee Pee th 
[a, ©] ty [O'S toinioee 
a = — kVp cos % = Ie ; 
[a, 83 ] ag a [2, a] = + ~~ eos i 
CA ee — at!) [2.1] ==) 
[ae] =0 Le 
(é-0) = 0 (eo ne =a) 
eo pee) Sere ln=aeO 
fies] ~==-.0 [ase] pS=-0 

}= G3 ae 00, ———— Bus e 
Malai ays aes {> 
[e, 83] = + yp coon [ £3, e| = Fm acess 
(evel nO) (3, ¢| == 0 
[@, $3] = 0 [S3, o] = 0 
[, i] = 0 i [%, ca | — zt 
[2,7] = —kYp sini [4, 2] = + kVp sini. 


Nachdem so die rechte Seite jeder Endgleichung, wenn immer eine der zu be- 
stimmenden Gréssen eliminirt ist, auf eine héchst einfache Form zuriickgefiihrt ist, hat 
die Behandlung der linken Seite noch weniger Schwierigkeit. Diese ist nimlich iiberall 
P cos QX, Pecos QY, Pcos QZ, beziiglich multiplicirt mit: 


d « d dz ., (Ue d dz 
(7): (52), (5): oder mit (3): (52), (5) etc., 


wo man also nur die Richtungen Q zu vereinigen hat unter dem Cosinuszeichen mit der 
Richtung, die in jedem Werthe der Differentialquotienten neben X, Y und Z steht. Die 
Endgleichungen werden demnach: 
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kd kVp d k¥p di 
oy a Vp - ha a = 
a 2a 2Va dt 2a dt 2a dt 

3B 

a k da 

—cPcosQrT= 

k Soe dt 

i d 83 

—acosvPcosQk + PT” sin» Pcos QS = ee al aig 7m a @ cos i 

ang Vo dt Yp dt 


-+ (12) 
r P cos QS = kVp da _ 2 ke 


2a dt yp dt 
r cos i P cos QS — r cos (v + @) sini Pcos QW 


kVp da de 3. 2 Ole 
= cos" — ac cost — k p sin 4 — 
2a dt Yp Vp dt 


rsin(v + 0) PcosQW = + kip sini oe 


Wenn, wie bei Lagrange, die nach den Hauptaxen zerlegten stérenden Krifte die 
Form von partiellen Differentialen in Bezug auf die Coordinaten haben, oder: 


d 8 
P cos Qx = (Fe) 


d 2 
PicosOea— co 


d 8 
Pcs OZ = ( 
so ergiebt sich von selbst, dass die linke Seite aller dieser letzten Gleichungen, da sie 
immer von der Form: 


(2) (GD + (2) 69 


in Bezug auf jedes Element ist, das partielle Differential von 63 in Bezug auf jedes 
Element wird, in dem Sinne, wie hier tiberhaupt die partiellen Differentiale genommen 
werden. Die linke Seite wird folglich beziiglich: 


EN 
TAC fay Assia haa a a ie ey Fe 
und die Gréssen a4 ae Ti etc. werden allein durch partielle Differentiation der Stérungs- 
function 82 in Bezug auf jedes Element gefunden, wobei die Factoren der Differential- 
quotienten ebenfalls nur aus Elementen gebildet sind, ohne dass Gréssen vorkommen, in 
~welchen ¢ explicite enthalten wire. 

Diese Gleichungen (12) geben sogleich die reinen Werthe der gesuchten Gréssen. 


Zuerst giebt die zweite “ und damit die vierte a aus beiden giebt die fiinfte sae 


d 
die erste, dritte und sechste lassen ~ “ und - finden. Es wird: 
da 2a? 
eC aaa wad LQTS 
dé | a cos v 1 p+r 
—_ = — ar Pcs QR =: sinv P cos QS “te Peas 1 
dt k Ya | ° k Ya é oe a : 
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de Le ie pk 

ae Dio lat Ss T 
a iVp ; rPesQsS + * im ° cos Q 

a 
COT 1 POY pes Qn +21 sino P cos QS — wosi 
dt kVp |. kVp ¢ 
1 

dh PELE OD ha 
dt kVp sint 
CO) 


Fires: ae rcos(v + 0) P cos QW. 

Fiir die numerische Rechnung ist es ahgenehm, mit gleichartigen Gréssen zu thun 
zu haben, entweder bloss mit Winkelgréssen, oder bloss mit Lingengréssen. Es wird 
deswegen vortheilhaft sein, statt der beiden Elemente a@ und e andere Variable ein- 
zufiihren, welche durch Winkelgréssen ausgedriickt werden. Man kann hier fiir e nach 
dem Vorgange von Gauss setzen: 


e = sin D, 
wodurch: 
de d@ 
ras cos D eal 
oder: 
a@* 1 d Ce. 


dt — cos B * dt 


Statt @ kann man die mittlere tigliche siderische Bewegung n nehmen, gemiss der 
Gleichung: 


Gi Dane ats : “ 


Ferner bedarf man nie des Elementes ¢ allein, sondern wendet es immer nur an in 
Verbindung mit nt. Wenn also M die mittlere Anomalie bedeutet oder: 
= nt + 8, 
d M dé rs : Peta 

so kann man durch —— err das Differential — at ausdriicken. Um die dazu néthige Trans- 
formation deutlicher zu iibersehen, gebe man den Elementen die schon oben angenommene 
Form, wonach sie aus einem von P freien Theile bestehen, und einem von P so ab- 
hingigen, dass der letztere mit P verschwindet. Fiir jede Zeit ¢ wird demnach die 
mittlere Anomalie sein: 


= & +mt+idnt Be, 
und wenn man sich das MM ableiten wollte, welches ohne die Stérungen zur Zeit ¢ statt- 
gefunden hatte, so wiirde es von der Form sein: 


Eo + Mt, 
wo & die Epoche der mittleren Anomalie bezeichnet, welche fiir den Augenblick t = 0 
stattfand, von welchem an man die Stérungen rechnet, und fiir welchen auch die con- 
stanten Elemente a, m u. s. w. gelten. Fiigt man diesem Theile noch den anderen, j 
von der stérenden Kraft abhingigen Theil hinzu ... J M..., so wird die Gleichung: 


—gt+tmtit+tdM—=at+nt+id4ne Ze, 
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oder wenn man statt JM, 4n, 4é lieber das wirkliche Integral der obigen Differential- 


quotienten hinschreibt: 
dM dn dé 
[Gata t[ ears [Feat 
Differentiirt man diese Gleichungen nach ¢, so wird: 

dM | dn dn de 


di ee ae a 


Hs befindet sich nun aber in dem Ausdrucke von = ein Glied: 


3 Seb 
i ePcos QT =, .<* 
kya 9a? dt 
da dn 
: tient eintihrt: 
oder wenn man fiir or ai einftihrt 
3 tb k dn dn 
= CICS DIL == t = t ; 
iV q i a dt 


Petes dé : 
so dass der vollstindige Ausdruck von qi geschrieben werden kann: 


il ptr 


k Va 


ae : dM ; 
Substituirt man diese Form in “ap *° hebt sich: 


dn 
inv P ee 
sinv P cos QS di 


p cosv 


J | 
eon bya 27 inion 


oder ¢ erscheint nicht mehr explicite ausserhalb der sonst von ¢ abhingigen Gréssen, und 


der Werth von - wird: 


ie +f sinv P cosQS ees - dt, 


aM __ ie Gyn an HES 
dt kya € 


wobei freilich in M selbst das doppelte Tutegral | ( 


1 
| Pes QR 5 Va 
dn 
dt 
welche nach der doppelten Integration hinzuzufiigen sein wird, ist dabei & + mt. 


dt? erscheinen wird. Die Grdésse, 


In dem Werthe von ee ist ohnedies schon cos % <2 erhalten. Man kann deshalb 


noch mehr dem gewohnlichen astronomischen Gebrauche gemiss, und selbst etwas be- 
quemer und genauer statt des Elementes @ die eigentliche Liinge des Perihels ... 7... 
einfiihren, wobei: 
‘ c= 0 + § 

dx do , ad 


itty he dt 


Ree 00 d $23 ‘. : : 
und das Glied in ape welches at enthalt, wird fiir dk: 


Lj, A 
dt 


d 82 
7 ee ee 
( cos 7) Fi = 2 sin 5 4 


Endlich kommt in allen Gledern der Gleichungen entweder der Factor Ae oder 
cy Pp 
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1 : : SaaS a 1 5 aC 
— vor. Fiihrt man einen von diesen durchgiingig ein, etwa —-= , so wird man fiir 
kV a ky p 
1 


schreiben miissen: 


kV¥a kVp 


Mit diesen simmtlichen Verinderungen werden nun die Formeln (12): 


dn cPcosQT 

Se = = GIG ED — 

dt bY p 

d M Pos QR cos QS 


—— = — { 2r cos B — peotg Deosv } 


(p +r) cotg Disuy ee 


dt k Vp k Vp 
"dn 
= | ae dt 

D 1 Pcos QT 
ar eng oe S, py ; _ € Pecos 2s 
dt kVp a k k Vp 
d 7 ve pcosv PcosQR PT. F008 Qs Linea psa d 8 

dt é k Vp é kVp dt 
ee Ty as te 8) Pcos QW 

di sint ky D 

li P cos Q W 
~* = + reos (0 | 9 £2) BEES, 

dt ky p 

Wollte man hier, um sich noch niher an den astronomischen Sprachgebrauch an 

zuschliessen, die mittlere Linge ... ZL... statt der mittleren Anomalie einfiihren, wo also: 


at 


L=M+2 

aL _aM , ax 

Theat Cita 
so wiirde: 
adil { 


a | Pcos Qh 
in | 


1 il 
2r cos DW + ptg — D cos v + (p + r) tg = ®sinv ——=— 
D erry 2 “Vp 


+ (1 — eos i) 4 + (3 dt. 


Das nichste Geschift wird jetzt sein miissen, den wirklichen Ausdruck fir die stérende 
Kraft und ihre Richtung, oder die stérende Kraft nach drei rechtwinkligen Richtungen 
zerleot zu geben. Die Wahl dieser Coordinatenaxen fiir die Zerlegung der stérenden 
Kraft ist véllig willkiirlich, da man in allen Fallen doch aus ihnen wieder auf die 
Richtungen R, S, 7, W iibergehen muss, diese letzteren aber nur durch den Ort und 
die Richtung der Bewegung des gestérten Planeten bestimmt werden. Die bei @, 823 
und ¢ getroffene Wahl der Ebene, welche bei der Bestimmung der Lage der Bahn des 
gestérten Planeten im Raume zu Grunde gelegt worden, hat auf die Zerlegung der 
Kraft nach bestimmten Richtungen keinen Einfluss. 


Wir beziehen den Ort jedes Planeten immer auf die Sonne, folglich bestimmen 
wir auch nicht seine wahre Bahn im Raum, sondern nur seine relative in Bezug auf © 
den jedesmaligen Ort der Sonne (cf. Abtheilung I, Vorlesung 2). Da aber die stérenden 
Planeten ebenfalls auf die Sonne einwirken und ihren absoluten Ort indern, so wird 
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es nothwendig, zugleich mit der Wirkung, welche sie auf den Planeten jiussern, auch 
die Wirkung zu beriicksichtigen, welche sie auf die Sonne ausiiben. Sei hierzu irgend 
ein Punkt im Raum als Anfangspunkt bei drei willkiirlichen rechtwinkligen Coordinaten 
angenommen. Seien die Coordinaten der Sonne in Bezug auf ihn: 
X, Y, Z, ihre Masse = hk?. 
Die Coordinaten des gestérten Planeten in demselben Sinne seien: 
& , € seine Masse = mk?, 
das letztere, weil wir gewohnt sind, die Masse der Sonne als Einheit bei den Massen zu 
Grunde zu legen, nicht die Kinheit, welche man die absolute nennen kénnte. Seien die- 
selben Gréssen bei den stérenden Planeten: 
Ein C, Masse = mk? 
eee kee Se ee UT re 
Die Entfernungen von der Sonne bei dem gestérten und den stérenden Planeten seien: 


r, r, 7" etc. 
wo folglich: 


m= (KH + (Y— 9 + G5 
y'2 == (X — &)2 + (Y — 7’)? + (Z — &')? ete. 


Und schliesslich seien die Kntfernungen des ersten, zweiten und folgenden stérenden 


Planeten von dem gestérten: 


G00" etc., 
wonach: 


te 8) Eyl a) + (C' — 6)? 
o”2 — Ce = &)2 + (y" n)? = (ia 6)2. 


Alle Krafte sind anzichende Krifte, oder solche, welche jedes Theilchen des an- 


gezogenen Kérpers zu sich hin zu nahern streben. Hiernach wird die Gesammtwirkung 
aller Krifte, sofern sie die Sonne anziehen, dem Newton’schen Gesetze der Anzichung 
‘Im umgekehrten Verhiltnisse des Quadrates der Entfernungen folgen und nach den 


| 


Coordinatenaxen zerleet sind, in den Gleichungen enthalten sein: 


d2 X #54) é! rs, ‘Xx. é" vist BXe 

AL ets rn mk? + = fa mk? + * oe wm Te? 
ay ey fits ig ea get ai aaa 
ae es i mk? +- 1 — mi! 2 + ere mk... 
PZ GZ 5 at 4 s Ge 4 
Panis k2 + Tinea mk? ae oa mk... 


und die Gesammtwirkung auf den gestérten Planeten wird die Gleichungen geben: 


ONS EG BTS erie desea eg ee ee 

or as k? + ios m' hk? + eae he 

d? yes Uren ie —y7 

a eee 1 y2 4 " 3 1 an! i? + ons mh... 

Bie a b= eras Climate ; 

ete tas kh? + a ml k2 +- pigr m'k?... 

Die Verbindung beider Systeme giebt fiir die Wirkung der simmtlichen Krafte, 

in Bezug auf die relativen Coordinaten des gestérten Planeten gegen die Sonne § — X, 
 — Y, § — Z, Gleichungen, welche sich so schreiben lassen: 


Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 77 


Bezeichnet man also itiberhaupt die relativen Coordinaten jedes Planeten gegen die 
Sonne mit a, y, 2; 2’, y', 2’ etc, wonach 


eke 4 SG 15) OX —— er 
ae ia) Goa Vig q" — Y = 
an fe OG Op = 6" — Z = 2" ete, 
folglich auch: 
f&—t—g7 —2  _ § — gy! — og 
fy 0 ett) 
gb— €=—-27 — ez f"— — == zl — 2 ‘ete, 


so werden die Gleichungen: 


ax kel + m)% (7 = @ sy) mth 4 (= — 4 a) mi" ay 


de r3 8 73 Q'3 73 
2 2 AS Pk tates U uw " 
ae + Ee = (i — te + (Ot — Sa 
d2 zg k2(1 + m)z g—e z! ey 2 Ne 
155 ais ( ) = ( eae sm! ke i ee. — i) Ps aam 


Die Vergleichung dieser Formeln mit den Formeln (5), welche den Differentialgleichungen 
der Elemente zu Grunde liegen, zeigt, dass die linke Seite ganz iibereinstimmt, wenn 
man nur iiberall in den Differentialgleichungen (13) statt: 


bh... kYL 4 m 


schreibt, wenn naimlich dem gestdérten Planeten im Verhiltniss zur Sonnenmasse die 
Masse m zukime. Es wird indessen nicht néthig sein, diese Aenderung in die Formeln 
wirklich einzufiihren, da fiir alle Falle, auf welche die Methode, wie sie hier angegeben 
wird, bisher angewendet ist, m als ganz unmerklich und noch nicht bestimmbar, gleich 
Null gesetzt worden. Sollten Fille spiter vorkommen, in welchen es merklich ist, so 
wird man sich an diese Abanderung erinnern miissen. 

Um die rechte Seite iibereinstimmend zu machen, wird man setzen miissen: 


/ 


of! 0 Tie " 
P0083 OX i= (=- age aa) be + ae _ arr) mk a A 


@3 
Ge Ta) ae | 
P cos QY = ( — Fw + (E — 3, ) mre. 4 Me 


(Mom q (ees " 
P eos QZ = (° aR es mine + (= i — a mk. . 
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und. vermittelst dieser Werthe Pcos QR, Pcos QS, Pcos QT, Pcos QW bestimmen. Allein 
da die Richtung der urspriinglichen Coordinatenaxen fiir diese Zerlegung willkiirlich ist, 
und unter den vier Richtungen R, 8, 7, W, auf welche man die stérende Kraft pro- 
jiciren muss, schon drei auf einander rechtwinklige sich befinden, nimlich R, S, W, so 
wird man am directesten zum Ziele kommen, wenn man als Coordinatenaxen selbst diese 
Richtungen wahlt, und folglich die Coordinaten x’, y’, 2’; a", y", 2"... der stérenden Planeten 
auf eine Axe der « bezieht, welche die Richtung R (Radius vector des gestérten Planeten) 
hat, eine Axe der Y, welche die Richtung § hat, senkrecht auf R in der Ebene der 
Bahn des gestérten Planeten, und eine Axe der z, deren Richtung durch W als senk- 
recht auf der Ebene der Bahn des gestérten Planeten bezeichnet wird. Fiir die 
Coordinaten des gestérten Planeten wird in diesem Falle offenbar: 
aa yO Za 0): 

Gewobnlich wird angenommen werden kénnen, dass der jedesmalige Ort des 
stérenden Planeten fiir jeden einzelnen gegeben ist durch seine Entfernung von der 
Sonne 7’, r” etc. seine Linge in der Bahn L’, L” etc., seinen Knoten §3', 83” ete., beide 
letzteren gezihlt in der Ekliptik von der Linie der Friihlingstage- und Nachtgleichen an, 
und die Neigung seiner Bahn gegen die Ekliptik 2’, 7’ etc. Bezeichnet man die hier- 
durch bestimmte Richtung des Radius vectors fiir jeden Planeten mit R’, R’ etc., so 


werden die auf die Axen R, S, W bezogenen Coordinaten sein: 


eo "'r cos RR y = 7' cos SR! Zar cosh Wale, 


G7" cos BR y" =r" cos SR" 2" = r" cos WR" ete. 

Man kennt, vermége der oben gegebenen Ausdriicke, die Coordinaten in Bezug 
auf die Axen, Linie der Friihlingstage- und Nachtgleichen, senkrechte darauf in der 
Ekliptik, senkrechte auf der Ekliptik. Wenn man diese Axen folglich mit X, Y, Z be- 
zeichnet, so hat man, wenn der Kiirze wegen: 


(I ay, 
gesetzt wird, sofort: 
cos R’ X = cosu’ cos §4' — sinw! sin 82' cos 7 
cos R' Y = cosw' sin 84! + sinw' cos $2' cos 7 
cos R' Z = sinw sini" 


und 4hnliche Werthe fir cos R” X, cosR’ Y, cosR’Z etc. Ferner hat man wie oben, 
wenn v + wo = w gesetzt wird: 


cosR X = cosucos $48 — sinusin 823 cosé 

cosR Y = cosusin $d + sinucos $d cost 

cook Z = sinusini 

cosS X = — sinucos 84 — cosusin 82 cos i ‘ 
cosS Y = — sinusin 8 + coswcos $2 cos i 

cosSZ = COS U Sin 4 

cos WX = sin 823 sin 

cos WY = — cos & sini 

cos WZ = cos 1. 


Aus der successiven Verbindung dieser Systeme erhilt man: 
cosRR’ = cosRX cosR' X + cosRY cosR' Y + cosRZ cos RZ 
cos S R' = cosS X cos R' X + cosSY cosR' Y + cosSZ cos k'Z 
cosWR' = cosWXcosk' X + cosWYcos R' Y + cosWZcos R'Z 
und ahnlich bei cos RR”, cos SR", cosWR" etc. Fiihrt man die Multiplicationen wirklich 
aus, so erhalt man: 
des 
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cos RR! = cosu { cos(83' — 8) cos u’ — sinu' sin (83! — 8) cosa } 
+ sinw { sinisini! + cosicos? cos( Ss’ — S)}sinu' 
+ sinw { cosisin(S3' — 82) } cosa 
cos SR’ = cosu { sinisini’ + cosicosi! cos (S' — 83)} sinu! 
+ cosu { cosisin (8%' — 8)}sinu! 
— sinw { cos(8' — $3) cos u' — sinu! sin(8' — 82) cos i} 
cos WR! = — sin(8' — 8) sinicosw' 


+ {sind cos i— sini cosi' cos (83! — 823)} sinw’. 


Setzt man hier zur Vereinfachung die Coéfficienten, welche allein aus $2, 5d’, 4, 2 
gebildet sind, dem Sinus und Cosinus verschiedener Hiilfswinkel proportional, wobei die 
Aechnlichkeit mit den Formeln der spharischen Trigonometrie von selbst darauf fiihrt, 
dass die Factoren, mit welchen diese neuen Sinus und Cosinus multiplicirt werden 
miissen, selbst einem Sinus oder Cosinus gleichgenommen werden kénnen, weil sie immer 
<1 sind, und sucht man zugleich den Ausdruck des Cosinus, wenn jeder Factor einem 
Sinus gleichgesetzt ist, so reicht man mit folgenden Hiilfswinkeln aus: 


cos ($4’ — 8) 

— sin(84' — 8) cos# 
sin (83' — 83) sind 
sin (83 — 8) cost 


sinasin A 
sin a cos A 


| ll 


COS 


sin b sin B 


sinb cos B = sini sini + cos? cosi cos (83' — 8) 
cos b = cosi' sini — sini cosi cos (83' — 8) 
sinesinC == — sin(8!' — 8) sini 

sinecos C = sini’ cosi — cos?’ sini cos (S%’ — 8) 
COS € = cosi'cosi + sin# sini cos (8' — 8) 


Dass diese Annahmen gestattet sind, zeigt sich daraus, dass die Summe der. 
Quadrate der drei Gleichungen in jedem Systeme a A, b B, ¢ C, auf beiden Seiten identisch 
gleich 1 wird. Die Einfiihrung dieser Werthe, die so lange wie &, 8’, 4, @ als con- 
stant betrachtet werden, ebenfalls constant sind, giebt: 

cos RR’ = sinasin(A + w')cosu + sinbsin(B + w’) sinu 
cos SR’ = sinbsin(B + w')cosu — sinasin(A + w’)sinu 
cosWk' = sincsin(C + w). 
Die Rechnung hiernach wiirde hauptsichlich deshalb weitliufig werden, weil man zu w/ 
drei verschiedene constante {Winkel A, B, C zu addiren haben wiirde. Um bloss eine 
solche Additioxy néthig zu haben, wo. C des einfachen letzten Ausdruckes den Vorzug 
verdiex, schreibe man fiir: 
Atw...6%u + 4—C 
Btw...0 +*v + B—C 


\ 
und entwickele sin (A + w') und (B +4 vw’) unter, dieser Form wirklich. Man erhilt so: 


cos RR! = | sinbsin(B — C)sinu + sinasin(A — C)cosw} cos(C + w!). 
+ {sinbcos(B— C)sinu + sinacos (A. — C)cosu} sin(B + w') 
cos SR’ = { sinbsin (B — C)cosu — sinasin(A — Se cos(C + w') 
+ {sinbcos (B — C)cosu — sinacos(A — C) sinw} sin(C + vw’). 


Sucht man jetzt den wahren Werth von sin b sin(B — C), sin asin (A — ©), | 


sinb cos(B — C), sinacos(A — C), als Function von 8, 8’, 2, 7’, so findet sich bei der 
wirklichen Entwickelung: 


sind sinc sin(B — C) = 
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sin b sin B sinc cos C — sinbcos B sinc sin C 
sin (S’ — 83) sind’ 


COs a 
sinasin csin (A — 0) = — cosi sini + sini cosicos(S' — 8) 
= —' 60s b 
sinb sinc cos (B — C) = — { cos?’ sini — sini cosicos(8b' — 8)} x 
{ cost’ cosi + sini! sini cos (S4' — 8)} 
= — cosbcos¢ 
sina sinecos (A — C) = — {sin#’ sin(8' — 8)} x 
{ cosi cosi + sin?! sinicos(S4' — 8) } 
= — c0s acos¢. 
Es ist folglich, wenn man jede Seite dieser vier Gleichungen quadrirt und sin(B — C)? 
mit cos(B — C)?, sin(A — C)? mit cos(A — C)? verbindet: 
sin b? sin c2 = cosa® + cos b? cos c? 
sin a? sinc? = cosb? + cos a? cos ¢?, 


aus welchen beiden Gleichungen auf dieselbe Weise folgt, dass: 


4 sin c2 = cosa? + cos b%. 


Setzt man also, was gestattet ist, 


cos a@ und cosb dem Sinus und Cosinus eines Hiilfs- 


winkels proportional, so muss man den gemeinschaftlichen Factor sinc einfiihren. Sei 


deshalb : 
cosa = sin(Ss’ — 8) sini’ = sine sin D 
— cosb = — cosi' sini + sini’ cosicos(’ — 83) = sinccos D, 
so wird: 
sinb sin (B— C) = sinD 
sinasin(A — C) = cosD 
sin b cos(B — C) = cosecos D 
sinacos(A — C) = — coscsinD 
und damit: 
cosRR’ = cos(u — D)cos(u' + C) + sin(u — D)sin(w + C)cose 
cos SR’ = — sin(w — D)cos(w' + C) + cos(u — D)sin(u' + C) cose 
cooWR' = — sin(u' + C) sine. 


Setzt man also jetzt noch: 


cos(u' + C) 


cos B' cos A 


cose sin(w’ + C) = cos B' sind 


sine sin(w’ + C) 


was gestattet ist, weil die Summe 


cos RR’ 
cos S R 
cos W R' 


sin p’, 

der Quadrate auf beiden Seiten — 1, so wird: 
=—=\c0s pcos — (w@— D)| 

= cos B' sin[ a’ — (u — D)] 

== simp’. 


Die ganze Berechnung beschrinkt sich folglich auf die Gréssen ce, C und D, aus 


welchen man 4’ und #’ ableitet. 


Ueberhaupt sind aber die Constanten a A, b B, eC, 


yéllig analog den durch Gauss eingefiihrten Constanten zur Transformation der Coor- 
dinaten eines Planeten von der Ekliptik als Ebene der # y auf den Aequator, und der 
geometrischen Bedeutung nach, wenn man die Richtung nach dem Pol der stérenden 
Planetenbahn mit K bezeichnet, die Richtungen nach dem aufsteigenden Knoten der 
Bahn des gestérten Planeten mit $3, die senkrechte darauf in der Ebene der Bahn des 


gestérten Planeten mit U, die nach 


dem Pol der Ekliptik mit H, so sind die Werthe von: 
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Chon ee IKOQ) AN Ae Winkele Oke 
(Meten 4 la 16h B.:. Winkel UK H 
Oe, og HONE C... Winkel WKE 


die letzteren immer in einem Sinne, so wie -wir die Liingen ziblen, herumgezahlt, wobei 
jedesmal von $3 K, oder UK und WK angefangen wird, bis man zu den Seiten KE 
gelangt ist. Da nun, wenn man die Richtung nach dem Durchschnittspunkte der beiden 
Bahnen des stérenden Planeten und des gestérten, und zwar dem aufsteigenden Knoten 
des stérenden Planeten in der Bahn des gestérten, mit J, die nach §’ mit 3’ bezeichnet 


EK ... senkrecht ist auf K 82’ 
WK... senkrecht ist auf KJ, 
so wird der Winkel EK W oder: 
360° — C= 2'KI 
oder gleich dem Argument der Breite des Durchschnittspunktes beider Bahnen, gezahlt 
auf der stérenden Planetenbahn. Ferner ist ¢ = WX gleich der Neigung der beiden 
Bahnen gegen einander und damit folgt, dass D das Argument der Breite des Durch- 
schnittspunktes, gezihlt auf der gestérten Planetenbahn, ist, wie die Betrachtung des 
sphirischen Dreieckes KIS sogleich ergiebt. Endlich wird auch f’ und A’ die helio-— 
centrische Breite und Liinge des stérenden Planeten, in Bezug auf die Bahn des 
gestérten Planeten, und die Linge dabei von dem Durchschnittspunkte beider Bahnen 
an gezihlt. Um diese geometrische Bedeutung mehr in Erinnerung zu bringen, ver- 
tausche man: 
3609-0 a= $3 Kd, mie DY 
Das 1h Wales GCN, 
Orgs sarily Ih 


so sind die simmtlichen Formeln, welche hier gebraucht werden, die folgenden: 


sinIsinN = — sin(&' — 8)sini’ u 

sin Icos N = — cosi' sini + sini! cosicos (S’ — 82) 

sinIsinN'’ =  sin(84' — 8) sini (15) 
sinIcosN' = sini’ cosi — cosi@ sini cos ($4! — 8) 

cos I = _cosi' cosi + sini sini cos ($4' — 82) 


Gréssen, welche so lange constant sein werden, als man j, @’, $3, §/ als constant be- 


trachtet. Setzt man fiir w’ seinen Werth ZL’ — §3', so hat man dann zu berechnen: 
cos B' cos A’ = cos[L' — (83' + N’)] 
cos B' sina! — sin[.L' — (8! + N’)| cos}... - . seni 


sin B’ = sin[|L' — (8' + N’)] sinT 
» 
und wenn man ebenso fiir w seinen Werth » + @ setzt, so vereinige man unter einer 
Bezeichnung : 
z#— {& —N=a@, 
dann wird: 


a § x’ = r' cos B' cos|a’ — (v + @')] 
y == 0 y' == r' cos B' sin[d’ — (v + aw’) . «9. . a 
G0 2! == 1’ sin p! 


Hieraus muss jetzt noch 9 gefunden werden, vermége: 
2rr' cos B' cos[A’ — (v + o')| + 12. 


Fiir die numerische Rechnung nimmt man am bequemsten: 


Q? — 7? 
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cos B' cos[ A’ — (v + o')| = cos y' 
r'siny’ = osinl ips: (a Mom: Sales Gay 
r —r' cosy’ = cost’ 


wobei mau die Winkel y’ und /’ nicht wirklich aufzusuchen braucht, sondern unmittelbar 
bei ihnen von dem Cosinus zum Sinus iibergeht, und von der Tangente zum Sinus oder 
Cosinus, je nachdem die Interpolation am bequemsten ist, oder iiberhaupt immer die 
grdsste der beiden Functionen anwendet. 

Man kann die Berechnung von N und N’ einmal durch eingefiihrte Hiilfsgréssen 
bequemer machen. Wenn: 


sind cos ($3' — 8) = f sink sin i cos (S8' — 8) = gsinG 
cos 7 == LCOS Te cost == Woes 
So ist: 
sinIsin N = sin(8' — 8) sini! sinIsin N’ = sin(S' — S| 
sin IcosN = f sin(F — i) sin I cos N'’ = gsin(i' — G) (eg) 
cos I = f cos (F — 1%) cos I = gcos (i' — G) | 


Man kann aber auch zweitens, weil diese Formeln eigentlich etwas Ueberfliissiges 
enthalten, den Werth von sin J zweimal finden lassen, und weil im Grunde doch die 
Aufgabe auf die vollstandige Anflésung eines sphirischen Dreieckes hinauskommt, in 
welchem die Seiten sind: 

$3’ — 8, N, Ne 
und die gegeniiberliegenden Winkel: 

we 180 — 7#, i, 
noch etwas bequemer die Gauss’schen Formeln, aus drei neben einander liegenden 
Stiicken eines sphirischen Dreieckes die iibrigen zu finden, hier anwenden. Die An- 
wendung auf den gegenwartigen Fall giebt: 


sin 5 I sin = (W + WN") = sin d (2! — Q) sing ( + 8) 


2 
Po 1 1 1 
‘sin = I cos = (N + N’) = cos = (84' — 8) sin = (i! — 4) 
2 2 2 2 | 
1 1 1 1 eo 
cos 5 I sin 5 WW N') = sin 5 (83' — 8) cos 5 (i + 4) 
1 1 1 Deg, : 
cos = I cos > (N — N’) = cos 5 (53! — $2) cos Ro!) 


wodurch man véllig scharf, da jeder Winkel durch die Tangente bestimmt wird, ohne 


: : : yi 
etwas Ueberfliissiges zu rechnen, und mit der Controle, dass der Werth von sin 3 I und 


1 
cos > I demselben Winkel entsprechen muss, das Verlangte erhialt. 


Sind auf diese Weise die Coordinaten auf den Radius vector des gestérten Planeten 
bezogen worden, so hat man zu berechnen: 


ip! = a9 x 
03 ee y'3 
| / 
Up ney 
o3 yl 
zg! U 
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welche sich fiir die hier anzuwendenden Werthe r, ¥ 0,2 0 bequemer so 
schreiben lassen: 
. ae oh = A 
Q° ie vo 
r (21) 
RI Ag == —, S\= yy! Weg 
O° 


Fiihrt man fiir jeden stérenden Planeten diese Rechnungen auf gleiche Weise durch, 
wobei natiirlich nicht bloss N’, J', 2’, y', 2, BR’, S', W' iibergehen in N”, I”, xl’, y", 2!” 
R", 8", W", sondern auch das WN sich andert, so werden endlich die stérenden Kriifte 
projicirt auf den Radius vector des gestérten Planeten, und die damit verbundenen 
Richtungen : 

PosQR = m'R'k? + m"R"k? +... 

Pcs QS =m S'k? + m'S"k2 +... 

Pcs QW = wWW'k?+ m' Wk? + -- 
da dé 
qt ae 
wird nur noch die Ermittelung von ¢Pcos QT néthig sein. Es ist aber wegen: 

cos YT = cos QR cosRT + cos QS cosST + cos Q W cos W T, 


wenn man die oben gegebenen Werthe von cos QT, cos ST, cos WT substituirt: 


und zum Behufe des vollstindigen Ausdrucks der Differentialquotienten 


6 Pc0s OW vate esinv P cosQk + ar Pcos QS 


Vp 
, fe sine Vp 
= m'k3 |—-— R’ + — 8 
Vp 4 


igese sents 
+ om! ks \ Rk" 4 S’") ete 
7 7 


Setzt man also der Kiirze halber: 
COS; OU —— ine he 
P.008. O'S Ve=son ok" 
P cus @ WV = Wo 9 ke, 


wodurech : 
Iii = n' R Sue te es 
So al SS ean BY Bee aoe - - (28) 
Wo =m W'+m'w"st.. | 
Kaen See eee et : dn dM : 
und substituirt diese Kraifte in die obigen Werthe von Gi? dt etc., indem man auch 
G 
cPcos@T dadurch ausdriickt, so wird die zur Berechnung fertige Form die folgende: 
dn Se RG 3k p KS 
—— = — -= esinv —= — —=-=- 
dt ya Vp Ya r Vp 
dM k 
—- = — {2rcos ® — pcotg ® cosv} dis — (p+ 1) cotg® sinv ua) _ wae dt. 
dt Vp Vp dt 
1D 
Oe eos Date ee acot g D (2—7)=" 
at Vp r a Vp 


] KR u 
dm -pcosv c DET Ses UConn peeee aes 


dh ae ha hia oe Vp 
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a8 rsin(vu+a— 8) kW 


dt sini Vp 


di k Wo 
qe = 1008 @ + z — 8) Ve 


oder, wenn man statt WM... Z einfiihren will: 


dL uf kR 1 ks 
— = — {2rcos®P + pig — ® cos v 228 4 (p + 8) tg ~ ® sinv —* 
dt 2 | yp 2 Vp 
d 83 dn 
1 — ;) —— — dl. 
+ ( cos 4) Fi = ao 


Wiewohl es nun bei einer praktischen Arbeit der vorliegenden Art, mit Hiilfe 
dieser Gleichungen die Stérungen fiir einen kleinen Planeten oder Kometen zu berech- 
nen, eigentlich nicht méglich ist, die absolut zweckmissigste Form der Ausfiihrung an- 
zugeben, die Gewéhnung des Einzelnen an gewisse Kinrichtungen vielmehr stets Aen- 
derungen herbeifiihren wird; so ist es sicherlich von hohem Werth, die Form kennen 
za lernen, welche ein so erfahrener und schépferischer Rechner wie Encke gewiahlt hat. 
Daher mégen seine mit dem gréssten Detail entwickelten Erwigungen und Vorschriften, 
sammt dem von ihm gegebenen ausfiihrlichen Beispiel, hier noch Platz finden. 

Zuerst wird man sich iiber die Grésse der Intervalle der Zeit, fiir welche man die 
Differentialquotienten berechnet, um sie nachher integriren zu kénnen, eine feste Be- 
stimmung zu machen suchen miissen. Diese hingt sowohl von der stérenden als der 
gestérten Planetenbahn ab, und muss so gewihlt werden, dass die berechneten Oerter 
mit aller erforderlichen Schirfe bei gehériger Interpolation die dazwischen liegenden 
geben wiirden. Fiir die stérenden Planeten, insofern es sich bloss um die 4lteren 
handelt, scheint die Erfahrung zu ergeben, dass das Minimum der Grosse der Intervalle 
etwa ein Zwélftheil der Umlaufszeit betriigt, so dass, wenn man die ganze Periode des 
Planetenjahres in zwélf Theile theilt, man mit hinlinglicher Genauigkeit den ganzen 
Lauf bestimmt hat. So z. B. geben heliocentrische Jupiterérter, von 180 zu 180 Tagen 
berechnet, noch das Zehntheil der Bogensecunde, oder iiberhanpt alles so scharf, als die 
Tafeln erlauben. Dieses Intervall entspricht etwa dem vierundzwanzigsten Theile der 
Umlaufszeit. Bei der Vergrésserung um das Doppelte wird man schwerlich mehr als 
eine oder einige Secunden fehlen, eine Grésse, welche ganz vernachlissigt werden kann. 
Bei Mercur kénnen die Fehler etwas stirker sein, immerhin werden sie unmerklich. 
Denn da der Hauptfehler von der Mittelpunktsgleichung herriihren wird, und man bei 
der Entwickelung derselben in eine periodische Function, die nach den Vielfachen der 
mittleren Linge unter dem Sinuszeichen fortschreitet, aus zwélf gleich vertheilten berech- 
neten Werthen der Strenge nach die fiinf ersten Glieder, also bis zu sin 5M erhalten 
wurde, so kénnen die kleinen méglichen Irrthiimer der Rechnung und die kleinen Un- 
gleichheiten der Stérungen niemals die Genauigkeit des Ortes wesentlich beeintrach- 
tigen. 

Mehr indessen noch als durch den stérenden Planeten wird unter tibrigens gleichen 
Umstinden die Grésse des Intervalles durch die Bahn des gestérten Planeten bestimmt. 
Bei jenem geben uns die astronomischen Tafeln die Bestimmung in grésster Schiirfe, 
und ausserdem wirken sie nur auf die Berechnung der Krafte ein. Die Elemente des 
gestérten Planeten dagegen sind nur niherungsweise im Voraus bekannt, wenn man die 
Rechnung nicht doppelt machen, und vermittelst der ersten vorliufigen Integration die 
Elemente fiir das definitive Resultat verbessern will. Ausserdem aber kommen sie nicht 
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bloss bei den Kriften, sondern auch bei den Coéfficienten derselben in den Differential- 
gleichungen in Betracht. Einen Fehler in der Ermittelung dieser Gréssen wegen der 
nicht absoluten Genauigkeit der Elemente wird man sich jedenfalls gefallen lassen 
miissen. Kr wird sehr verringert durch die Kleinheit aller stérenden Krafte und fast 
ganz unmerklich, wenn man bei hinlinglich’ kleinen Intervallen die niemals zu vernach- 
laissigende Vorsicht gebraucht, nach einer nicht zu grossen Anzahl solcher Intervalle die 
Klemente jedesmal so zu verbessern, wie die vorhergehenden Rechnungen es erfordern. 
Diese Vorsicht der successiven Verbesserung sollte niemals versiumt werden. Die Diffe- 
rentialgleichungen setzen eigentlich véllige Schirfe der Coéfficienten und Krifte voraus. 
Dieser theoretischen Bestimmung sich so viel als méglich zu nihern, muss stets das 
Augenmerk sein und die kleine Miihe der successiven Correction darf nicht gescheut 
werden. 

Es ist im Allgemeinen nicht wohl méglich, die Grenze zu bestimmen, innerhalb 
welcher man mit hinreichender Schirfe die Elemente unveriindert beibehalten kann. Man 
kénnte dazu zwar etwa den folgenden Weg einschlagen. Man denke sich die Coor- 
dinaten in eine Reihe nach Potenzen der Zeit geordnet entwickelt: 


@ =A ASE Ag aA 18%... 
YB Bie, 0 Ay But vo. 
g=O0+6t+ 6,84 6,8... 


Da die Coordinaten und die Projectionen der Lineargeschwindigkeit durch die Stérungen 
nicht geiindert werden, so wird, weil: 

aa " d?y 

qe 2 An t+ 6 Ant pies 2B, + 6B,,t... ete., 
erst der Coéfficient der zweiten Potenz A,, B,, C,, emen Unterschied in der Berechnung 
des Ortes nach festen und verinderlichen Elementen bewirken kénnen. Giebt man also 
d?e diy dre 
dt?’ dt?’ dt? * 
die P go, dass sie das Maximum ihres Werthes erreichen, so wird man, wenn man die 


hier den die Verbesserung PcosQX, PcosQY, PcosQZ und bestimmt 


héheren Potenzen vernachlissigt, den Fehler von A,, im Maximum bestimmen und daraus 
die Zeit ableiten kénnen, innerhalb welcher «, y oder zg um ein Beliebiges fehlerhaft 
zu werden besorgen lassen. Der Unterschied der Coordinaten, welche nach den gestérten 
EKlementen eigentlich hitten berechnet werden sollen, von denen, welche bei den unver- 
indert gelassenen gefunden sind, betrigt demnach im ersten Gliede, in welchem er sich 
merklich zeigt: 


Au = 51° Poos QX + tee 
1 

dy = Zh PosgY¥ +: 
ts; i 

ANTS Fs 5¢ PcoosQZ ++, 


oder wenn man die Coordinatenaxe in der Richtung R und die Werthe (21) einfiihrt: 
] At ae / 
At—- CS — at m! k2 
73 
ere etn id 
Ay (5 — 5) m' Ie? 


2 
q 0 
PASE ps ae (= aye ) m' k2, 


3 rs 
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folglich ist fiir die Zeit ¢ der Abstand beider Oerter von einander: 
438=V (422+ Ay? + 42%) m'k 
=sey [5 kat we tee Be?! m’ k? 


ay ee o37'3 


1 al 1 7/2 — rg! 
=5e + rt Sy ae x m' k?, 
Fiir die stérenden Planeten kann bei diesem vorliufigen Ueberschlage r’ als constant, 
oder die Bahn derselben als Kreisbahn betrachtet werden. In diesem Falle wird 4s 


ein Maximum, wenn x’ mdglichst gross wird, also fiir «! =r’, weil dadurch zugleich 
der negative Theil entweder am kleinsten, oder selbst positiv, und @ am kleinsten wird, 
namlich 

e=xt'—»), 


je nachdem der stérende Planet entfernter oder naher der Sonne ist, als der gestérte. 


Es wird demnach: 
al 1 eae eo, 
As = seVG + ee 5 <n) < mk 


o* ite 
I Le al 
= g” (= oe i) om kh, 


Will man die Zeit finden, in welcher dieses 4s eine Secunde im heliocentrischen 
Orte fiir den gestdérten Planeten betragt, so hat man demnach die Gleichung: 


’ 1 icone 
—_ 2 42 
506265 at € a ii) 


+= V (poenes are) (me) 
206 5G mk} \7'2 92)? 


wo man der Sicherheit halber, um gewiss das Maximum zu bekommen, @ so klein an- 
nehmen kann, als die Natur der Bahnen iiberhaupt gestattet. Die Zeit wird dabei 
von dem Augenblicke an gerechnet, fiir welchen die unverandert beibehaltenen Ele- 
mente gelten. 

Fiir die Vesta z. B. wird ziemlich nahe der méglichst kleinste Werth von Q/in 
Bezug auf Jupiter = 2,504 sein, wie er im Januar 1835 wirklich stattfand. Vesta war 
damals im Aphel, Jupiter nahe dem Perihel. Die correspondirenden Werthe von 
rund r’ sind: : 


oder: 


logr = 0,4098 logr’ = 0,7042. 
Wenn man also die Jupitersmasse nach Nicolai’s Annahme setzt'): 
eee 1 
~ -1053,924’ 


so wird: 


2 
to | (aosaesare) = 9769128 


und wenn man bei entfernteren stérenden Planeten und Anwendung des oberen Zeichens 
9 =? —r setzt, fiir den Jupiter: 


oe / J 
ie ML NTy VG 3) 


also fiir Vesta ¢ etwa gleich 27 Tagen, so dass man, wenn allein die zweite Potenz von 


") Den modernen Werth siehe Tafel XX im feats Anmerkung des Herausgebers der 
3. Ausgabe. 


78* 
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t beriicksichtigt wird, etwa 27 Tage vor der Epoche und 27 nach ihr die Elemente 
unverandert beibehalten darf, ohne zu befiirchten, dass ein Fehler von 1” im helio- 
centrischen Orte dadurch hervorgebracht werde. 

Aus dieser Formel geht zugleich hervor, mit welchem Rechte wir bei den Kometen 
wahrend der meistentheils kurzen Dauer einer einzelnen Erscheinung die Stérungen 
vernachlissigen kénnen. Betrachtet man namlich die aus den Beobachtungen abgeleiteten 
Elemente als diejenigen, welche fiir die Mitte der Beobachtungszeit gelten, und beriick- 
sichtigt man den Umstand, dass die Kometen meistentheils nahe bei der Sonne gesehen 
werden, so wird fiir die unteren Planeten, Jupiter und Saturn, @ wenigstens nicht sehr 
klein gégen r’ und folglich wird die Zeit, innerhalb welcher wir ein System unver- 
indert beibehalten kinnen, so gross, dass sie nahe die ganze Dauer der Erscheinung 
umfasst, wenigstens in Bezug auf die Stérungen des Jupiter und Saturn. Fir r = 2 
wird sie mit dem obigen Werthe von r’ in Bezug auf Jupiter + 32 Tage. Die 
Stérungen dieser Planeten werden aber im Allgemeinen die betrachtlicheren sein, so 
dass, wenn der Komet nicht gerade einem der oberen Planeten, Mercur, Venus, Erde 
und Mars, allzu nahe gekommen ist, man im Ganzen versichert sein kann, dass die Ver- 
nachlassigung der Stérungen keinen sehr wesentlichen Kinfluss auf die Bahnbestimmung 
wihrend der Dauer der Erscheinung haben wird. : 

Diese Grenze ist aber offenbar bei der Berechnung der speciellen Stérungen nicht 
festzuhalten; sie ist viel zu eng, theils weil immer das Maximum des Hinflusses genommen 
ist, theils weil die Fehler in der Bestimmung des Ortes betrachtlich grésser als 1” sein 
kénnen, ohne hier zu schaden. Beriicksichtigt man dagegen aber auch den grésseren 
Einfluss, den Fehler im Orte des gestérten Planeten haben, verglichen mit den Fehlern 
des stérenden Himmelskérpers, so scheint das Resultat, welches die Erfahrung gegeben 
hat, ziemlich sicher, dass man etwa doppelt so viele Punkte in der Bahn des gestérten 
Planeten bestimmen muss, als in der Bahn des stérenden. Wenn dort also das Minimum 
der 12. Theil der Umlaufszeit ware, so wiirde hier etwa der 24. Theil als Minimum an- 
genommen werden miissen. Hiernach wird man ungefahr die Grésse des anzunehmenden 
Intervalles za nehmen haben, und bei der wirklichen Ausfiihrung der Rechnung sich 
durch die erhaltenen Resultate selbst bestimmen lassen, wie viel man von der ersten 
Anlage abzuweichen genéthigt ware. Die Rechnung giebt namlich zwei Priifungsmittel, 
das eine fiir die angenommene Grésse des Intervalles in Bezug auf die Genauigkeit der 
davon abhangigen Integration, das andere ‘fiir die Grésse der Zeitraume, innerhalb 
welcher man dieselben Elemente unverandert beibehalten darf. Hat man fiir irgend ein 
Intervall o die Differentialquotienten berechnet und integrirt, so integrire man mit den- 
selben Werthen auch fiir das doppelt so grosse Intervall 2, wozu es nicht néthig ist, 
eine andere Rechnung als die leichte Integration noch einmal zu machen. Stimmt das 
Resultat der letzteren Integration, welches an sich nothwendig ungenauer sein muss, mit 
dem der ersteren so nahe iiberein, dass die Unterschiede fiir die beabsichtigte Schirfe un- 
erheblich sind, so kann man sicher sein, dass das Intervall w nicht zu gross angenommen 
ist. So z B. zeigt es sich bei den Jupiterstérungen der kleineren Planeten, dass ein 
Intervall von 100 Tagen nicht sehr merklich andere Werthe giebt, als das Intervall von 
50 Tagen. Jenes ist etwa der 17. Theil der Umlaufszeit bei Ceres und Pallas, dieses 
der 34. Theil. Es ist deswegen kein Grund vorhanden, ein noch kleineres zu wiahlen, 
da schon dieses sich von dem oben angenommenen Minimum der Anzahl der zu be- 
rechnenden Punkte ziemlich entfernt. Macht man es sich ausserdem zur Regel, jedes- 
mal den letzten Ort, den man mit einem constanten Systeme von Elementen berechnet 
hat, von Neuem als den ersten zu berechnen, mit dem neuen durch die erhaltenen Inte- 
grationswerthe verbesserten Systeme, so wird die Vergleichung dieser beiden Resultate 
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zeigen, ob die Elemente nicht vielleicht allzu lange als constant. angesehen worden sind; 
stimmen beide nahe iiberein, so kann man, wenn nicht besondere, mehr als Ausnahme 
zu betrachtende Umstinde in der Zeit, wiihrend welcher die Elemente beibehalten sind, 
stattgefunden haben sollten, véllig versichert sein, dass von dieser Seite nichts zu be- 
fiirchten ist. 

Solche Ausnahmen von der allgemeinen Regel hingen ganz allein von der rela- 
tiven Entfernung des gestérten und stérenden Himmelskérpers ab, sowie iiberhaupt die 
absolute Grésse von @ und das successive Ab- und Zunehmen derselben ganz vorziiglich 
und verhiltnissmissig mehr noch als der Gang der Coordinaten jedes einzelnen Planeten 
m beriicksichtigen ist. Bei den bekannten Planeten, selbst bei den kleineren, werden 
sie, so lange man die Stérungen der kleinen Planeten unter sich vernachlissigen darf, 
im Grunde niemals eintreten. Wie gross auch die Verinderung des Abstandes der 
Pallas vom Jupiter ist, so wird doch, wo ein Minimum eintritt, dieses Minimum nie so 
plétzlich sich zeigen, dass nicht schon eine betrichtliche Zeit vorher und nachher der 
Gang der Functionen, welche dadurch besonders afficirt werden, sich so findert, dass 
eine Art von Sprung bei sonst nicht zu gross angenommenen Intervallen sich nicht 
zeigen kann. Immer wird es gut sein, um auch in diesen Fallen keine Vorsicht zu ver- 
nachlissigen, in der Gegend eines solchen Minimums hiufiger die Elemente zu fandern, 
oder wenigstens sich so einzurichten, dass an der Stelle, wo die Wirkung desselben am 
merklichsten hervortritt, oder in der Gegend des Minimums selbst, ein Wechsel des 
EHlementensystemes stattfindet, damit sowohl die oben erwahnte Priifung ihre Kraft be- 
halt, als auch der wahre Werth des Minimums und der davon abhingenden stérenden 
Kraft so nahe als méglich erhalten wird. Bei den kleinen Planeten scheint es, dass 
man ohne merklichen Fehler, etwa wihrend neun Intervallen von je 50 Tagen oder 
wahrend fiinf Vierteljahren, die Elemente als constant betrachten kann und sie dann 
erst zu verindern braucht, wenn bei dem Minimum der Entfernung man mit der Aende- 
rung sich nach den Zeiten dieses Minimums richtet. Bei der Vesta hat Encke, um ganz 
sicher zu gehen, in der Regel nach je sechs Intervallen von je 42 Tagen, oder immer 
nach je 252 Tagen die Elemente geindert, dafiir aber auch auf das: Minimum der Ent- 
fernung keine weitere Riicksicht genommen. Bei dem oben angefiihrten kleinstméglichen 
Minimum, bei welchem zufillig gerade ein Wechsel der Elemente stattfand, war die 
Stérung der mittleren Liinge um 0,05, die der mittleren Bewegung um 0”,000006, die 
Linge des Perihels um 1” in der einen Rechnung verschieden von der anderen; 
Gréssen, die unter einer ganz ungewohnlichen Verbindung von Umstiinden hervortreten, 
sich selbst unter gewéhnlichen Verhiltnissen vielleicht nicht ganz verbiirgen lassen, und 
bei der Berechnung des Ortes sich noch dazu in gewissem Sinne aufheben. Die be- 
trichtlichere Abweichung der Stérung des Perihels erklirt sich durch die Kleinheit der 
Excentricitit und ist in der That ganz unmerklich. Das Bisherige bezicht sich indessen 
nur auf Bahnen, deren Excentricitiit so gering ist, wie die der meisten bisher bekannt 
gewordenen Planeten. Bei Kometen lassen sich selbst solche vorliufige Vorschriften gar 
nicht geben, und man wird sowohl in der Grésse der Intervalle, als in der Anzahl und 
Vertheilung der Punkte in der Kometenbabn, welche man durch Rechnung bestimmt, 
ganz sich nach den jedesmaligen Umstinden richten miissen. Abgesehen von allen 
iibrigen Verhiltnissen wird schon die blosse Schitzung nach Theilen der Umlaufszeit 
durchaus nichts mehr iiber die Grisse der Intervalle bestimmen lassen, denn bei so sehr 
excentrischen Bahnen wird man, um die Gestalt der Curve in der Rechnung auf eine 
gleichmissige Art niederzulegen, genéthigt sein, in der Nihe des Perihels die Zeitinter- 
valle sehr stark zu verkiirzen. Noch mehr aber wirkt ausserdem der Umstand ein, dass 
der Abstand des Kometen von den verschiedenen Planeten, in deren Anziehungssphire 
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er kommt, so plétzlich sich indert, dass man immer ein genaues Augenmerk auf solche 
Ausnahmefille haben muss, um nicht der Gefahr sich auszusetzen, bei zu grossen Inter- 
vallen solche, man kénnte sie Spitzen in der Curve der Integrationswerthe nennen, ganz 
zu iibergehen. Die Durchkreuzung der Planetenbahnen (im weiteren Sinne genommen) 
von der Kometenbahn fiihrt diese geringe Regelmissigkeit unabwendbar herbei, und es 
giebt dagegen kein anderes Hiilfsmittel, als den gegenseitigen Lauf der Himmelskérper 
mit Aufmerksamkeit zu verfolgen, und die Grésse der Intervalle, sowie auch die Aende- 
rung der Elemente so zu modificiren, dass die Interpolation zwischen den berechneten 
Werthen von r, @ und den Differentialquotienten immer so nahe als méglich die wahren 
Werthe giebt. Die Vorsicht in Bezug auf schnellere Aenderungen von @ und die haufig 
damit verbundene Nothwendigkeit, weit dfter als sonst die Elemente zu verbessern, ist 
hier doppelt zu beachten. 

Wenn die Stérungen mehrerer Planeten zu beriicksichtigen sind, so wird die 
Rechnung am kiirzesten, wenn man nach (22) in Ry die simmtlichen stérenden Krafte 
in eine Summe vereinigt und den ganzen Ausdruck in (23) -substituirt. Allein in der 
Praxis wird es rathsam sein, von dieser gréssten Kiirze etwas aufzuopfern und die 
Stérungen durch jeden Planeten abgesondert zu berechnen, oder so viele einzelne Sub- 
stitutionen zu machen, als verschiedene Glieder mk’, mk!’ etc. in Ro enthalten sind. 
Unsere Planetenmassen sind siimmtlich noch so unsicher, dass man sich bei jeder Rechnung 
darauf gefasst machen muss, Correctionen der Massen kiinftig anbringen zu miissen, 
was nur méglich ist, wenn man fiir jeden Planeten einzeln den Betrag der Stérung vor 
sich hat. Die Rechnung wird natiirlich weitliufiger, weil mehrere einzelne Substitutionen 
zu machen sind. Doch ist dieser Theil bei Weitem der am wenigsten beschwerliche, 
und der Nachtheil wird auch dadurch wieder aufgewogen, dass man bei dieser Ver- 
einzelung die Grésse der Intervalle je nach der Bahn des stérenden Planeten modi- 
ficiren kann, so dass z. B., wenn beim Merkur die Intervalle nicht wohl unter sieben 
Tagen genommen werden kénnen, man fiir Jupiter und Saturn das Dreifache und Vier- 
fache mit seltenen Ausnahmen immer nehmen kann, und also auch die Substitutionen 
aus (22) in (23) bei ihnen nur bei dem je dritten oder vierten Orte zu machen ndthig 
hat. Die successiven Verbesserungen der Elemente des gestérten Planeten miissen des- 
wegen doch aus den Stérungen aller Planeten zusammen hergeleitet werden, wie es 
sich von selbst versteht. Im Folgenden wird nur immer ein stérender Kérper allein 
angenommen werden. . 

Eben diese Verschiedenheit der Grésse der Intervalle, je nach der Gestalt der 
Bahn des stérenden Planeten, wiirde in den meisten Fallen die Rechnung unendlich 
weitlauftig machen, wenn es immer néthig wire, auf alle Planeten, namentlich also auch 
auf die oberen Planeten, Merkur, Venus, Erde, Riicksicht zu nehmen. Gliicklicherweise 
sind ihre Massen so gering, dass nur bei ungewéhnlicher Annaherung, wo dann auch 
die kleineren Intervalle nicht zu umgehen sind, ihr Einfluss merklich sein kann, und der 
noch etwa tibrig bleibende Theil durch eine etwas verinderte Form der Rechnung sich 
ermitteln lasst. Bei den kleinen Planeten, die niemals der Erde, geschweige denn der 
Venus und dem Merkur nahe kommen kénnen, kann man, wie es bisher immer ge- 
schehen ist, entweder ganz dariiber hinweggehen, oder wenn man dies nicht~ wollte, 
durch eine Reihenentwickelung nach Art der allgemeinen Stérungen die Hauptglieder 
finden. So behandelt, haben bei der Vesta selbst die Mars- und Saturnstérungen, die 
aus Daussy’s Tafeln genommen sind, wie es scheint, sehr wesentlich dazu beigetragen, 
die Bahn dieses Planeten weit befriedigender, als die der iibrigen kleinen Planeten, den 
Beobachtungen anzuschliessen. Bei Kometen, die fiir die liingere Zeit ihres Laufes von 
den oberen sehr entfernt bleiben, aber in der Nihe ihrer Sonnennihe ihnen auch 
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wiederum sehr nahe kommen kénnen, wird die Betrachtung ihrer Bewegung wesentlich 
erleichtert, wenn man bei den griésseren Abstiinden die Bahn nicht, wie gewohnlich, auf 
den Mittelpunkt der Sonne, sondern auf den gemeinschaftlichen Schwerpunkt des Sy- 
stemes bezieht, wobei es selbst gestattet ist, nur fiir einzelne Planeten diese Form, wenn 
man es so fiir rathsam halt, gelten zu lassen. Bei der Beziehung auf den Schwerpunkt 
des Systemes, der durch die gegenseitigen Anziehungen keine Bewegung erleidet, wird 
der Theil der stérenden Kraft, welcher in der gewéhnlichen Form aus der Riickwirkung 
des stérenden Planeten auf die Sonne herriihrt, verschwinden, und damit werden auch 
die Glieder vernichtet oder wenigstens sehr unbedeutend gemacht, in denen die Coordi- 
naten des stdrenden Planeten unmittelbar vorkommen, abgesehen von dem Einflusse, 
den sie auf die Bestimmung der Entfernung des gestérten und stérenden Kérpers haben. 
Wenn also auch die schnelle Aenderung dieser Coordinaten sehr kleine Intervalle bei 
der gewohnlichen Form néthig machen sollte, so werden sie bei dieser Abaénderung in 
weit grésseren Zeitriumen erst untersucht zu werden brauchen. Man kann selbst in den 
meisten Fallen diesen schwachen Einfluss ganz tibergehen, wenn man bei der Vernach- 
lassigung der Merkurstérungen z. B. die Bahn betrachtet, als um den gemeinschaftlichen 
Schwerpunkt der Sonne und des Merkurs beschrieben, und so oft man auf den Merkur 
Riicksicht nehmen will, die Aenderung der Elemente, welche von der Versetzung des 
Elementensystemes aus dem gemeinschaftlichen Schwerpunkte in den wahren Mittel- 
punkt der Sonne und umgekehrt, herriihrt, gehdrig Rechnung trigt. 

Ob es iiberhaupt eine wesentliche Abkiirzung wire, immer die Stérungsrechnungen 
auf den gemeinschaftlichen Schwerpunkt zu beziehen, kann bezweifelt werden. Bei der 
Form unserer simmtlichen Planetentafeln wiirde die Rechnung, wenn die gleiche theo- 
retische Strenge erreicht werden sollte, wieder eine Aenderung des Ortes der simmt- 
lichen stérenden Planeten néthig machen und damit, wenn nicht die gréssere Entfernung 
des gestérten Himmelkérpers eine Abkiirzung gestatten sollte, der Vortheil auf der 
einen Seite gegen den Nachtheil der anderen verschwinden. Wenn ausserdem nicht, 
wie bei Kometen, erst in sehr grossen Zeitfristen fiir ein bestimmtes Zeitmoment, 
den Durchgang durch die Sonnennihe, allein ein Elementensystem néthig ist und damit 
also auch nur eine Reduction vom Schwerpunkte des Systemes auf den Sonnenmittel- 
punkt, sondern wenn, wie bei den kleinen Planeten, gewiss alle Jahre einmal eine fiir 
die Form unserer Tafeln geeignete Bestimmung der Elemente gefordert wird, und 
ausserdem noch es wiinschenswerth wird, zu beliebigen Zeiten dazwischen mit gleicher 
Leichtigkeit und gleicher Scharfe den jedesmaligen Ort bestimmen zu kénnen, so wird 
die Betrachtung des gemeinschaftlichen Schwerpunktes ausgeschlossen werden miissen. 

Wenn man so durch eine allgemeine Ueberlegung, oder néthigenfalls durch eine 
vorliufige Rechnung, iiber die Wahl der Gréssen der Intervalle und iiber den Zeitpunkt 
des Anfanges sich eine feste Vorschrift gemacht hat, so theilt sich die Rechnung in 
folgende fiinf Theile: 

1. Die Berechnung der Oerter des stérenden Planeten fiir die angenommenen 
Zeitmomente und ihre Reducirung auf die in den Formeln angenommenen Werthe 
Ppa Sie 

2. Die Berechnung der Oerter des gestérten Planeten und der Werthe, welche zur 
Bildung der Coéfficienten in den Differentialgleichungen néthig sind; 

3. Die Berechnung der Grosse der stérenden Krafte nach den Richtungen R, 8, W; 

4. Die Substitution derselben in die Bedingungsgleichungen und die Berechnung 
der Werthe der Differentialquotienten selbst; 

5. Die Integrirung dieser letzteren oder die Bildung der Tafel, welche die Stelle 
des allgemeinen Integrales mit Inbegriff der verschiedenen Constanten vertritt. 


— 624 — 


Unsere Planetentafeln geben unmittelbar die Linge in der Bahn und den Radius 
vector, also das, was L/ und r’ bezeichnet ist, sowie auch $3’ und 7#’. Benutzt man also 
unmittelbar die Tafeln, so wird man bei der Festhaltung an diesen Werthen nur die 
Breitenstérungen vernachlissigen, welche immer so klein sind, dass ihr Weglassen durch- 
aus nicht von Erheblichkeit ist. In diesem Falle hat man nur nicht zu versiumen, die 
Langen simmtlich auf ein festes mittleres Aequinoctium, gewohnlich. das der Zeit des 
Anfanges, durch Hinzufiigung der Priacession zu reduciren. 

Interpolirt man dagegen aus den Ephemeriden, welche die Lingen und Breiten in 
der Ekliptik geben, so wird man, dann aber in voller Schirfe, diese erst anwenden 
miissen, um $3’ und @ zu finden, und daraus die ZL’, Lingen in der Bahn, herzuleiten. 
Wenn /' und 0’, die schon auf das feste mittlere Aequinoctium reducirten Lingen und 
Breiten sind, also die Nutation mit entgegengesetztem Zeichen und die Priacession be- 
reits angebracht ist, so hat man aus zwei, so vortheilhaft als die Umstinde gestatten, 
gewihlten l') und U,, b’) und b'; die Formeln zu berechnen: 


ee b! vb! 
aS E (, + Uo) — 2 | WS aig eee) 


1 
2.cosb', cos b', cos (Ui, — 0) 


sin (b', — bo) 


cos E @, + Mo) — 2'| i= 7 
2. cos b'; cos b'y sin 9 (', — Vo) 


DBs tiple a 5 i sin2 ( — 8') + = “> 4 sind (U — 8")... 


die letztere Formel fiir jedes 2/; aus den beiden ersten wird man $3’ und @ mit In- 
begriff der Breitenst6rungen so scharf finden, als die Tafeln erlauben. Fiir alle alteren 


Planeten ist das Glied mit tg 9 * so gut wie unmerklich. MHierdurch ist der erste 


Theil der Rechnung in der verlangten Form gegeben. 

Fiir den zweiten, oder den Ort des gestérten Planeten, wird es gut sein, in dem 
Ausdrucke der Differentialquotienten die Gréssen, welche fiir eine gréssere Anzahl von | 
Intervallen constant bleiben (alles, was von den reinen Elementen abhingt), zu sondern 
von den anderen mit der Zeit verinderlichen Gréssen. Bezeichnet man mit Ry, So, Wo 
kKRy kSo kWo 
VEE 
die Grésse eines Intervalles in mittleren Tagen ausgedriickt ...@, beriicksichtigt ausser- 
dem, dass zum Behufe der Integration die Differentialquotienten mit o multiplicirt 


fiir jetzt das, was in (23) mit bezeichnet worden ist, und nennt man 


g dn ; 
werden miissen, mit Ausnahme von ag Wee wegen des doppelten Integrales mit w? 


multiplicirt sein muss, und fiihrt fiir die constanten Factoren die Zeichen (1), (2), (3) ete. 
ein, so wird man folgende Formen néthig haben: 


bey ay 
Ch) whut @, wo m’ gleich in Secunden ausgedriickt wird, oder logm’ = 5,3144251 


Vp + dem log brigg der Masse des stérenden Planeten in Theilen der 
Sonnenmasse, und logk = 8,2355814. 


1 1 3k 1 
Sy) = = — ——o — ae 
(3) = acos® (6) = gti (1) = ply  ® (12) = p cotg P 
(4) = z (1). = ra e (10) = 2cos® (13) = cotg ®. 
| ; 
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Damit schreiben sich die Formeln (23) wie folgt: 


Rye al) Re 
Some (1).S 
Wo one (1) Ww’ 
di 
@ Ge 100s Wo 
a) oo = (Q)rsinuW 
d@D j 
oS = (3) sin v Ry + (3) (cos v + cos E) So 
dx Dp : : 
i a (4) cos v Ry + (2+ 1) rsino + (6)rsinu Wo 
dn ; 1 
5 ge (7) sin » Bo — (8) — So 


cap {— (9) cosw —(10)r} Ry + (11) (2 + 1) rsine So + (6) r sin uw Wo + | sae 
o = {+ (12) cosv—(10) r} R »—(1s)(2 + 1) rsino 8 +($ dt. 

be. Formeln sind ganz identisch mit (23), bis auf die kleine Abinderung, 
dass, weil: 


ey + ecosv 
r 
= 1—ecsk 
a 
p r : 2 een!) : 
statt a (cosv + cos) geschrieben ist, wodurch in are das letzte Glied ver- 


wandelt wird in: 
acos® (cosv + cos E). 

Es ist fiir die numerische Rechnung vortheilhafter, zwei kleinere Gréssen, die mit 
seltenen Ausnahmen gleiche Zeichen haben, zusammenzuaddiren, als zwei gréssere, 
deren Zeichen immer dasselbe ist, von einander zu subtrahiren. Besonders wird diese 
Addition durch die Gauss’sche Tafel fiir den Logarithmus einer Summe oder Differenz 
erleichtert, eme Tafel, welche man bei dieser Rechnung mehrfach mit grossem Vortheile 
benutzen kann. Wegen der Benutzung dieser Tafel ist auch statt (p + 1r) sin v 


geschrieben (2 + 1) r sin v. Denn da, wenn p > 1, also - ein unechter Bruch, fiir 
(a 
A in den Gauss’schen Tafeln als log z, der nebenstehende Logarithmus in der Columne 


C gleich ist log (2 + 1), und wenn p <r oder 2 ein echter Bruch die Columne B 
den log (2 + 1) giebt fiir A = log ., so geht man mit der Differenz der Loga- © 


rithmen von p und r jedesmal in A ein, und findet dann in B oder C den log (2 + 1); 


je nachdem dieser kleiner oder grésser als der log der Zahl zwei ist, was sich sogleich 
beurtheilen lisst. 
Im Ganzen hat man also zu berechnen: 
sin v, cos v, cos E, sin u, cos u, log r, 


Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 79 
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von denen sehr einfache Verbindungen die Coéfficienten bilden. Hierzu kann man ver- 
schiedene Formeln anwenden. Die, welchen Encke den Vorzug giebt, sind die folgenden: 
Wenn die Elemente in der Form, wie die Rechnung sie verlangt, gegeben sind, 

also fiir ein gewisses Zeitmoment 7, von welchem an man die Stérungen berechnen will, 
und in Bezug auf ein bestimmtes mittleres, Aequinoctium, dasselbe, welches bei dem 
stérenden Planeten angenommen ist, die Gréssen: 

L... mittlere Linge des gestérten Planeten; 

nm... mittlere tigliche siderische Bewegung; 

x... Lange des Perihels; 

@® ... Winkel, dessen Sinus gleich der Excentricitat; 

$3... aufsteigender Knoten; 

a . Neigung; 


so berechnet man zuvérderst die Constanten: 


k\3 : ; ; : 
= (=) wo log k, weil » in Secunden gegeben ist, hier = 3,550006 6; 


e’ = sin ® in Secunden oder zum log e der Logarithmus von 


206265 = 5,3144251 hinzugelegt; 
Va (1 °) bei welchen die Priifung stattfindet, dass log Ya (1 = e) 


Vo G+) | —log Va 0 + 0) = log ty (45 = ®); 
1) == 0) Gost 
und die obigen Constanten (1), (2) ... (13). 
Man kann, um alle Constanten zu vereinigen, hier zugleich die Reduction der Bahn 
des stérenden Planeten auf die des gestérten hinzufiigen, welche zur Berechnung der 
Krifte néthig ist, oder die Berechnung der Gréssen J, N, N’ nach den Formeln (20): 


sin 5 J sin = (M$ Nis = sin > (2! — 2) sin 5 i +4) 
anes 1 ; 1 ; tae : 
sin 5 J cos 5 (N + WN") = cos 5 (8 — 8) sin > — i) 
1 rae! ; ae F a : 
cos ~ J sin = (N — N') = sin = (83' — 8) cos = (# + 1) 
2 2 2 2 
1 1 ; 1 ‘ A . 
cos > J cos 5 (N NV’) = cos 5 (80' — 8) cos 5 ( — 4); 
wo wiederum in der Uebereinstimmung von sin : J und cos 5 J eine Priifung liegt. 
Fangen dann fiir 7 die Stérungsrechnungen iiberhaupt erst an, so muss man fiir: 


5 3 1 1) 1 
DON De Oye ae es OO el a ee ee eld par a) @ 

By) ee aes ate 9 ft (i ae x) 

die Oerter berechnen, wenn man die bequemste Integration fiir die am haufigsten vor- 
3 , ‘ : 5 

kommenden einfachen Integrale haben will. Weiter als bis 7’ — es braucht man, 
bei zweckmissiger Grésse der Intervalle, nicht zuriickzugehen. Will man die kleine 
Unbequemlichkeit der Bildung bei der ersten Constante nicht achten, so kann man auch 
fir T— 30, T—20, T—o, T, T+ @...7 4 io rechnen. Schliesst sich aber 
fiir eine spitere Zeit 7’ die neue Rechnung an eine friihere, so sucht man erst das | 
Klementensystem, welches aus der friiheren Rechnung so nahe als méglich dem 7” liegt, 
und berechnet jedesmal mit dem neuen Systeme den letzten Ort der vorigen Rechnung 
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noch einmal, um die Prifung zu haben, aus welcher man sehen kann, ob die Elemente 
auch in der friiheren Rechnung zu lange Zeit als constant beibehalten sind. 
Zur Berechnung von v, 7 etc. dienen dann fiir jeden Ort die Formeln: 
M=—L—ax+n(t — 1) 
M = FE — e" sn F 


! 


1 = 1 = 

sin 5° yr = sin 3 Eya (l+¢ 
1 = 1 = 

cos 5 v Vr = cs 5 EA a... e): 


Zur Auflésung der transcendenten Gleichung, welche H aus M finden lasst, nimmt 
man irgend welchen méglichst geniherten Werth von H an... EH’, und berechnet: 


We == 10" = A ipa. 


Dann wird: 
M — M' = E — E' — e" (sin E — sin 1’) 
= (HE — E’') (1 — eos E'), 
wenn man EH’ — E als eine kleine Grésse der ersten Ordnung ansieht, und die der 
zweiten Ordnung einstweilen vernachlissigt, so dass ein neuer geniherter Werth von FE ist: 
; M — M' 
i Ww Z 
he ¢.c0s EB 


mit dem man ebenso verfahrt, bis man den wahren Werth erreicht hat. Es ist dabei 
fast immer unnéthig 1 — e cos EL’ mehrere Male zu berechnen. In der Regel, wenn das 
erste ZH’ nicht gar zu irrig war, wird man den einmal berechneten Werth von 1 — e cos Li’ 
bei allen Versuchen beibehalten kénnen. 

Dieses Verfahren, welches fiir die erste Niherung am schnellsten und sichersten 
scheint, ist ganz identisch mit der Vorschrift von Gauss, sich der logarithmischen 
Differenz bei sin EH... 4... zu bedienen, und der logarithmischen Differenz bei der 
Zahl e" sin H...n..., beide natiirlich auf dieselbe Einheit bezogen, und dann als 
folgenden Naherungswerth anzunehmen: 

' ! i 
EE TOL ee Arcane 
Denn da 4 nichts Anderes ist als: 
ae dlog sin E cos E 
di — sin B 
wenn man den Modulus des Brigg’schen Systems weglisst, der nachher von selbst 
sich aufhebt, und: 


— 


d log (e" sin EB) 1 
1 aa ae = ee 
d (e” sin EF) e sin E 
so wird: 
n a 1 es 1 
SSA ae a ae e cos ET 


17 


so dass das doppelte Zeichen + 4 immer so zu nehmen ist, dass es dem Zeichen von 

cos E' entspricht, wenn 4 immer als positiv betrachtet wird. Beide Formeln wiirden ganz 

identisch sein, wenn in der Praxis nicht die Unsicherheit der logarithmischen Differenzen, 

falls die Naherung noch nicht sehr gross ist, die letzte Form etwas schwankender 

machte als die erste. Man wird diese zweite Form aber mit Vortheil bei dem 

letzten Versuche anwenden, um die Uebereinstimmung bis auf die letzte Stelle der Loga- 
719% 
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rithmen zu bewirken. Uebrigens werden, wenn man mehrere auf einander folgende 
Oerter berechnet, die Versuche durch Differenzen, die man aus den friiheren Resultaten 
bildet und fiir das neue Datum fortsetzt, so abgektirzt, dass man nach vier oder finf 
Oertern fast ohne allen Versuch die Wahrheit findet. Es wird deshalb auch nicht 
rathsam sein, die Versuche in der wirklichen Rechnung aufzufiihren. Nur das End- 
resultat und seine Priifung darf hier Platz finden. 

Die Addition von den constanten Logarithmen ya (1 + e) u. s. w. wird durch ein 
iiber den anderen Logarithmen gehaltenes Papier, auf dessen unterem Rande der con- 
stante Logarithmus steht, im Kopfe gemacht, wie iiberhaupt jede Verbindung dieser Art 
von Constanten mit Variabeln. 

Die Bildung der anderen Gréssen: 


w—vt+n— 8, 
Y SiN U, F COS U, sin v, cos v, (cos E + cos v), (2 -- 1); r snv 


bedarf keiner Erlauterung. Die letzte Grésse r sin v gewahrt eine zweckmissige Priifung, 
weil: 

r sin v = a cos ® sin EB, 
also um einen constanten Logarithmus verschieden ist, von dem schon hingeschriebenen 


log sin E. 
M 1L : 
Wenn man ie und zusammen berechnen will, der Priifung wegen, da sonst 


ein Werth hinreicht, so wird man bei: 


— (2r cos B — p cotg ® cos v) — (27 cos ® + pty 5 © sv) 
oder bei: 
— (10) r + (12) cos v — (10) r — (9) cos v 
nicht die Gauss’schen Logarithmen anwenden, sondern lieber die Zahlen: aufsuchen. 
Berechnet man nur einen der beiden Werthe, so kann man auch hier sie mit Bequemlich- 
keit gebrauchen. 

Die gehérige Verbindung der Werthe mit den verschiedenen Constanten (2) bis 
(13) giebt die log. der Coéfficienten von Ry, So, Wo in den Differentialgleichungen, womit 
auch ein Theil der vierten Abtheilung beendigt ist. 

Es folgt dann die dritte Abtheilung, die Berechnung der Krifte, fiir welche die 
nbthigen Werthe N, WN’, J schon gefunden sind. Die simmtlichen Formeln nach (16), 
(17), (18), (21) sind: ; 

sin B' = sin [L/ — (8! + W’)] sin J 
tg ' = tg [L' — (8! 4+ N’)] cos J, 
wo cos 4’ immer einerlei Zeichen haben muss mit cos [L' — (823! + N’)], 


g =r! sin’ B" 


y =1' cos B' sin [|A’ — 4+ o')] 
a’ = 1 cos B' cos [4’ — (v + @')], 


wo. 
ao =a — & — N, 
ferner: 
cos B’ cos [A'’ — (v + o')] = cos y' 
r' sin y' = 9 sin’ 
r—rocsy =r—-2#=—ecesl', 


ohne die Winkel y’ und J’ wirklich anzugeben. Dann: 
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. > aed = 4, 
O° Y v 
wo die Gauss’schen Logarithmen mit grossem Vortheile gebraucht werden. Endlich: 
hi = (1) Ae 
S. = (1) i & 
ip 
By = (1) | 4 a)! 
Diese Krafte miissen mit den gehérigen Sanne verbunden werden. Namlich fiir: 
Che LeU COSTUR TA Ome tice Re aioe emits Wo 
Pelee a) RSI Wi Ree) ie Mah ha Gy Wo 
fp ionles sin v Saha ete ier ee EB 
(3) (cos v + cos BE) Ree Ste et 
COS eee he tae” iy Leg 
du-+- + 6)(2 4 1)r sino. RLY oui iy 
Oey ess se ely Wy 
— ve a a eS ry 
dn 
ee (s) 2 Eee fala yeedd st bs) Sp 
dL - + (11) (2+ +1) SUV ak. Se 


NO Momsen nae ie a) 4, We 
+ (12) csv—(10)r-. . . 4 Ry 


| (yt Or ey Ry 
DA ted | 
abe (13) (2 + 1) PasieOn ese eS, 


Das doppelte Integral: 


bei Z und M wird abgesondert nach der Integration hinzugefiigt. So sind die nume- 
rischen Werthe der Differentialquotienten gegeben, von deren Integration ausfiihrliche 
Beispiele in der friiheren Darstellung tiber mechanische Quadratur enthalten sind. Bei 
den Elementen #, 63, 2, ® sind die hinzuzufiigenden Constanten die urspriinglichen fiir 
eine bestimmte Zeit 7’ angenommenen Werthe, und die Integration giebt unmittelbar 
den Zuwachs, weil der Factor @ schon in (1) enthalten ist. Bei m giebt das erste Inte- 
gral o4n, weil in dem Differentialquotienten der quadratische Factor ow? vorkommt; 
eine Multiplication von @ wird durch die Constante (1) bewirkt, die andere durch 
die Constanten (7) und (8). Bei Z und M ist ausser dem doppelten Integrale und dem 
Resultate der Integration von ae noch hinzuzufiigen Ly + mm (¢ — 7) und My + 
(¢— 7). Endlich darf nicht vergessen werden, dass alle Liingen sich auf ein bestimmtes 
mittleres Aequinoctium beziehen, und daher die Praicession und Nutation fiir eine andere 
Epoche angebracht werden muss. 

In Bezug auf die Genauigkeit, welche in diese Rechnung gelegt werden muss, 
scheinen Logarithmen von fiinf Decimalen véllig hinzureichen. Wenn die Stérungen 
so gross werden sollten, dass diese bei einem bestimmten Intervall nicht Geniige thaten, 
so wiirde es auch aus anderen Griinden rathsam sein, das Intervall so zu verringern, dass 
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die fiinf Decimalen alles Verlangte gewahren. Vorzugsweise sind sie auch zu wahlen, 
weil die Rechnung sich mit ihnen sehr rasch durchfiihren lasst. In einem Tage lasst 
sich, bei einiger Anstrengung, die vollstindige Stérungsrechnung fiir etwa 10 Intervalle 
beendigen, selbst dann noch, wenn man, wie es in der Regel fast rathsam sein méchte, 
v, ry und alle Constanten mit sechs Decimalen rechnet, um der letzten fiinften Stelle 
sicher zu sein, und bei der Auflésung der transcendenten Gleichung fiir HZ nicht Resultate 
zu erhalten, welche an sich hinreichend genau, doch in den Differenzen nicht die Regel- 
missigkeit haben méchten, durch welche eine feste Priifung der Richtigkeit moéglich 
gemacht wird. Diese Priifung durch Differenzen sollte, am Ende besonders, nie ver- 
nachlissigt werden. Das Anschliessen der spiteren Rechnung an die friihere sichert vor 
constanten Fehlern, die Regelmiassigkeit der Differenzen vor zufilligen. 

In dem folgenden ausfiihrlichen Beispiele, in welchem keine einzige Zahl fehlt, 
welche etwa nebenbei berechnet ware, mit Ausnahme der unbedeutenden Berechnung von 
83’ und i’ und der Versuche bei #, und wodurch die verhiltnissmiassig geringe Weit- 
laufigkeit und Schwierigkeit dieser Rechnung am deutlichsten hervortritt, ist die Rech- 
nung der Kiirze wegen nur mit vier. Decimalen angefiihrt. Doch scheint der Zeitgewinn 
nicht erheblich genug, um den Vortheil, die simmtlichen Winkel bis auf wenige Secunden 
sicher zu erhalten, was bei fiinf Decimalen méglich ist, aufzuopfern, wihrend bei vier 
Decimalen nur Theile von Minuten angegeben werden kénnen. 

Als Beispiel der Integration kénnen dabei die vorausgesetzten Elemente fiir 1836. 
Juni 12. dienen, welche aus den Anfangszahlen, der friiheren Rechnung zufolge, her- 
geleitet waren !). 


1) In diesem Beispiele hat Encke, wie er selbst bemerkt, die Glieder, welche von der sacularen 
Aenderung der Schiefe der Ekliptik herrithren, ttbhergangen.. Die strengen Formeln, die bei den 
speciellen Storungen in Betracht kommen, sind die folgenden. 

Wenn y den Winkel zwischen der beweglichen Ekliptik und der festen Ekliptik bezeichnet, 
fir welche letztere die Ekliptik zur Zeit der Epoche... /'’..., auf welche die festen Elemente 
sich beziehen, genommen wird, und y, den Betrag der allgemeinen Priacession von der Kpoche bis 
zu einem beliebigen Zeitpunkte ¢ bezeichnet, wobei nach Bessel fir 1750 + ¢’: 

4 = 0,488 92 ¢’ — 0,000003 0719 +’? 

wy, = 50,211 29 t’ + 0,000 1221483 ¢'?; 
wenn ferner unter 4 0, Jw, 47, dn, 4L der Betrag der Storungen verstanden wird, wie die Berech- 
nung der speciellen Storungen ihn unmittelbar ergiebt, so wird fiir jede Zeit ¢ bezogen auf das 
mittlere Aequinoctium von ft: 

83 = 80 $48 + Yi — % Coty % sin (S39 + HM) 

o= o+ dot y cosec % sin (Q) + 

n= m+ sn tht 795 % sin (Qo + M) 

i= + 4i4 4 c05(Q.+ 

L= Lyt AL + n+ 7119 5 % si (Qo + D+ ¢— 7), 
wo nach Bessel fiir 1750 + 7’: 

IT = 8° 23! 50" - 5" 210! 

ist. Die im folgenden Rechenbeispiel vernachlassigten Glieder mit dem Factor y haben aber bei Vesta 
und ebenso z. B. bei Ceres nur einen ganz unbedeutenden Hinfluss, wahrend sie z. B. bei Juno, 
Pallas und dem Pons’schen Kometen in der Neigung der Bahn merklich werden. Daher wurde 
von einer nachtraglichen Beriicksichtigung der betreffenden Glieder und Umrechnung des Kncke’- 


schen Beispieles, das nur den einzuschlagenden Gang der Rechnung veranschaulichen soll, hier ab- 
gesehen. — 


Stérungen der Vesta durch Jupiter. 
1836. Juli 3. bis December 18. 


Oerter des Jupiter. 


Die Interpolation aus dem Jahrbuche ergiebt fiir den scheinbaren Ort: 


oh a at Lange 2, Breite 2 Rad. vector 
CARTES (eo Gals 115° 58" 35/8 | +- 0° 23' 19,9 5,254 33 
ANU WEE os oe Be ULOES23— 6, 27 AS 6 5,269 16 
DEP beecOane rs mite 122, 46 26: ,2 32 «4 0 5,283 71 
Nove, mo ait 296 —8. 40 4 36 14,3 | 5,29794 
DecwlSae tse: T2029 eda) sl 40 16,1 faygagl EZ) 


Der Abzug der Nutation und der Pricession seit 1810. Jan. 0., um alles auf das 
mittlere Aequinoctium dieser Epoche zu bringen, giebt die reducirten Lingen: 


1836 Correction wegen der 
O° MP. Zt t — 1810 —--— Reducirte Lingen 
Nutation Pracession 
itll Sys (oe eee 9681 + 11/6 — 22’ 11,3 TES BX BAI 
PAL OMe arciys che) = 9723 10 4 22) 7 LOGOS DOs 
DODisEoDs eta) se 9765 11 3 22, 22 9 122 24 14 6 
ING, B58 Scr : 9807 12 ,1 22728) 47 125 46 23 8 
WeCrILS sess) c+.» 9849 10 ,4 22 34 5 TYP PAY 0) 
Aus den Oertern: 
Pees ee A108 6 36'°36 1 E0023" 197.9 
IDO, kek ag) oS at a IPR er AO LGY 1 
folgt: 
Shea 989 1.97 56".0 (a — Omen Ot 
woraus die Reduction auf die Langen in der Bahn wird: 
+ 27”,073 sin 2 (Red. Linge — 83’). 
Man erhilt folglich: 
1836 : 
3 MP. Zt Reduction ay log r! 

binoe s s le ys + 15,3 WS Ues6e oles 0,720 517 

PACOIMA cc Oat e-*s. 5 Fe) Wi sh Univers} 0,721 741 

Sept. 25. 20 ,1 122 24 34 47 0,722 939 

Nov. 6. 22 ,1 iWsisy Noy vilsy 8) 0,724 107 

Dec. 18. 23 8 129557 520,8 0,725 241 
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Elemente der Vesta. 
1836. Juni 12. 0» Mittl. Par. Zt. 


M = 3199 13’ 1”8 m = 2509 7! 56",4 
nm = 977",831 72 % = 102 59 1,6 
P= 5° 2! 336 ple saa 
2,990 264 8,943 977 9,998 316 0,087 898 
8,550 007 5,314 425 9,996 632 0,036 587 
0,559 743 4,258 402 0,369 794. 0,373 162 
0,186 581 log el’ log p 9,960 043 
0,373 162 log Va (1 +e)... 0,204875 
log a log Va (1 +e)... 0,166 603 
log? ot TORTS 98h log een 
Vp Va 
log m’ = 2,291616 Jupitermasse in Secunden 
log (1) ++ > 22 EG A550 log (7) --- 126 eee 
Vp Va 
] 126 k 
9 bie 5 Le cial 08 
log (2) arr 0,905 688 log (8) Va 0,519 165 
log (8) acos ® ... 0,371478 log (9)... pig ®... 9,013582 
log yee 2 ina fe 1,425 817 log (10)... 2cos®. . 0,299 346 
1 1 
log (5) 6h ass 1,056 023 log (11) .... tg 5... 8,643 788 
log (6) +++ tg : See os 8,794 967 
2! 98° 99' 56,0 4! ~.. 19 18! 45",9 atc! — Q)a.. 1 
-Fo-1109 591 RG es eee TS al eT si +8) aR aoe 4 18 Bogs 
ie 
5 Ce 2 54 44 49 
8,867 333 8,705 952 : (N + N’) = ‘8° 20’ 33 
8,603 635 9,999 650 n 5 (N—N') = 177 42 90 
9,998 818 9,999 439 Node ee 181 2 128 
7,470 968 8,602 453 eee oe 147 8 5458 
8,705 602 9,999 089 n iE gM La 326 6 42,5 
9,999 264 9,999 651 Ne Aes eee 185 37 54,3 
8,706 338 9,999 438 CU ee Pee 98 22 56 0 
ae er OV 5A OT 2 BOAO) SAR TAR ACS AIS IND: ines 984 0 50,8 


2 


log sin I... 9,006 804 log cos IT... 9,997 747. 
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Gestérter Planet Vesta. 
1836 
0" M. P. zt Juli 3. Aug. 14. Sept. 25. Noy. 6. Dec. 18. 
DOP Sw, S247) 55/3" :|/ 386° 19/8. | 347°. 44/2) | 359° 81,7. 10° 33/2 
on 321° 48'4 | 334° 980 | 346° 34/0 |"359° 378, | 11° 33/,8 
0 oI a 9,7913 n 9,6397 n 9,3661 n 8,2134 n 9,3020 
1 i —3° 69 |—2° 1148 |—1° 10/2 —4,9 | +1° 06 
sz _ oo See 160° 54/2 | 167° 4/0 | 173° 17/40 | 179° 31/,9 5° 46/9 
log sin < JEP a ent eae 9,5147 9,3499 9,0680 7,9124 9,0032 
log cos ; TPA Tot Oa ee eae 9,9754.n 9,9888 n 9,9970 n 0,0000 n 9,9978 
log sin ; Bee. ayes ai 9,7196 9,5548 9,2729 8,1173 9,2081 
log cos > PAA, Sa 0,1420 n 0,1554 n 0,1636 0,1666 n 0,1644 
7? > 2 159° 17,4 | 165° 55/1 | 172° 40/,3 | 179° 29',3 6° 18/6 
cos 5  } a 9,9710 n 9,9867, n 9,9964n 0,0000 n 9,9973 
LS) 0,1710 0,1686, 0,1672 0,1666 0,1671 
3 318° 34/,8 | 331° 50/2 | 345° 206 | 358° 58’,6 | 12° 37/2 
DE 0,3420 0,3373 0,3344 0,3332 0,3342 
Lo ws 105° 49',7 | 118° 59,1 | 182° 20/5 | 146° 7/5 | 159° 46/1 
oes i 9,4331 n 9,6854 n 9,8296 n 9,9192 n 9,9723 n 
vot) 9,9835 9,9419 9,8677 9,7462 9,5388 
9D Sta ge na 0,3255 0,2792 0,2021 0,0794 9,8730 
8 O06 Gn nn 9,8206 9,6740 n 9,4032 n 8,2519 n 9,3394 
(00 O55 9,8750 9,9453 9,9856 9,9999 9,9894 
0 9,8953 9,9542 9,9879 9,9999 9,9911 
0,2911 0,2966 0,2999 0,3010 0,3002 
log (cosv + cos EF) ...... 0,1864 0,2508 0,2878 0,3009 0,2913 
log £ 1 A ee 0,0278 0,0325 0,0354 0,0366 0,0356 
log (2 a 1) a 0,3152 0,3176 0,3191 0,3197 0,3192 
linn & FDO ee Soe 0,1626 n 0,0113 n 9,7376 8,5851 7 9,6736 
fig nisi... ..... 0,4778 n 0,3289 0,0567 n 8,9048 n 9,9928 
—ptg . 2 ed —0,0774 | —0,0910 | —0,0998 | —0o,1032 | —0,1007 
2 —4,3780 | —4,3310 |..—4,3020 | —4,2900 | —4,3000 
Ppeeceah fi. Se. 0,6489 n 0,6456 n 0,6437 n 0,6428 n 0,6436 n 


Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 


Storender Planet Jupiter. 
1 
h ee Juli 3. Aug. 14. Sept. 25. Nov. 6. Dec. 18. 
o> M. P. Zt 

Om ere ert 191° 36/0 | 195° 0/4 | 198° 23/,7 | 201° 45/,9 | 205° 740 
log ister wi ype ks ule het ony 9,3034 n 9,4132 n 9,4991 n 9,5691 n 9,6278 n 

Loy tg aly Fe ee a tk 9,3123 9,4283 9,5219 n 9,6018 9,6710 

a! Raeede ota See + hy teas 191° 32/,3 | 194° 55/9 | 198° 183 | 201° 39/7 | 205° 0/0 

ye al aah tere eae ee ee 284° 41/5 | 297° 569 | 811° 27/3 | 325° 573 | 388° 4389 

A Oe) eee one 266° 50/8 | 256° 59/0 | 246° 51/,0 | 2369 34/4 | 2969 16/1 
LOGRSUAS BOA Mae ted er toes ye 8,3102 8,4200 n 8,5059 n 8,5759 n 8,6346 n 
log Gos. (A! —!( += <al))at wks 8,7405 n 9,3526 n 9,5945 n 9,7411 n 9,8396 n 

[ogtoste" uae) ee 9,9999 9,9999 9,9998 9,9997 9,9996 
log sin [A’ —(v+ o')]..... 9,9994 n 9,9887 n 9,9636 n 9,9215 n 9,8589 n 
eee eee ars Bey 9,9993n|  9,9886n|  9,9634n| —9,9212 m| 99,8585 n 
log' 00s y/o, bee a ee 8,7404 n 9,3525 n 9,5943 n 9,7408 n 9,8392 

log stn as ee Gene ee 9,9994. 9,9887 9,9636 9,9216 9,8593 

Loghe ea: [eee aL ee ee 0,3420 0,3373 0,3344 0,3332 0,3342 
; 9,4609 n 0,0742 n 0,3172 n 0,4649 n 0,5644 n 

LOG 2) vor: 9 eth as Sana Ea 0,0537 0,1891 0,2926 0,2402 0,2010 

16d COS HL AP aed acar pear 0,3957 0,5264 0,6270 0,7051 0,7654 

10g. 590 1 ay ea eee 0,7199 0,7104 0,6865 0,6457 0,5845 

jog Cost Rees Ce ee ee 9,9560 9,9226 9,8772 9,8772 9,9216 

LOG 03 fac «fh RBA afore 0,7639 0,7878 0,8093 0,8279 0,8438 

1 7,7083 7,6366 7,5721 7,5163 7,4686 
log nae tc Rede or aaa 7,8384 n 7,8348 n 7,8312 n 7,8277 n 7,8243 n 

log (— =) Pe Ait Poe ane -0,5870 0,4360 0,3475 0,2910 0,2525 

F 

16g? BO Rh oo ey ee 7,2514 n 7,3988 n 7,4837 n 7,5367 n 7,5718 n 
logsayl gas & lige Revises cet hikegeae 0,7198 0,7103 n 0,6863 n 0,6453 n 0,5837 n 
1logA) 4s 2 ie one 3 Fane 9,2169 n 9,3643 n 9,4492 n 9,5022 n 9,5373 n 
Na US htoeen oc oo WO, oa 9,0307 n 9,1417 n 9,2288 n 9,3000 n 9,3598 n 

logicdesl is. Ae ipsa toon. Weems 6,7123 7,4730 7,8009 8,0016 8,1362 
8,0503 n 7,9739 n 7,9065 n 7,8495 n 7,8028 n 

5G) & Be aA sree OS 0,0204 0,1647 0,6656 0,5294 0,2709 

Voges ge 24 We. spvevin, te ocmenes 8 0299 n 7,8092 n 7,2409 n 7,4722 7,8653 

Krafte und Aenderungen der Elemente. 
1836 : 

0° MP. Zt. Juli 3. Aug. 14. Sept. 25. Nov. 6. Dec. 18. 

log By | yoy 9,9954 n 9,7747 n 9,2064 n 9,4377 _ 9,8308 

GY aS ia a RCI 9,9367 0,0746 0,1355 0,1475 0,1210 

log Wy | Va 8,2476 8,5060 8,6780 8,8022 8,8971 
Gi ws: Gos ems OE eee Ww 9,7751 n 0,0227 n 0,1640 n 0,2524 n 0,3065 n 

ns ae a ea Ww 1,2312 1,1849 1,1078 0,9851 0,7787 


0” M. P. zt Juli 3. Aug. 14. Sept. 25. Nov. 6. Dec. 18. 
A n 0455 1 - n 16234 n HA 
de [R 0,1921 0,0455 9,7747 8,6234 9,7109 
[OS aa ls 0,5579 0,6223 0,6593 0,6724 0,6628 
{ R 1,3008 n 1,3711n 1,4114 1,4257 n 1,4152.n 
le S 1,5338 n 1,3849 n 1,1127 2 9,9608 n 1,0488 
| Ww 9,1205 9,0742 8,9971 8,8744 8,6680 
eo, [# 8,9139 8,7673 8,4965 7,3452 8,4327 n 
eer TTS S 0,1772 n 0,1819 n 0,1848 n 0,1860 n 0,1850 n 
R 0,6489 n 0,6456 n 0,6437 n 0,6428 n 0,6436 n 
ra le i Selina chars nlite’ S 9,1216 n 8,9727 n 8,7005 n 7,5486 n 8,6366 
Ww 9,1205 9,0742 8,9971 ‘8.8744 8,6680 
42 di||— 0”,011 | — 0,034 | — 0”,070 | — O”,113 | — 0,160 
42 d63-|-+ 0”,301 | + 0”491 | + 0”,611 | + 0,613 | + 0",474 
+ 1,540 | + 0,661 | -+ 0,096 | — 0” 012 | + 0”,348 
42 d6h 4) + 3/123 | + 4976 | + 6,234 | + 6,606 | + 6”,079 
+ 4/663 | + 5,637 | + 67,330 | + 67,594 | + 6,427 
+19".777 | +13"990° | + 4”,148 | — 7,302 "| —17",620 
12 an || 29" 247)-| — 28,807 -| — 171,708 | — 1,283 | + 14",788 
| + 0,002 | + 07,004 | + 0”,005 | + 0,005 | + 0,004 
— 9,768 | —14",813- | —18",555 | — 8,580 | — 2,838 
— 0”,0811 | — 0”,0348 | — 0”,0050 | + 0/,0006 | — 0”,0183 
(42)? dn {|| — 13000 | — 1”,8050 | — 2”,0910 | — 2”,1552 | — 2",0229 
— 13811 | — 1.8398 | — 2,0960 | — 2/1546 | — 2/0412 
+ 4409 | + 9/632 | + 0,708 | — 1”,204 | — 2,981 
2 aL s|— Wll4 | — 07,111 | — 0,069 | — 0”,005 | + 0,057, 
+ o”002 | + 07,004 | + 0,005 | + 0”,005 | + 0,004 
4+ 4997 | 4 2505 |’ 0,644 -| — 1”,204 | — 2",990 
Fir die Integration. 
fe SL G4 Oh ss OSO SOM ANS. 
Ace t= 1810 42 di di 4242 12 
os 2, | 9639 0,000 + 0”,102 
oo oy Oe A 9681 —oroul ee +0",301 AAS saa 
JAPLESTE SPEC lt 9723 — 0,034 Hage 4.0491 ee 
Pepmber 25... SS 9765 =F 0IO} VT suiggg | ONELL || ad 
Wovember)6,...... 9807 — 0,113 3!" B55 + 0,613 556" 900 
Dasemer (8. 4... sp es 9849 — 0,160 ret AE ye Sal Oa Ta 


80* 
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Os Ey) OY BG) alr tA. 90RAS 226) Ole 
1836 
h ¢ — 1810 42 dé AP 42 da An 
GMM PSZE 
Mai 29: eo" ).04 ie gee eee 9639 + 81,624, | sos sey | 8 eee +1170,016 
JeliSis.. ., aes 9681 14683 eon godill  Teee + 1160"2 ms 
ATO Ust: 14 aye setae oe 9723 See oe | 415!" 967 — 14.813 fe 1145" 435 
September 25... ... 9765 + 6",330 | jogy'9g7 | — 13,555 4 1131',880 
INGvemibeti Olan eea tare ae ee 9807 + 6/594 __ 409/343 — 8,580 4. 1193"7,300 
Wecember US) rete wre 9849 + 6,427 ; — 2! 833 yeh 
n = 978",29671 L = 105° 53! 15,63. 
ae Fo alelo 42)? d 42 4 4M 42 dL AL 
oh M. P. Zt oe A ras 
| 
Maio. tebe Bey 9639 = "7115 . — 4802",3339 | 5/825 Ne 
JuUlisOaga-a) 2 eee 9681 —1",3811 | ee uate — 4821",8356 | +4",297 | ee 
August 14... . . 9723 = 1",8898 | on 799g | —4342",7184 | + 21,525 
September 25. . . 9765 — 2",0960 | _ 94" 8186 — 48654410 | + 0",644 | | 1064". 106 
November 6... . 9807 21,1546 | san g7gq | — 489072506 | + 1,204 I tees 
December 18. 9849 — 2!,0412 : — 4917/2328 | + 2/,920 ; 


Die constanten Elemente gelten fiir 1810. Jan. 0. Mittl. Par. Zeit. Die Liangen 


beziehen sich auf das mittlere Aequinoctium derselben Epoche. 


Bemerkung zur Berechnung der stérenden Krafte (vergl. S. 611 ff). 


Die jetzigen Berliner Jahrbiicher geben unter dem Titel , Heliocentrische 
Planetencoordinaten* fiir jeden Planeten (bezogen auf das Aequinoctium des 
Anfanges eines bestimmten Jahrzehntes) fiir gewisse Epochen den Logarithmus seines 
Radius vectors und seine Linge in der Bahn. Am Fusse der Seiten findet man neben 
einer Angabe tiber die Masse des Planeten die Elemente $3 und 7, welche im Allge- 
meinen ein Jahr als constant betrachtet werden kénnen. 

An demselben Orte findet sich die heliocentrische Breite des Planeten und die 
»Reduction auf die Ekliptik*”, d h. der Winkel, den man zur Linge in der Bahn 
hinzufiigen muss, um die heliocentrische Linge des Planeten zu erhalten. Fir die 
grossen Planeten ist diesen Angaben noch der Winkel By beigefiigt, welchen der 
Radius vector mit derjenigen Bahnebene bildet, welche durch die anbei folgenden 
Werthe von 8’ und 7’ definirt ist. Um diese kleinen Correctionen zu _ beriicksichtigen, 
hat man an Stelle der Formeln (16) der vorstehenden Encke’schen Darstellung (vergl. 
S. 614), die folgenden zu verwenden: 


cos B’ cos = cos [L' — (8! + N’')] 
cos B' sind! = sin [L' — (8' + N’)] cosT — Bysin 1” sind 
sin B' = sin [L’ — (8' + N’)] sind + By sin1" cos JS. 
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Neunundneunzigste Vorlesung. 


Ill. Die Hansen-Tietjen’sche Methode zur Berechnung 
der speciellen Stérungen in Polarcoordinaten (nach Tietjen)'). 


Den Berechnern der kleinen Planeten, besonders denjenigen Astronomen, welche 
beginnen, sich in diese Rechnungen einzuarbeiten, diirfte es erwiinscht sein, diejenigen 
Formeln, welche fiir die Rechnungen zur Zeit als die zweckmissigsten gelten kénnen, 
in Kiirze abgeleitet und nebst einem Rechnungsschema und Beispiel zusammengestellt 
ma finden. Im Folgenden ist versucht, dies in Bezug auf die Berechnung der speciellen 
Stérungen fiir Polarcoordinaten auszufiihren. 

Diejenige Ebene der Bahn, in welcher der Planet sich zur Zeit eines gewissen 
Anfangspunktes, z. B. des der Rechnung bewegt, werde als Grundebene, als Ebene der 
“xy, angenommen; ferner sei fiir den gestérten Kérper: 

m die Masse, die Sonnenmasse als Einheit genommen; 

x, y, 2 die rechtwinkligen Coordinaten, deren Anfang im Mittelpunkte der Sonne 
sich befindet; 

y der Radius vector, also r2 = uw? + y? + 23; 

b der Winkel, welchen r mit der angefiihrten Grundebene bildet; 

@ die Projection von r auf diese Grundebene, also @ = rcosb; 

1 der Winkel, welchen @ mit der xz-Axe bildet. 

Die ahnlichen Gréssen fiir den stérenden Kérper mégen mit m3 %, %, 2, 
r,, B,, I, bezeichnet werden. 

Fiir die rechtwinkligen Coordinaten des gestérten Kérpers erhilt man: 

% = o@cost =7rcosb cosl 
yY = osinl = reosb sini Moe ee re tevin tra CL) 
: zZ= otgb = rsinb 

b ist ebenso wie z eine Grésse von der Ordnung der Stérungen, welche wir 
als Gréssen erster Ordnung betrachten wollen. @ unterscheidet sich daher von r nur 
um eine Grésse zweiter Ordnung. | 

Fiir den stérenden Kérper erhalt man in Bezug auf dasselbe Coordinatensystem : 


L, = %) cos B, cos Ly, 
Ue 9 COSSB yesh elay petaree ipa me ails hat (2) 
2; = 7, sin B, 


Wird die Entfernung beider Planeten mit A bezeichnet, so ist noch: 
oa — 2) + s — 9)? +  — &) 
= 92? + 22 + r? — 2[r, 0 cos B, cos(L, — 1) + 21, sin By]. 
Die Gleichungen, welche die Bewegung des gestérten Kérpers um den Sonnen- 
mittelpunkt ausdriicken, sind nun bekanntlich: 


(1+ m)ao __ 2, — 2 wy 
gl! ib ae re ai = Bm, ( A3 —: Tr 


e+ my _ Oiteae eau 
Fe em (OS) Poe yee nn {*(3) 
k2 (1 + m) z Z, — & ey 


‘) Die folgenden Ausfithrungen sind mit freundl. Genehmigung seitens der Erben des Professor 
Tietjen, sowie Ferd. Dimmler’s Verlagsbuchhandlung in Berlin aus dem Berliner Astronom. 


Jahrbuche fiir 1877 entnommen. 
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worin & die bekannte Constante unseres Sonnensystems, deren Logarithmus = 8,2355814, 
wenn der mittlere Sonnentag als Zeiteinheit genommen wird. 

Ferner ist hier «” fiir oie y" fir ate und 2” fiir a gesetzt, so wie wir tiber- 
haupt den ersten Differentialquotienten nach der Zeit mit einem, den zweiten mit zwei 
Accenten oben rechts bezeichnen wollen, 

Sind mehrere stérende Kérper in Rechnung zu ziehen, so ist fiir jeden ein 4hn- 
licher Ausdruck wie die rechte Seite dieser Gleichungen (3) zu bilden und die Summe 
dieser Ausdriicke einzusetzen. Der Kiirze wegen halten wir uns an einen einzigen 
stérenden Kérper, und da man specielle Stérungen wohl nur fiir Asteroiden und Kometen 
berechnen wird, so wollen wir dabei m = 0 annehmen. 

Um die Gleichungen (8) durch Polarcoordinaten ausgedriickt zu erhalten, sind 
darin die Werthe der rechtwinkligen Coordinaten aus (1) und (2) zu substituiren. 
Wird zuniichst die zweite der Gleichungen (3) mit x, die erste mit y multiplicirt, so 
giebt die Subtraction beider Producte: 


ay" — ya" = Bm (ay, — y%) K, 


A cGieAts eibr i 


Die linke Seite wird: 
d (ay — ya’) _ d(o??’) 


zl 


dt dt 


und die rechte Seite giebt: 


k?m, . @1, cos B, sin(L, — 1). K = U, 
so dass: 
d(g?V) __ 
ie or 


oder: 
g?l' = Const. + | Udt. 
Die Werthe, welche @ und 1 in der ungestiérten Bewegung, fiir welche U = 0 


und / Udt = 0 ist, annehmen, seien 7 und »% + Nj, wo % die ungestérte wahre 
Anomalie und Np eine Constante bezeichnet. Es wird dann: 


rev = kVp, 


wenn ~) = Parameter der ungestérten Bahn. 


Folglich wird obige Const. = k V po und es ist: 
oY —HkhY py fd) selon 2 


Um eine zweite Gleichung zwischen @ und 1 zu erhalten, multiplicire man die 
erste der Gleichungen (3) mit x, die zweite mit y und addire die Producte. Dies giebt: 


” " k? Q? Sgr) Q? 

ce + yy + PrN = km, | (ea + yy) ae ee 
Mit Riicksicht auf Gleichung (1) und (2) wird die rechte Seite: 
k2m, [xr cos B, cos(L, — 1) — 4; 0 = 8 io 


und die linke Seite giebt: 
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d(aa' + yy’ k? 92 d(o 0’ k? 9? 
( = ie (a!2 + y'?) + -- — head (o'2 + 0? 12) a= 2 ; 
also: 
: k2 9? 
= 90" — Q7l? + Sagi 
Folglich haben wir: 
ud Wee al ki? @ — 
e ol’? 4 ee Por edd ay ten ge te Lal een CLL) 


3 
Durch die Gleichungen (1) und (II) und die letzte der Gleichungen (3) also durch: 


2 aaa 
a ne = km, (on z — +) = k?m, (« ates xi) =Z. . (my) 
ist der Ort des gestérten Kérpers vollstandig bestimmt. 

Wollte man den Radius vector r und den beschriebenen Bogen w statt der resp. 
Projectionen dieser Gréssen @ und / einfiihren, so ist zu bemerken, dass sich r von @ 
und w von | — gleichen Anfangspunkt der Zahlung vorausgesetzt — nur um Gréssen 
zweiter Ordnung unterscheiden. Verdndert man daher jedesmal die Lage der Ebene 
der xy, sobald diese Unterschiede merklich werden, oder besser, geht man in jedem 
Augenblick auf die jedesmalige Bahnebene iiber, d. h. auf diejenige Ebene, welche 
durch zwei unmittelbar auf einander folgende Radienvectoren r und r + r’dt geht, 
so kann man in (I) und (II) @ durch r und / durch wu ersetzen. Die Griéssen R und U 
sind dann natiirlich auch fiir die jedesmalige Bahnebene zu bestimmen. Letzterer Um- 
stand hauptsachlich giebt die Veranlassung, statt der verinderlichen Ebene eine feste 
Ebene, namlich die Bahnebene fiir den Zeitpunkt des Anfanges der Rechnung bei- 
zubehalten. Diese Ebene mége kurz ,ungestdrte Bahnebene“ genannt werden, sowie 
wir iiberhaupt der Kiirze wegen die fiir diesen Zeitpunkt osculirenden Elemente mit 
yungestérten Elementen“ bezeichnen wollen. Wir werden daher bei den folgenden Ent- 
wickelungen die Gleichungen (I), (II), (III) zu Grunde legen. Da: 


fe 


3 
i 1 g2\ 2 1 5 2? 
pe eye SA. 


\ V3 a6? Q? 


wo es wohl in allen Fallen ausreichen wird, die Reihe mit dem zweiten Gliede abzu- 
brechen. Die Substitution dieses Werthes in (II) und (IIJ) giebt: 


so wird: 


ig 3: hz? 
Ce ey AT 5, io wae af, aioe erc Beer ik (IV) 
kz 3h? 23 
eS og AON one = een er ari (V) 
In den meisten Fallen wird man Z, — Z setzen kénnen. 


Aus den Gleichungen (I), (II), (IH) oder aus (1), IV), (V) lassen sich unzihlige 
Methoden zur Berechnung der speciellen Stérungen ableiten. Wir wollen uns hier auf 
drei, die besonders fiir unsere Zwecke geeignet erscheinen, beschranken. 

Bei allen drei Methoden werden wir die Gleichung, welche z giebt, in einer und 
derselben Form anwenden, die man sofort aus (V) erhilt, wenn man darin fiir Z seinen 
Werth aus (III) setzt. Es wird dann: 


k? 23 
ov” 


k2 k?m, 3 
at G a 2 kim Ke, + 9 
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oder: 
a" + Be =X, 


wenn: 


2 


3 ke 23 


2 @3 


k? hk? my, 


oF SP = B und kam, Kez, oe = Ly 


29 


fal 
; : ‘ é 3k? 28 Wats 
gesetzt wird, wo wohl in den meisten Fallen a ce vernachlissigt werden kann. 


Es sei: 
o—7 +00 ud 1=w + Ou, 
wo 7) und mw der ungestérten Bewegung entsprechen und auf gewéhnliche Weise aus 
den ungestérten Elementen erhalten werden, namlich aus: 


Ey Cg sin Ey a My 
1) SIN VY) = My COS Py sin Ey | (4) 
1 COS Uy —= Ay (cos Ey — &) f 
Uy = % a. Np: 
N) ist der Abstand des Perihels der ungestérten Bahn vom Durchschnittspunkte 
dieser Bahn mit der Bahn des stérenden Korpers. 
Da man die Gleichungen fiir die ungestérte Bewegung erhalt, wenn man in denen 


fiir die gestérte Bewegung alle die Masse des stérenden Planeten enthaltenden Aus- 
driicke Null setzt, so folgt aus: 


zunachst, wenn fiir: 


_ (l')) _ &V a + svat 


QW? 3 ; 
Q Q' 
substituirt wird: 
2 2 Do , p 
ie aR ae a= Rist se fUdt + =U Udi)? = R. . sa) 


und es ist also auch: 


To re + re = 0. 
Die Subtraction beider Gleichungen giebt: 
gen g 
. il i 1 1 
oy’ — # (2, — 5) mo + (5 — 5x) = ®, 
oder: 
hr @\3 je WAL \ 
vor Be (EY — a] E(B) — a= 
Gey + = (2 Ne rege ad a 9 
Nun ist: 
Po 
— = 1 + Q cosy, 
Un) 
also: 


Cee fe _ 2 (f wes Sie (— 
(2) 1| pane = ae 1 + @ c0s.v% 7 a) 


Aus @ = ry) + 0¢@ ergiebt sich: 


joe 
Fs - —=I!-+ ¥», 
: dQ 
wo der Kiirze wegen v = |, gesetat ist; also: 
0 


Py Se Sy a) Lv, 


" 
Dies eingesetzt, giebt: 


(9 9)" + 


hk? rov 


93 {1+ [8 + v) +4 v2] @ cosvy} = , 


oder: 
(d 0)" + aL +3 (1 $+ GZ) cosy [de = 


Setzt man: 


% = 1+ Be, cosy 
(» oh 5”) 3p COS Vo 
6 = % \l + 2 
0 Op 
0 Ie? 
b oF 
so wird: 
CO eer OrOr= suena sik slave ye parte en (A) 


Substituirt man vr; (1 + v)?. [wp + (Ow’)] statt o2/’ in (1), so ergiebt sich: 
r2(1 + v)?u'yp + 92(du)’ =kV pn + fUadt, 
oder, da r2a') = kV po: 
2kV po 5 2 (1 + 5 v) 


O2 
Sobald 00 und also auch v = uh aus (A) gefunden, wird dw aus (B) durch 
0 


Fe uy = =x f vat (B) 


einmalige Integration erhalten. Zu bemerken ist jedoch, dass die strenge Auflisung der 


enthilt. 


2 92 
Gleichung (A) auch die Kenntniss von ¢ erfordert, weil Jt die Grésse ee 


Dieser Ausdruck wird aber bei den ersten Werthen ganz vernachlissigt werden kénnen, 
spiter kann er mit Leichtigkeit im Voraus extrapolirt werden. Die Werthe R und U 
wird man ja ebenfalls nur successive berechnen kénnen, weil sie schon die gestérten 
Werthe o und 7 enthalten. 

Vorstehende Methode wurde im ~ Wesentlichen zuerst von Briinnow in den Astr. 
Nachrichten Nr. 808 angegeben. 


Il. 


Bei der soeben behandelten Methode hat man, um den Ort des gestérten Kérpers 
za erhalten, die Gréssen 7) und uw — % + Ny der ungestérten Bewegung nach (4) 
abzuleiten und an diese Gréssen die Stérungen anzubringen, Man kann nun offenbar 
auch die Stérung OI der mittleren Anomalie WM, so ermitteln, dass, wenn man in (4) 


M, + OM statt M, einsetzt und damit r und o findet, man unmittelbar 1 = v + Ny 
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fey bee 


erhalt. Um dann @ zu finden, wollen wir mit Hansen eine Grésse w so bestimmen, dass 


(6) 


0 = re”, wo c die Basis des natiirlichen Logarithmensystems ist. Wir haben daher jetzt 
folgende Gleichungen : 
M=M+0M 
E—easnE = M 
Tr SiN V = Gy COS Po sin E 
1 COS V = My (cos H — &) 
bie 1, 
— re”, 


Bezieht man alle Gréssen auf die gestdrte Bahnebene, so _gelangt man zu den von 


Hansen zuerst aufgestellten For meln. Aus: 


o— row 
folgt: 
Gow ser 
oder, da: 
— neces eee und vy = Ui 
1 + e cosv 
ist : 


Figen is pe Se cosine Go) en es 
wo der Kiirze wegen: 
c= 888 (en 
gesetzt ist. “ 
Differentiirt man @’ noch einmal nach ¢, so wird: 
o” = ow" + w' (ow + c7”S) — c—”Sw' + 8! 
= ow" + ow’? + c—8". 


Nun ist: 
g! __ 0.0080 e272 4 “ine (o21'y, 
Po ; 
oder mit Beriicksichtigung der friiheren i tetigee 
1 1 inv 
Ag =e) or ya 4 sine 
Yr Po Do 
27/)2 in, 2) 
meer (@ a ey Sin Y 1 
Po Q Po 
Apogee [2h Vm f Udt + (/uaty) esind 
Q? Po Q? Do ; 
also: 
k2 ¢-¥ Oe een) 
Alege = haieeree GS Ce 2kY py f Udt t (fuaty _ 
Q Po Po 
Dieser Ausdruck, von: , 
2 
pe ce Be, 
ep) 


subtrahirt, giebt: 


ET OED. see 
4 R 4 2h Vp f Uat + (f vat) sal 


he . 
— Ud —e") = w"" w 
Q? ( ) Q G } PQ? 
Ss U, 
Po 
oder: 
2 ran 2 
w"! a a Bot ea) = “ 4 RE (fUdt) coe 
0 Yo 
ip 4B) 
Ey ee 
Po Q 
Um eine Gleichung fiir 0 M zu erhalten, bemerke man, dass: 
+ dv dM 
Wie G2 yl = 02 —— » —— 
; z ie a 
also, da: 
GU. + OG COS Py __ kVp, _ kV po pana Gc dM ee d (0 M) 
dm pe NM re Ny O? dt : dt 


e2 = kVp . & (a ss = (0 m1)). 
0 


Nach (1) ist auch: 
e2! = kVp + fUadt, 


folglich: 
ee oy fe pai 
Ga == = at, 
: M , kV py 
oder: 
(my = ra Pinch =a eel (8) 
Po 
Sei: 
“~ U=F' aloo —* fudt =F, 
KY po kV Bo 


so folgt aus (7) und (8): 
> 2, ay 
Ry 2h? F (1 ~~) a eee ea fa (9) 


ke 
w’ + —(1—e-”’) = — — 5 

9° ) ot om 0 2 nN Po 
(OMe Be 2” —— (1 6%) ng. (E) 
Setzt man w, = Ytw, wo Wt der Modul des Brigg’schen Logarithmensystems, so 

geht (9) iiber in: 
2 2 

wet oma amy Bly S) 10 

Q c Mm Q° 2M (D) 
__ ey sinv M 10-” ie a! ? | 
Po Q M 


Setzt man in (D) zur Abkirzung: 
2M F Bees. 
ne See Tet eal 


2 
byw, = (l1—e-”), woh = oF 


Q3 
81* 
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so geht diese Gleichung iiber in: 


" mM €) SIND w 
wh + iym = > (R — SS" ew) + ¢,— 4 
mY ey) SiNnvD ) w? 3 Wh? 22 
= Re 2s ol ie, 
Q Po TOS Se oo 


Die beiden mit — multiplicirten Glieder lassen sich noch zusammenziehen, wenn 
Q 


man fiir R und U ihre Werthe einsetzt, namlich: 


R= k?m, (xr, cos B, cos(L, — 1) — a) = km (& a 4) 


L\3 L\3 
U = k®m, Kor, cos B, sin(L, — 1) = k?m, Kon. 


Es wird alsdann: 


cae Co sinvc sien, Es ( __ &sinve a e) res £.|: 


Do Po ES 
Nun ist: 
€) sinv c—” r (é Po : v) 
oo Oe — — 2 oN, Sinv 
& Do Ny Q Do 1 7 0 Ny 
Yr = ee 
= on [E. + & (E So — u, sinv)] 
r 
= — (é, +. & =) 
Do 
wo: ' &, = &,cosv — n, sinv 


oder wenn hierin fiir &, und 7, ihre obigen Werthe gesetzt werden: . ‘ 
& = 1, cos B, cos[L, — (1 — v)| = 1%, cos B, cos(L, — MN). 
Obige Gleichung giebt. dann: 


" K2 m, IM hk? m, M 3 zg ie 
ww, + byw, = Se K10— (& + @% &) a + G, 4 5 M hk? we ap CD, ). 
In den Gleichungen (D) und (F) kommen Ausdriicke von der Form: 
mM (1 — o-™™) 


vor. Da auch: 
2 =o) Moa” (ca — onan) Se NW, E + a (nu)-], 
so wird fir Brigg’sche Logarithmen: 
log [M (1 — e-*”)] = lognw, — = nw, + 7, 


wo 
1 ae 1 
log — 34 Ne (nw)? E — 120 (nw)? | . . . . } . . (10) 
Die Tafel I giebt 7 in Einheiten der siebenten Stelle mit dem Argumente nw. 
Die Gréssen c™” = 10” berechnen sich leicht, da: 


log c*™” = nw, ee 
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Vorstehende Methoden lassen sich leicht combiniren, wodurch die Rechnung etwas 
vereinfacht wird. Setzt man nimlich: 


GaN and 67 .N == f Ud, 


e2 V! = ky». 
V folge wieder aus den Gleichungen (4) statt v, wenn darin I + AI statt My 
gesetzt wird; statt 1) ergebe sich dann 7, so dass: 
H—eqsmE—M+AM 
rsin V =  CcosMy sin L 
r cos V = ay (cos H — &) 


so erhalt man aus (I): 


und es sei: 


ae es aa 
0 
Hieraus folgt: 
as W yy! RECN 2 i ! 
OP = Pan ogee crn cos V2 & sin V.V Fs 
unr ‘ , Kee Sp ae tal OD 
= ew + 92 V’ = ow 7 pes ® sinV 
Po 
und 
ke7 ; Gm eps ke- : 
o” = ew" + (0 we + Hine ey sin v) ry! —= er ey + cos V (9? V’) 
Po V Po Q Vp 
Ai i a k2¢—¥ 
—=ow + ow? + eg cos V, 
oder 
k? po aa u 
Nxt iw! a8 aoe ae w!?, | 
folglich : 
“me ce a . c= ene: k2(1 — e—”) en 
Q” 
Nach (5) ist aber: 
hk? po |i ea 
oo ae aa aa 
also: 
k2 (1 — c” 
1" a ( 0° - ) = mL ae: iy"? 
oder wieder: 
0, = MNtw 


gesetzt und den Werth fiir 9t aus (5) eingetragen: 


on , !MA—e”) _ R, a af Rat 
w! 4 a =m (2 + fUdt + = (suai) — Gt. -- @) 


Um eine Gleichung fiir A WM zu snes hat man iii 


rV' = kVp [2 He * (Am)'|, 
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oder da: 
OW = o2¢—2” a= kV py ; 672, 
so wird: 
(A MY = — m (1 — c*”) sac he ah, tl (H) 


Die Gleichungen (G),und (H) in Verbindung mit: 
1 
N' — o2 yi UE woe en el (J) 


oder: 
il 


wenn: 
N=wM™ + do 
und also: 
1= V+ Mm + do 
gesetzt wird, bestimmen wieder @ und 1. 

Die Mitnahme des Gliedes w'? in (G) und ebenso die Berechnung des Gliedes w'? 
in (D) macht einige Unbequemlichkeit. Diese wiirde vermieden, “wenn v statt w ver- 
mittelst der Gleichung c’ = 1 + » eingefiihrt wiirde, allein die Berechnung der iibrigen 
Glieder wiirde wieder etwas unbequemer werden. 

Da aber w'? eine kleine Grésse sein wird, welche auf die Gréssen @, R, U fast 
ohne Einfluss ist, so kann man zuniichst w'? in (G) vernachlissigen. Setzt man also 
zunachst : 


k?2 See. 
wy 4 0 M ( : C ) ae Me I 
Q Q 
und setzt den strengen Werth von w, gleich w, + 0, so erhalt man leicht: 
k2 My o—” w'? 7 Nee 
Ce ee 
wofiir mit hinreichender Naherung: 
12 
(8 w;)' + adv, =— Pree (K) 
we 
zu setzen, wenn: 
k2 MN 
loga = log Gis Wy. 


Es mag dem Rechner iiberlassen bleiben, welchen Weg er einschlagen, ob er w’? gleich 


mitnehmen, oder den Einfluss dieses Gliedes nachtriglich berechnen will. Im ersteren 
wi? : 
Falle kann mM aus Tafel III mit dem Argumente w’, entnommen werden. 


IV. Berechnung der stérenden Krifte. 


Den aufsteigenden Knoten §3, der Bahnebene des stérenden Planeten in Bezug 
auf die Ekliptik und die Neigung 7, derselben Ebene gegen die Ekliptik wird man fiir 
ein paar Jahre als unverinderlich betrachten kénnen, wenn man $2, und 7, nur so wahlt, 
dass sie etwa fiir die Mitte dieses Zeitraumes wirklich gelten. Mit Hiilfe der Tafel IV 
wird man diese Gréssen leicht entnehmen kénnen 4). 


*) Genauer findet man diese Grdssen im Berliner Jahrbuch. Vergl. die Bemerkung auf S. 636. 
Anmerkung des Herausgebers der zweiten Auflage. 
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Fiir die Anfangslage der Bahnebene des gestérten Planeten seien die Ahnlichen 
Gréssen $3) und 4; ferner sei fiir dieselbe @) der Abstand des Perihels von 9. Be- 
zeichnet man noch den Winkel, welchen die Durchschnittslinie der beiden angefiihrten 
Bahnebenen mit der vom Mittelpunkte der Sonne nach $2) gerichteten Linie bildet, durch 
®, und den Winkel, welchen diese Durchschnittslinie mit der Richtung nach 82, bildet, 
durch ®, — alle Gréssen in der Richtung der Bewegung, ® von 8) und ®, von 823, 


aus gezihlt — und nennt man schliesslich J die Neigung beider Bahnebenen gegen 
einander, so ergeben sich ®, ®, und J aus: 
ane | ek Ae a aoe LGR 
sin = J sin = (© + D,) = sin = (8, — 8) sin = (4, + 4) 
2 g ' 2 2 
‘le gall 1 1 Pir ilee: 
sin > J cos 5 (® + ®,) = cos a (81 — 83) sin > (1 — 4) 
1 1 1 1 eee 
cos > J sin (® — ®,) = sin 3 (53; — $2) cos a (i, + 4) 
1 1 if ton 
cos > J cos =~ (P — ®,) = cos wy (81 — 8) cos 3g — i) 


und es sei ferner (siehe Fig. 62): 
UM =% +@—%)=—=»y»+M™, wo Ny = @ — ®. 


Fiir den stérenden Kérper ist im Jahrbuche die Linge in der Bahn A, gegeben. 
Nennt man w, den Winkel, welchen der Radius vector r, dieses Kérpers mit der er- 
wahnten Durchschnittslinie bildet, so ist: 


A, = 8&1 + D, + mH, 


ee Oi Ay ER oe Y. 4) 


also: 


wenn: 
P = 360° — (2, + ©). 


Der Radius vector r, ist gleichfalls im Jahrbuche gegeben, die Gréssen B, und LZ, 
erhalt man auf bekannte Weise aus uw, und J nach: 


cos B, cos IL, = cosy 
sin By = sinu, sin J 


(15) 


&, = 1, cos B, cos (ZL, — 1) 
41 = 1, cos B, sin(L, — 1) 
Gi — a sin B, 


cos B, sin I, = sin, cos J } 
| ie (16) 


1) Im Berliner Jahrbuch (vergl. Bemerkung S. 636) sind mittlere Elemente 7, und 2, fir 
jeden Planeten gegeben und die dort angegebene Linge in der Bahn ist die Lange in dieser mittleren 
Bahn. Ausserdem giebt das Berliner Jahrbuch noch fiir die grossen Planeten den Winkel B,, den 
der Planet mit dieser idealen Bahn bildet (der positiy zahlt, wenn sich der Planet nordlich, 
negativ, wenn er sich siidlich von der idealen Bahn befindet). Will man dann die stérenden 
Krifte streng berechnen (ohne Vernachlassigung von B,), so hat man an Stelle der Formeln (15) die 
folgenden zu setzen: ; 
sinu, cosJ — B,sinl"” sind 
COS Uy 
sinu, sind + B,sin1" cos J. 
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cos B, sin L, 
cos B, cos L, 
sin B, 


ll Th 
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so wird: 


Dt (Eb. 0) a? Ge) 


und wenn, wie oben: 


1 
alee Ns —= i 
LA? 1 
gesetzt wird: 7 ee acitnte 
R= km, KE, — bk? m, =i » leigh a Ge oe (17) 


A\ berechnet sich am bequemsten aus: 
A\ cos B cosL = &, — @ 
A cosB sinL = 1 
A sin B aft ag 

wobei man die Winkel Z und B selbst nicht aufzuschreiben braucht. 


VY. Mechanische Quadratur. 


Es seien gegeben die Functionswerthe: 


f (a), f(a + o), f(a+2@)... f(@+ mo). 


Die ersten Differenzen bezeichne man mit f}, die zweiten mit f¢ etc, so dass: 


fafa + (m+ 5) 0] = sla + (m + 1) o] —f(@ + mo) 


fo (a + mo) =sifa + (m+ 5) o|—sla + ( —5)° 


etc. Ferner bezeichne man die summirten Reihen mit 'f, "f etc., und zwar so, dass: 


t [a+ (m+5) 0 = {a f (m 5) «| +fa@+mao) 


"f (a + mo) = "slat (m— 1a} + ¥ [at (m—5)o]. 
Die Integralformeln sind alsdann: 
a+(m+4)o 
S(ajéxz =a Lv « + (m zi 3) o| Ee E + (m + 3)°| 
aot | SE (m+ 3) o|-=] 


zh (mate 
[f@ae = 0" [a ae (m le 5) 0 ~ afl + (m + 5) a 


=e a ci +4 > (m + 5) o]...} (19) 


a+mo 
[@ae — @ Ii (a + mo) ee is 
+ a 720 72 (a + mo).. } 
a+mo ; 
| s@)ax = |" (a + mo) + of (a+ mo) 


a (a + mo)..,| 
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worin: 

flat (m + 5) °| = 5 (fla + (m + 1)o] + f(a + ma} 

fi (a + mo) = : fat Sis (m + 3) 0 + fifa a ( Eat 3) o|| 
bezeichnet. a 


_ Um die einfachen. und doppelten Summen 'f und "f bilden zu kénnen, muss fiir 
die Anfangswerthe irgend eine Bedingung gegeben sein, z. B. die, dass das Integral fiir 
einen bestimmten Werth von m, z. B. m = m, (wo m, < 1 vorausgesetzt werden kann), 
gegeben ist. Es sei: 

atmo 
j f(e)dz = ¢,, 


also: 


=o [4 + mo) + x Hla + m, @) — ae 0 (a + m@) . ele 


: : 1 ; 
Nun ist nach der Interpolationsrechnung, wenn m, = m, + > gesetzt wird: 


(aes m0) =~ (a+ 504+mo)=V (at 50) + mF + 0) — 


+ Mm (at Fe) +o 
afi (a + m0) = ihe 
94 0 My — plo l(t +5 4... 
ete. 
Sei also: 
el, __ ms (m, — 1) ae 
es ms LS Se EET | 
(m, + 1) es — 1) ag __ (my + 1) my (m, — 1) (m, — 2) 
aii PD. + 9g ™ Aoi jig EC aw 
4d m(m 1) 1 
24 ere 5760 
etc., 
so wird: 


h(at 5e)=S—lAs@+o)+ Af (a+ 50) + AS + ©) 


+ Af" (a+ 50) too]. 


Auf gleiche Weise findet man, wenn das Doppelintegral: 


a+m,w 


[reas =o, = 08 [7(@ + mo) + bi + me) + | 
gegeben ist, und man setzt: 
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Bey = —«M 
_ @m +1) mim — 1), 1 
hse [eome gn 
pw (am, + 2) (m, + 1) m (m — 1) (m — 2) a a (m + 1) m (ma =) ey 
: ea ae eae SA 12 Lie oe8 240 
__ 1m (m, — 1) il 

int eea or ae) 
oes (m, + 1) m (m, — 1) (m — 2) 4 Be Cet) ree 

See hep ae 7 12 ie? 240 

etc. 

Wy C; i 1 1 J 1 

1) =2—[Bav(at ze) + BI) + BA(a+ 50) + BAW +} 

Sollen z. B. beide Integrale verschwinden fiir m = a so wird: 
m => iy == Ca—s0) C0 

und folglich: 

: PAE Vig 1 A ee 1 

f(at50)=—| ah (a+ 50) — sre (W450 x | 
x igh lie 1 1 we 1 Eisreae, 

_ oder: 

" Pat aye if I hg eet 1 


Diese beiden Werthe erhilt man auch sofort aus den beiden ersten Integral- 
formeln. 

@ driickt hier das Zeitintervall aus, fiir welches die Werthe f (a+ mq@) berechnet 
sind; nimmt man daher dies Zeitintervall als Einheit an, so fallt der Factor @ bei dem 
einfachen, und w? bei dem Doppelintegrale fort. Bei den Stérungsrechnungen ist im 
Allgemeinen das Intervall von 40 Tagen eine bequeme Einheit, es wird daher im 
Folgenden diese Einheit zu Grunde gelegt werden. 


Das Doppelintegral kommt hier bei Differentialgleichungen von der Form: 
Ci \J (X — ba) da? 
zur Anwendung, worin b eine kleine Grosse ist. Da hier also: 
f(a + m) = X — ba, 
so giebt die Integralformel: 
(a+ m) 


= || s@ae =e + m) + B/G + mM — AAG tm 


Hiernach wird man fiir ~ einen Naherungswerth annehmen, diesen in f (a + m) 
= X — b«@ einsetzen und damit nach vorstehender Formel einen genaueren Werth von ™ 
x erhalten u. s. w. — "f(a + m) kann man schon mit dem vorletzten Werthe von x 
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3 : 1 : 
bilden und ebenso wird man 340 0(a + @) durch Extrapolirung stets genau genug 


erhalten kénnen. Kann man gleich auch « schon in den meisten Fallen genau genug 
il ; ; ‘ onsets 
erhalten, um 7} f(a + m) damit zu bilden, so scheint es doch bequemer, die indirecte 


Rechnung auf folgende Weise zu vermeiden. Da: 


1 1 1 
eee hr a 2 agg) 2 tm). 


oder: 
1 a 1 1 11 Eln# 
+ p)e=%O+mt BX—gptG@tm--=S, 
so wird: 
b 
ee ee ee ts,» Cl) 
1+ 79° 
Der Factor b, = os kann leicht mit Hilfe der Zech’schen Tafeln be- 
1+ 7) b 
rechnet werden. Mit ba erhilt man f (a + m) = X — ba, hiermit bildet man: 
F(a+m+ 5) (a tm+t+1) ete. 


Es wird ferner vorkommen, dass eine Gleichung von der Form: 


wm = X—bM(1 — c-*) 
zu integriren ist. Sei: 
md —ce") =m), 


wo: 
log y= — 5m +0, 
so wird hier: 
ets 85 2... (22) 
1 + 79 Ov 


logy wird man fiir mehrere Werthe im Voraus hinreichend genau bilden kénnen. 


VI. Verwandlung der fiir die Zeit ¢ berechneten Coordinatenstérungen, welche 
sich auf osculirende Elemente fiir den Zeitpunkt ¢, beziehen, in Elementen- 
stérungen oder Ableitung neuer osculirender Elemente fiir die Zeit ¢. 


Unter ,osculirende Elemente eines Kérpers fiir eine Zeit t“ werden diejenigen 
elliptischen Elemente desselben verstanden, welche seinen Ort sowohl fiir die Zeit ¢ als 
auch fiir die Zeit ¢ + dt strenge wiedergeben. Wir bezeichnen diese Elemente mit: 

Niky 0 SG 5 OR OR 

Bei der Ableitung derselben aus den fiir die Zeit t) osculirenden Elementen, die 
wir mit Mp, @, §39, 49, Po, 2%, a bezeichnen werden, und den fiir die Zeit ¢ geltenden 
Coordinatenstérungen nebst deren ersten Differentialquotienten nach der Zeit, werden 
wir zunachst: 


82* 
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p =a (1 — e?) = acosg? 


bestimmen, womit sich dann ergiebt: 


GOUl O ee 
€ cos vs = (2-1) 
r 
E p k 
Sin G —e = i 
1 — ae 


al Sige Lae 
sin 0 — B) = YE sin 5 sine 


M—=— E—esnt. 


Die beiden letzten Formeln kann man mit Hiilfe siebenstelliger Logarithmen genau 
genug berechnen, wahrend es sich bei den anderen Formeln empfiehlt, die Differenz 
zwischen den fii die Zeit t) und den fiir die Zeit t osculirenden Elementen aufzusuchen. 

Bezeichnet man den aufsteigenden Knoten der fiir ¢ geltenden osculirenden Bahn- 
ebene in Bezug auf die fiir t giiltige mit K, wo K von demselben Anfangspunkte O 
wie 1 gezihlt wird (siche Figur 62) und die Neigung beider Ebenen gegen einander 
mit J, so ist: 

ig Isin(U— K) = o- 
Da I und K auch fiir die Zeit t + dt gelten, so erhalt man durch Differentiation: 


oe —zo ss # — 2 Q' 
e?l! kV bo +> f Oat 
Nachdem man aus diesen beiden Gleichungen J und K bestimmt hat, und zwar 


so, dass I< 90°, erbalt man fiir das Argument der Breite u, vom Knotenpunkte K 
aus gezahlt: 


tg I cos (lL — K) = 


tgu = tg(l — K) secl 
oder: 


1 
wee bo Pig Ee sin 2 Rie Au. 
Ferner wird: 
kVp = rea = ol. seclI = (kVp + f Uadt) secl, 


Vp = Vo) + O Vp 


dp = (jf vat + 2p sin 7) see I 


also, wenn: 


gesetzt wird: 


und: 
ae we ili — 
Pp — Po = Op = 20 Vp (ve. a 3? Ve). 


Sei ferner: 
r — ry — OF, 


¢ cosy = 21 — 1 4 (2 _ Be) 


so erhalt man: 


€ COSL = €y COS % + = (8 a ar). 


— (3) = 
Aus: 


Yp.r' 


k 


e sn v = 
erhalt man leicht: 
€ SIN V = & SiN UV) + 2 [vp . (ry + rod Vo]. 
Setzt man daher: 


: [Vo Ory + rod Vp] = nsinn 


k 
1 0 
—— (op — sr) = n cos N, 
Yr To 
so wird: 
€ Sinv = & Sinyy, + nsinN 
€cosv = &) cosv% + ncos N 
oder: 
esin (v — v%) = nsin (N — %) 


ecos (v — %) = & + ncos (N — w). 
Hieraus folgt noch: 
e2 — ¢) = 2a ncos(N — wm) + n2 = 0 (e?) 


Bohan oe 3 (i) ee Me A 
ees 1 — @ 1 — e?’ 
also wenn: 
a =a (1+ Aa) 
gesetzt wird: 
ik 
Aa =~ [dp + «8 (@)} 
) 
Endlich wird: 
; k 
n= = (1 — Ap), 
a2 (1 + A a)? 
wenn: 
i = Aa \+3 
oder: 
Aa Bed (2) as, 
1+ Aa p at 
gesetzt: 
3 1 1 1 
ee ee Oe ON DP) ey 8 
An= + B (1 8-56-78 ae): 
Setzt man: 
n= m — + mB.C.D, 
wo: 


1 
o= Ji—fe, 


so wird D.nahe = 1. Der Logarithmus von D kann aus Tafel II entnommen werden. 
Um diese Formeln bei den verschiedenen Methoden anwenden zu kénnen, hat man 
zunichst Or und (dr) zu bestimmen. Es ist: 


r2 == 9? + 22 rr = o0' + 22, 


12 1 4 
r=e(14 sig Seen) 


also: 
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1 2 sie! ze 
pes eet Pen eae fe ee let 
v9 5g?) 94 of eS 


Nach der obigen ersten Methode hat man nun sofort: 


1 2? 1 2 
dr =r—rm = 00+ eGareaaters 
(eect ie SEs PN ih aes ! tees a =— ! / 
Qn =r =e + Z— (55-5 ae = Coy +6 
Bei der zweiten Methode war: 
g = rev o = or + ow’, 
also: = e ‘ it 
y=oteéSertr(P—)+fE=r7r46r, 
wo 
log (c”’ — 1) = log w Sia y 1 +  (s. Tafel I). 
Ferner wird: 
— o' er +(e? —A) 4+ ow + &, 
oder da: 
a ay Vad ke sino 
yr = —.- = 1 é), 
wo 
<a N 2 
also: 
xp a k @ sin v the Ki € sin v 
Vp Vp 
_ keysiny | core (e Vp +e), 
= ee es 
; Vp Voo \ Vp 
so wird: 
, k @ sinv. k éy sinv dVp F : 
— = | ce | tet @—YDO+9)]+ow +s 
Vp V0 Vp 
Es ist aber auch wieder: 
,_ kesinvo 
Vp ? 
folglich: 


cxine = ay sin + VP oon [PU ec’ + (ev — 1 )| + V2 (ow + &'). 
0 


Setzt man daher: 


n, sin N, = Vp. €) SIND (az + ech! + cv — 1) + Vp (o w' + &) 
Po Vp ki 


n, cos N, = EA (9 —™ 97), 
r r 


so erhalt man hier abnlich wie friiher: 
e sin (v — v) = n, sin (N, — v) 
e cos (v — v) = & + m cos (NM, — v) 
e? — e; = m, [2 e cos (N, — v) + m] = O(e?). 


ae) ee — 
Bei der letzten Methode setzten wir: 
Q —>—r Cr, 
wodurech: 
rsr+r(e’—1)4+f=>ri+»,), 
wenn: 
3 


vy, = ch —1 + 


r 


und 
; hac wsinY 9 _kesinY | kesinY .,, ee (» —1)| ne an 
V0 Vp Vp Po : 


WOraus: 


‘VW = & sinV + ey sinVe—™ [it Se = 1)| aa Vp (giw' + &’). 
Po 2 


esinv = 


Sei daher: i. ay 
No sin No = & sin Ve—” Le — (ce — 1)| + ip (ow + 6) 
Po y 


i 
M cos Ny = ve (Op — m - 1), 
so wird: 
e sin (v — V) = m% sin (N, — V) 
e cos (v — V) = & + nm, cos (Ny — V) 
0 (€2) = my [2 & cos (Nz — V) + ny]. 


Fiir die Linge 2, des Perihels, von dem Durchschnittspunkte K aus gezihlt, erhalt 


man in allen Fallen: 
1 i gh — Op 


Schliesslich ist noch die Lage der fiir die Zeit ¢ osculirenden Bahn in Bezug auf 


eine andere Ebene (z. B. Ekliptik) zu bestimmen. 
Fig. 62. 


Der aufsteigende Knoten der fiir die 


Zeit t) osculirenden Bahn in Bezug auf die Ekliptik sei $39, die Neigung gegen dieselbe 
4) und fiir die zur Zeit ¢ osculirende Bahn seien diese Gréssen $3 und i. 


In vorstehender Figur bezeichnet: 
$49 P, die osculirende Bahn des gestérten Planeten zur Zeit to, 
$3 P die osculirende Bahn zur Zeit f, 
$3, 2. die Bahn der stérenden Planeten, 
P der Ort des gestérten Planeten zur Zeit ¢, 
PP, senkrecht auf £9 P,. 
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Ferner: 
VY 89 = &y -V & = 8, V 81 = 822i, 
Shp Oa og Ou 
OTS AKER I Ot, 
PGS) —— OO 2 & 
In dem sphirischen Dreieck $3) K 8 ist. nun bekannt: 
Winkel K 83 88 = %, Winkel 8), K 8% = J, QB K=K+ O= B® 
und es werden gesucht: 
QBK=—BP, 88 = & — & =AR, © Winkel 823) & K = 180 =, 
Setzt man daher: 
cosgsin Q = sin Icos Py 
cos g cos Q@ = cosI 
sin q = sinIsin Py, 
worin cosq positiv zu nehmen ist, so wird: 
sinisin Ly 8% = sinIsin B®) = sing 
sinicos A 8& = cosqsin (9 + Q) 
cost = c0sqcos (% + Q). 
Es ist dann 88 = &) + A &. Zur Bestimmung von 7 ist hinreichend genau: 


2 sin A @? 
i=i + Qt 


Berechnet man ferner: 


cotg (t9 + Q). 


sin 1" 


el hs éta\ . 1 ] 
sin AD — cos ( 9 ) sin 5 A seo> I, 
so wird: 
Qk =] SF = Oe Kt Ae. 
Fiir den Abstand des Perihels vom $2 folgt noch: 
Oa Pe Oe ea 
wo: 


u=—l—kK+ Au. 
Nun war aber bei der ersten Methode: 
1 = % + @ —@ + du, 


also: 
@ = % —(w—wn) + Aut dut+ A®. 
Bei der zweiten Methode war: 
— v ++ Oy — OD, 
also: 


oa—oam—w—rvy+AutA®F 
und bei der dritten findet sich: 


a= a —(w—V)+ Aut+da+ AW. 


VII.. Zusammenstellung der Formeln nebst Rechnungsbeispiel. 


Als Beispiel werde die Berechnung der Jupiterstérungen der Sylvia wahrend 
der ersten bis dritten Erscheinung gewahlt, weil hier die Stérungen besonders betracht- 
lich werden. 
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Als geniherte Elemente werden folgende zu Grunde gelegt: 


Oscul. und Epoche 1866. Mai 22,0. 
~p 

Aik QEPO DR GHA 
@) 2639 14’ 45’1 
$39 76° 22’ 43”.2 } mittl Aequin. 1870,0. 
ee LOO alae SOMA: 
0 

@e 4° 30’ 9” 

m 544',0605 
log a 0,5429063. 


Nimmt man fiir den Jupiter: 


= 


1 


— 990 A! 2@" ;, == 19 18’ 39" = T0A7 270 
Q, = 999 4! 36,0 i, = 1° 18’ 39",0 2 - 1047,879 


an, so sind zunichst ®, ®, und J zu berechnen aus Formel (13): 
1 


ier (® + @,) = cos ($8, — 8) sin es) 


2 
lhe arene wal la) : 
cos 5 J sin 5 (B — D,) = sin a ($8, — 8) cos 5 (h + 4) 
1 1 1 Te : 
C08 5 J C08 x (B — D,) = cos 5 ($8; — 83) cos 5 (i, — 4). 
1 QO! wt 1 4 Uf ” 1 U " 
5 1 = 499 32/180 5 i = 09:39 19"5 5 (RB, — B) = 11° 20' 56"4 
1 0 ' " i 0 ! " te : y " 
ee = S81 "6 Fi = 59 T 45%2 +A) = 6 OT ANT 
2 (ee) do 451-9597 
. 1 9 1 1 ' We! 
sin 5 ($8; — 8) 9,293991 cos 5 ($8, — 83) 9,991422 >} (® + @,) 1659 40’ 50”,7 
. 1 . - _* if . . 907 1 / ” 
sin > (4 + 4) 9,027659 sin 5 (¢, — 7%) 8,923254,, 3 (6 — @,) 11°19! 29".5 


cos 5 (a + 4) 9,997519  cos= (i, — 7%) 9,998470 


sin 5 Tsin 5 (® + @,) 8,321650 cos 5 Tsing (b— @,) 9,291510 @ 1779 O! 20",2 


sin + Seos 5 (® + @,) 8,914676, cos is Teos 5 (®— ®,) 9,989892 Dr 1540 217 2149 


2 2 
cos - (D+ @,) 9,986293,, cos 5 (®— ®,) 9,991460 

4) 49 51'51",8 sin J 9,227847 N=—o,—® — 86° 14! 24.9 

J 9° 43’ 43,6 cos J 9,993709 P = 360 — (2, +,) = 1069 34’ 2",8, 


Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 83 
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Erste Methode. 


Man kann hier 7) und % aus obigen Elementen fiir den ganzen Zeitraum, welcher 
die Stérungsrechnung umfassen soll, berechnen. 

Im Folgenden sind die ersten Werthe zusammengestellt nebst den nothwendigen 
Daten fiir den Jupiterort (A, Linge in der Bahn, 7, Radius vector), welche aus dem 
Berliner Jahrbuche abgeleitet sind. 


0" Berlin Vo log €08 Vo log 7 a, logr, 
1866. Mai 2... . |260° 23/461) 9,222288, | 0.545947 |290°41' 473) 0,712514 
Juni 11.}. . . 266923 16",1| 8,79936]n || 0}542375° 1294° 4756!" sis Oyaage 
Thal 2 ee 2720282467 8 '636.130 0,538749 | 297° 29'14/.8| 0,710083 
Aug. 30... . |/278° 40’ 27.8) 9,178456 0,535109 | 300° 54! 40,9) 0,708886 
Oct. 9... . |/284°58'24"6) 9.412046 0,531505 | 304° 21'14'".5) 0,707710 
Novel8. . . < 291° 22"37/77)) “9:561704 0,527969 | 807° 48’ 54/8) 0,706558 
Dec. 28:2 3 2/297 bse oA 9669952 0,524562 | 311°17' 40,8) 0,705434 


Im Folgenden wird man die Logarithmen von den Numeris leicht unterscheiden, 
da bei letzteren stets die Vorzeichen stehen: 


m =A4+P 
cos B, sin I, = sinu, cost 
cos B, cos L, = cos uy Ce 
sin By, = sinu, sind 
—&, = 1, cos B, cos(L, — 1) 
1 == 7; cosB, sin(I, —Dyp > +--+ - + °) 2 
& = 17, sinB, ‘a 


wo: 
L=— uw + du=—=%m+ M + Ou. 
du ergiebt sich erst aus der nachfolgenden Rechnung, in der Regel ist es am 
Anfange der Rechnung so klein, dass es vernachlassigt werden kann, bei dem weiteren 
Fortgange der Rechnung ist es im Voraus zu extrapoliren. Hier ist dw z. B.: 


i866. Mat “O24 we ord 
Juni ee eee Ouell 
Julbo) 2°. eg een: 


Letzterer Werth ist hier bereits mit in Rechnung gezogen. 

Ebenso ergiebt erst die weitere Rechnung die Werthe fiir d@ und fiir die daraus 
folgenden: 
_ 9 

Die z werden bei den ersten Oertern nicht merklich. 

Es mag noch bemerkt werden, dass cos B, sich am sichersten aus sin B, bestimmt, 
der Werth, welcher fiir cos B, aus den beiden ersten Gleichungen (15) folgt, kann als 
Controle dienen. Nun ist: 


Vv 


A cos B cosL = £, — @ 
A cos B sin L Ny 
A sin B 6, — 2 


lI I 


1 
Le te eco 73 
Gf = OITA» 
1866. Mai 2,0. Juni 11,0. Juli 21,0. 
Uy 37° 15! 50",1 40° 38! 59”,6 449 3! 17",6 
sin Uy 9,782 105 9,813 871 9,842 202 
cos By sin L, 9,775 814 9,807 580 9,835911 
cos B, cos I, 9,900 834. 9,880 073 9,856 532 
cos Ly- DIOS 9,882 720 9,859 551 
Ty 36° 51° 53",2 409 14’ 24".4 43° 38! 25",0 
1 DAO oot Oos| col? 31 4170 | 3589 43! 12.9 
LI, —1 OM 1342",2 47° 36! 43'",4 Aceh 121 
sin B, 9,009 952 9,041 718 9,070 049 
cos By 9,99 CLD 9,997 353 9,996 981 
fe 0,712514 0,711 295 0,710083 
sin (L, — 1) 9,885 701 9,868 407 9,848 878 
cos (I, — 1) 9,805 996 9,828 754 9,850091 
7, cos By 0,710229 0,708 648 0,707 064 
One) 4.2049, 4.1550, 5,043 83, 
To 0,545 947 0,542375 0,538 749 
v 3,6590, 3,6126,, 4.50508, 
& 9,722466 9,753 013 9,780 132 
A, — — — 
& 0,516 225 0,537 402 0,557 155 
Q 0,545 947 0,542 375 0,538 748 
—,— 0 9,366 464,, 8,598 725, 9.175.183 
ny 0,595 930 0,577 055 0,555 942 
sin L 9,999 246 9,999 976 9,999 624 
&— 2 9,722 466 9,753 013 9,780 132 
A cos B 0,596 684 0,577 079 0,556 318 
cos B 9,996 159 9,995.172 9995997 
1 
K 9,399475 9,418093 9,437 679 
ge 4.200919 4,197 347 4,193 720 


wo @ das bei der Rechnung angewandte Zeitintervall bezeichnet, also hier: 
g = (40k)? m,. 
Um die stérenden Krafte in Einheiten der siebenten Stelle zu erhalten, ist: 
log (40k)? = 6,675 283 
83* 
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zu setzen, und fiir den Jupiter, also: 

log (40k)2m, == 3,654972 
U=9mo0.K i 
k= 9&1 K— 9@ SINE 

Z= 96K 
[Udt 
BR; 0% = 80k vd [1+ Go| 


x = R + hy 


Oy = 1 + 3e Cosr 


v( oh =”) 3 €y COS 


“o=o%m }1+ > 
0 


es we a, wo log(40k)? = 9,675283 — 10, bo, = wets 


Q 
l+qe 
(0 o0)’ = RX — b,S, 
W = fUdt — 80k Yor (1 +5”) 


eae 
o? sin 1" 


= 


(Ou) = 


Da W in Einheiten der siebenten Stelle gefunden ist, so hat man, um dw in Bogen- 
secunden zu erhalten: 


ot 


log te ae (8,3144251 — 10) — 2loge 
zu setzen: 
40 i)? j 
Le 798 
a’ = Z — B, Sz 
1866. Mai 2,0. Juni 11,0. Juli 21,0. 
4 8,198 425 8,254279 8,313 037 
= 7,862458 7,866115 7,869 751 
1 

0 1,141877 1,119 430 1,094.690 
9 0 4,796 849 4,774.402 4,749 662 
9&1 ANTL197 4,192374 4.212127 
K 7,929 730 8,025 788 8,118 985 
9% 3,377 438 3,407 985 3,435 104 
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1866. Mai 2,0. Juni 11,0. Juli 21,0. 
0°. Ry 2,853 353 2,890115 3,403 226 
Q3 1,637 841 1,627 125 1,616 244 
g§, K + 126,16 + 165,26 + 214,34 
— go a — 250,81 — 282,90 — 321,19 
Ry — 16,45 + 18,32 + 61,23 
ae — 141,08 — 99,32 — 45,62 
b, S,. — 0,17 — 0,16 — 1,28 
Og 9,982 592 9,993 508 0,004 403 
Vv G + =”) 3 ey COS Up PEI es 
0 9,982 592 9,993 508 0,004. 4.03 
(40 k)? = 8,037 442 8,048 158 8,059039 
il 
Ia 4,853 4 4,909 2 4,9680 
b 8,020034 8,041 666 8,063 441 
it 
ae Gi b 379 - 398 419 
b, 8,019 65 8,041 27 8,063 02 
S, 12041, ELD Sy 2,0441, 
Q? 1,091 894 1,084.750 1,077 496 
4 : i 7,222 531 7,229 675 7,236 929 
Qe? sin 1 
W 2,425 942, 2,496 141 3,029 084 
Z + 20,28 + 27,15 + 35,82 
B, Sz + 0,03 + 0,03 + 0,35 
B 8,037 73 8,048 47 8,059 39 
1 
1+ 7) B 39 40 4] 
fee 8,037 34 8,048 07 8,058 98 
S, 0,448 7 0,4900 1,486.4 


In dem obigen Schema und Rechnungsbeispiel wird man mehrere Gréssen hin- 
geschrieben finden, die erst spaiter berechnet werden kénnten. Dies ist geschehen, damit 
die Zahlen, mit denen sie verbunden werden, nicht zweimal hingeschrieben zu werden 
brauchten. , 

In Bezug auf die angewandten Constanten ist noch zu bemerken, dass sie so ge- 
wihlt sind, um 0@ und Oz in Kinheiten der siebenten Stelle und dw in Bogensecunden 
zu erhalten. 


Die Integrationen fiihrt man am besten auf besonderen Blattern aus. Im Folgen- 
den sind die ersten Werthe mitgetheilt, die nach Abschnitt V unmittelbar verstandlich 
sein werden. Der Anfangspunkt der Stérungen liegt 1866. Mai 22,0.; bezeichnet man 
also die zu integrirenden Functionswerthe fiir Mai 2,0. mit f(a), die fiir Juni 11,0. mit 


(a + 1), so sind die Anfangsconstanten 7 (a ok 5) und "f(a) gebildet nach: 


(ert) =— baler) doe e+} 1 


1 1 1 / 1 ie 1 
nye ae el iy a a Psst ria Pee a! a) 
f(a) aA (ot 3) + agi ( +5) 1990 75 \° 
log l/ Udt 
1866 Win fa U7, if fUat log f Udt Gy 
80k V py 
(+ 89,85) — 536,91 
Mai 2. | (+8,56) + 532,82 — 278,34 | 2.444576, | 2.444571, 
+ 98,41 =~ ATO [— 11,69] 
Juni 11. | +9,36 631,23 + 302,92 | 2.481328 | 2,481 333 
107,77 + 627,13 [— 10,51] 
Juli 21. | +9,66 739,00 + 987,25 | 2,994497 | 2,994 444 
117,43 1366,13 [— 82,01] 
Aug. 30. || +9,44 856,43 +1784,16 | 3,251434 | 3,251 464 
126,87 9999.56 | [— 186,94] 
Oct. 9. 983,30 
3205,86 


Die in () eingeschlossenen Zahlen, welche unter fj und f¢ stehen, sind erginzt. 
J Udt wird erhalten aus: 


Udi ti (a + m) — ni (a + m) + a aft (a + m). 
Die arithmetischen Mittel: 


fu (@ + m) = ccc aa 


[i (etm ts) +A(atm—5)] 


kann man mit Bleistift oder gefirbter Dinte zwischen die zugehérigen Functionswerthe 
schreiben, in vorstehendem Schema sind dieselben fortgelassen. Mit Juli 21. wiirde 
z. B. auf derselben Zeile zu stehen kommen: 


‘fi = + 996,63 fi: = + 112,60 
2 2 
woraus fiir dasselbe Datum: 


fUdi = + 996,63 — 


Wl He wile 


fia + m) = 


| = 


I: - 112,60 = + 987,25. 


Nachdem /Udt gefunden, wurde mit Hiilfe der Zech’schen Tafeln: 
2 
te | /vae UM) | 
(80 & Vpo) 
gebildet, wobei das Argument der Tafeln: 
log 80 k V po — log fUdt 


LW) 
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sein wird. Da letzterer Werth in Einheiten der siebenten Stelle gefunden, so ist hier 


log 80% = 7,138671 und also fiir Sylvia nach den angefiihrten Elementen log (80k Vp) 
= 7,408782. Addirt man zu: 


ag limat ee Oe 
e [/vae 2 Ae) 


noch log 80k Vr = 0,408782, so erhalt man log(o9? R,) in EKinheiten der siebenten Stelle. 
Die unter fUdt stehenden, in [ | eingeschlossenen Zahlen sind: 


— 1 
Vo 801 yp) - » (1 +35"): 


welche erst nach der Integration von (0 0)” berechnet werden kénnen. Indem man die- 
selben von f/Udt subtrahirt, erhilt man W. 
Im Folgenden sind die ersten Werthe von 0@ abgeleitet, wobei die Anfangswerthe 


t (« -- 5) und "f(a) nach den oben angegebenen Formeln gebildet sind. 


2 
1866 fe 0 fo (0 @)"” ag af d 9 
Mai 2. (+ 11,26) — 140,91 Es £94 | == 16.08 
(+ 1,81) + 41,75 78 
Juni 11. + 13,07 — 99,16 = ~ 5,97 14,29 
ce 78 54,82 100,89 
Juli 21. 14,85 — 44,34 106,86 110,62 
+ 1,75 69,67 145,23 
Aug. 30. +. 16,60 + 25,33 252,09 | —250,05 
+ 86,27 — 119,90 
Oct. 9. + 111,60 — 371,99 


Ks ist hier: 
iW 1 / 1 IT 


und: 
(0o)’ = RX — b, S,. 
Hat man die Rechnung z. B. bis Aug. 30. beendigt, so kann man mit dem ge- 
fundenen (0), = + 25,33 schon "f fiir das folgende Datum Oct. 9. bilden und erhilt 


dann S, = *f + - (x == = :). Fir Oct. 9. findet sich nun 9% —= + 106,96 und 


da, wie man mit einem Blicke sieht, fj etwa — + 18,3, so wird: 
a ge Bee 71 9 Oe Oh — — 363.15. 
ar 12 PRA ee : 12 d y 


Es ist ferner fiir Oct. 9.: 
log b, == 8,105 986, 
also: 
(0e)” = R — Db, S, = + 106,96 + 4,64 = + 111,60. 
Mit diesem Werthe bildet man wieder "/ fiir das folgende Datum u. s. w. 


1 
Nachdem 0@ und hieraus vy — ae gefunden, berechne man v (1 4. 3 v) und: 


0 


Wet 80% Yo -v (1 a =”): 


Te 
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Fir Aug. 30. ist z. B.: 


log 89 = 2,398027, | logy — 1,862921, log v ¢ bi 7”) — 1,862919, 


log ro 0,535106 | log (a 4 x”) ~ — 2 | log (80% Vp.) = 0,408782, 


also: 
W, = — 186,94. 


} 


1+ Y wird mit Hilfe der Zech’schen Tafeln berechnet, das Argument ist hier: 
7,301030 — log »v, 


weil v in Einheiten der siebenten Stelle gegeben ist. 
Den Werth von W, kann man, wie oben erliutert, gleich unter /Udt schreiben 
und erhilt dann W = /Udt — W,. 
Die Integration von: 
1 
o2sin 1" 


(Ou = 


ist ibnlich der von /Udt, ebenso wird ¢ in Abnlicher Weise erhalten wie 0 Q. 


1866 to to (0 w)! af ou 
+ 0/404 
Mai 2 — 0,445 + 0,115 
+ 0,977 — 0,041 
Juni 11. -f 0/336 + 0! 532 a 0,130 
+ 1,313 + 0”,491 
Juli 21. 0,301 + 1,845 + 1,291 
+ 1,614 + 2/336 
Aug. 30. + 3/459 + 3,921 
+ 5,795 t 
1866 0 V9 rat Vy Ce é 
Mai 2 (+ 1,16) nage + 20,25 + 1,12 + 2,80 
’ — 0,29 
Juni 11. -- 1,48 27,12 0,83 3,08 
: 8,35 + 26,83 
Juli 21. + 1,80 35,47 27,66 30,61 
10,15 62,30 
Aug. 30. (+ 2,1) a 45,62 89,96 93,85 
12,2 


Die weitere Rechnung gestaltet sich wie folgt: 


Nachdem man z. B. die vier ersten Werthe gefunden, extrapolire man 00, Ow 
Um z. B. 2 weiter zu bilden, wiirde man etwa die dritte 


und ¢ fiir weitere Daten. 


Differenz als constant und — + 0,3 annehmen. 


Damit ergiibe sich: 


0 fo ze" f sgh @ 
1866. Aug. 30. Soi + 45,6 + 90,0 
+ 122 + 107,9 
Oct. 9. 2,4 57,8 197,9 4+. 203 
14,6 165,7 
Nov. 18. 2,7 72,4 363,6 370 
17,3 938,1 
Dec. 28. 3, , 89,7 601,7 609 
20,3 327,8 
1867. Febr. 6. 110,0 929.5 939 
Fiir 0@ und du wiirde man etwa annehmen: 
do 0 u 
1866. Oct. 9. — 362 + 8",3 
Nov. 18. — 362 14.6 
Dec. 28. — 144 23,0 
1867. Febr. 6. + 417 33", 


Diese Werthe sind nun bei der Berechnune der stérenden Krafte zu benutzen, 
aus denen man dann de, Ow und g strenge erhilt. Darauf ist wieder fiir weitere 
Daten 09, Ow und ¢g durch Extrapoliren genihert zu bestimmen u. s. w. Es lisst sich 
nicht leugnen, dass diese Art der Rechnung nicht angenehm ist, doch ist dies der 
kiirzeste Weg, um die Stérungen strenge zu erhalten. 


Verwandlung der Coordinatenstérungen in Elementenstérungen fiir die neue 
Osculationsepoche 1868. Nov. 27,0. 


Um die fiir die Verwandlung nothwendigen Gréssen bilden zu kénnen, mégen zu- 
nachst die bei der mechanischen Quadratur benutzten Endwerthe folgen: 


1868 Fat fu fh U if fUdt 

Sept. 28. + 82,67 — 2045,63 + 10430,47 
— 28,02 + 37,54 + 9407,79 

Nov. 7. 54,65 2008,09 8397,98 
(— 18,8) 92,19 7399,70 

Dec. 17. 1915,90 6432,79 
5483,80 

1868 fo fo £3 fo (5 9)!” i eo dQ 
Sept. 28. || — 10,2 + 55,46 ace 920,68 Lee - 135 431,06 | + 135 354,1 
+ 10,46 | — 388, 13950,6 
Nov. 7. || (—9,7) | 4. 65,92 1309,17 149381,72|  149272,4 
(+0,8) — 322,57 12641,49 
Dee. 17. || (—9,0) (+ 66,7) 1631,74 162023,21|  161887,0 
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1868 te fi fs (J wy a du 
Sept. 28 + 2/565 — 178,524 — 604,29 
++ 0,580 — 19,810 — 695,327 
Nov. 7 3,145 — 198,334 — 792",97 
(+ 0,303) — 16,665 — 893",661 
Dec. 17. (++ 3",448) — 214,999 — 999",92 
— 1108",660 
1868 fe fe fi ot f Bf é 
Sept. 28. + 10,12 — 148,44 + 33599,76 | + 33587,3 
4+.2,17 — 86,67 + 3487,50 
Nov. 7. 12,29 — 235,11 37087,26 37067,6 
(0,00) — 74,38 3252,61 
Dec. 17. (+ 12 — 309,49 40339,87 40314,0 


Aus vorstehenden Daten sind nun zunichst /Udt; 00, (0@)'; Ow, z, & fir 1868. 
Noy. 27. abzuleiten nach: 


[reas =9(atm+5) tap [0 (at mt 5) ag" (at mts) | 
[[reranr—y (a m+}) dla (emt) a (oma) 4 Sher] 
Es wird z. B.: 
do = + 15570247 — 5 (- 147046 — =". 66 2 — + 155 764,33 
(Oey = s(ey'dt = + 1264149 + = (— 820,07 aa 0,8) = + 12628,05. 


Hierbei ist zu beachten, dass die Zeiteinheit 40 Tage betrigt. 


Nachdem man nun noch rp und w% fir 1868. Nov. 27. berechnet, kommen folgende 
Formeln zur. Anwendung: 


k, = ok, wenn ow das der Rechnung zu Grunde liegende Zeitintervall, also hier: 


k, = 40k log eS = 0,1623586 
1 


(iy uae 
ky 


1 
(ay! 
eeerry en) 
My + & sin Ky 


=e 


1 — e@ cos Ey (Argument der Zech’schen Tafeln — log ak) 
0 0 


1 oul ee : 
nm x (% — Kk) = ee sin x Po sin Ey j 


=—=mynt+™M+ du 
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€y SIN B% 
Vp0 


e=—7n+d09 =n (1+ »), wor = 28 


oO ey Or 


r=e+f=ntdr, wodr=£4 80 


pe (2) Lie? 3 et : 
Sais i oe sa) (@) 
ON i ae 
tg 1 sin CH= > 
/ ! 
tg I cos (Ll — K) = Q(z’) — 2(¢@') 
Vp. + (U1) 
1 : 1 
— tae 2 y ss Pye = 
MS lig 5 I? sin 2 (1 K) l= 7 


dVp = (x) + 2p sin : r| sec I 
ate 
2 Vp, 
nsinN = Vp. (Or) + (7) 0 Vp 
n cos N = ~ (ov — 2 dr) 

r To 


P— py = dp = 2Y po. 0 Vp (1+ 


esin(v — %) = nsin(N — w%) 
ecos (v — v%) = & + neos(N — w) 


1868. Nov. 27,0. | 1868. Nov. 27,0. 
| + 155 764,33 sin Eh 9,9138609 
4+ 38725,02 cos Ey 9.7575 753 
os " 
nee, hale 13475380 
€) cos Ey 
fUdt + 7408,60 ro 
, log — 0,0199613 
(de) + 12628,05 °F oy 
a + $249.51 
(U,) 7.031802 sin 5 sin I 9 8,508 0529 
1 ? 
' fe 
z (0)! 7,263 696 poles + 0,0099806 
x 0 
(2) 6,674177 1 ON sh 5 
5 (% — Br) 1°53! 20,445 
mM 510 24’ 18,07 Sway 30 46’ 40",89 
B, 550 5! 87,29 
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1868. Nov: 2r0,| 1968. Nov. 27,0. 
% 58 52/ 18”,18 (0') 8,578 804 
N 860 14! 24",90 © Lan 
: j z (@) 8,277 774 
UV + No 145° 6! 43",08 g\2 
1 144° 51’ 48",72 I 
39 0,223 939 
eee 0,522.9450 
é eae F 0,524.9698 
z 7,587 991 ; ; 
2 Z(é 
0 0,524.9694 a) ) 3,737 20 
& 
= 7,063 022 1 a 
0 a ae me 2,403 82 
SiN U% 9,932.480 ie 0.270111 
Tn 8,624776 (T%) 7,031802 ° 
Po 
= @ (z') 7,199 146 
(r 0) ; 8,557 256 zg (0') 6,166795 
1 
= 7 
«( 2 9) aiamne PIO eee ae ess: 
' 3,716 56 V0 + (U;) 0,270362 
tg I sin (lI— K) 7,063 022 
tg I cos (I— K) 6,886 477 


e? — ey = 0 (e?) = 2eqncos(N — m) + 


; ct gee (C2) 
sin ( — 90) = ergs 
_ Op + ad (e?) jc Pl 
ee Dp Uy hap 
log — = — log (1 — B) 
Ao 
3 
N= % — y mB. C.D, 


ik i 
i) (CO) yi Gy B und D aus Tafel IT zu entnehmen, wofiir meistens geniigt: 


nv = m — + mp joey. 
W,=1+ PD=wW + @ + du 
% = Wa — (J pie 

cosg sin = sin cos Wo 

cosq cosQ = cosT 

sin q = sinl sin Wo, 
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also : 
tg Y = tgI cosy 
sini sin LA 8 = sinI sinw) = sing 
sini cos A 8& = cosg sin(in + Q) 
cosé = cosg cos(ip + Q) 
8 = &» + A 
t=% +04 ALR, 
wo: 
Qsin = @2 
A Qg= sin 1" cotg (4 4 Q) 
em 1 he et eee 
sin = Ab = — cos = (ip + #) sin = A £8 secl 
2 2 2 
Ao = — w—w) + du+ Av+ Au 
@ = po — ZL 00. 


1868. Nov. 27,0. 


1868. Nov. 27,0. 


sin (l — K) 9,920 289 
PSE. 56° 20’ 15,2 
tg I 7,142733 
sin 2 (l — K) 9,965 06 
tg - te 3,683.41 
1 2 
=U 5,314.43 
Au + 0”,092 
— | 1 : 
2V po sin ek 4,254.55 
27 po sin P+ (G) 7,032527 
sec I 0,000000 
Op 7,032527 
2V no 0,571 141 
es oVp 126 
21% 
Or 8,192530 
Po 0,017 277 
Yo 
Vp 0,270362 


dp 7,603 794 
Posy, 8,209 807, 
Yo 
dp— Poor 8,086 178, 
0 
r 0,524.970 
(Or) 7,263819 
Vp.(Ory 7,534.181 
(r'.) 8 Vp 5,589783 
n sin N 7,539 089 
n cos N 7,561 208, 
cos N 9,860 262, 
N TSO OY SOE 
eee eh 779 35! 12/0 
sin (N — w) 9,989 727 
cos (N — w) 9,332 363 
n 7,700946 
eo 8,894 8867 
n cos (N — %) 7,033 309 
e sin (v — Wo) 7,690673 
ecos(v — v%) 8,900819 2 
cos (v — %) 9,999 1766 


Vv — U% 


Be31 312 85 
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1868. Nov. 27,0. | 


1868. Nov. 27,0. 


€ 8,901 6426 cos q sin Q 6,034324,, 
g 40 34’ 23".76 cos q cos Q 0,000000 
» + M 90 4’ 32,86 Q i 29/38 
eee) 10° 55! 8,08 
Qencos(N—%) |  6,229226 : 
n? 5,401 892 sin (i + @Q) 9,277 425 
0 (¢?) 6,289479 cos q 0,000. 000 
sin(y + Qo) 9,197 944 sina sin L\ 82 7,141411, 
sini cos L\ 83 9,277 425 
ao ote cos A 2 9,999 988 
aX st9) + 4, 14 ,66 TRG: — 95! 8,01 
dp 7,603794 1 
ay 0 (¢”) 6,832 385 sins @ 3,680 76 
dp + a 9(e) 7,671710 9 
Dp 0,540724 Sin 1” 5,615 46 
log — 0,0005876 AQ + 1,03 
go i 10° 55’ 9/11 
a 0,5434939 1 
5 i+ &) 10° 55’ 19",7 
3% 3,212 768 
1 
pe 6,629996 cos 5 G+ %) 9,992061 
; 
yi = ggab = ley sin 5 A & seeI 7,562948y,, 
log An 0,042577n . Av +. 19) 90" 34% 
An — 1”,10300 
” 5421795750 ae (v ne %) == 80:31! 37",85 
v +m + du | 321959’ 8/99 Ay ce 
Wo 9650 81! 53.7 du — 14 yt 
sin Wo 9,998678, Au iz a 
COs Vo 8891591, A® 32 ee 
on © 259° 52! 53,67 


7142733 


Mit Hiilfe der gefundenen Werthe ist nun noch M zu rechnen. 


v 
sinv 
sin A @ 
2 


Ne : 
sin > P.sin 


le 


62° 23’ 56,03 


9,947 5291 
8,6009586 


8,548487 7 


9,992 1229 


1 
5) 


19 59! 23,464 


3° 58! 46,93 
58° 25’ 9,10 
9,9303898 
4,2160678 

3° 53’ 30,63 
| 54° 31! 38,47 


a ert 


Die neuen Elemente sind also: 

Oscul. und Epoche 1868. Nov. 27,v. 
M 54° 31’ 38.47 
92590552) 53/267 | 
GQ DO De B®) | mittl. Aequ. 1870,0 
toe LOO 5D! 9! 11 
g 4° 34! 93".76 
nm 542',95750 

log a 0,543493 9. 


Zweite Methode. 


Man rechne ®, ®,, J, Nj, P ganz wie auf 8. 657 erliutert, darauf v, r nach den 
Formeln (6), womit 1 = v + Ny, logg = logr + w, wird. (Unter log werden wie 
frither stets Brigg’sche Logarithmen verstanden.) 

Fiir den Anfang der Rechnung, wo 0M und w, noch nicht bekannt sind, kénnen 
diese Gréssen vernachlissigt werden, sie sind aber in Rechnung zu ziehen, sobald sie 
merklichen Einfluss gewinnen. 

Im Folgenden ist zugleich die Reihenfolge angegeben, wie etwa die numerischen 
Werthe bei der Rechnung unter einander zu schreiben waren: 


=A, + iP =A cos B sin L=1, cos B,sin(L, —1) 
sin Uy &, — @ = AcosB cosL 
= cae < sin L oder cos L 
cos B, sin L, = sinw, cost 
cos B, cos L, = cosu, fe sin B 
cos Ly A cos B 
qT, cos B 
105, ar Sea No 1 
o . : Te 
i, —t=— L,:— N.—v 1 
ete Ae 
sin B, = sinu, sind vie 
cos By t 
Ua 
a a Ponca 110 
sin(L, — 1) ‘a 
cos(L, — 1) —~— 99 (wo g = w?k?m) 
kV po 
7, cos By 
cos (Ly — No) (2) = hé 
(3) = hey bs 
Bent. cos By cos (lL, — Ny, 
2 1 l ( 1 9) (wo ip == gm 10-") 
0 
—&, = 1; cos B, cos(L, — ly 
Q oe earl 1 
Seer. 
oe v6 —#) 
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b 
~ ie L+ a7 
aE (4 se) 10 ; | 
N 03 21 by 
G, = (2)K oo re 
G, = (3)K ase : 
apie i S» _ (siehe S. 651) 7 
(4) SS Gee 
Go = Gy ek ae ie a (5) == (1 — ¢- 44) % 
Oi es 7 nee (omy = (4) + ©) 
G=G@ +04 eae 
by Se 1 
[oe Seb, By Li gh 
03 By 
]o2 092 S, (siehe S 651) 
pete bi 
Q? Us 
ie BS. | 
1 
LOY ye 1 ae 


Ueber die Integration von w; siehe S. 651 und die dritte Methode. 


Verwandlung der Elemente. a 


is w'; 
Nis ak?’ 
wo @ das Intervall bezeichnet, fiir welches man gerechnet hat. Ist @ = 40 Tage, so wird: 
1 
—— 5H 
log DEM 0,5245743. 
(2) = Rs log ~ = 0,1623586. 
ak 40k A 
vy) = 1 p | 
( Vis ey y \ 
— U 
jae ae (OMy'. 


Die Gréssen w’',, 2’, F, (0) sind unmittelbar aus der Rechnung zu entnehmen, 
sie beziehen sich also auf das Intervall o. 


6 = cr — 1, log o% = 0,8622157 + logw, + = +9 


as Vet a es 
loge = logr + w, t=e(Ga-sa) 


€) sin v 


@=C+ DLE m+ ew) =e a ea) @) 
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dr =arté 
tg sin —~K) => 
(eas ’ 
a ese oe) = 0) 
Vo + (%) 
1 1 
ave Bay ay SG A oy Pele ae 
Au l¥9 9 P sin2(l — K) lz 1" 


Vp = (a) + 27 po sin : P| sec I 


p— po = dp = 2V'p 9 Vp (1 + 


eg — 


Vp 


m, sin N, <2 sinv.a + Vp [o(w’) + &'] 
0 . 


nm, cos Ny = a (op a= Po or) 
i ip 
esin (v — v) = n, sin(M oy) 
ecos (v — v) = & + % cos(N, — 2) 
e2 — oe? = 0(e?) = m [2 e cos(N, —v) + 2] 


Bee 8 (a) 
AP sin (@ FG) 
Op + a 4 (¢) 
aaa ean 
Oem 1 
Cede 


n = % — = MmBC.D (siehe Tafel I) 


cosg sin Q = sinTI cos Wo 
cosy cos Q = cosT 
sing = sinI sin 
sini sin L 8 = sing 
sini cos A 8 = cosq sin(ip + Q) 
cost = cosq cos(%) + Q) 
2 sin ade 
t= + 04+ ara ceas cotg (4% + Q)+-:: 
Tp! Meee cae sag 
sin — Ay = —cos= (t+ ip) sin= AS secl 
2 - 2 2 
Aa=— (w—v+Au+Ayr 


§ = Ry + ASK oa=—a@«t> Na. 


Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 


85 


— 674 — 


Dritte Methode. 


Nach dieser Methode wurden ebenfalls die Jupiterst6rungen der Sylvia fiir den- 
selben Zeitraum wie nach der ersten Methode berechnet. Das folgende Beispiel giebt 
die Rechnung fiir den letzten Ort 1868. Dec. 17. Die Elemente der Sylvia sind die- 
selben wie 8. 657. Die geniherten Stérungswerthe fiir diesen Ort wurden vermittelst 
Extrapolirung wie folgt erhalten: 

AM = — 20! 50",7 do — + 8 5,0 
w, = + 23040 wg ==) 1338 z= + 40314. 
Letztere drei Werthe sind in Einheiten der siebenten Stelle angegeben und w’, 
bezogen auf das Intervall von 40 Tagen. Die Rechnung ergab ferner: 
V = 61° 45’ 07,3 logr = 0,524378, 
also: 
1= V+N + do = 619 53’ 5” 3 + N 
logo = logr + w, = 0,526682. 
Zunichst werden M, ®,, J, No, P wie auf 8. 657 berechnet, darauf wieder: 


wm =4, + P 
cos B, sin L, = sinm cos J 
cos B, cos L, = cos uy, 
sin By = sinu, sind 


—&, = 1, cos B, cos(L, — 1) 
N, = 1, cos B, sin(L, — 1) 
G —a a sin B, 

A cos B cosL = &, — © 
L\cos B sin L = 9, 


A sin B == Ce 
1 i 
kK = — — —|- 
DS Be 
g = @°k?m, oder, da das Intervall @ hier wieder zu 40 Tagen angenommen wird 


und m, die Jupitermasse bezeichnet: 
log g = 3,654972 in Einheiten der siebenten Stelle. 


U = g Kn, 0 
H,—= Mg “ UK log Mg —= 3,292756 

My 

a A 


ip or: e(/UAt), 


pu fUdat 
(fudi) = svat (1 cs Tre. 


c= M. 8OKYV py, logM . 80h = 9,7764556 
loge = 0,046566 
H, = H, + H, + H. 
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1868. Dec. 17. 1868. Dec. 17. 
ee 
Ay 16° 12’ 51”,9 1 ; 

Uy 1220 46’ 54”.0 Te 9,613 402 
1 
sin Uy 9,924 662 A3 8,840 206 
COS Uy 95733550, 1 
cos B, sin Ly 9,918 371 7 7,916086 
sin L, 9,922799 é, 
I, 1230 9! 38,0 oO 0,120 929 
u 148° 7’ 30",2 7: Q 0,842 263, 
eal 3350 2! 718 : 
1 2 4 
sin By 9,152509 My or 3,413 685 
cos By 9,995 572 IN, 0 4,497 235» 
r 0,694638 
K 8,785 137 
sin (Ly — 1,) 9,625 371, 951 3,502119 
cos (LI, — 1,) 9,957 401 (f Vat) oe 
Suge Spo c(f Udt) 3,855 074 
is 9,847 147 Qt 2,106 728 
Z 7,605 456 H, +. 168,060 
& 0,647611 A, — 135,819 
Q 0,526 682 H; + 56,020 
co 0 0,033 295 Hy + 78,261 
n 0,315581, AH — 0,662.3 
cos L 9,947 664. H 4 77,599 
§1 — 2 9,844650 — b, Sv — 286,134 
L\ cos B 0,367 917 08 1,580046 
cos B 9,981 319 b 8.095 937 
iP SMa) 
by 8,094.085 
ees = by 449 


pe ga et __ (wh) 


Q° mM 


3 
log a (40k)?M = logh = 6,48916 (Kinheit der siebenten Stelle). 


Hier ist z. B.: 
log 2? = 5,2109 log 0° = 2,6334 
2 e 
log oe == Das Ll: == COMB 
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also: : ge 


h o> = + 0,117. 
Mit w’; = + 1839 erhilt man aus Tafel III: 
12 
WD — + 0,79, 


folglich : 
AH = 0,117 — 0,779. == — 0,662. 
ap B\feke Ze 3 : : F z 
Das Glied a —— in Z,, wo log > (40k)? = 6,8514, giebt hier erst eine Kin- 
heit der zehnten Stelle und kann also vernachlassigt werden. 
Z= 96, K 
__ (40k)? (40 k)2 g 
2 eens re ecole is 
1 
100 Yaa areal 
b 
US , B, = Be 
1+ 75 ov 1+ 758 
Ww), — Tal aaa by Sip 
gl — Z aceaer B, S, 
(A My)! = — V2 Nos 
wo 
80 
log Yo == log w, + log Te w, + 4 
log =e = 2,2653057, 
da: 
9 ° 80 No ‘ar i 
logm == 2,7356472 so wird log RCT Rad 5,000 953. 


Endlich ist noch: 


1 
(0 ow)’ — AW a 


1868. Dec. 17. | 1868. Dee. 17. 
by 8,093 636 log ww, | 7,362 484 
| Sr 4.362934 Ww; 2304 
(log w,) — my, 7,360180 
Z dee log (A My 2,361 133n 
— fp, S, — 508,25 (A uy =e 929", 685 
B 8,095 237 
g eae 1 
As 5,49518 sn" fUdt 2,122 824 
B 8,096 326 Q? 1,055 364 
/ Mere 
ig = B 469 (0 @) 17/7134 
By 8,095 874. 
s 4,605 908 
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Es mag noch wieder daran erinnert werden, dass nach 8. 651: 


iW, | 1 IT 
SS aT mr a5 X — oy fo +m)... 
also: ‘i 1 Lee 
So = f + 7g E— 999 fo 
u i> Lon 
8,= if T 79 2 — 949 fo 


Wie aus den obigen und folgenden Werthen hervorgeht, ist in obigem Beispiele also: 
Sy» =, + 23057,499. + a (77,599) — (7,91) = + 23063,93 


1 


S, = + 40339,87. + BS (193,76) — 


Ableitung osculirender Elemente fiir 1868. Noy. 27,0. 


Als Beispiel mége auch hier die Ableitung osculirender Elemente fiir 1868. Nov. 
27,0 gewahlt werden. Die Gréssen /Udt, z, 2’ sind dann dieselben, wie die S. 668 
angefiihrten, die Werthe fiir w,, w’,, AM und 0 sind aus Folgendem zu entnehmen: 


1868 wee ak te wy uf coe 
November 7 + 7,54 — 158,999 SE O11 25.717 
(+ 0,37) : — 49,536 + 1931,782 
December 17 (+ 7,91) — 208,535 ++ 23057,499 
1868 ae in Tie (A Mm) i Be 
November 7 . 4+ 1,591 — 210,562 
(+ 0,48) — 19,123 — 1249',936 
December 17 (+ 2,07) — 229", 685 
1868 cy es oe (0 wy! if 
November 7 + 0,220 + 15,563 
(+ 0,20) — 3,829 + 473,312 
December 17 (+ 0,42) + 11/734 


Die eingeklammerten Zahlen sind, extrapolirt. 
Sind w’,, 2’, /Udt die Werthe, wie sie unmittelbar aus den Integrationstabellen 
erhalten werden, so ist wieder zu beachten, dass sie sich auf die der Rechnung zu 


Grunde liegende Zeiteinheit — die hier 40 Tage betrigt — beziehen. Setzt man daher 
ky = 40k, so kommen hier folgende Formeln zur Anwendung: 
ww! 1 
Y= a = 0,5245743 
(w ) ky We log ky WM 2 


oy ad log Lae 0,162 3586 (%) = ke f{Udt. 
ky iy ky 
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r und V werden nach den bekannten Formeln aus M+ AM = M,, & und a 


« 


berechnet. 
logo = logr + w, 
A = @ sin V1O-™ log A = loge sinV — Ww, 

A 

(o') = = + e(w’) 
V Po 

1 2? 1 et 
t=(sa gale r=eté 
1 22 2) ge z2(2') 

(a Z x ' iN tea ’ U 
Cals eae) Oe aa 
o& =cr— 1 log %, == 0,3622157 + logw, + = w, +  (siehe Tafel I). 

1868. Nov. 27,0. | | 1868. Nov. 27,0. 
w, + 22099,33 | sin V 9,930728 
z + 38725,02 ey sin V 8,825 615 
AM — 20’ 50,734 10-™ 210 
da aay VEU Gy) A 8,823 405 
wy + 1929,717 (U,) 7,031 802 
Z + 3249,51 Laois 569 20! 15',2 
fUdt + 7403,60 tg 7,142733 
M p10 24’ 18,07 ae Teng 
" ee dVp 7,032527 
AM — 20! 50",73 5 FRE oy; 
M, 51° 3! 27" 34 Pe dans: 
E, 540 43! 47.46 Po 0,270 111 
V 580 99’ 30",68 Siehe Seite 670 
No 860 14’ 247,90 Vp 6.762.416 
V+ ™ 144° 43’ 55",58 V po 
6 + 7! 53" 15 Oly 7,707 700 
1 144° 51! 48",73 é 7,655 415, 
logt 0,522 7595 wy 6,285 494 
W, + 22099 (w’) 6,810 068 
log @ 0,524.969 4 o (w’) 7,335 037 
a g! 3,716 56 
7 eee o(w’) + €! 7,335 149 
$ Vo. 0,270 362 
log Ww, 7,344 379 B 7,605 504 
log w 7,706 595 Ag 6,478 820, 
- Ww, 1105 Vv; 7,107 757 
: ‘ Dov; 8,247 979 
dp 7,603 794 
7 00 : 
; cout! dp — r% 8,136 220, 
= 3,827 22 r 0,524970 


a 


oe 
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. zZ 
tgI sin(l — K) = i 
See 
tgI cos(l — K) = eo (@) — 2(¢’) 
Vp aie (U;) 
Du == 19 1p sin2(l — K) me 
2 sin 1” 


dVp — [x + 2 no sin 5 T°] sec I 


p— p= bp = 20m 0 Ve (1 + S42) 
pero ph) 
Vp 
R= Vp (ew) + £1] 
g 


Y= % + Fae (Es ist Or = vr) 


n, sin N, — A&+ B 
1 
N, cos No = iy (0p — po%) 


esin(v — V) = n, sin (Ny — V) 
ecos(v — V) = & + n,cos(N, — V) 
e? — ef = 0(e?) = 2e n,cos(N, — V) + n3 


: -_ d (¢?) 
sin L\ p ees (p + q) 
ae Op + ad (e?) ee 1 
~~ P Ee Ney: 


n= m — 5 mB. C.D, 


wo C= l 1 — . B und D mit dem Argument log CO aus Tafel II zu entnehmen ist. 
—  =14+ 6—(—K) 


cosg sinQ = sinI cos 
cos gq cos Q = cos TI 
sin q = sinI sin wy 
sini sin L 84 = sing 
sini cos A 83 = cosq sin(ip + Q) 
cost = cosg cos(in + Q) 
2sin 5 a? 
i= FO + ar cot (+ 
ee ‘ey rerery ee | 
sin ao pee Oo (i + 4) sin > A 8 seeI 


Aa =—(—V)+da+ Aut Ay. 
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1868. Nov. 27,0.] ~ 11868. Nov. 27,0. 
Ny sin No 7,571 787 2¢)n,cos(N,—V)}  6,215224 
Ny COS No 7,611 250, Ny 5,485 858 
cos Ny O:S63'321)— -* | na = 
N, 1379 35! 58".4 0 (e?) 6,289 485 
sin(p + ) | 9197944 
peas 79° 6! 27".7 Ag + 254,66 
sin (N, — V) 9,992 104 . 
cos(N,y —V) | — 9,276378 , en 
dp + a O(c) | 7,671711 
es 8,8948867 p 0,540.724 
ngcos (Ny — V)| — 7,019307 B 7,130987 
esin(v —V) | 7735038 log 7 0,0005876 
ecos(v — V) 8,900632 2 
cos(v — V) 9,998 9895 3 9 3,212 768 
o—Vv  |+430 54! 25",49 i a Rovere 
e 8,901 6427 —— 
@ 40 34! 23.8 yi air B — 147 
log An 0,042 578,, 
An —1%103 01 


i, 88, Aw finden sich genau so wie S. 670: 


= (= V), 1). 3° baad 
do 4+ 7! 58,15 

- Au + 009 
Ab + 24’ 40",69 
Ao — 30 21! 51,49 


Berechnet man nun J aus: 
»=V+ (we — DV) = 62° 23’ 56",10 und. m =— 49.34’ 23",76, 
so erhalt man: ; 
Mi == 54VSE 38 e5e, 
so dass die neuen Elemente sind: 


Osculat. und Epoche 1868. Nov. 27,0. 
M 54° 31’ 38,54 
@ 259° 52! 53.61 
8 75° 57’ 35,19 ¢ Mittl. Aequin. 1870,0. 
o “VO0ers oe oe 
p 4° 34’ 93""'76 
n 542957 49 
log a 0,543 493 9 
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Vergleicht man diese Elemente mit den auf 8. 671 gefundenen, so findet man 
eine vollige Uebereinstimmung, denn die kleine Abweichung in M von 0”,07 hebt sich 
mit der entgegengesetzten in @ von 0”,06 fast vollstindig auf. Bei der Grosse der 
Stérungen war iibrigens die Berechnung mit sechsstelligen Logarithmen an der Grenze 
des Ausreichenden. 


Es diirfte noch interessiren, den Betrag der Glieder héherer Ordnung zu erfahren. 
Zu diesem Zwecke wurden nach der ersten Methode die Stérungen erster Ordnung 
berechnet, die sich im Folgenden fiir den letzten Ort 1868. Dec. 17. zusammengestellt 


. finden: 
erster Ordnung strenge Werthe Differenz 
fUdt +  6627,52 + 6432,79 + 194,7 
ome) + 161456,2 + 161887,0 — 430,8 
Ou — 1003”,39 — 999/92 — 847 


Hatte man die Grosse z bei der Berechnung der stérenden Krafte vernachlassigt, also: 


At = (6 — 0)? + af + bf 
Caer 0) ny (f, —-.2)?, 


so hatte dies fiir den letzten Ort eine Abweichung von 50,9 Einheiten der siebenten 
Stelle in @ oder 6,6 Hinheiten der siebenten Stelle in log @ hervorgebracht. Der Ein- 


gesetzt, statt: 


: 1 ‘aa er ; 
fluss des Gliedes — w'?, welches bei obiger Rechnung mit in w, enthalten ist, wurde 


mM 
noch besonders nach Gleichung (K) S. 646 berechnet und fiir 1868. Dec. 27. gefunden: 
dw, = — 40,38 (Kinheiten der siebenten Stelle). 


Sind nun auch die Stérungswerthe nicht immer so betrichtlich, als die hier als 
Beispiel gewahlten, so wird man sich bei Vernachlassigungen doch stets durch nume- 
rische Priifungen, etwa in grésseren Intervallen, versichern miissen, dass dabei das End- 
resultat innerhalb der vorgesteckten Grenze sicher erhalten werde. 

Die Anwendung der strengen Formeln ist besonders bei der Berechnung der 
stérenden Krafte unbequem, da man diese Rechnung nur successive ausfiihren kann. 
Die erste Methode hat vor den beiden anderen den Vortheil, dass man den Radius vector 
und die wahre Anomalie gleich fiir den ganzen Zeitraum der Stérungsrechnung berechnen 
und durch Differenzen priifen kann, wahrend bei den beiden anderen Methoden die Be- 
rechnung dieser Gréssen schon eine genaherte Kenntniss: der Stérungen voraussetzt. 
Dass 00 viel grésser wird, als w, oder ww,, ist nur ein scheinbarer Nachtheil, denn da 


d (log e) = ie, so braucht man 0@ wegen des kleinen Factors ee nicht so genau zu 


kennen, als d(logg). Die strengen Formeln fiir (09) und w; bei den beiden ersten 
Methoden sind nicht so einfach, als die fiir w; bei der dritten Methode, dagegen ist es 
bei dieser Methode wieder ein Nachtheil, dass 0a getrennt berechnet werden muss. — 
Es muss dem Rechner itiberlassen bleiben, welche Methode er anwenden will, denn ver- 
glichen in Bezug auf Zeit und Miihe, welche jede in Anspruch nimmt, sind sie nicht 
sehr verschieden. Eine vielfache Anwendung aller drei Methoden hat uns jedoch zu 
Gunsten der dritten gestimmt. 


Hat man die Stérungen eines neuen Planeten zu berechnen, dessen Elemente nicht 
fiir einen bestimmten Zeitpunkt osculirende sind, sondern sich vielmehr wahrend eines 
Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 86 
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gewissen Zeitraumes méglichst nahe an die Beobachtungen anschliessen, so ist es richtiger, 
die stérenden Krafte mit diesen Elementen direct zu berechnen, und dabei also nicht 
die gestérten Coordinaten anzuwenden. Da man im Allgemeinen diese Stérungsrechnungen 
mit den verbesserten Elementen zu wiederholen haben wird, so braucht man auch wahrend 
der ersten Rechnung bei den Integrationen nur die Glieder erster Ordnung zu _beriick- 
sichtigen, so dass man in diesem Falle von folgenden Gleichungen Gebrauch machen wird: 


I, 


Seo 


(010) ai =R+ Bolas /Udt 


Gey ze (oes 2 io. 


0 


He 


" Ry a ==" mM, M hk? m, 2M k? 


F 
w, + a & + §,) K Aa ate No a 
(0) = F — 20 
U0 
" k? MR oD, WM k ] 
wi + a =e EV pe p vat 
(Amys aan oy ie 
Me 2 , 


Bei vorstehenden Formeln sind & und m) wieder auf diejenige Zeiteinheit zu be- 
ziehen, die bei der Rechnung als Intervall zu Grunde gelegt ist. 

Schliesslich mag noch bemerkt werden, dass man iiberhaupt zunachst die Stérungen 
erster Ordnung berechnen und darauf den Einfluss der vernachlissigten Glieder in 


grésseren Intervallen ermitteln und fiir sich berechnen kann, dhnlich wie dies 8. 653 fir 
w!? : : : : 
Tr angegeben ist. Die Formeln dafiir werden allerdings etwas weitlaufig, doch geniigen 


wenige Decimalen zu ihrer Berechnung. 
Tafel I. 
log (1 — c—"”) = 03622157 + lognw, — 5 0; + 
de 
2 


log (c™” — 1) = 0:3622157 + lognw, + ~ nw, + 9 
nW, U7] NW, | 
10 000 + 1 3 60 000 + 35 12 
20.000 4 P 70 000 47 4 
80 000 9 6 80 000 61 17 
40 000 15 9 90 000 78 18 
50 000 eae 100 000 + 96 


nw, und y sind in Einheiten der siebenten Stelle ausgedriickt. 
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Tafel II. 


n= m —S mp. C.D; wo ee 


log C log D | log C log D 
+ 0,0000 — 0 1 — 0,0000 — 0 1 
0,0005 1 3 0,0005 1 3 
0,0010 4 5 0,0010 4 P 
0,0015 ve 0,0015 ee 
0,0020 15 9 0,0020 15 9 
0,0025 24 10 0,0025 24 u 
0,0030 ee 0,0030 85 1 
0,0035 46 a 0,0035 48 1b 
0,0040 60 16 0,0040 63 16 
0,0045 76 0,0045 79 
18 19 
+ 0,0050 — 94 — 0,0050 — 98 
log D bezieht sich auf Einheiten der siebenten Stelle. 
Tafel III. 
Y w'? ' w'? ; wi 
tie om ae wT we TT 
+ 100 + 0,002 7 + 1600 + 0,589 76 + 3100 + 2,213 14s | 
ae ns - al 
200 0,009 1700 0,665 8200 2,358 
12 81 150 
300 0,021 1800 0,746 3300 2,508 
16 85 154 
400 0,037 a1 1900 0,831 90 3400 2,662 159 
500 0,058 26 2000 0,921 94 8500 2,821 Ae 
600 0,083 30 2100 1,015 99 3600 2,984 168 
700 0,113 34 2200 1,114 104 3700 3,152 173 
800 0,147 39 2300 1,218 108 3800 3,325 aa 
900 0,186 AA 2400 1,326 113 3900 3,502 189 
1000 0,230 2500 1,439 4000 3,684. 
49 118 187 
1100 0,279 53 2600 1,557 199 4100 3,871 ior 
12 0 2700 1,679 4200 4,062 
m Pe 7 : 126 195 
1300 0,389 2800 1,805 4300 4,257 
62 151 201 
1400 0,451 67 2900 1,936 136 4400 4,458 Sie 
1500 0,518 7 ~ 3000 2,072 141 4500 4,663 509 
+ 1600 + 0,589 + 3100 + 2,213 + 4600 + 4,872 
w'? 
w', und — beziehen sich auf Einheiten der siebenten Stelle. 


Me 
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Tafel IV 2). 


$b | AN $34 | 
Sano site 46° 54/,47 aD P| 7° 
75° 36,31 ++ 5,48 3° 
ee 48° 37',88 + 41,67 1° 
Pa eek 99° 11/,50 + 5,72 1° 
112° 37/10 4+ 5/12 2° 
Fae tot 73° 23/49 + 3,10 0° 
eat ade 130° 27,40 + 6',63 1° 


oh. 
0',16 + 0/01 
237,60 + 0/,01 
51/03 0/,00 
18,56 — 01,03 
29! 42 — 003 
46!,34 == O04 
46',86 — 0/05 


82, und 7, beziehen sich auf das Aequinoctium und die Epoche 1880,0. 
A 8, und Ai geben die Aenderung von 8, und 


7, in 10 Jahren. 


2 

— 10 ot log a ae aa 

1 siebenten Stelle 

IRS KONE? 5, 6 oo Qe 3 271 742 38,485 22 0,16050 
Wang. Sty eos 401 839 4,395 95 1,071 23 
Hirde .s saree ee se 355 499 4,449 16 1,12444 
IWR Me Ge ed Ol Oo 2 680 337 3,57181 0,247 09 
JOpiter’ wan ams acer clio 1047,879 6,979 689 3,654972 
PTO Nec rh A eh Gio. ow 3501,6 ° 6,455 733 3,131016 
LORIE og aia bi bo6 22000 5,657 58 2,33286 ‘! 
Neptune.) mec te eae 19700 5,705 53 2,380 82 


1) Diese Werthe werden jetzt vortheilhafter dem Berliner Jahrbuche entnommen. Vergl. Be- 


merkung auf 8. 636, Anmerkung des Herausgebers der zweiten Auflage. 


Siebente Abtheilung. 


Die Berechnung einer Bahn aus einer 
grosseren Zahl von Beobachtungen nach der Methode 
der kleinsten Quadrate. 


Hundertste Vorlesung. 


Hinleitende Bemerkungen, Bildung von Normalortern. 


Wir haben im Vorhergehenden gesehen, wie man die stérende Einwirkung der 
Planeten berechen kann. 

Bevor wir nun zur Anwendung der Methode der kleinsten Quadrate iibergehen, 
bleibt noch kurz die Bildung der Normalorte zu erliutern. 

Es lagen fiir den Kometen 1890 III folgende Differenzen im Sinne Beobachtung 
minus Rechnung vor, welche in einen Normalort vereinigt werden sollen: 


EKpoche 


Juli 
22,400 
22,406 

(22,415) 
(22,415) 
22,439 
22,457 
22,457 
22,617 
23,371 
23,386 
23,399 
93,411 
23,453 
23,612 


Sternwarte 


Nice 
Marseille 
Padua 
Padua 
Toulouse 
Kiel 
Paris 
Cambridge 
Rom 
Nice 
Marseille 
Kremsmunster 
Paris 
Cambridge 


Aa 


4a cos 0 


+ 08,045 
—0 ,097 
(+0 ,574) 
+0 ,216 
+0 ,463 
—0 ,269 
—0 419 
—0 ,817 
+0 ,038 
—0 ,325 
+0 ,264 
—0 ,295 
=O, $41. 


eet ee 


| 


Ad 


~ 
= 
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—, 
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Verglei- 
chungen 


Die Epochen dieser Beobachtungen (in mittlerer Berl. Ortszeit) sind bis auf 3/,)99 Tag 
angegeben, was fiir den vorliegenden Zweck weitaus geniigend ist. Neben 4a (im Sinne 
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Beobachtung minus Rechnung) geben wir 4a cos 0 (d. h. 4a multiplicirt mit dem 
Cosinus des der Beobachtungszeit entsprechenden 0); endlich in der letzten Colonne, 
wie oft der Beobachter den Kometen mit dem Vergleichsstern verglichen hat. Steht 
in dieser Colonne nur eine Ziffer, so war die Anzahl der Vergleichungen in Recta- 
scension und Declination gleich derselben. Stehen in dieser Colonne zwei Zahlen durch 
einen Punkt getrennt, so giebt die erste die Anzahl der Vergleichungen in Recta- 
scension, die zweite die Anzahl derjenigen in Declination. Sei »; die jeder Beob- 
achtung entsprechende Anzahl der Vergleichungen in Rectascension, so kénnte man 
das mittlere 4a wie folgt bilden: 
Wijecs 2 (mj; Dai) | 

D3; Nn; 

So wiirde man die Verschiedenheit der Zahl der gemachten Vergleichungen bei 
der Mittelbildung beriicksichtigen. Dieses Verfahren wire aber ungerechtfertigt. Wenn 
nimlich ein Beobachter eine sehr grosse Zahl von Vergleichungen macht, so geschieht 
das gewohnlich deshalb, weil ihm bei der Beobachtung Schwierigkeiten entgegentraten. 
(Mondlicht, Nebel oder dergl.) 

Man hat daher gar keinen Grund, von vornherein anzunehmen, dass die Beobach- 
tungen mit einer grésseren Zahl von Vergleichungen genauer sind. 

Was die Verschiedenheit unter den Angaben der einzelnen Beobachter bedingt, 
ist hauptsichlich ihr Auge. Der eine Beobachter glaubt den Kern des Kometen an 
einem anderen Punkte des Himmels zu sehen, als der andere. Sehr hiaufig sieht man, 
dass gerade einer der allergeiibtesten Beobachter von den anderen in constanter Weise 
abweicht. Wahrend z. B. in einem gewissen Stiicke der Bahn alle iibrigen positive 
do. finden, findet er negative. Manche Bahnrechner pflegen dann ,eine systematische 
Correction“ an die Resultate anzubringen. Dieses Verfahren kommt aber im Wesent- 
lichen darauf hinaus, die Beobachtungen tiberhaupt wegzustreichen. Man thut jedenfalls 
besser, die systematisch abweichenden Beobachtungen in ihrer urspriinglichen Form 
stehen zu lassen. Manche Bahnrechner geben ferner einer Beobachtung:ein um so 
grésseres ,Gewicht“, je mehr sie sich an eine méglichst genau bestimmte vorliufige 
Bahn anschliesst. Aber auch dieses Verfahren ist zu verwerfen, da auf diese Weise 
die definitive Bahn kiinstlich der vorliufigen naiher gebracht wird. Es ist daher 
meistens zu empfehlen, alle Beobachtungen in gleicher Weise zu beriicksichtigen. Im 
vorliegenden Falle weichen die Beobachtungen von Padua (22. Juli) stark von der 
Wahrheit ab. Da sie nach Angabe des Beobachters unter sehr ungiinstigen Verhilt- 
nissen stattfanden, so lassen wir sie weg, was durch die Klammer angedeutet ist; indem man 
nun aus den noch tibrig bleibenden zwélf Beobachtungen das Mittel nimmt, ergiebt sich: 

Epoche: Juli 22,951 
Ae = — 0114 
AOE 6" 19, 
Wenn die Bewegung des Kometen in Declination stark ist, so pflegt man Jo in 


etwas anderer Weise zu berechnen. Man nimmt das Mittel von 4a cos 0 (wo O die zur 
Beobachtungszeit gehérige Declination des Objectes) und erhilt so im vorliegenden Falle: 


da cos 0 = — 05,086. 
Zur Zeit Juli 22,951 war 0 ungefahr gleich + 41°19’. Somit erschliesst man: 
Ao =) O21 ae 


In diesem Falle, wie in fast allen iibrigen ist es mithin véllig belanglos, ob man 
das Mittel der Ja oder der 4a cos 0 bildet und aus letzterem 4a schliesst. Die 
Kpoche Juli 22,951 fallt in die Nahe von Juli 23,0. Fiir diese letztere gab die Ephemeride: 
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hen 140° 38’ 29",04 
0 == + ..41918' 39".76. 
Wir nehmen nun an, dass die Correctionen Ja und 40 der Epoche Juli 22,951 
auch noch fiir Juli 23,0 gelten und erhalten so folgenden Normalort: 
Juli: 23,05 a; = 140° 38! 27,33 
6 = + 41°18' 46,55. 
Man pflegt dabei, wie hier geschehen, als Epoche des Normalortes die des nachst- 
liegenden Ephemeridenortes zu wahlen, um « und 0 direct der Ephemeride entnehmen 
zu k6nnen. 

Es ist ersichtlich, dass zur Bildung des Normalortes an sich die Kenntniss der 
Stérungen nicht unbedingt nothig ist. In der That kénnte man ja die Beobachtungen mit 
einem beliebigen Elementensysteme vergleichen, welches sich der Bewegung gut anschliesst. 
Dasselbe hebt sich dann bei Bildung des Normalortes wieder vollstandig heraus. 

Die Differenzen 4a und 40, die man bei Anwendung der Methode der kleinsten 
Quadrate braucht, hingegen sind natiirlich von dem Ausgangselementensystem abhingig. 
Sind die Stérungen durch die Planeten merklich (was unter normalen Verhiltnissen erst 
nach zwei Monaten oder noch langerer Zeit eintritt), so bringt man sie an der Ephemeride 
an, bevor man sie mit den Beobachtungen vergleicht. Hat man die Stérungen z. B. 
in den rechtwinkligen Coordinaten berechnet, so bringt man dieselben (nach Reduction 
auf die Fundamentalebene des Aequators) an die rechtwinkligen heliocentrischen 
Aequatorialcoordinaten des Objectes als Correctionen an. Hat man hingegen die Sto- 
rungen nach der Methode der Variation der Constanten berechnet, so muss man die ver- 
schiedenen Theile der Ephemeride mit langsam variirenden Elementen rechnen. Man 
kann natiirlich auch die Beobachtungen zunachst mit der urspriinglichen Kepler’schen 
Bewegung vergleichen und die Stérungen dann nachtraglich an 4a und 40 anbringen. 

Im Allgemeinen sollte man nur Beobachtungen, welche sich iiber einen Zeitraum 
von etwa zehn Tagen erstrecken, in einen Normalort vereinigen. Fiir lingere Zeit- 
raume kénnte die Voraussetzung, dass 4% und 40 der Zeit proportional sind, zu merk- 
baren Ungenauigkeiten fiihren. 


Hundertunderste Vorlesung. 


Differentialformeln fiir die directe Verbesserung iquatorialer 
Elemente. 


Wir haben in der vorhergehenden Vorlesung gesehen, wie man mehrere Beobach- 
tungen in einen Normalort vereinigt und die Correctionen daw und dd fiir die Epoche 
des Normalortes (im Sinne Beobachtung minus Rechnung) erhilt. 

Bei der Anwendung der Methode der kleinsten Quadrate setzt man nun voraus, 
dass die an dem Ausgangselementensystem (den Osculationselementen) anzubringenden 
Correctionen so klein sind, dass sie die Werthe der Stérungen nicht merklich beeinflussen 
kénnen. Man setzt mit anderen Worten die Stérungen als yollstindig bekannt voraus 
und beschaftigt sich nur mit den an dem Ausgangselementensystem anzubringenden 
Correctionen. Sollten jedoch nach vollendeter Ausgleichung diese Correctionen so gross 
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ausfallen, dass eine Veranderung der fiir die Storungen vorausgesetzten Werthe statt- 
findet, so bliebe weiter nichts tibrig, als die ganze Rechnung wieder von vorn anzu- 
fangen. 

Um eine derartige, ungeheure Vermehrung der Arbeit méglichst zu vermeiden, 
muss man sich so einrichten, dass die vorliufigen Elemente schon der Wahrheit so nahe 
kommen, als nur irgend méglich. Unter allen Umstinden sollte man zur Bestimmung 
einer definitiven Bahn Elementensysteme yerwenden, welche die Normalorte auf circa 5’ 
darstellen. Noch besser aber ist es mit Hiilfe von drei oder vier Normalértern, die man 
fiir die allergenauesten hilt, ein neues vorlaufiges Elementensystem zu rechnen, das man 
dann der definitiven Bahnbestimmung als Ausgangspunkt zu Grunde legt. Man ver- 
gleicht also die Normalérter mit einem mdglichst genauen Ausgangselementensystem, 
und bildet da, respective da cos 0 und dd im Sinne Beobachtung minus Rechnung. 

Nun fragt man, um wie viel andert sich z. B. ein fiir die Epoche eines Normalortes - 
durch die Ephemeride gegebenes 6 (Declination), wenn statt der vorausgesetzten Linge 
des Knotens ${ eine wenig verschiedene $3 + d&3 angenommen wird; mit anderen 
Worten, man sucht die Differentialquotienten von Rectascension und Declination nach 
den Bahnelementen fiir die Epochen der Normalorte zu bestimmen. Liegen nur drei 
Normalorte vor, so kénnte man auf diesem Wege sechs Bahnelemente finden, welche 
die Beobachtungen vollstandig darstellen. In diesem Falle hatte man sechs Bedingungs- 
gleichungen (nimlich, dass die drei daw und die drei dd gleich Null sein sollen) und 
dementsprechend die Zuwiichse der sechs Bahnelemente, z. B. di, zu bestimmen. Diese 
Aufgabe wire also vollstandig strenge lésbar. Liegen aber mehr als drei Normalorte 
vor (und das ist iiberhaupt fiir jede einigermaassen gute, definitive Bahnbestimmung noth- 
wendig), so iibersteigt offenbar die Zahl der Bedingungsgleichungen die der Unbekannten. 
Es ist dann also unméglich, alle Beobachtungen vollstandig darzustellen. In diesem Falle 
pracisirt man nach dem Vorgange von Gauss, Legendre und Bessel die Aufgabe 
dahin, dass fiir die zu suchenden (definitiven) Bahnelemente die Summe der iibrigblei- 
benden Fehlerquadrate: j y 

2 [(da cos 0)? + (dd)?] 
ein Minimum wird (Methode der kleinsten Quadrate). 

In dem vorliegenden Falle ist es leicht genug, sich iiber die geometrische Bedeu- 
tung dieser Minimalbedingung Rechenschaft zu geben. Es sind namlich da cos 0 und 
dd die wirklichen sphirischen Abweichungen der Ephemeride von dem Normalorte 
in beiden Coordinatenrichtungen. Obige Minimalbedingung besagt also mit anderen 
Worten Folgendes aus: Es wird ein Elementensystem von der Beschaffenheit 
gesucht, dass die Summe der Quadrate der spharischen Abstinde zwischen 
berechneten und beobachteten Oertern (von der Erde aus gesehen) ein Minimum 
wird. Es ist von vornherein klar, dass sich ein auf diese Weise bestimmtes Elementen- 
system sehr gut an die Beobachtungen anschliessen muss. Die theoretischen Griinde, 
aus denen man diese Bedingung gewahlt hat, werden wir spater kennen lernen. 

Der erste Schritt, um diese Bedingung zu verwirklichen, ist die Aufstellung der 
Differentialquotienten von MRectascension und Declination nach den Bahnelementen. 
Bedeuten x, y und ¢ die heliocentrischen Aeqatorialcoordinaten des Objectes, X, Y 
und Z die geocentrischen Aequatorialcoordinaten der Sonne, @ den Abstand des Objectes 
von der Erde, und schliesslich « und 0 seine geocentrische Rectascension und Deeli- 
nation, so ist: 

@ cosacos0 = x + X Bt, ) 
osmacsd = y+ YY)... : . 5. . 2 
o sin 0 =¢e+Z 


Aus diesen Formeln ergiebt sich: 


fo Y 
a+ xX 


Che — 
feat Eck-y OS cata 
oS Ver x + + YP 


Wenn sich die Bahnelemente verandern, so bleiben die Sonnencoordinaten X, Y 
und Z constant. Demnach hangen dw und dd nur von den Variationen von x, y und zg 
ab. Aus (B) und (A) folgt jetzt: : 


@ da cos 0 = dy cos a — dx sina 


(C) 


Die Fundamentalgleichungen (C) stellen die Zuwachse yon «% und 6 als Functionen 
von dx, dy und dz dar. Wir miissen also jetzt noch die Zuwichse der heliocentrischen 
Aequatorialcoordinaten des Objectes (dx, dy und dz) als Functionen der Zuwichse der 
Bahnelemente ausdriicken. 

Hierzu wahlen wir der Kinfachheit halber die A4quatorialen Bahnelemente des 
Objectes. Es ist alsdann: 


odd = dz cos 0 — sin 0 [cos w dx + sin a dy] 


x = reos (@ + v) cos $3 — rcosi sin (wa + v) sin Q 
y = reos(@ + ») sin 8§ + reosi sin(@ + v) cos St}... . (D) 
2 = rsini sin (@ + v) 


In diesen Formeln sind die 4quatorialen Bahnelemente im Gauss’schen Sinne 
gezahlt. Fir riickliufige Bewegungen (beziiglich des Aequators) ist also ¢ > 909; 
§3 ist wie immer die Rectascension des aufsteigenden Knotens; a der Winkel vom 
aufsteigenden Knoten bis zum Perihel, gezahlt im Sinne der heliocentrischen Bewegung 
des Objectes. Dieser Winkel kann also in allen vier Quadranten liegen. 

Wir leiten nun zunachst mit Hilfe der Formeln (D) und (C) die Differential- 
quotienten der geocentrischen Rectascension « und Declination § nach den Bahn- 
elementen der Lage (8, i und @) ab; r und v hangen von diesen Gréssen nicht ab 
und sind daher bei den Differentiationen als constant zu betrachten. 


Es ergiebt sich: 
i g cosd = rcos(w@ + v) cos(a — 3) + reosi sin(w + v) sin(a — 2). . (1) 


oo = — sind [r cos (@ + v) sin (% — 83) —rcosi sin(w +) cos(a—8)]. . (2) 
<A gcosd = — rsini sin(o + 2) COS Geea— Sh) oem kw eto a (8) 
1 = rsin(@ + ») [cosd cost + sind sini sin(a — 8&)]. . . . . . « « (A) 


cos) = + rsin(@ + v) sin(a — 8) + reosi cos(@ + v) cos(a— 8%). . . (5) 


do : i 
Oto = + rsin(@ + 2) cos (a — $3) sin 0 Ln tec tere 
+ rcos(@ + v) [— cosisin (a — 53) sind + sini cos 0] 


Diese Formeln kénnen leicht durch Einfihrung von Hiilfsgréssen auf eine fiir die 
logarithmische Rechnung bequemere Form gebracht werden. Wir betrachten aber zu- 


nachst die Differentialquotienten nach den sogenannten phoronomischen Elementen, 
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der grossen Halbaxe a, der LExcentricitat e¢ und der Durchgangszeit durch das 
Perihel 7. 

Diese Gréssen kommen in den Gleichungen (D) fiir die heliocentrischen Coordinaten 
explicite nicht vor. Sie sind aber implicite in r und v enthalten. 

Daher sind zunichst die Differentialquotienten dieser Gréssen nach den phoronomi- 
schen Elementen zu bestimmen. 

Der naturgemisse Ausgangspunkt hierzu ist die Kepler’sche Gleichung: 

5 ki 
Resin = (= Ty oe 

a? 
Dieselbe ergiebt uns unmittelbar die Differentialquotienten von EH nach den phoro- 


nomischen Elementen: 


dH k : 
aa Vang © 008 B) ae ee Ey (a) 
di 3 pad 
pr Cota 9 (t Dee 5 s. 5 ‘ ° 5 : (b) 
l 
* (1 —¢ cos B) = sin aes 
Oder indem man setzt: 
Paie cop nee 
a 
r sinv 
sin ES 
ayl—@ 
COS, —— = cosv + e, 
auch: 
BS ec. ip uae Atel ne aaa (a’) 
Ge Yar ; ¥ 
ak 3 k 1 
(OA ee SE Ge py EP I ee 
Oa: oe inne ( eer ( 
CB my 2. eee 


de a (Ee e2 
Nun ist r= a(1—e cos #). Man ist also jetzt durch die Gleichungen (a), (b) und 
(c), oder (a’), (b’) und (c’) im Stande, die Differentialquotienten von 7 nach den phoro- 
nomischen Elementen aufzustellen. Es ergiebt sich: 


dr Soap 8 sin v 

al ya yl — # 

adr r 3 esinu 

tae Eyre Rk \. . 0°) 2 
AS: DieA.) 

5 Po Sv 


Aus diesen Gleichungen gewinnt man leicht die Differentialquotienten von v, wenn 
man beachtet, dass: 


*) Hier, wie tiberall im Folgenden, ist die Masse des Kérpers, dessen Bahn zu bestimmen ist, 


gleich Null gesetzt; ¢ ist die Epoche des betreffenden Normalortes, 7’ die Durchgangszeit durch das | 


Perihel, beide gezaihlt von demselben Anfangspunkte aus, z. B. vom Anfange eines Jahres oder 
Monates. 


area 
~ 1+ e cosv 
oder: 
——se2 
trey eee ree): aa at 
er e 
ist. Niémlich: 
av, ~k&Yya(l— e) 
Cy r2 
BO he B feelers 
2 gil aa ta a 
dv sinv 
ere + e cosv) 
Wir setzen ferner: 
da de 
5 art, rae d€ ( ) 
Nach dieser Substitution werden die obigen Gleichungen in endgiiltiger Gestalt: 
Ch ae ckhsinv 
op ye 
ae 3 esinvk(t — T) 
ce ae 2 Vp 
SiGe — pcosv 
eee cei hte Soi) 
LAE: 
AY ile 2 
ee = See ry Ve 
ar 2 fe 
dv 


—= = sinv (2 + ecosy 

ue (2 + ecos») 
Hs eriibrigt nun noch zu zeigen, wie man die Differentialquotienten von Reet- 

ascension und Declination nach den phoronomischen Elementen erhalt. Zu diesem 

Zwecke betrachten wir-zunichst den Differentialquotienten einer heliocentrischen Coordi- 

nate, z. B. x, nach einem dieser Elemente, z. B. Z. Man hat: 


dz dx dr dx dv 


aT  drdi dv dT 
Die Sonnencoordinaten sind von der Form: 
¢=ri(v + a, 8, 2). 
Vergl. die Gleichungen (D). Also wird: 
da dr dé dv 
pian ir wee ie See 


Wir setzen nun: 


dr 

ap 97 608 Gr 

dv ; 
fp gr. Gr 


und analog fiir die anderen phoronomischen Elemente. Dann wird: 
87* 
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pa = §EgrcosGa + us gr sin Go. 
Nun ist aber nach (D): 
—E = cos(@ + v) cos 8 — cosi sin(@ + »v) sin &. 
Man erhilt also: 
du 
dT 
Setzt man mithin allgemein: 
x =ri(a + v, &, 4) 
y = ry(w + », &, 4) 
= rf (mo + », &, 4) 


= gr cos % cos(@ + » + Gr) — gr cosi sin Q sin(@ + v + Gr). 


a 
| 
| 


und: 
adr dv : 
aT 97 8 Gr t ap or sin Ge ee a (L) 
ir dv 5 
al = gy cos Gy r aa = gy sin Gy 
dr dv ; 
qe — % cos GE Tage = Ie sin Ge 
so ergiebt sich ganz einfach: 

dx : 

Po gré(@ +v+ Gr, 8, ¢) 

dy : 

ap = 920(@ +o + Gx 2,4) 

dz ' 

aT == gré (@ ay v ce Gr, 8, i) 

1a a z 

ot = gy§(@ + vo + Gy, 8, 2) 

l ‘ 

Te = 1(@ +0 + Gx 2, 4) >. o 4. 

dz : 

au = guf (@ +o+ Gy, 8, ) 

dx 2 

Te = HE +e + Ge &%) 

dy . 

ae = 9oy(@ ++ Ge 8, #) 

dz . 

ic geE(@ + 0+ Ge, 8, 4) 


Mit Hilfe der Formeln (M), (C) und (D) ist es leicht, die Differentialquotienten 
von #% und 0 nach den phoronomischen Bahnelementen zu erhalten. Man hat z. B.: 


du ones dy ax... 
@ 7p 0089 = THR 008 0% — = sino 
= gr cosa [cos(a + v + Gr) sin + cosi sin(wa + v + Gr) cos 8] 
: — gr sina [cos(@ + v + Gr) cos — cost sin(@ + v + Gp) sin 8] 
oder: 


Q a cos0 = gr {— cos(w + v + Gr) sin(a — 82) | a wv’) 
+ cosi sin(@ +» + Gr) cos(a — &2)} 
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Zur Bildung von @e pe hat man: 


COS 0% ae + sino oe = gr {cos(w + v + Gr) cos(a — 83) 
+ cosi sin(@ + v + Gr) sin(a — 83)} 
ae = gr sini sin(o + v + Gr). 
Woraus sich mittelst (C) ergiebt: 
Q a = — gr cos(@ + v + Gr) cos(m — $2) sind (N”’) 
+ gr sin(@ + v + Gr) {— sind cosi sin(a — 83) + cosd sini} 


Die Gleichungen (N’) und (N”) geben zur Einfiihrung gewisser Hiilfsgréssen Ver- 
anlassung. 


msin M = sin(w — 83) 
m cos M = cosi cos(% — &) (0) 


Setzt man: 


n sin N = sind cosi sin(a — S) — sini cosd 
n cos N = sin0 cos(a — 8) 
Dann folgt: 


ees cos0 = mgr sin(@ + v + @r—m)| 
a5 oe (N) 
Oa7 = — Mor cos(@ +o + Gr — N) | 


und entsprechend fiir d& und d&. 

Wir werfen nun noch einen Blick auf die Formeln (1) bis (6). 

Die Formel (2) wird mittelst der durch die Gleichungen (O) gegebenen Hiilfs- 
grossen : 


o fo = + rm sind sin(— M+ @ +0). RG Meat Soc t( 2! ) 


Formel (3) hat eine fiir die logarithmische Rechnung hinlanglich bequeme Form. 
Aus (5) folgt: 


pcos) om — mreos(@ +» — I) Meee ee ae (0) 
Aus (6) ergiebt sich: 
do 
Gm — rnsin(o +o — N). Rahs Se, ceases vsste( G) 


Es sind also nur noch die Gleichungen (1) und (4) in geeigneter Weise umzu- 
formen: 
Wir setzen dazu: 


cos (% — S$) = peosD\ (P) 


cost sin(a — 2) = psin®{ 
In Folge dieser Substitution ergiebt sich aus (1): 
we ecosd SF pcog( a 2-0 De aes wt ow ee LL) 
Schliesslich sei: 
cos0 = w cos | (@) 


sind sin(e — 8) = w sin Bf es 
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ak) 
oS = ry sin(o + 0) cos (BP — i) 2 ok ta 
Die dritte der Gleichungen (O) wird schliesslich: 


nein N = vsin( —7i) .. .. . <<... . re 


Die im Vorhergehenden entwickelten Formeln lassen sich natiirlich leicht auch auf 
Planeten anwenden. Liegen Beobachtungen mehrerer Oppositionen vor, so hat man den 
Periheldurchgang fiir eine derselben als 7 zu bezeichnen. Die Grosse (¢ — 7) wird 
also mit der Zeit immer grésser und wachst von einer Opposition zur folgenden um die 
Umlaufszeit des Planeten. In Folge dessen wird die Grésse “a mit der Zeit immer 
grésser. In der That, man weiss, dass ein kleiner Fehler in der Halbaxe der Bahn bei 
periodischen Objecten im Laufe der Zeit bedeutende Abweichungen im scheinbaren 
Orte hervorbringen kann. 

Stellen wir zum Schlusse die gewonnener Gleichungen zusammen, so hat man 
also folgende Formeln: 


Zur Variation der 4quatorialen Bahnelemente fiir nicht parabolische Bahnen. 


CL ea eksinv 


af tS Sn 

dv ky p ie as 

Fee r? — — sin Gr 

dtl 3 esmok(t{—T) _ 

aa ee \p = gy cos Gy 

dv ths 3 Vp OO tks 

eC ie me oe pee rn! : vi 
thee cosv = gecos G 

OC ire: mens 1 

AG = sinv[2 + ecosv] = sino] + 2) = sin GE 


w cos B® = cosd 
v sin B = sind sin(a — 8) 
msinM = sin(a — 8) 
mcos M = cosi cos(a — 8) 
nsin N = vsin(¥ — 4) 
ncosN = sind cos(a — 82). 
Setzt man dann: 
UU = 0-4-0, 
so ist: 
ess 
d 8% 


Oder wenn man noch g und ® einfihren will: 


= 7 [eosu cos (% — &) + cosé sinu sin (o— &)] > Sea 


cos(% — $3) = pcos ® 
cost sin(a — 8) = psin® 
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do cosd r 

FRA oe te ets oe ote 5 6 . 0 sues 5 eine (1’) 
ao r , : 

TRC ae 6 MAS O GIR (We tM Ve ni ae a ee (2') 

d fi) 

Fa Te int sin Canoe) ie eth I ea (By 
dé ¥ ‘ rc ! 
Te = age COs (CN aes Se, 3 Ee ecn (AL) 

da cos 0 r 

amie ee ele ee te Feit 5a." 5. es“ '(B") 
do r f 
oe grt he SD Pr erate ah es IS gis 3 (Or) 

dacosd — m j 

Seas Fd sin [(u — DEVE eM Gar liste. fe oy tl Ang Bes (7) 
dd n 
i ene cos[(u — NV) + Gr| 5 . ° 6; 6 A e (8) 

dacosd — m f 

Fee ioe sin [(u = M) + Gy] . ° 4 588 5 . 2 (9) 
a) n 
Ne op. cos [(w — N) of Gy] bn kiss Oe Sof ath eee (10) 

da cosd m : 

7 @ 98 Swit) 4 Gel > =. . - i. . (A) 
do n 
ae = — ° JE COS [(u <2 N) -- Ge] aim bate fey Wier ety »'s, 3 (12) 


Diese Formeln. zeichnen sich durch ausserordentliche Kiirze und Einfachheit aus. 
Wir fiigen ihnen der Vollstindigkeit halber noch die Definitionsgleichungen von d 
und d€ hinzu: 
= a Ch = aks 


Cae va pea ect, 
Diese letzteren Gleichungen lassen erkennen, dass die vorstehenden Formeln fiir die 
Differentialquotienten nach a und e fiir die Parabel ungiiltig werden. Daher soll dieser 


Grenzfall in einer besonderen Vorlesung betrachtet werden. 


Hundertundzweite Vorlesung. 


Ueber die Differentialquotienten nach den phoronomischen Elementen 
in nahezu oder vyollstiindig parabolischen Bahnen. 


Zunichst wollen wir uns dariiber orientiren, ob die Formeln der vorigen Vorlesung 
noch im Falle nahezu parabolischer Bahnen verwendbar sind. Wir hatten: 


da de 
phar Gh S e—e2 


= GK 


und es ergab sich: 


Ls i 
at 2 Vp 
Lies p cos v 

eS 

dv 3 eee 
w= —56-nk 
oe = sin 0 (2 + ¢ e059}. 


Diese vier Differentialquotienten werden nun keineswegs fiir die Parabel unendlich. 
Um die wirkliche Schwierigkeit, welche besteht, besser zu erkennen, setzen wir, wie das 
fiir die Parabel der Fall ist: 


a sk qd 
ake time Weds 1 aer 
kG Te) a : 
Pd oe a 

Dann folgt: 

eal COs 
d = q 
babe Ea cos Uv 
de a 
dv eee 
ay eg or es) 
dv 5 
1g (2 + cos v). 


Jetzt wird die Schwierigkeit, welche sich der Lésung des Problems im Falle nahezu 
parabolischer Bahnen entgegenstellt, deutlicher ersichtlich. 
Es ist namlich nahezu: 


Bac cake CLR a a 
aN dE” AN AE 2 
Hieraus folet z. B. fiir dd: 
ad Oat. dé adr 
ee ee eS IS BES iy oo AT 
40 dr aX a dr dG ae 
dd dv dd dv 
we ay 4" * a ae “4 
dod dr dd dv 1 
=(45 “i io 8) (— 5 au + a6), 
d. h. mit anderen Worten: im Falle nahezu parabolischer Bahnen kommen d% und d€ 
fast in der Combination — 3 d& + d€ vor und sind daher nur schwer von einander 
abzutrennen. 


Man kénnte dann, wie das auch zum Theil geschehen ist, an Stelle von da und 
de respective dM und d€ andere Unbekannte einfiihren, und fiir die Behandlung der- 
artiger Falle besondere Vorschriften entwickeln. Demgegeniiber ist aber zu bemerken, 
dass, wenn die Bestimmung von d%& und d€ schwierig ist, dies ganz einfach in der , 
Natur des Problems liegt. Durch Einfiihrung anderer Unbekannten an Stelle von d% 
und d€ kann die schliesslich zu erhaltende Bahn nicht genauer werden. 
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Wir sahen, dass am sichersten die Combination: 


—F au + ae 


bestimmt ist. 
Es ist aber: 
g =a (1 — e) 
dq = da (1.— e) — ade 
= d%a (1 — e) — ad€ (1 — e?) 
= q [dX — d€ (1 + e)]. 
Da nun e¢ nahezu gleich eins ist, so treten d% und d€ in dq fast in derjenigen 
Verbindung auf, welche, wie wir sehen, gut bestimmt ist, nimlich: 
1 
A} 


Fiir die Bestimmung von dq erwiachst also im Falle nahezu parabolischer Bahnen 


dy + d&. 


aus den in der vorigen Vorlesung gegebenen Vorschriften kein wesentlicher Nachtheil. 
Hingegen ist d€ selbst nicht gut bestimmt. Wenn man aber nach Schluss der Rechb- 
nung hieraus de nach der Formel: ) 

de = (1 — e*) d& 
bestimmt, so wird diese Grésse mit dem kleinen Factor (1 — e?) multiplicirt, wodurch der 
erlittene Genauigkeitsverlust wieder ausgeglichen wird. 

Man kann also die in der vorigen Vorlesung gegebenen Formeln ohne wesentlichen 
Nachtheil auf nahezu parabolische Bahnen anwenden. Die Bemerkung iiber die schwere 
»lrennbarkeit* von d& und d€ gilt tibrigens nicht mehr, wenn es sich um Beob- 
achtungen verschiedener Oppositionen eines langperiodischen Kometen handelt. Bezeichnet 
alsdann 7’ die fiir eine dieser Oppositionen angenommene Periheldurchgangszeit, so hiitte 
man fiir die folgende Opposition naherungsweise: 


2, gih v sid Mere 
prea 2 a (95+ 595%) 


wobei U die Umlaufszeit des Kometen reprisentirt. Die schwere Abtrennbarkeit von 
dX und d€ besteht dann also nicht mehr. In der That, die Erfahrung lehrt, dass die 
Bahnelemente eines langperiodischen Kometen erst dann gut bestimmt sind, wenn 
Beobachtungen aus. mindestens zwei Oppositionen vorliegen. 


Ist jedoch das Ausgangselementensystem parabolisch, so gelten die in der vorigen 
Vorlesung gegebenen Formeln nicht mehr. 
Wir wihlen in diesem Falle gq und e als Unbekannte. 
Die Differentialquotienten von v und r nach q sind leicht zu bilden. Fiir die 
Parabel ist ja: . , : 
KGa 
vi ce og 
t- 


(A) 


Wir halten nun zunichst e- constant und differenziren nach g. Die parabolische 
Form der Bahn und die Gleichungen (A) bleiben also bestehen, nur variirt der Perihel- 
abstand. ; 

So erhalt man: or Beek (kD) alee) 

Pu ee ke 


dq 
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Dieser Formel kann man auch eine andere Gestalt geben, indem man statt (¢ — T) 
seinen Werth aus der Barker’schen Gleichung (A) einfiihrt. So ergiebt sich: 
d 1 
ean t 3"). Re (1') 


Andererseits erhilt man durch Differentiation der Gleichung, welche 7 ergiebt, 
nach q: 
dr 1 sin 1/, v dv 
dq cos 4/, v? cos '/, v3 dq 


aya ae é dv 
Substituirt man in diese letztere Gleichung den Werth von qe nach (1’), so folet 


unmittelbar: 


dr 


Ag tO Oe 


Nicht ganz so einfach gestaltet sich die Ableitung der Differentialquotienten nach e. ; 
Wir gehen zu diesem Zwecke von der Gleichung aus, welche in nahezu para- 
bolischen Bahnen (vergl. Vorlesung 7, Abth. I)1), die Kepler’sche Gleichung vertritt 


k(t—T) Yl +e _ f Eaeyeseee \ | Ses!) al. ae 
a “i 3 et fee ale a (B) 
Vou ee ete ee ps ist 
worl €& 7 fe 95 . 


Die héheren Glieder in ¢€ sind fiir den vorliegenden Zweck ohne Bedeutung, denn 
nach der Differentiation nach e miissen wir offenbar ¢ = 0 setzen, wodurch alle Glieder, 
die noch é als Factor enthalten, wegfallen. 

Lisst man also diese Glieder gleich von vornherein weg, so ergiebt sich durch 
Differentiation von (B) nach e: 


k(t — T) = ( ] t2\ dé 
= L472 $ (oo 
AgeYl te de 1 “) as G a 5) dev on 


und es ist: 


dé 2 
de (1+ e) 
1 dv 
at 2 de 
de C08 15 v2 
Setzt man jetzt nach vollendeter Differentiation e = 1, so folgt zunichst: 
dv 


k(t—T) 1 de oot T2 
4 git y2 ~ 2 cos Wy v4 Te G Ee = 
Nun besteht aber (da wir ja den Grenzfall der Parabel behandeln) die Barker’sche 


Gleichune: 
kKt—T) __ aoa 


vo) qs ss aa 
Man hat also: 
; dv 
T v3 1 de v3 ©? 
Z 19S Shempeiew eee 


*) In dieser Vorlesung bedeutete ¢ die seit dem Periheldurchgange verflossene Zeit. 


oder: 


wus. 2 cos a vt Be u i 
den 2 4 4 5 


__ sin v Cos ', v? we 
= Z fi—a—te 


(3) 


Diese Formel lassen wir in dieser Gestalt und suchen die entsprechende fiir 


dr 
ie auf, 


p eae NCS ee 


es <= 
1 + e cos v 1 + ¢ cosv 


Wenn man also, wie das hier vorausgesetzt wird, q constant halt und nach e¢ 
differenzirt, so folgt: 


dv 
1 in Vv — 
q ( + ¢) @ sin v 


ane q als ioe) cas wy 
de l+tecosv (1 + ¢ cos v)? (1 + @ cos v)? 
oder, wenn ¢ — 1 ist: 
ort ae 
at q q cos v 4 q de 
de -* v. v v 
Chae tees =f: ee 
2 cos 9 2 cos 9 2 cos 5 
q sin ~ 
ha agi v dv\ 
a {ie + oom 5 ot 
2 cost > 


CKD 
Oder, wenn man fiir qe semen Werth aus (3’) setat: 


ee 
q sin — 
dr as 4 4 | 
a ie cos [1 — oe? — 5 el 
2 cos > 


Wir setzen nun die erste 1 in der geschweiften Klammer { } gleich: 


v2 ; wy2\2 
COSta—= sin — 
( Ree hg 


und erhalten so: 


me) 
= ae 2 (2 COs tee sin as COS v | sin a 
d Jee Pip 2 2 5 a 
2 (4) 
na BE 
q sin a 


1 
= et Se oe et 
== 5 {2 + 72 4 5 r'} 
Die Berechnung der Klammergréssen in (3) und (4) ist wegen der Einfachheit der 
Coéfficienten ziemlich kurz. 
Es besteht aber zwischen den beiden Klammern noch eine Beziehung, welche ihre 
Richtigkeit priift, niimlich: 
88* 
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ey toes] eral 
ane semicle 20 | See il 


mae ell J Ve : 


v? vt 
COs cos > 
Wir setzen nun in ahnlicher Weise, wie in der vorigen. Vorlesung: 
dr dv 
ah Go 60S Ga ip rh) Jq sin Gq 
dr Oe F 
eas Je COS Ge r Wee Je sin Ge. 
Dann wird ahnlich wie friher: 
dom 9g MH". ke 
rh sin (u + Gg — M) 
do Iq 0 
CORA Y Ga — N 
a 008 (uw + Gy — ) 
du = gem 
ie ea Gora My 
do Je 0 
i eee G.— N), 
wobei u =v + 
Es ergiebt sich also folgendes Formelsystem fiir die 
Parabel: 
dr 
yee = gq C08 Gq 
dv 3 k(t—T) 1 ae 
— — a 4 ee eM! 
de p 7a cos > v , oi Gy 
Oe 
q sin = 
dr 1 
—_— — 2 Se ag —- 
dee 8 Tato Prete al ay ie 
dv sin v cos ¥/y v? [ 4) Je. 
— = : if Otero Cees Behe 
de mr | (4 5 | pee Ge 
Controle: (2 + ore + : “} f t2 : | = Te 
2 
de M Yq 
dd ” Yq 
COSMOS Ga — N 
dq Ga ) 
dG Ge as, : 
eee es g sin (u + Ge — M) 
dd N Ge ; : 
he au eo altace 


wu=vt+ oa. 
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Hundertunddritte Vorlesung. 


Ausfiihrliches Beispiel zur Bildung der einem Normalorte 
entsprechenden Bedingungsgleichungen. 


Da die in den vorhergehenden Vorlesungen entwickelten Formeln zum Theil neu 
sind, so schien es uns am Platze, dieselben durch ein ausfiihrliches Beispiel zu er- 
lautern. Wir wahlen hierzu einen Fall, in welchem in erster Annaherung ein para- 
bolisches Elementensystem gegeben ist, das durch Einfiihrung einer Excentricitaét ver- 
bessert werden soll. 
Fir den Coggia’schen Kometen 1890 III lag folgendes Elementensystem vor, 
bezogen auf die Ekliptik 1890,0: 
i = 63° 18! 23,80 

S34 == 14° 20’ 31”,60 

ig 4 = 9,883 408 6 Pe 8 SN) 
wo = 85° 42’ 50,90 


T = Juli 8,601 360 } mittl. Berl. 


Ortszeit 
Der Vollstindigkeit halber sei noch hinzugefiigt: 
3 
lg (q-3) = 0,174 8871, 


sowie der Werth der mittleren Schiefe der Ekliptik zu Jahresanfang (d. h. der Winkel 
zwischen der Ekliptik und dem mittleren Aequator im Augenblicke 1890,0): 
6 == 23°27 12/79. 
Aus diesem Elementensysteme ergeben sich nach den Vorschriften von Abtheilung I. 
folgende Werthe fiir die Gauss’schen Constanten: 
lg a = 9,989 095 1 
lg b = 9,364 3717 
lg ¢ = 9,999 005 5 
A=) 962"3 3) 12 
Bi Ot tle 62 
C=] 59°40" 15,67 
und mithin: 
Av 182°. 15° 58"517 
=.-1649 50’ 8,52 
Che 4919-03" GAT. 


Die rechtwinkligen heliocentrischen Acquatorialcoordinaten des Kometen berechnen 
sich also nach den Formeln: 


2 = r [9,989 095 1] sin [1829 15’ 58,17 + 0] 
y =r [9,364 3717] sin [1649 50’ 8",52 + 2] 
z =r [9,999 0055] sin [ 919 23’ 6",57 + 0] 


Da sich die in den vorigen Vorlesungen entwickelten Formeln auf aquatoriale 
Elemente beziehen, so miissen wir obiges Elementensystem zunichst auf den Aequator 
umformen. 
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Wir bezeichnen hier voriibergehend die 4quatorialen Elemente durch: 


av, 8! und a’, 


im Gegensatze zu den ekliptikalen Elementen: 


Setzen wir ferner voriibergehend: 


so ergiebt sich: 


i, $8 und o, 
a" sin A" = sin i cos 8 
a!'cos Al” = cos 4 
b” sin BY’ = sini 
b” cos B" = cos i cos 82 


sin i! sin 82! 
sin @! cos 83! 


sin 4 sin &2 
a’ sin (A" + 2) 


sin a sin 6 = sin € sin 83 
sin 2? cos 6 = b" sin (B" + 28) 
cos i’ = a!’ cos (A"” + 2) 
o' =o + «. 
Die Rechnung gestaltet sich nun wie folgt: 
sini 9.951057: 2 pb" 9,997 2944 
: 5 (0 9 
es Br 9,953 7628 sin (B" + @) 9,999 5803 
cosé cos | 9,638-704 4 sind sin 8%’ | 9,345 0028 
Sim A, 
cos 8 9,986 249 3 cos es ae 
. : a" sin (AY + €) 9,988 049 2 
siné cos 82 9,937 306 5 
oe A" 9.948 2114 sim 82 Be é 8,993 8347 
in ; 
cost 9,652 455 1 cos Ba 2 
b” sin (B" + €) | 9,996 8747 
TAM 628 84/180? 
6 so 2 79 sind! 9,999 005 5 
BON C4o E20" 00 cos i! 8,829 933 6 
A” + 64 86%) 1" 30291 6 5° 40’ 15",67 
bY + ¢ | 87° 28 52",79 cw | 85° 42! 50,90 
sini 9,951 0572 $3’ | 12° 48557 Oe 
sin $& 9,393 945 6 oo’ | 91°. 23°Goe 
sin & 9,599 889 1 
i | 86° 7! 26728 
sin(A” + €) 9,998 954 1 
a! 9,989 095 1 
cos (A” + 6) 8,840 838 5 


Man hat also jetzt das folgende, 


Klementensystem : 


i! = 860 7’ 26,28 
— 120 48! 57",07 
co’ = 919 23’ 6,57 
lg ¢ = 9,883 408 6 

7 —= Juli 8,601 36 


auf den mittleren Aequator 1890,0 bezogene . 
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und als Hiilfseréssen: 


3 
D 
lg qa —0O174:887 1 
Sr 28 27 12" 70, 
Um diese aquatorialen Elemente zu controliren, berechnen wir aus ihnen von Neuem 
_ die Gauss’schen Constanten. 
Voriibergehend setzen wir wieder: 
a sin A" —-cos 8' 
a cos Al” —= — sin 82! cosi 
b sin BY” = sin 8! 
b cos B"” = cos 83' cos’ 


, 


c= sind’ 

A! — PAL + @! 
B' — But + oo! 
(OF anne oo! 


Dann ist: 

x = ra sin (A' + v) 
= rb sin (b' + »v) 
2=resin (C+ 2c) 


Die Rechnung gestaltet sich wie folgt: 


< 


sin §3' | 9,345 997 4 igeA is Msloli29, 
sin Br | 9,981.65 7 tg B” | 0,527 0201 
cos 


Al | 900 52’ 51,60 


cos $4’ cost’ | 8,818 9773 
BY" | 73927" 1,99 


cost’ | 8,829 9335 
Ae ee eorelelo2® lo woo, L7. 


cos $2! 9,989 043 8 RB! = BR" 48 oo’ | 1649 50! 849 
Clie) ae L923). 6/ 57 


sm 4m | 9999 948.7 
cos 


— sin 8’ cos i! 8,175 930 9» 


a | 9,989 095 1 
b| 9,3643717 
c—sini’ | 9,9990055 


Die hier gefundenen Werthe der Gauss’schen Constanten stimmen vorziiglich mit 
den obigen iiberein. Wir wollen nun die Differentialquotienten von Rectascension und 
Declination nach den Elementen fiir die Epoche des zweiten Normalortes, Juli 23,0, 
berechnen. 

Zunichst wollen wir die Berechnung des Ortes des Kometen fiir diese Epoche 
wiedergeben, weil hierbei gleichzeitig alle fiir das Folgende néthigen Hiilfsgréssen er- 


halten werden. 
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t = Epoche Juli 23,0 ez | — 0,409 5391 
veers Ih 14,398 64 X | — 0,519 406m 
10g (t=) 1,158 3215 _ 
log M 1,293 336 3 y | — 00 
: Y | + 0,802 9733 
v | + 28° 45! 99".54 
; z| + 0,703 008 4 
3 149 22! 447,77 Z| + 0,348 3712 
cos 9,986 1775 —E=a+ X | — 0,9249658 
zs n=y+t+ Y| + 0,758 6569 
cos s 9,972 355.0 €=<2<+ Z| 4+ 1,0513796 
7 9,880 045 4 
see 0,027 645 0 log n ie 
FA) Suen 
01 9,888 287 3,, 
cos 
logr 9,911 0536 log é 9,966 125 i 
A’ 4. Uv PO IES 1h Dina oO 140° 39! 29,04 
B' + v| 193° 35’ 38,06 
c+] 120° 8 3611 logé 0,021 759 6 
sin 
sin (A! + 2) 9,712 146 6, ro i) 9,875 719 1 
ar 9,900 148 7 0 cos 8 0,077 838 4 
sim (B ale v) on re 4n 6 Ae 41° 18 39'.76 
br 9,275 425 3 log 0 0,202 119 3 
sin (C’ + 2) 9,936 9014 
cr 9,910 059 1 
log x 9,612 295 3, 
logy 8,646 564 7, 
logz 9,846 9605 


Die hier gefundenen Gréssen % und 0 wurden in der 100. Vorlesung benutzt, 
um den zweiten Normalort zu bilden, und es waren an dieselben nach den Beobachtungen 
noch die Correctionen: 

Ae = — 1",71 40 = + 6",79 


anzubringen, um den folgenden Normalort zu erhalten: 


Juli 23,0: a@ == 140° 38! 27",33 
d= + 41° 18! 46,55. 
Diese Coordinaten bezichen sich auf das mittlere Aequinoctium des Jahresanfanges. 
Bei Vergleichung der Ephemeride mit den Beobachtungen bildet man: beobachteter 
wahrer Ort minus berechneter wahrer Ort. Bei Bildung der Normalorte hingegen 
setzt man voraus, dass diese Differenz gleich ist: beobachteter mittlerer Ort minus 
berechneter mittlerer Ort. 
Man fiigt sie also zu dem berechneten mittleren Ort hinzu und erhalt so den 
Normalort, bezogen auf das Aequinoctium des Jahresanfanges. } 
Die Berechnung der Differentialquotienten kann wohl ausnahmslos fiinfstellig durch- 
gefiihrt werden. Man erhilt: 


EEE 


vo | + 28° 45,49 
: 4+. 149 29/,75 
8 i 
sin > 9,39504 
cos & 9,98618 
= a, 856218, 
y2 
log(t — T) 1,15832 
4 
cos 9,94472 
log Product 9,66522,, 
q’2 9,70852 
ue 9,95670» 
dq 
r 9,91105 
v 
t=—tg 7 9,40887 
v3 8,81774 
a 7,63548 
tt 
= 6,93651 
5 
numeri: 2 + 1? 2,06573 
ll, ot 0,00086 
Dan 2,06659 
1 — 7? 0,934.27 
aos 4/, 4 a, Bulle 
ay _.0,93081 
Controle: 
2 — 24 1,13578 
1 ca) 
7 1,13574 
cos 9 
log 9,58238 
y2 
sin 3 8,79008 
log &, 0,31525 
sin v 9,68225 
cos 1/5 v? 9,97236 
log "/4 9,39794 | 
log iy 9,96886 


Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 


dr : 
ag = Jq COS Gy =cosv 9,94283 
ce Gy 9,88380 
sin 
dv : 
if ae = gq sin Gg 9,86775,, 
tg Ga 9,92492,, 
Gq | — 40° 4'31 
Iq 0,05903 
Ce ose) © 8.68771 
de 
eee 9,93906 
sin 
Je SIN Ge 8,93246 
DO Ie eG, 9,02141 
de r 
logr 9,91105 
tg Ge 0,244.75 
G, | 60° 21,14 
109 Ge 8,99340 
log ki 8,23558 
log Vp 0,09222 
— kVp 8,32780, 
r? 9,82210 
ke 2 
aera 8,14336,, 
Vp 
sinv 9,68225 
ar. ne ek sinv | 
al Ae aes Vp | 7,82561, 
= gr cos Gr 
eG 9,98618 
sin * 
IT sin Gr 8,41675,, 
AO. hVp 
ig ei 2 
a E 8,50570, 
ee ain, Gr 
r 
Gp | 255° 37,26 
97 8,43057 


Man hat jetzt also: 
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Ge 255° 37',26 
GTi 23) AOE E 
G 60° 21/14 
gr 8,43057 
Gq 0,05903 
Ve 8,99340 


Die weitere Rechnung gestaltct sich nun wie folgt: 


6 | = 41018766 p 34° 46/07 
a— 8 127° 491,53 M 939 0225 
NW | 2400 27/,20 
yw COs cos 0 9,87572 @ 1750 1',44 
cos - 
ae ae v 9,96113 
w sin 9,71720 m 9,89816 
n 9,91432 
Sin of 9,81964 yp 9,78928 
m cos M 8,61757,, 3 980 45/,49 2 
SM 9,99940 @ | 91° 23/11 
sin 
sin (% — 8) 9,89756 u 120° 8',60 
| cos 1 8,82993 u — M 279 835 
cos (a — 8) 9,78764, uw — N| 239° 41',40 
sind 9,81964 u — @ | — 54° 52’ 84 
sind cos(%#—&%)=ncosN 9,60728,, u—M+ Gp| -2829'45'61 
At 0 19° 
oN | 9.98949 — AT oe 
nsin N= w sin(P—i) 9,85381, u — M+ Gq | — 12° 55196 
u—N + Go 199° 37,09 
py 349 46!,07 
i 86° 7/44 u—M+ Ge 87° 29/49 
u—wWN + G- S008 E54 
p — 4 | — 51° 21137 
© 9,78928 
sin (UF — 1) 9,89268,, cos (u — ®) 9,75988 
v 9,96113 
cos (PB — 3) 9,79552 0 
sind 9.81964 
~ cos D 9,78764,, sin (w — M) 9,65911 
cos 
wae 9,99836 — sini 9,99901,, 
gp sin ® 8,72749 ue a 
cos (a — &) 9,78764,, 
ig W 9.84148 
ig M 1,27999, y 9,96113 
ty @ 8,93985,, cos (Pe =a i) 9,79552 


i i i | 
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m 9,89816 dca cos 0 
cos (uw — M) 9,94934 d 8 et 
tas ad 
Mt 9,91432 CSS 9,08584 
sin (u — N) 9,93617, iw 
= d& cosd 
sin (uw — M+ Gr) 9,98914,, ae 9,432.48 
97 8,43057 da 
cos (u — N + Gr) 9,85183,, re 9,40248 
sin (u— M+ G) 9,34987,, Aubehee 
Iq 0,05903 ree 9,55643 
cos (u — N + G4) 9,97403,, dd 
a 9,55942,, 
sin (u — M + G.) 9,99958 
Je 8,99340 m 9,89816 
cos (u — N + G) 9,69952 - 0,20212 
r | 9,91105 ay tee 
0 0,20212 
oo = 9,69604 
; Q 
ae 9,70893 - 
0 = 9,71220, 


Schliesslich ergiebt sich fiir 


Elementen: 
in Linearmaass in Bogenmaass 
eee 8.11575, 3,43018,, 
OE 
eas 9,10494,, 441937, 
dq 
ES 8,68902 4,00345 
de 
dd ‘ 
oF 7,99460 3,30903 
oe: 9,745.26 5,05969 
dq 
_ 840512, 3,71955,, 


Die ersten sechs der so erhaltenen Differentialquotienten: 


die Differentialquotienten nach den phoronomischen 


da cos 0 dd 
PROMS) Vetere 


haben die fiir die praktische Anwendung wiinschenswerthe Form. In der That, ist da 


: : tO ; 
in Bogensecunden gegeben, so erhilt man auch dd in Bogensecunden, weil qo’ *° Wie 
wir es berechnet haben, eine Zahl ist. 
Anders verhilt es sich mit den letzten sechs Differentialquotienten: 
89* 
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da coso dd 
aa os 
Diese Gréssen miissen augenscheinlich noch mit 206 264,8 multiplicirt werden, damit 
sie z. B. bei einem gegebenen Werthe von de die Grésse dd in Bogensecunden ergeben. 
Nach dieser verhaltnissmassig kurzen Rechnung haben wir also jetzt die Werthe 
der 12 Differentialquotienten erlangt. Dieselben bilden die Grundlage fiir alle weiteren 
Rechnungen und miissen daher auf das Sorgfaltigste gepriift werden. Zu diesem Zwecke 
bildet man meist fiir die Epochen der Normalorte die # und 0 mit zwei Elementen- 
systemen, welche sich von dem Ausgangselementensysteme nur wenig unterscheiden, 
und muss alsdann haben: 


dc cos 0 da cosd da cos0 

G0 009 Views rae eg 7 ee 
da«cosd _., da cosd de cos0 
aimee 2 agin, Oe eee gee ta 


analog fiir do. 

Man kennt nun z B. da als Differenz zwischen dem oa des neuen Elementen- 
systemes und dem des urspriinglichen. Andererseits kennt man die entsprechenden Zu- 
wichse der Elemente, z B. d&, und kann somit durch Bildung von da cosd und dd 
durch directe Rechnung sowohl, wie mittelst der Differentialquotienten diese letzteren 
einigermaassen controliren. 

Um die eventuell zu suchenden Fehler besser zu localisiren, kann man die Ver- 
gleichselementensysteme so wihlen, dass in dem einen nur die Bahnelemente der 
Lage, in dem anderen die phoronomischen Elemente von denjenigen des Aus- 
gangselementensystemes verschieden sind. ‘Trotzdem aber diirfte diese Controle nicht 
vollstindig geniigen, da sich hierbei Fehler in verschiedenen Differentialquotienten gegen- 
seitig verdecken kénnen. Wir wollen daher im Folgenden Verfahren geben, mit Hiilfe 
deren man, ohne zu betrachtliche Arbeit, jeden einzelnen der obigen Differentialquotienten 
priifen kann. Hierbei wird der Vortheil, der in der Anwendung aquatorialer Bahn- 
elemente besteht, bald hervortreten. Wir beginnen mit der Priifung der Differential- 
quotienten nach o und setzen: 


do = +2) = + 120”, 


Auf Grund obiger Differentialformeln ergiebt sich: 


de ==" 57.53 a0 == == 43/51, 
Die urspriinglichen Werthe von « und 0 waren: 
hy, = 140° 38’ 29.04 


o> = + 41° 18! 39",76. 
In Folge dessen hat man fiir ein Elementensystem, in dem @ nun 2’ grésser ist 
als in dem Ausgangselementensysteme, folgende Werthe zu erwarten: 
* O == 1408 BO Or aa 
Oneee los PALOTT 00 Goo. 
In der urspriinglichen Ephemeride (siehe Beginn dieser Vorlesung) kann man nun 


den Anfang ganz beibehalten; r und v haben offenbar dieselben Werthe, desgleichen ar, 
br und cr. Nur hat man A’ + v, B’ + v und C’ + v um 2! zu vermehren. 


Die Rechnung gestaltet sich dann wie folgt: 
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Atv DTS as Tl z| + 0,702 7708 
B+ 4) 193° 37’ 38,06 Z| + 0,348 3712 
C’ 4+] 120° 10° 36,11 soa pee 
&=¢ -— X | — 0,925 3618 
sin (A! + v) 9,712 566 4, y=y+Y| 4+ 0,7585503 
ar 9,900 1487 Ge ge 7 | 1 10511490 
sin (B’ + v) 9,372 183 On logy 9,879 984 4 
br 9,275 425 3 se iy 9,888 386 6 
sin (C’ + 2) 9,936 754.6 log é 9,966 311 5, 
Orr 9,910 059 1 
tg % 9,913 672 9,, 
log x 2612 715 1, A 140° 39 2651 
logy 8,647 608 3, 
log 2 9,846 813 7 log & 0,021 661 4 
log @ cos 0 0,077 924 9 
% | — 0,409 935 1 
xX | — 0,515 4267 tg 0 9,943 7365 
d | + 410 17' 56",26 
y | — 0,044 423 0 
Y | + 0,802 973 3 


Die so durch directe Rechnung gefundenen Werthe von «% und 0 stimmen in 
gentigender Weise mit den oben gefundenen iiberein. Man kann natiirlich keine allge- 
meine Regel angeben, welche Zuwichse man den einzelnen Bahnelementen zuzuertheilen 
hat. Sind dieselben zu gross gewahlt, so kénnen sich Glieder héherer Ordnung fiihlbar 
machen, und dann stimmt die Controle nicht mehr. Wahlt man andererseits die Zu- 
wichse zu klein, so sind die Differentialquotienten nicht mehr geniigend controlirt. Es 
diirfte im Allgemeinen vortheilhaft sein, sich so einzurichten, dass die Zuwichse von a 
und 0 nicht wesentlich eine Bogenminute iibersteigen. 

Wir gehen nun zur Priifung der Differentialquotienten nach $2 iiber und setzen 
hierzu: | 
d8 = + 10' = + 600". 

Aus den Differentialformeln folet dann: 
do = + 2 24,72 
20 = 38" 11 
und mithin: 
% == 140° 40’ 53”,76 Oa Se 4119" 52,87. 

Der Zuwachs von d&2 ist also etwas gross gewahlt, wie auch aus den ent- 
sprechenden da und do hervorgeht. Wir kénnen daher von vornherein erwarten, dass 
hier die Uebereinstimmung zwischen den beiden Rechnungen eine weniger befriedigende 
sein wird. Die Verification der Differentialquotienten nach $3 und ¢ kénnte auf Grund 
der Neubestimmung der Gauss’schen Constanten fiir die betreffenden neuen Werthe 
von i und §2 stattfinden. Man kann aber einfacher wie folgt verfahren: 

Werde voriibergehend die-Projection des heliocentrischen Radius vectors auf den 
Aequator mit r, die heliocentrische Rectascension mit A bezeichnet. Dann sind die 
heliocentrischen Coordinaten # und y gleich: 


Cit cosa 
Yy = vy sin MR. 
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Wenn nun die Rectascension des Knotens $% wichst, so dreht sich Alles um die 


zg-Axe, oder mit anderen Worten, man kann an 


lassen. Man erhialt also: 


dx =—rsmRd& =— yd 


dy = + rcosRd 


+t+ad&. 


Stelle von §3 auch MR um d $d wachsen 


Mit Hiilfe dieser Formeln ist es leicht, die an x und y anzubringenden Correctionen 


za berechnen und aus den verbesserten x und y von Neuem a und 0 zu berechnen. 


Im vorliegenden Falle gestaltet sich die Rechnung wie folgt: 


d 8 600” y | — 0,045 5077 
log d 83" 2,77815 Y | + 0,802 9733 
log 206 264,8 5,31443 
—é| — 0,9248369 
log d 8 2) 7,46372 n | + 0,757 4656 
ny 8,64656 log n 9,879 362 9 
d 82 7,46372 sin e 
ie 9,61230,, cos” scl 
log E 9,966 065 1, 
log da | 6,11028 
log dy -7,07602y tg 0 9,913 297 8, 
oe 140° 40’ 53,85 
dz | + 0,0001289 
ty | — 0,409 5391 log ¢ 0,021 759 6 
0 cos 0 0,077 5278 
dy | — 0,0011913 | 
yo | — 0,0443164 tg d | 9,944 2318 
d | + 41° 197-5292 
a2 | — 0,409 4102 
X |= 05 15.496-7 


Die durch directe Rechnung gefundenen Werthe von « und 0 stimmen in vollig 


geniigender Weise mit den aus den Differentialquotienten geschlossenen iiberein, be- 


sonders wenn man die Grosse von d $3 in Betracht zieht. 


In ebenfalls einfacher Weise kann man die Differentialquotienten nach 7 priifen. 


Wir hatten: 


In Folge dessen ist: 


Wir nehmen nun an, dass di = + 3’ = + 180” sei. 


Die Differentialformeln ergeben 


2 =r {cosu cos 8 — sinwu sin S& cos i} 
y =r {cosu sin 84 + sinwu cos 82 cos i} 
Z—= 1 SMU SiNt. 
dx = 4+ r sinu sin 8 sini di 
dy = — r sinu cos $& sini di 
dz = + r sinu cosi di. 
alsdann: 
(eh == 2a TE A 
——_ ” 
dd = + 4547 


und mithin hat man zu erwarten: 


') In Linearmaass. 


a 


— 


gill 


F40¢ 39! 33/791 


4+ 41° 19! 25/93 


Die Rechnung gestaltet sich wie folgt: 


r 9,91105 x | — 0,409 4030 
sin u 9,93690 Kt: = 0515-4267 
di in Linearmaass 6,94084 
2 y | — 0,044 9146 
dir sinu 6,78879 YY} -— 0,8029733 
i 86° 7/44 z| + 0,7030500 
$3 12° 48',95 Z + 0,348 371 2 
sin & 9,34599 —| — 0,924 8297 
sini 9,99900 n + 0,758 058 7 
| — cos $& 9,98904,, t + 1,051 421 2 
sin 84 sina 9,34499 log 4 9,879 702 9 
— cos §& sini 9,98804.,, sin : 
cost 8,82993 cos ee 
log é 9,966 061 8,, 
log dx 6,13378 : 
log dy 6,77683, tg % Sees) OAR Th 
log dz 5,61872 «| 1400 39’ 33”,91 
X | — 0,409 5391 log & 0,021 7768 
daz + 1361 log @ cosd 0,077 662 4 
Yo | — 0,0443164 ig d 99441144 
Ao 598 2 5 | +419 19! 25,96 
zy | + 0,703 008 4 
de| 416 


Da auch diese Werthe mit den oben gefundenen geniigend iibereinstimmen, so 
sind hiermit die Differentialquotienten nach den Bahnelementen der Lage gepriift. 
Wir gehen nun dazu iiber, die Differentialquotienten nach den phoronomischen 
Elementen zu priifen und setzen dazu zunichst: 
aT = + 04,02. 
Dann ergiebt sich: 
do = — 1’ 11",69 
und man hat demnach zu erwarten: 
Pea 1408237 177.35 0 = + 41° 19’ 20",50. 


Die Periheldurchgangszeit T um 04,02 zu vermehren, kommt aber offenbar darauf 
hinaus, die Werthe von (¢ — 7’) um 0°02 zu vermindern. Man kénnte also die helio- 
centrischen Coordinaten aus der Ephemeride selbst durch Interpolation fiir eine um 
04,02 friihere Epoche entnehmen. 

Da sich aber in den a, y, 2 meistens Differenzreihen héherer Ordnung fiihlbar 
machen, so ist es einfacher, die Rechnung mit dem verinderten Werthe von J noch 
einmal durchzufiihren. So ergiebt sich: 


ad = + 40",74 


i— T 14,378 64 log x% 9,611 760 7, 
log (t — T) 1,157 7178 log y 8,645 340 6, 
log M 1,292 7326 log z 9,847 050 6 
M 19,621 518 xz | — 0,409 035 2 
x | — 0,515 4267 
v 28° 43! 17/34 = 
oO Ry A al! y — 0,0441917 
2 Seni oe ok ae + 0,802 973 3 
v ae «| + 0,703 1542 
COS 5 9,986 213 2 Z 4 0,348 3712 
: = 
COS : 9,972 426 4 —| — 0,9244619 
n| -- 0,758 7816 
logr 9,910 982 2 é| + 1,0515254 
Al +o | 210° 59" 15/51 log 9,880 1168 
Bete 193° 33’ 25",.86 sin 
C+ | 120° 6! 23”,91 cos“ meses 
= log é 9,965 889 0, 
sin (A’ + ») 9,711 683 4, : 
ar 9,900 077 3 tg 0 9,914 227 8, 
« | 140° 37° 1798 
sin (B’ + v) 9,369 986 7,, 
br 9,275 353 9 log & 0,021 819 8 
log @ cosd 0,077 725 6 
sin (C' + v) 9,937 062 9 3: bieyoe 
cr 9,909 987 7 tg 0 9,944 094 2 
d | + 410 19' 207,50 


Es sollen nun die Differentialquotienten nach gq gepriift werden. 
hierzu: 


Dann folgt: 


Ou 


Nun war aber: 


Die Zahl 0,43429 ist, wie man weiss, der Modul der Brigg’schen Logarithmen. 


dq = +- 0,0005 [6,69897]. 


Sarge 
140° 38 11,56 


do 
0 


4 57"37 


Wir 


+ 41° 19! 37,13. 


log % = 9,883 408 6. 


doy og 0 13409 


Es folgt so: 
dq 6,69897 
do 9,883.41 
dq 
ad 6,81556 
Go 
log Mod 9,63778 


Go 


Um aus logq) und dq, jetzt logg zu berechnen, bilden wir: 


== [9,63178 || a : 
uh) 


setzen 


log d log qo 6,45334 
dlog q + 0,000 284 0 
log do 9,883 408 6 
log q 9,883 692 6 


/ 
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log q's 9,825 538 9 log « 9,612 202 0, 
log (t — T) 1,158 321 5 log y 8,645 985 1, 
log 2 9,847 308 2 
log M 1,292 9103 
M 19,629 548 2 | — 0,409 4510 
v | 28° 43! 56,24 x | — 0,515 4267 
5 14° 21) 587,12 ’ y | — 0,044 2573 
i Y| + 0,8029733 
COs > 9,986 202 7 ——- - 
: z| + 0,7035715 
cos 9,972 405 4 Z| + 0,348 3712 
: | == 09948777 
log r POUT 287 2 n aie 0,758 7160 
+ 1,051 942 
A’ 4+ 0 | 210° 59" 54,41 : Tae 
EE era ate log 9,880 079 2 
C4» | 1209 7) 2"81 fe 
; 9,888 257 1 
sin (A! + 2) 9,711 8197, ee ‘ 
ar 9,900 382 3 log § 9,966 054 3, 
sin (B! + 2) 9,370 326 2, ie eC EE as 
br 9.975 658 9 a 1400 38! Ayal 
94 
sin (C! + v) 9,937 0155 logs Out He ‘ 
or 9,910 2927 7 eee Die 
ig 0 9,944 164.9 


0) 410°19%37'515 


Mierdurch sind die Differentialquotienten nach q gepriift. 
Zum Schluss sollen noch die Differentialquotienten nach e gepriift werden; zu 
diesem Zwecke setzen wir: 


also: 
e = 1,003 0000 
und erhalten: 


Ties 0,003 0000 —__ t : 
Sse Bs 00s 0000. Le 
Hieraus folet: 
du = + 40,26 dé = — 15,73, 
und mithin: 
= OO By DER OS] ALO SY WAU Os. 
Ferner hatten wir: 
dv 


dv" 
—— = 9,02141 oder: —— = 4,33584, 
de de 


woraus : 

a = hl 501 

oder fiir das zu erwartende: 
» == 28° 46! 3455. 

Die Kenntniss dieser Werthe erspart die indirecte Rechnung bei Anwendung von Tafel IX. 

Es wird nun weiter: 


Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 90, 


5 14° 23/ 17,28 
t= 5 9,409 147 6 
re) 8,818 295 2 
é 7,175 440 4, 
log 602 5,993 735 6, 
et? | — 0,000 098568 


Mit diesem Werthe entnimmt man nun aus Tafel LX die Groéssen: 
log) D529 9C0M 1016 logy C—— 999 OSS Sib: 
Nach Vorlesung (7) ist: 


i —— 2 (t =e ) 
zu setzen. Es wird also: 
log D 9,960 1106 log M 1,293 6446 
log (t — T) 1,158 3215 M 19,662 765 

w 289 46’ 37,11 
gr 9,825 1129 1/5 w 149 23 18,56 

1lt+eé 9,999 674 6 tg 1/.w 9,409 158 8 

D (t — T) 1,118 432 1 & ee 

geyl+e 9,824 787 5 tg 3/.0 9,409 147 4 
PX) 14023731728 
v 289 46’ 34/50 


Dieser Werth stimmt in geniigender Weise mit dem oben gefundenen iiberein und 
: 


wir setzen mit ihm die Rechnung fort. 


Die jetzt zu betrachtende Bahn ist nicht mehr parabolisch. Es wird: 


ay 


pe DP aoe 
1+ ecosv” 14+ ecosv 
ieee 2,003 000 0 sin (A! + ¥) 9,712 373 8, 
ar 9,900 226 4 
log (1 + e) 0,301 680 9 
log 9,883 408 6 sin (B' + v) 9,371 704 6, 
br 9,275 508 0 
loge 0,001 300 9 iz 
log cos v 9,942 755 0 sin (C’ + v) 9,936 822 0 
cr 9,910 1368 
loge cosv 9,944 055 9 
Sa 3 = meer log x 9,612°600 2, 
log el +- Ce COS v) 0,273 958 2 log z 9.846 9588 
At | 2119 2 30/67 x) i 
B' + » | 1930 36’ 43”,02 
Cc’ +0] 120° 9" 41"07 1) 
4 ? Y| + 0,8029733 


ae 


z| + 0,703 005 6 tg 0 9,913 747 Ly 
Z\ 4/ 0,3483712 «| 1400 39’ 9/93 
é| — 0,925 2534 log 0,021 758 4 
n | -b 0,7585912 @ cos 8 0,077 903 9 
€| + 1,0513768 
tg d 9,943 854.5 
log n 9,880 007 8 d | 410 18 24".05 
Soe ck 9,888 356 8 
cos 
log & 9,966 260 7, 


Diese Werthe stimmen geniigend mit den aus den Differentialquotienten gefun- 
denen iiberein. 


Sollten sich bei Verification desselben Differentialquotienten (« B. =) fiir eine 
e 


gréssere Zahl yon Normalorten Glieder héherer Ordnung fiihlbar machen, weil man das 
Increment (de) zu gross gewahlt hat, so geniigt es eventuell, sich von der Regelmissig- 
keit des Ganges der Differenz: 
O Direct ary 0 pifferenticl! 

von einem Normalorte zum anderen zu iiberzeugen. Man kann dann der Sicherheit halber 
noch fiir einen der Normalorte nachsehen, ob diese Differenz bei Verminderung des 
Incrementes schnell abnimmt. Die hier vorgeschlagene Methode zur Priifung jedes 
einzelnen Differentialquotienten ist zweifellos etwas zeitraubend. Indessen lasst sich die 
Rechnung, wenn es sich um Controlirung desselben Differentialquotienten fiir mehrere 
Normalorte handelt, gewissermaassen ephemeridenartig anordnen. 

Andererseits erfordert die Anwendung der Methode der kleinsten Quadrate einen 
so grossen Arbeitsaufwand, dass es sich wohl der Miihe lohnt, ihre Grundlagen auf das 
Sorgfaltigste zu priifen. 

Wir sahen in der 100. Vorlesung, dass fiir den hier behandelten Normalort im 
Sinne Beobachtung minus Rechnung: 


de cos) == — 1,29 
dd = + 6,79 
ist. 
Er ergiebt also folgende Bedingungsgleichungen in Aaquatorialen Ele- 
menten: 


— 1,29 = [9,25809 ] dS3 + [9,55643 ] dw + [9,43248 ] di 
+ [3,43018,] d@7 + [4,41937,] dq -+ [4,00345 ] de 


+ 6”,79 = [9,08584 | d& + [9,55942,] dw + [9,40248 | di 
+ [3,30903 ]dT + [5,05969 | dg + [8,71955,] de. 
In diesen Gleichungen sind d8, d@ und di in Bogensecunden, dT in mittleren 
Sonnentagen, und dq in Erdbahnradien auszudriicken. 
Beyor wir zeigen, wie man derartige Systeme von Bedingungsgleichungen weiter 
behandelt, soll zuniichst Einiges iiber die theoretischen Grundlagen der Methode der 
kleinsten Quadrate vorausgeschickt werden. 


90* 
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Hundertundvierte Vorlesung. 


Entwickelung der Grundyoraussetzungen fiir die Methode der 
kleinsten Quadrate. 


Um die Fehler der Beobachtungen méglichst unschadlich zu machen, ist es noth-. 


wendig, zwei Arten von Fehlern streng zu unterscheiden, namlich diejenigen, welche 
unter ganz gleichen Bedingungen der Beobachtung in gleicher Grésse und in demselben 
Sinne wiederkehren werden, die sich daher, wenn man einmal ihren Ursprung kennt, fiir 
jeden einzelnen Fall vorausberechnen lassen, und zweitens diejenigen Fehler, welche 
unter ganz gleichen Umstinden in verschiedener Grésse und ebenso oft in dem einen 
wie in dem anderen Sinne begangen werden. Die erstere Art nennt man die gesetz- 
missigen Fehler (was in speciellen Fallen gleichbedeutend sein kann mit constanten 
Fehlern), die zweite Art die zufalligen, auch wohl unvermeidlichen Beobachtungsfehler. 
Um Beispiele gesetzmissiger Fehler zu haben, denke man an Messungen, mit einem 
metallenen Maassstabe ohne Riicksicht auf die Temperatur ausgefiihrt, oder auch Be- 
stimmungen von Lingenunterschieden, bei denen die Verschiedenheit der Beobachter in 
der Auffassung der Uhrschlige (die sogenannte persénliche Gleichung) nicht eliminirt 
ist, oder auch an den Gebrauch von nicht kalibrirten Thermometern und Barometern. 
Hier wiirden offenbar die begangenen Fehler unter ganz gleichen Umstiinden in der- 
selben Grésse wieder begangen werden, soweit nicht die dabei ausserdem begangenen 
mifalligen Fehler dieses Verhalten stéren. Es ist nun eine Grundvoraussetzung der unter 
der Benennung ,Methode der kleinsten Quadrate‘ zum Unschadlichmachen der Fehler 
und Bestimmen der wahrscheinlichsten Werthe begriffenen Vorschriften, dass die Fehler 
ebenso oft das positive als das negative Vorzeichen haben, und dies auch noch, wenn 
man sie ihrer absoluten Grosse nach in Gruppen theilt; demnach wird vorausgesetzt, 
dass die Beobachtungen, welche man jenen Vorschriften unterwirft, von den gesetzmissigen 
Fehlern schon befreit seien. Ob die Beobachtungen dieser Anforderung wirklich ge- 
niigen, ist, wenn auch meistens nicht a priori, doch immer a posteriori zu erkennen, da 
man die Fehler, welche nach dem Resultate der Rechnung begangen sein sollen, nach 
dem eben genannten Kriterium in Betreff ihrer reinen Zufalligkeit priifen kann. Auf 
diesem Wege kann man auch die Grésse der begangenen gesetzmissigen Fehler, und 
wenn die Beobachtungen mit hinreichender Mannigfaltigkeit vorhanden sind, die Ge- 
setze, nach denen sie sich richten, kennen lernen und etwaige noch unbekannte Fehler- 
quellen entdecken. 

Nehmen wir demnach an, dass wir aus einer grossen Zahl von Beobachtungen von 
gleicher Zuverlassigkeit, die nur durch die unvermeidlichen zufalligen Fehler etwas von 
der Wahrheit abweichen, ein System von Unbekannten, deren Zahl aber weit hinter der 
Anzahl der angestellten Beobachtungen zuriickbleibt, bestimmen sollen, mit der Anforde- 
rung zugleich, dass die nach der Substitution der zu findenden Werthe in der Darstellung 
der Beobachtungen iibrig bleibenden Fehler und das ganze System Wabhrscheinlichkeit 
fiir sich haben sollen, so muss vor allen Dingen nach dem Vorhergehenden das arith- 
metische Mittel aller Fehler sich auf Null reduciren. Jede wahrscheinliche Lésung 


muss diese Bedingung erfiillen, aber offenbar ist nicht jede Lésung, welche das thut, 
wahrscheinlich, weil ja auch sehr grosse Fehler mit verschiedenem Vorzeichen die Summe — 


Null bilden kénnten. Man hat deshalb noch einen besonderen Grundsatz néthig, um 


f 
| 
f 
5 
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unter den unzihligen wahrscheinlichen Lésungen die wahrscheinlichste bezeichnen zu 
kénnen. Man hat festgestellt, dass als das wahrscheinlichste System von Unbekannten, 
welche aus einer grossen Zahl von Beobachtungen gleicher Giite zu ermitteln sind, das- 
jenige zu gelten hat, bei welchem die Summe der Quadrate der iibrigbleibenden 
Fehler so klein als méglich wird. 

Die Frage nach der Berechtigung zur Aufstellung dieses Satzes ist eine iiber- 
fliissige, da er auf eine Definition des Begriffes , Wahrscheinlichstes System“ hinausliuft, 
die, wie jede Definition, willkiirlich ist; man hatte z. B. auch die vierte Potenz der 
Fehlerquadrate anstatt der zweiten wihlen kénnen. Wir werden indessen sehen, dass 
die Erfahrung die unter Anwendung des obigen Grundsatzes gewonnenen Resultate in 
allen Theilen bestatigt und dass die auf diesem Wege zu findenden wahrscheinlichen 
Fehler ihrer Grésse nach mit denen, welche eine mehr unmittelbare Untersuchung 
ergiebt, durchaus iibereinstimmen. In der folgenden Vorlesung wird sich, wenn wir die 
einfachsten Folgerungen des obigen Princips machen, die Harmonie zwischen dieser 
Theorie und der Erfahbrung deutlicher nachweisen lassen. 


Hundertundfinfte Vorlesung. 


Hinfachste Folgerung aus dem Grundsatze der Methode der kleinsten 
Quadrate. Gesetz der Beobachtungsfehler. 


Betrachten wir uns den besonderen Fall, dass das zu suchende System von Un- 
bekannten x, y, 2 etc. sich auf eine einzige Unbekannte x reducirt, fiir welche letztere 
man durch eine Reihe von Messungen die folgenden mit den unvermeidlichen Beob- 
achtungsfehlern behafteten Bestimmungen: 


2 = W, 
I= Tt 
Ce 
ae 
u. 8. W. 


erhalten hat; es wird dabei noch vorausgesetzt, dass alle diese Messungen das gleiche 
Vertrauen verdienen. Nach dem Grundsatze der Methode der kleinsten Quadrate wird 
nun derjenige Werth von x der wahrscheinlichste sein, welcher die Summe der Fehler- 
quadrate : 
(a — n)? + («4 — nv’)? + @& —n")? 4+ («@ — nl")? +. 

zi einem Minimum macht. Nach den bekannten Regeln aus der Lehre der Maxima 
und Minima muss also das Differential dieser Summe nach x genommen und der Null 
gleich gesetzt werden; man erhilt: 


(¢ —n) + (#—w) + (@— nn") + @—n'")4+.---=0, 
oder, wenn die Anzahl der Beobachtungen mit p bezeichnet wird: 


n aL n! a yl! + yl" 8 ene 
= b) 


p 
d. h. also das arithmetische Mittel aus den einzelnen Bestimmungen als wahrscheinlich- 
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sten Werth von w. Dasselbe lehrt aber auch fiir diesen gewodhnlichsten aller Falle die 
tigliche Erfahrung. 

Wir konnen das eben erhaltene Resultat sogleich noch zu weiteren wichtigen 
Folgerungen benutzen. Die unvermeidlichen Fehler fallen saimmtlich innerhalb zweier 
zu beiden Seiten von der Null gleich weit abliegenden, fiir die angewandten Hiilfsmittel 
nicht mehr oder eben noch zu unterscheidenden Grenzen. Die Wahrscheinlichkeit, dass 
ein Fehler ausserhalb der Grenzen fallt, wird daher gleich Null, die, dass er innerhalb 
fallt, gleich der Gewissheit, d. h. gleich 1 gesetzt werden miissen. Ueberhaupt werden 
die grésseren Fehler seltener vorkommen als die kleinen; es wird sich daher eine Formel 
dafiir finden lassen, welchen Theil von der Gesammtheit aller begangenen Fehler die 
zwischen zwei Grenzen — § und + & enthaltenen ausmachen oder, was auf dasselbe 
hinauskommt, ein Ausdruck fiir die Wahrscheinlichkeit, dass ein begangener Fehler 
zwischen 0 und & liege, wihrend die Wahrscheinlichkeit, dass iiberhaupt ein Fehler be- 
gangen sei, gleich 1 zu setzen ist. Der EHinfachheit halber kénnen wir dabei die Hin- 
heit, in welcher die § auszudriicken sind, so wahlen, dass der grésste Fehler, der iiber- 
haupt begangen werden kann, ebenfalls gleich 1 wird, demnach §& ein echter Bruch 
bleibt. Dies vorausgeschickt, ist klar, dass die Anzahl der zwischen 0 und & der Wahr- 
scheinlichkeit nach vorkommenden Fehler durch dasjenige Segment einer Curve reprisen- 
tirt werden kann, welches den Abschnitt der Abscissen von 0 bis & zur Basis hat. 
Werden mit x die laufenden Abscissen, mit y oder f(x) die Ordinaten der gesuchten 
Curve bezeichnet, so wird ferner die Wahrscheinlichkeit, dass ein Fehler zwischen den 
Grenzen & und & begangen sei, durch das bestimmte Integral: 


, 


| f (x) dx 


& 


ydx oder 


G7 
Tig Fa 


vorgestellt. Lisst man in diesem Integrale die Grenzen einander unendlich nahe ricken, 
so erhalt man die Wahrscheinlichkeit, dass gerade der Fehler & oder &’ begangen ist. 
Diese ihrer Natur nach unendlich geringe Wahrscheinlichkeit wird’ hierYnach aus- 
gedriickt durch: 


fda. 
Ausserdem bemerken wir noch gleich, dass nach den obigen Vereinbarungen: 
3 
| yde = 1 
ih 
werden muss; da jedoch fiir Werthe von aw zwischen — © und —1, sowie zwischen 


+1 und +o keine Fehler mehr begangen werden sollen, so wird fiir diese Ab- 
schnitte y tiberall gleich der Null werden; es wird also: 

+1 aS 
| /@de 25 | f@) de 
a 


—o 


gesetzt werden diirfen. 

_ Es seien nun ferner bei einer Reihe von Messungen oder Beobachtungen die 
Fehler & &, §", &” u. s. w. begangen; die Function y = f(x) kénnen wir jetzt so be- 
stimmen, dass ein anderer, aus der Wabhrscheinlichkeitsrechnung entnommener Ausdruck 
fiir die Wahrscheinlichkeit, dass gerade diese Fehler vorgekommen seien, zu einem 
Maximum wird. Es ist naimlich die Wahrscheinlichkeit, dass unter allen  méglichen 
Fehlern sich gerade die begangenen &, é, &’, &” u..s. w. vereinigt finden, nach einem 
bekannten Satze und nach den obigen Bemerkungen gleich: 


EO) Sf OL PEI CO eee ded ord ee 
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demnach soll das Product: 


A FE) FE) FE) - FE") --- 


oder auch die Summe: 


log f (§) + log f(&) + log f (8") + log F(E'") +++ 


gm einem Maximum werden. Die Differentiation nach x ergiebt: 


d log f (é) dlog f(é) , dlog f(é") , dlog f(#") ~ #) 
da vs dx uu da wr da sot emt 
Schreibt man diese Gleichung in der Form: 
d log f (&) MG Ne eee 09 FE) ay 7 tog f (EM) one ys 0 
Edé é + é' d é g = é" d é! . = EM" all g AF eae ie 


und vergleicht sie mit der oben bewiesenen: 


pee gee et 4. — 0, 
so zeigt sich, dass die erstere Gleichung aus dieser letzteren durch Multiplication mit 
einem constanten Factor k hervorgehen muss, wenn beide niemals in Widerspruch ge- 
rathen sollen. Es wird daher: 

dlogf(~) _ dlogy __ 


ede «ax if 


logy = kx? + log C 
St (@) Sipe (Cake 
Die Integrationsconstante C wird nun durch die Bedingung bestimmt, dass: 


+o +o 
| /@ de == c | Cres here t 


sein soll. Setzen wir in Riicksicht darauf, dass f(x) abnimmt, wenn x wiichst, 1/,k gleich 


einer negativen Grésse — h?2, und bemerken, was in der Lehre von den bestimmten 
Integralen gezeigt wird, dass namlich: 
+0 = 
sf bf 
ohtan — 1" 
h |] 


ist, so ergiebt sich fiir die gesuchte Wahrscheinlichkeit, dass ein Fehler zwischen den 
Grenzen & und & liege; der Ausdruck: 


< 
é 


| e— Wx? | x. 


h 
iz | 

Die Grésse h hingt von der Giite der Beobachtungen ab, auf welche die Formel 
Anwendung finden soll; haben in zwei Beobachtungsreihen von verschiedener Giite die 
Fehler und m&*beziehungsweise dieselbe Wahrscheinlichkeit, ist also, wie man in 
diesem Falle zu sagen pflegt, die Genauigkeit der ersteren Art mmal so gross als die 
der anderen, so muss, wie man leicht aus obigem Ausdrucke erkennt, fiir die erstere 
auch h mmal grésser genommen werden, wenn fiir beide die Wahrscheinlichkeit den 
gleichen Werth annehmen soll. Die Grésse h wird deshalb auch das Maass der 
Genauigkeit genannt; sie liisst sich numerisch bestimmen, wenn man durch Abzihlen 
der in der Beobachtungsreihe bis zu einer gewissen Grésse begangenen Fehler den- 
jenigen Fehler ermittelt, welcher ebenso oft erreicht als iiberschritten worden ist, fiir 
welchen sich demnach die Wahrscheinlichkeit, dass er bei einer einzelnen Beobachtung 
nicht tiberschritten worden sei, auf 1/, reducirt, Die diese Kigenschaft besitzende Grosse 
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wird der wahrscheinliche Fehler einer einzelnen Beobachtung genannt; bezeichnen 
wir denselben mit @, so haben wir die Bedingung: 


I ce 
v : 
ulate 

=70 
oder, wenn hx = ¢t gesetzt wird: 

ho 
2 
x ee ih h aa HE 


e-Pdt = ie — 0,44311. 


0 


Um aus dieser Bedingungsgleichung den Werth von he zu finden, geniigt hier die 
einfachste Reihenentwickelung des Integrales, namlich: 


he 

: i. hos 1 hig? 
—# ay, ee 1 

fe ham Sah ee a eee 

0 


und es ergiebt sich: 
ho = 0,47694. 

Durch diese unveriinderliche Relation ist h gegeben, sobald man @ kennt, und 
daher bei jeder hinreichend zahlreichen Beobachtungsreihe die Méglichkeit geboten, das 
numerische Resultat der obigen Wahrscheinlichkeitsformel mit. dem wirklichen Vor- 
kommen der Fehler zu vergleichen. 

In den Fundamentis astronomiae hat Bessel an 470 Bradley’schen Beobachtungen 
der Rectascensionen (Bestimmungen von « Aquilae und % Caniminoris) eine solehe Unter- 
suchung ausgefiihrt. Es ergab sich dabei: 


0 = 0",2637, 


vi 


welchem entspricht: 
h = 1,8087. 


' Unter Einsetzung dieses Werthes in die Integralformel stellt sich fiir die 470 Be- 
obachtungen die Vergleichung zwischen Theorie und Erfahrung wie folgt: 


Anzahl nach 
Fehler zwischen 


der Theorie | der KErfahrung 

OPO. chin: ON ain ae eaten cee tee 95 94 
Ne NE ies WO SO i ea fg ba 89 88 
Re Ue 0a MNO MA eat sda 78 78 
GIB” te OAs area ae ano 64 58 
OOM a TOMBE Went rie ceca ae 50 51 
ORB) tO Gane ee ae cn mae 36 36 
OG <5 = O00) Aaa Neer ae eae 24 26 
O27) <P So Rel naa a 15 14 
(1.880, 50". 0 at ate Tees 9 10 
a GO CEI ah re eae Fe hia 

Uber YOK ss: , i Acie Manes 5 8 
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Wenn man bedenkt, dass unter einer grésseren Zahl von Beobachtungen sich 
immer einige finden werden, die unter unbekannten und heterogenen Einfliissen gelitten 
haben, so muss die Uebereinstimmung der Theorie mit der Erfahrung gewiss eine sehr 
befriedigende genannt werden. 


Hundertundsechste Vorlesung. 


Begriff und Ableitung des mittleren Fehlers. Relation zwischen dem 
wahrscheinlichen und dem mittleren Fehler. 


Die Methode der Vorlesung 105, den wahrscheinlichen Fehler zu suchen, nimlich 
das Abzihlen der Fehler, ist eine indirecte; wir werden im Folgenden eine directe 
Methode fiir diesen Zweck kennen lernen. 

Sobald man einmal weiss, dass f(x) der vorigen Vorlesung von der Form 
h 


— ee ist, kann man gleich die Bemerkung, dass: 


FOFE) FED FE) 


ein Maximum werden muss, noch weiter verwerthen. Es sei wieder p die Anzahl der 
angestellten Beobachtungen, so erscheint jenes Product unter der Form: 


h @ h2 (£2 cr2 ene or 
== es Scie tegen ates 2) 
yx 

Wenn nun die Fehler &, &, &”, &”” u. s: w. bekannt sind oder die Summe ihrer 
Quadrate gegeben ist, so kann der Forderung eines Maximums nur dadurch geniigt 
werden, dass man den Werth von h dementsprechend bestimmt, d. h. den Differential- 
quotienten des Productes, nach h genommen, gleich Null setzt. Wird der Kiirze halber 
die Summe der Fehlerquadrate 2 + &2 + &”2 + £2 4... mit [&&] bezeichnet, so 
erhalt man: 


: id Nee — ne [es] Pais —n2 [ES] 
pee ee ee eel [EE] = 0, 
(Vy (V3) 
oder: 
is p — 2h2[Es| = 0, 
1 _ 1/8, 
hy2 Dp 


Die Wurzelgrésse auf der rechten Seite dieser Gleichung wird der mittlere 
Fehler der Beobachtungen genannt; es ist derselbe, der bei jeder der p Beobachtungen 
begangen sein miisste, um die Summe der Fehlerquadrate der wirklich stattfindenden 
gleich zu liefern. Bezeichuet man den mittleren Fehler kurz mit €, so ergiebt die eben 


gefundene Relation Wa —= &, wenn man sie mit der fiir den wahrscheinlichen Fehler @ 
ry2 
abgeleiteten : : 
hoe = 0,47694 
verbindet: 
o = 0.67449 «. 
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Mit ciner fast immer hinreichenden Naherung pflegt man wohl den wahrschein- 
lichen Fehler gleich zwei Drittel des mittleren Fehlers zu setzen. 

Ueberblickt man-noch einmal die Ableitung des Ausdruckes von f(x) im Fehler- 
gesetze, so erscheint derselbe als eine Folgerung aus dem Principe des arithmetischen 
Mittels, ohne dass es schon néthig gewesen\ wire, das Princip der kleinsten Quadrate 
selbst dafiir geltend zu machen. Es ist nun aber ferner klar, dass, wenn wir uns in 


dem Ausdrucke: 
P ah 
2 ek [sé] 5 
Vz 


welcher ein Maximum werden muss, die Grésse h gegeben denken und noch eine Be- 
stimmung in Betreff der Summe der Fehlerquadrate zu machen haben, diese letztere 
dahin lauten muss, dass: 
[€&] ein Minimum 

wird. Und so steht es uns denn frei, ob wir das Princip der Ausgleichung der Fehler 
nach dem arithmetischen Mittel als eine Folgerung aus dem Principe der kleinsten 
Quadrate betrachten, oder umgekehrt das Letztere aus dem Ersteren schliessen wollen. 

Hat man eine lineiire Function der Gréssen a, y, z, v-u. 8. w., welche letztere als 
unmittelbare Beobachtungsergebnisse aufgefasst werden sollen, also eine Function von 
der Form: 

X=ae + by + ez + -*>, 

worn a, b, ¢ u. s. Ww. gegebene Constanten vorstellen, so lisst sich auch von dieser Func- 
‘tion die Eigenschaft nachweisen, dass sie durch den Einfluss der Beobachtungsfehler in 
L,Y, 2 U.S W. ebenso oft und ebenso stark im positiven wie im negativen Sinne beein- 
flusst sein wird. Fiir die Function X gilt also ebenfalls der Grundsatz des arithmeti- 
schen Mittels, daher kénnen alle Folgerungen wiederholt werden, welche auf die einfache 
Function # oben gezogen sind, insbesondere kann wieder das Maass der Genauigkeit auf 
dieselbe Weise gefunden werden. Bezeichnen wir die Fehler von a, y, 2..., welche 
bei einer einzelnen Bestimmung begangen worden sind, mit &,7,§..:, die bei einer 
anderen Bestimmung vorgekommen, mit &', 7’, ’..., so wird in dem einen Falle der 
Fehler von X sich ausdriicken durch: 


aE + bn + ef +---, 
af’ + by + cf +. 


und ihnlich bei den iibrigen Bestimmungen. Stellt noch [4 4] die Summe der Fehler- 
quadrate von X vor, so soll nach Obigem der Ausdruck: 


Pp 
he eH [22] 
x 


durch die Wahl von h ein Maximum werden; dazu ist erforderlich, dass: . 


ye ee (ee ; 
hy2 p 
Ks ist aber: 


[BE] = [ag + bn + cf +---P + [as + bn! Hef $--P Ee 
Fiihrt man rechts die Erhebungen auf das Quadrat wirklich aus und bemerkt, dass die 
Productensummen: 


in dem anderen durch: 


sel. 


ab (én + €'q’ ++) 
ay = Biaees( Ee aee eet ie aa 


u. 8S. W. 


sich auf Null reduciren, wenn ebenso oft negative als positive Fehler begangen sein 
sollen, so erhalt man: 
Ae) = a (§6] + b[ny] + [SC] + --- 

Wenn daher die einzelnen Bestimmungen von w den mittleren Fehler 7, die von y den 
Fehler r’ haben u. s. w., so wird der mittlere Fehler einer Bestimmung der Function X 
gleich: 

Nun kann man aber auch das arithmetische Mittel aus m Bestimmungen einer 
Grésse als den Fall einer solchen lineiren Function behandeln, wenn man die einzelnen 
Bestimmungen der Reihe nach mit 4, y, z¢ u. s. w. bezeichnet. Es wird dann: 


1 
(ld) On ee 
m 


Penn fo Woe Ss Wie 


demnach der mittlere Fehler des Mittels aus m Bestimmungen gleich: 


v2 r 
m—,- also —=- 
m 


ym 

Man zieht daraus den wichtigen Schluss, dass die Genauigkeit des Mittels aus 
gleich zuverlassigen Beobachtungen wachst, wie die Quadratwurzel aus der Anzahl der 
Bestimmungen. Hiernach sind z. B., um den wahrscheinlichen Fehler des Mittels aus 
emer Reihe von Bestimmungen auf ein Zehntel seines Betrages herabzudriicken, die 
Beobachtungen zu verhtndertfachen, und es findet so der Grundsatz, dass man durch 
Wiederholung der Beobachtungen zuletzt jede beliebige Genauigkeit erzielen kénne, 
seine naturgemasse Beschrankung. 

Um verschiedene Beobachtungsreihen hinsichtlich ihrer Genauigkeit bequemer ver- 
gleichen zu kénnen, hat man auch noch den Begriff des Gewichtes einer Bestimmung 
eingefiihrt. Wenn man ausdriicken will, dass die Bestimmungen von einer gewissen Art 
pmal so oft angestellt werden miissten, als die einer zweiten Art, um dieselbe Genauig- 
keit zu erzielen, so sagt man, diese letztere genauere Art der Bestimmung habe relativ 
zur ersteren das Gewicht: p. Die Gewichte stehen in umgekehrtem Verhiltnisse des 
Quadrates der wahrscheinlichen Fehler. Hiernach lisst sich nun gleich das Gewicht 
einer Bestimmung angeben, welche (wie z. B. die des Culminations- oder Rectascensions- 
unterschiedes zweier Gestirne) aus zwei oder mehreren Bestimmungen zusammengesetzt 
werden muss. Hat bei der Bestimmung von x + y oder von «—y, % den wahrscheinlichen 
Fehler r, y den wahrscheinlichen Fehler r’, so wird derjenige der Summe oder Differenz 


nach Obigem gleich yr + r’2 sein; ist daher p das Gewicht der Bestimmung von 2, 
p' das von y, P das der resultirenden Bestimmung, so wird: 


ht ce 

Pp 

hea 3 

p 
die 

Gs bis i 

1 iL 1 
ey ee 


und allgemeiner, haben die einzelnen Bestimmungen, aus welchen eine resultirende Be- 
stimmung durch blosse Addition und Subtraction herzuleiten ist, die Gewichte p, p’, 
91% 


aes eye 


p" u.s.w., 8o wird das Gewicht der resultirenden Bestimmung gegeben durch die Formel: 


1 1 1 il 
pies hp ih ga 


in Worten: der reciproke Werth des Gewichtes der resultirenden Bestimmung ist 
gleich der Summe der reciproken Gewichtswerthe der einzelnen Bestimmungen. 

Kin Beispiel fiir Anwendung dieses Satzes liefert die Herleitung des Meridian- 
unterschiedes zweier entfernter Stationen aus denen der zwischenliegenden. 

Ferner kann man mit Riicksicht auf die Gewichte eine Reihe von Bestimmungen 
einer und derselben Grésse zu einem Mittel vereinigen. Es sei erhalten: 


© =n, Gewicht p 

oS 0", at Ds 

eat Ta 7 atari 4 
Lise Gs Ws 


so werden diese Bestimmungen zu dem Mittel: 
pn t+ p'n' + p'n'! +... 
Pee Pa Pegs 2 
welchem das Gewicht p + p' + p” +--+ zuzuschreiben ist, zu vereinigen sein. Die 
Analogie dieser Formel mit der in der Statik fiir eine Coordinate des Schwerpunktes 


Hf 


verschiedener Massen von den Gewichten p, p’, p”..., fillt gleich in die Augen, so dass 
die Benennung ,Gewicht“ ganz besonders motivirt erscheint. 


Hundertundsiebente Vorlesung. 


Mittlerer zu befiirchtender Fehler. Beispiel. 


Ueber die Berechnung des mittleren Fehlers im Falle einer einzigen Unbekannten 
wiirde wenig noch zu sagen iibrig bleiben, wenn man den wahren Werth der zu 
suchenden Grésse in aller Genauigkeit kennte; man erfahrt aber statt dessen immer nur 
den wahrscheinlichsten Werth und muss auf diesen Umstand Riicksicht nehmen, um so 
mehr, je kleiner die Anzahl der angestellten Beobachtungen ist. Dies erreicht man so 
weit als méglich durch folgende Betrachtung. 


———s 


Sind & &’, &” u. s. w. die Fehler, welche bei p einzelnen Beobachtungen der Reihe 
f=) 


nach begangen zu sein scheinen, wenn man mit dem wahrscheinlichsten Werthe ver- 
gleicht, so werden, wenn der letztere noch um die Grésse + m fehlerhaft ist, die wahren 
Fehler durch & + m, & + m, &’ + mu. s. w. vorgestellt. Die wahre Summe der Fehler- 
quadrate wird demnach: 


(6) 2m fie tae nie sector eae mee 
oder, da & + & + &” 4... = 0, gleich 
[§] + pm. 
Wenn also € den mit Riicksicht hierauf resultirenden mittleren Fehler vorstellt, so 
hat man: 


pe = [EE] + pm. | 
Den Werth von m kennt man nun zwar nicht; man wird sich demselben jedoch 
so viel als méglich nihern, wenn man m, dem mittleren Fehler des Mittels, aus den p 


: 


| 
: 
! 


é 
Beobachtungen, also nach den Vorschriften, die wir kennen lernten, gleich Us setzt. Hier- 
p 


durch erhalt man: ech les): ; 


Die nach dieser Formel ermittelte Grésse pflegt man auch, um den oben erwaéhnten 
Unterschied anzudeuten und aufrecht zu erhalten, den mittleren zu befiirchtenden 
Fehler zu nennen. Der mittlere zu befiirchtende Fehler des Mittels aus allen p Beob- 


achtungen wird: 
ea i (ey 
\p PW elerain dE 


woraus dann wieder der wahrscheinliche Fehler durch Multiplication mit der Zahl 
0,67449 hervorgeht. 

Als Beispiel einer solchen Ermittelung des wahrscheinlichen Fehlers mag die an 
dém Reichenbach’schen Meridiankreise der Géttinger Sternwarte ausgefiihrte Bestim- 
mung der Schraubenumdrehungen eines Mikroskopes, welche in einem Intervalle der 
Theilung des Kreises von 3’ enthalten sind, dienen. Es wurden zu dem Zwecke die den 
Kinstellungen auf die Grenzen des Intervalles entsprechenden Ablesungen von einander 
abgezogen; die Differenz wurde, um auch ein Urtheil tiber die zufalligen Fehler der 
Theilung zu gewinnen, an 72 verschiedenen Stellen des Kreises bestimmt. Die einzelnen 
Differenzen bei 0°, 5°, 10° u. s. w. ergaben sich wie folgt: 


Ablesung| Differenz Abweichung Fehler- Ablesung| Differenz Abweichung Fehler- 
vom Mittel quadrat vom Mittel quadrat 

0° 7,267 -+- 0,011 0,000121 180° 7,282 — 0,004 0,000016 
5 7,319 — 0,041 1681 185 7,264 + 0,014 196 
10 7,295 — 0,017 289 190 7,322 — 0,044 1936 
15 7,250 + 0,028 784 195 7,374 — 0,096 9216 
20 7,021 — 0,048 1849 200 7,314 — 0,036 1296 
25 7,278 0,000 0 205 7,275 -+- 0,003 9 
30 7,295 — 0,017 289 210 7,332 — 0,054 2916 
35 7,260 + 0,018 324 215 7,293 — 0,015 225 
40 7,303 — 0,025 625 220 7,317 == 0,039 1521 
45 7,303 — 0,025 625 225 7,389 — 0,111 12321 
50 7,192 + 0,086 7396 230 7,387 — 0,109 11881 
55 7,272 + 0,006 36 235 7,311 — 0,033 1089 
60 1,201 ~~ + 0,021 44] 240 7,349 — 0,071 5041 
65 7,238 + 0,040 1600 245 7,322 — 0,044 1936 
70 7,278 0,000 0 250 7,395 — 0,117 13689 
75 T2070 -- 0,001 1 255 7,314 — 0,036 1296 
80 7,297 _— 0,019 361 260 7,295 — 0,017 289 
85 7,318 — 0,040 1600 265 7,260 + 0,018 324. 
90 7,268 + 0,010 100 270 7,268 + 0,010 100 
95 7,234 + 0,044 1936 275 7,239 -- 0,039 1521 
100 7,290 — 0,012 144 280 7,233 + 0,045 2025 
105 7,189 + 0,089 7921 285 7,252 -_ 0,026 676 
110 7,217 + 0,061 3721 290 7,270 + 0,008 64 
115 7,226 + 0,052 2704 295 7,264 0,014 196 
120 7,251 + 0,027 729 300 7,244 sl 0,034 1156 
125 7,212 + 0,066 4356 305 7,260 + 0,018 324 
130 7,258 + 0,020 400 310 7,235 + 0,043 1849 
135 7,235 + 0,043 1849 315 7,260 -+ 0,018 324 
140 7,244. + 0,034 1156 320 7,268 + 0,010 100 
145 7,244 + 0,034 1156 325 7,274 + 0,004 16 
150 7,241 + 0,037 1369 330 7,262 le 0,016 256 
155 7,272 + 0,006 36 335 7,227 \ 0,051 2601 
160 7,273 -- 0,005 25 340, 7,275 + 0,008 9 
165 7,291 — 0,013 169 345 7,306 — 0,028 784. 
170 7,225 + 0,053 2809 350 7,310 — 0,032 1024 
175 7,280 — 0,002 4 355 7,269 + 0,009 81 
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Das Mittel aus den 72 Bestimmungen, als wahrscheinlichster Werth der zu 
suchenden Grésse anzusehen, ist 7,278; hiernach sind die Zahlen der dritten und vierten 
Columne berechnet. Die Summe der Fehlerquadrate wird: 


[££] = 0,126 909 


der mittlere zu befiirchtende Fehler einer Bestimmung: 


Lee). 47.0126 900 
as eae pee = 0,04228, 
also der wahrscheinliche Fehler einer einzelnen Bestimmung gleich 0,67449 x 0,04228, 
gleich 0,02852; der mittlere zu befiirchtende Fehler des Mittels aus allen Beobachtungen 
0,04228 
Va 
Nach dem Fehlergesetze soll der wahrscheinliche Fehler r einer einzelnen Bestim- 
mung von 500 unter 1000 Beobachtungen nicht erreicht werden, bei 688 soll der Fehler 
unter 3/,r, bei 823 unter 27, bei 908 unter °/.7, bei 956 unter 3r bleiben. Es sollten 
also unter 72 Beobachtungen Fehler 
bis zu 0,02852 “36 mal 
i 0304278. 250 5, 
9. OODTOL 59.5 
3 og U,07180 26574 
» 9 9,08556 69 ,, 
vorgekommen sein. Die wirklichen Zahlen sind der Reihe nach 39, 53, 63, 66, 66, von 
den theoretischen nicht allzu stark abweichend. 


findet sich gleich 


= 0,00498, der zugehérige wahrscheinliche gleich 0,00336. 


Hundertundachte Vorlesung. 


Die Bestimmung der wahrscheinlichsten Werthe aus einem System 
linetirer Gleichungen. Aufstellung der Normalgleichungen. 


Wir betrachten jetzt den Fall, wo die Methode der kleinsten Quadrate auf ein 
System von lineiren Gleichungen mit mehreren Unbekannten x,.y, 2, welche wir hier 
auf die Zahl von drei beschranken, in Anwendung kommen soll. Es seien die aufzu- 
lésenden Gleichungen: 

0 
| 


i 


ax + by +ce +n 

ax + Dy +ce +7 

ax + bly + cz + yn"! 

al" ¢ a5 bly tt cle tf nll! 
U. S. We 


Well Tal 


Die absoluten Glieder dieser Gleichungen n, n’, ", n’” u. s. w. sind das Resultat von 
Messungen oder Beobachtungen, welche méglichst gut dargestellt werden sollen und in 
Betreff derer hier vorlaufig vorausgesetzt wird, dass sie alle gleiche Zuverlissigkeit haben. 
Nach dem bekannten Grundsatze ist nun dasjenige System von Werthen der drei Un- | 
bekannten w, y, 2 fiir das wahrscheinlichste zu halten, welches die Summe der Fehler- 
quadrate (im Folgenden mit [424] bezeichnet): 
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(ax 4- by ee + n+ @at+ vytez4+ mn)? 4+ (aa + d/y + He +n") 
+ (az + vy + cl" g + nl! 2 + ane 
zu einem Minimum macht; diese Werthe werden gefunden, wenn man die Differential- 
quotienten nach #, y und z bildet und jeden gleich Null setzt. Setzt man der Kiirze 
halber: 
a? + q'? + q/!2 + ql'2 + Spies [aa] 


ab + ab! + ab" + abl” +... = [ab] 

ac + ac ao al el! + ae + Avn e [ac] 

an + a'n' + a'n” + al!n'"” +--+. = [an] 
a We 


so erhalt man die Gleichungen: 
[aa]e + [ad]y + [acle + [an] = 0 
ie (b0\y Abele + fon) = 0) 2 yikes, whe (2) 
[ac]x + [be]ly + [ec]e + len] = 0 | 
welche Normalgleichungen genannt werden. Theoretisch ist tiber die Auflésung der- 
selben wenig zu sagen, es sei denn, dass man die Summe der Fehlerquadrate benutzen 
will, um die wahrscheinlichen Fehler von x, y, ¢ zu bestimmen; hiermit haben wir uns 
denn im Folgenden noch zu beschaftigen. 
Bedient man sich zur Elimination von x aus den Normalgleichungen des gewéhn- 


F : ; ., ab 
lichen Verfahrens, indem man die erste mit ee 


[aa] 
ral multiplici't von der dritten abzieht, so erhalt man: 
ee a ce @ 
[be,|y + [ea]le + [en] = 0 


multiplicirt von der zweiten, dann mit 


wobei zur Abkiirzung: 
Feo ieanpy ee le 


(be; | ==[ be] Me tspuiae) 
[bn,] = [bn] — lepton 


OSA We 
gesetzt ist. Eliminirt man nun y aus (3), so ergiebt sich: 
[Genet CMe lee Oe ty eee ata + -¢--(4) 
wobei: 
[be] [bey] 
C¢;] = [ec,] — ————— 
[ | [ 1] [bb, | 
[be,| [bm] 
en,| = [en,] — ————— 
fora] = [em] — SS 
Fiir die Summe der Fehlerquadrate ergiebt sich, mit Riicksicht auf die Glei- 
chungen (2): 

[44] = [nn] + [an]x-+ [bon}y + [en]e. «2 o. «.- (5) 
und wenn. man darauf aus dieser Formel und jenen drei Gleichungen wieder x, y, ¢ 
eliminirt: 

[an]? [bm |? Lens |? 

JA 90-97. _ ~ — . ° ° ° . ° . 6 

[441= [mn] — Taal — [ota] — [ees] ©) 


wofiir zur Abkiirzung [nn,;]| gesetzt wird. 
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Man kann fiir die Summe der Fehlerquadrate noch einen anderen Ausdruck auf- 
stellen, der uns spiter ebenfalls von Nutzen sein wird. Multiplicirt man die urspriing- 
lichen Gleichungen (1) jede der Reihe nach mit n, ax, by, ez und addirt dieselben, so 
ergiebt sich: 


[a4 4t = [ad|x + [odly + [e4]e + [pa]. |. 
[a4] = [aalx + ial - [acle + [an] : < ~ eee 


und wenn man den Werth von # aus (8) in (7) einsetzt und die Abkiirzungen 


[b.4,] fir [60y)9 + [Gerke + [bt] wen <n 
; [n 4,] fir [om ]y + [em]e + [nm]... . . « 2 eo) 
einfiihrt: 
[44] = ee + [b4,]y + ledile + [e4,]. . . 59 ee 
Aus (9) folgt: 
_ [b4i) _ [bai] [bm] 


—- = eg ge ae A 
[bb, | [bb, | [bb, | 
wenn dieser Werth in (11) substituirt wird: 
[a 4}? [ba]? 


te [44] = [aa] aE Tb, | +'[edale + [n4,] . . 4 oe 
[ey] = [ele + [em]... .. . 
[ats = fen, fe [wing]. 22. ee . (14) 


Wird der aus (13) folgende Werth von z in (12) eingesetzt, so findet man: 
[aA |? [b 4, |? [c4, |? [en] [e 4, ] 
a it 2 : Za | en tn 
[eal BAL ooegl fee) etal on 
Rechterseits ist #, y, 2 nur in den Gréssen [a4], [b4,], [¢ 4] enthalten; diese 
miissen also, jedes einzeln, zu Null gemacht werden, wenn die Summe der Fehlerquadr ate 


[44] = 


[nn;| ein Minimum werden soll. Die Gleichungen: 

[ad] == 0 [bed s) == 0, [6A a0. 
sind aber nichts Anderes als die Normalgleichungen (2). Zugleich sieht man, dass die 
Grésse [n 4,] mit [rn] oder dem Minimum der Feblerquadrate identisch ist. 


Hundertundneunte Vorlesung. 


Fortsetzung der Entwickelung der Vorlesung Hundertundacht zur Ent- 
wickelung der wahrscheinlichen Fehler eines Systems von Griéssen. 


Die Aufgabe, den mittleren oder den wahrscheinlichen Fehler einer beliebigen 
von den drei Unbekannten a, y, 2 zu bestimmen, ist als geldést zu betrachten, wenn man - 
die Ausdriicke fiir jene Unbekannten in der Form linearer Functionen solcher Gréssen 
dargestellt hat, deren mittlere oder wahrscheinliche Fehler bekannt sind. Es ist dies 
z. B, nach dem Vorhergehenden der Fall mit der Form, in welcher z gefunden wird; da: 


[ens] 
Lees | 


— 
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und [c¢m,] sich auf Producte von » mit bekannten Factoren zuriickfiihren lasst. Es seien 
nun, um die dazu néthigen Rechnungen auszufiihren, A’ und A” zwei Coéfficienten von 


solcher Beschaffenheit, dass, wenn man die erste der Gleichungen (2) mit die erste 


iL 
[aa]’ 


multiplicirt und addirt, 


cAY PAu! 
on [b6, | [ec | 
die Coéfficienten von y und von ¢ gleich Null werden. Es soll demnach sein: 


der Gleichungen (3) mit und die Gleichung (4) mit 


feed 2s I Wipes Sos os. 18) 


[aa] 

[ac] ar bal 
[aa] (bb, | 
Bice n| ! [b my | ” [is | 

ree isha Gel ee (18) 


Ferner soll der Coéfficient von z verschwinden, wenn man die erste der Gleichungen 


ae A EMR cre tm af (17) 


wodurch dann: 


Co 


ii : : , t ee ; 
(3) mit [bbs] die Gleichung (4) mit ay multiplicirt und addirt, also: 
1 2 
[bc] ! 
eh ae oy 


gesetzt werden. Man erhalt dann: 
[bn, | B’ [en | 
pou ie Pm) OsaMnt fae), Teen 4) 
[b0,] [ec] (20) 


a OS Ee ee 
re [ec] @) 


ferner, wie oben: 


Leicht erkennt man noch, dass 


Cee Alin ea Oilerer ei i OL ec (22) 
[obm,| = A’ [an] + [bn]... ede ten po a Danita (25) 
[ac,| = A” [aa] + B’ [ab] + ize ee aaNet. Ng C28) 
legac lobWt Bi [bbld [belm 2. ke (25) 
beaie=e Aa lacle er (belt leeh iw ei ele 26) 
her Aan) Belbn| se lene 2... we (7) 


Die rechte Seite der Gleichungen (24) und (25) wird zufolge (16), (17) und (19) 
gleich Null, also [ac] = 0, [be,] = 0. 

Stellt nun r den wahrscheinlichen Fehler einer einzigen Beobachtung, d. h. eines 
einzelnen Werthes von m vor, so wird, da: 


[an] =~ an+an + a'n" +. 


nach dem Satze tiber die lineéren Functionen der wahrscheinliche Fehler [an] aus- 
gedriickt durch: 


rYa? + a2 + a2 4+... oder rYfaal. 

Nach der Art nun, wie [bb,] und [bm,] gebildet sind, kénnte man nach Analogie schon 
schliessen, dass der wahrscheinliche Fehler von [b7,]| gleich r V(b b,] sein werde; vollige 
Ueberzeugung aber kann man sich auf folgende Weise verschaffen. [6m,] ist zusammen- 
gesetzt aus Gliedern von der Form (A’a + b)n; der wahrscheinliche Fehler von [bm | 


ist daher: ites 
rVA?[aa] + 2A’ [ab] + [bd] =r y[bd,]. 
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Desgleichen ist [cn,] zusammengesetzt aus Gliedern von der Form: 
(A’a + Bb + c)n. 
Das Quadrat des wahrscheinlichen Fehlers von [cen,| wird demnach: 
A" ry? (A" [aa] + B’ [ab] + [ac]) + Br? (A” [ab]. + B [bb] 4+ [be]) 
+ 2 (A"[ac] + Bi [be] + (ec) 
oder, mit Riicksicht auf (24), (25) und (26) gleich r?2[¢¢,]; folglich der wahrscheinliche Fehler 
von [en] = rY[ec]|. Diese Formel enthalt ein ebenso interessantes als wichtiges Resul- 
tat; da nimlich der wahrscheinliche Fehler von zg nun gleich: 


Fe Vice.) 
(eal — Weal 


wird, so driickt [cc,| das Gewicht der Bestimmung von ¢ aus, das einer einzelnen Beob- 
achtung als Einheit genommen. Durch Umkehrung der Reihenfolge von a, y, 2 in dem 
Eliminationsverfahren kann man mittelst derselben Formel auch die Gewichte und wahr- 
scheinlichen Fehler von x und y finden. Ausserdem kann man sich aber fiir diesen 
Zweck auch der folgenden Ausdriicke bedienen: 


“1... 4 ae Alla 
taal abe [bby] T Teas] | 


wahrscheinlicher Fehler der Bestimmung von # = 


it B? 
” ” ” ” Ge Ub == are me [ees |’ 


welche nach den obigen Entwickelungen ohne Schwierigkeit sich ergeben. 

Um nun auch 7, den wahrscheinlichen Fehler einer einzelnen Beobachtung, zu 
bestimmen, benutzen wir die aus Gleichung (15) unmittelbar folgende Formel fir die 
Summe der Fehlerquadrate: fe A] 

[ad |? [b4, |? c A, |? 
[i reals auitat na a 

Die Substitution der wahrscheinlichsten Werthe von w, y, 2 zur Ermittelung der 
begangenen Fehler macht a4, b4,, ¢e4, zu Null; bei der Substitution der wahren Werthe 
wiirde dies nicht mehr der Fall sein. Bezeichnen wir mit ¢ den mittleren zu befiirch-. 
tenden Fehler einer einzelnen Beobachtung, so wird die wahre Summe der Fehlerqua- 
drate von p Beobachtungen durch die Formel: 

oP PAP ap 
Be laa bd ealigee 


gegeben, wobei [nn3] das durch die obigen Vorschriften gefundene Minimum vorstellt 
und unter [a4], [b4,], [¢ 42] gewisse Fehlersummen zu denken sind, und zwar diejenigen 
Werthe derselben, welche man durch Einsetzung der wahren Werthe von 2, y, 2 erhalten 
wiirde. lLetztere kennen wir nun zwar nicht; wir werden jedoch der Wahrheit so nahe 
kommen, als uns méglich ist, wenn wir bei 2, n’, n”, nm” u. s. w. immer den mittleren 
Fehler ¢ selbst als begangen ansehen. Es wird aber der mittlere Fehler von [a4] 


offenbar gleich dem von [am], also nach obigen Entwickelungen gleich ¢ )[aa], der mittlere 


Fehler von [b4,| gleich dem von [bm] oder gleich ¢\[bb,], der von [¢4,] gleich dem 
von [en,]| oder gleich [ec,|]. Hiernach haben wir denn also zur Bestimmung von ¢€ die 
Gleichung: 


pers et ot 4 ot + [nm] 


oder: 


—— APB) —— 
und hieraus dann r nach der Formel: 


r — 0,67449 « = 0,67449- yee. 


Allgemeiner findet sich fiir m Unbekannte der wahrscheinliche Fehler r einer ein- 
zelnen Beobachtung nach der Formel: 
Pe eqeco. / Lette 
p—m 
Wir haben bisher die nicht immer zutreffende Voraussetzung gleicher Giite oder 
gleichen Gewichtes der einzelnen Beobachtungen gemacht; dieselbe lasst sich leicht ver- 
bessern, wenn man iiber die verschiedene Giite bestimmte Anhaltspunkte hat, z. B. wenn 
man weiss, dass die cine oder andere Beobachtung aus einer grésseren Zahl von Wieder- 
holungen abgeleitet worden ist als die iibrigen. Hat man aus solchen Riicksichten und 
nach einer yorlaufigen Kenntniss des Verhiltnisses der wahrscheinlichen Fehler einer 
gewissen Beobachtung das relative Gewicht p zuzuschreiben, so hat dann die derselben 
entsprechende Bedingungsgleichung darauf Anspruch, p mal aufgefiihrt und demgemiss zur 
Bildung der Normalgleichungen aufgefiihrt zu werden. Man kommt aber offenbar fiir 
die letzteren zu demselben Resultate, wenn man jene Bedingungsgleichung von dem 
relativen Gewichte p mit Vp multiplicirt, weil auch dann die von diesen Gleichungen her- 
riihrenden Producte aa, ab, ac u. 8s. w. pmal so gross werden als die der tibrigen. Es ist 
dann ausserdem nur noch bei der Berechnung der einzelnen Fehler und des mittleren 
Fehlers darauf Riicksicht zu nehmen, dass die betreffende Bedingungsgleichung nicht eine 
einzige, sondern p Beobachtungen vertritt. 


Hundertundzehnte Vorlesung. 


Bildung der Normalgleichungen und Bestimmung der 
wahrscheinlichsten Werthe der Unbekannten. 


In der vorigen Vorlesung wurde gezeigt, wie man aus den Bedingungsgleichungen 
die Normalgleichungen bildet. Praktisch ist dieser Uebergang immer etwas langwierig 
auszufiihren, und man muss sich durch besondere. Vorsichtsmaassregeln vor Rechen- 
fehlern schiitzen. 

3 Wir erlautern hier zunichst das gewohnliche, logarithmische Verfahren fiir die 
Bildung der Normalgleichungen. Am Schlusse dieser Vorlesung sollen dann noch einige 
Worte iiber die Bildung der Normalgleichungen mittelst Quadrattafeln nach dem Vor- 
gange von Bessel und iiber die Laplace’sche Methode zur Bestimmung wahrscheinlicher 
Werthe von Unbekannten aus einer grésseren Zahl von Gleichungen hinzugefiigt werden. 

_ Fir den Kometen 1890III lagen folgende Bedingungsgleichungen vor, welche fiinf 
Normalértern (1), (2) ... (5) entsprechen 4). 


*) Das Ausgangselementensystem ist parabolisch. Wir fiihren keine Excentricitat ein, weil das 
betrachtete Bahnstiick zu kurz ist, um die Bestimmung einer solchen zu erlauben. 
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— 0,95 
—1",29 
+ 0,29 
+ 0,38 


wore 


OR g 


-+.5,93 
+. 6",79 
+ 4,79 
+ 31,02 
+198 


tn ag ortho tet 


HM Wh Ul 


Hei i Wt 


8,1158n 
8,0752n 
8,0234n 


— 7",26 = 7,9322n 


7,9674 dT 
7,9946 
8,0173 
8,0321 
8,0359 
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In Rectascension: 


= 9,3506n 
+ 9,3745n 
-L 9,3858n 
+ 9,3704n 


8,1460n dT + 9,3181n dlogq + 9,5863 dx 


19,5564 
+. 9,5163 
+L 9,4647 
+ 9,8731 


+ 9,3680n sina d§% 
+ 9;2537n 
_ + 9,0477n 
+ 8,5116n 
++ 8,9490 


In Declination: 


+ 9,9664 d log q¢ 
++ 9,9909 
++ 0,0192 
++ 0,0490 
++ 0,0887 


+ 9,5206n 
++ 9,5594n 
+ 9,5977n 
+ 9,6827n 
4. 9,6733n 


da + 9,6515 sint dQ 
+ 9,6862 
+ 9,7183 
+ 9,7448 
+ 9,7696 


+ 9,4081 di 
49,4895 
+ 9,4512 
+ 9,4601 
+. 9,4507 


+ 9,4450 dt 
+ 9,4025 
+ 9,3445 
+ 9,2687 
4+ 9,1299 


In diesen Gleichungen beziehen sich da, d& und di-auf die Ekliptik. Statt 
dq ist dlogg (d. h. der Zuwachs des Briggh’schen Logarithmus von g) und an Stelle 
von d& beziiglich d& sin i eingefithrt worden, was einige kleine Vortheile bei der 
Berechnung der Differentialquotienten darbietet. 

Diese Gleichungen sind jedoch in Wirklichkeit nicht gleichwerthig, denn es beruhen 
die Normalorte (1), (2), (3), (4) und (5) auf respective 7, 12, 7,5 und 3 Beobachtungen. 
Wir setzen daher die Gewichte der Normalérter gleich der Anzahl der Beobachtungen, 
d. h. wir multipliciren die Gleichungen respective mit y7, y12, y7, ys und 73 und 


erhalten so folgende gleichwerthige Bedingungsgleichungen: 


1. 0,4008n = 8,5686n dT + 9,7407n dlogq + 0,0089 dx + 9,7906n sind dX + 9,8307 di 
2. 0,6502n = 8,6554n +. 9,8902n -L 0,0960 + 9,7983n + 9,9721 
3. 9,8850 = 8,4978n +--+ 9,7971n ++ 9,9389 + 9,4708n ++ 9,8738 
4, 9,9293 = 8,3729n + 9,7348n + 9,8142 + 8,8611n ++ 9,8096 
5. 1,0995r = 8,1708n + 9,6090n + 9,6117 + 9,1876 =+ 9,6893 
6. 1,1957 —-8,3900 d7' + 0,3890 dlogq + 9,9482n da + 0,0741 seni dg, + 9,8676 di 
Ta leSi Osa D3s2 -L 0,5805 ++ 0,0990n + '0;2258 + 9,9421 
8: 11029 "= 38,4399 + 0,4418 + 0,0208n -- 0,1409 + 9,7671 
9. 0,8295 = 8.8316 -++ 0,3985 + 9,9822n + 0,0943 + 9,6182 
10. 0,5242 = 82745 ++ 0,3273 + 9,9119n + 0,0082 -L 9,8685 


Man bleibt aber bei dieser Form der Bedingungsgleichungen (denen wir jetzt die 
laufenden Nummern 1 bis 10 zuertheilt haben) gewéhnlich noch nicht stehen. In der 
That, die Coéfficienten besitzen sehr verschiedene Grésse (wie man aus ihren Loga- 
rithmen ersieht). Dies aber kénnte bei der Bildung von [aa], [ab] u. s. w. wesentliche 
Nachtheile nach sich ziehen. Man wiirde z. B. éfter im Zweifel sein, wie viel Stellen 
man bei Bildung der Numeri von aa, ab... mitzunehmen habe und dadurch ent- 
weder unniitze Mehrarbeit leisten, oder sich zu Ungenauigkeiten verleiten lassen. 

Um derartigen Schwierigkeiten aus dem Wege zu gehen, pflegt man die Gleichungen 
homogen zu machen. Man fihrt z. B. an Stelle von dZ eine neue Unbekannte ein, 
welche gleich ist d7, multiplicirt mit einem gréssten Factor in obigen Gleichungen. 


So wurde im vorliegenden Falle gesetzt: 


[1,3715] (als Einheit fiir die linke Seite, Fehlereinheit) 

[8,6554] dZ, y == [0,5305] d log g, 2 = [0,0990] da, 

[0,2258] sin i d 8, v = [9,9721] di. 

Die 10 (nunmehr homogenen) Gleichungen nehmen alsdann ‘folgende Form an: 


Vv 
“x 


lt ll 


U 


PT ee ee 
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9,0288n = 9,9132n x + 9,2102n y + 9,9099 z 


1 
2. 9,2787n = 0,0000n 
3. 8,5185 = 9,8424n 
4, 8,5578 = 9,7175n 
5. 9,7280n = 9,5154n 


6. 9,8242 = 9,7346 
7. 0,0000 = 9,8788 
8. 9,7314 = 9,7845 
9, 94580 9,7262 
10. 9,1527 9,6191 


I 


I 


+ 9,3597n 
+ 9,2666n 
+ 9,2043n 
+ 9,0785n 


+ 9,8585 
+. 0,0000 
+ 9,9113 
+ 9,8680 
++ 9,7968 


+ 9,9970 
+ 9,8399 
4. 9,7152 
+. 9,5127 


+ 9,8442n 
+ 0,0000n 
+ 9,9213n 
+ 9,8832n 
+ 9,8129n 


+ 9,5648n 
+ 9,5675n 
+. 9,2445n 
+ 8,6353n 
+ 8,9618 


+ 9,8483 
-- 0,0000 
+ 9,9151 
+ 9,8685 
+ 9,7824 


w + 9,8586 v 
+ 0,0000 
+ 9,9017 
+ 9,8375 
4+ 9,7172 


++ 9,8955 
+ 9,9700 
++ 9,7950 
+ 9,6461 
+ 9,3964 


Im Folgenden bezeichnen wir die auf der linken Seite stehenden Gréssen mit n, 
die Coéfficienten von 4, y, 2, wu, v respective mit a, b, c, d unde und behalten ferner die 
fortlaufende Numerirung der Gleichungen (1) bis (10) bei. 

Der Controle wegen bilden wir nun fiir jede dieser Gleichungen die Hiilfsgrésse: 


C= 


So ergiebt sich 


Gleichung: 


atotetdt+e4tnun. 


(10) 


(1) (2) (3) (4) (5) (6) (7) (8) (9) 
a || —0,8188| — 1,0000| — 0,6956 | —0,5218 | — 0,3276 | + 0,5428| + 0,7565) +-0,6088| + 0,5323] +-0,4160 
b || —0,1623; — 0,2290| — 0,1847) — 0,1601 | — 0,1198 | + 0,7220| + 1,0000) + 0,8153 | + 0,7379 | + 0,6263 
e | +0,8126| +-0,9931 | + 0,6916 | + 0,5190 | + 0,3256 | —0,6985 | — 1,0000] — 0,8343 | — 0,7642 | — 0,6500 
ad || —0,3671| —0,3694| — 0,1756 | — 0,0432| + 0,0916 | + 0,7052| + 1,0000) + 0,8224| + 0,7388] ++ 0,6059 
e || +0,7222| +-1,0000| + 0,7975| + 0,6879 | + 0,5214 | +-0,7861| + 0,9333| ++ 0,6237| + 0,4427| + 0,2491 
n || —0,1069| —0,1900| + 0,0326 | + 0,0361 | — 0,5346 | +-0,6671| + 1,0000] +-0,5388| + 0,2871| + 0,1421 
== s | +0,0797| + .0,2047| + 0,4658| + 0,5179 | — 00434 | + 2,7247| +3,6898| + 2,5747| + 1,9746| + 1,3894 
log s || 8,9015| 9,3111|  9,6682|  9,7142| 8,6375n| 0,5353| 00,5670! + —0,4107| ~—0,2955} +~—0,1428 


Wir stellen nun fiir unsere 10 Gleichungen log a, log b, log c, log d, log e, log n 
und log s in der Weise zusammen, wie das fiir die weitere Rechnung am bequemsten 
ist, namlich: 


Gleichung: 
(1) (2) (3) (4) (5) (6) (7) (8) (9) (10) 
| 

log a 9,9132n | 0,0000n | 9,8424n | 9,7175n | 9,5154n | 9,7346 9,8788 9,7845 9,7262 9,6191 
log b 9,2102n | 9,3597n | 9,2666n | 9,2043n | 9,0785n | 9,8585 0,0000 9,9113 9,8680 9,7968 
log ¢ 9,9099 | 9,9970 | 9,8399 | 9,7152 | 9,5127 9,8442n | 0,0000n | 9,9213n | 9,8832n | 9,8129n 
log d 9,5648n | 9,5675n | 9,2445n | 8,6353n | 8,9618 9,8483 0,0000 9,9151 9,8685 9,7824 
log e 9,8586n | 0,0000 | 9,9017 | 9,8375 | 9,7172 9,8955 9,9700 9,7950 9,6461 9,3964 
log n 9,0288n | 9,2787n 8,5135 | 8,5578 | 9,7280n | 9,8242 0,0000, 9,7314 9,4580 9,1527 
log s. 8,9015 | 9,3111 | 9,6682 9,7142 8,6375n | 0,4853 0,5670 0,4107 0,2955 0,1428 


zu sich selber und allen folgenden. 


Zunichst schreibt man nur die erste Zeile auf einen Papierstreifen und addirt sie 


erhalt so nach einander fiir die 10 Gleichungen: 


Man thut dann dasselbe mit der zweiten Zeile und 
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Gleichung: 


og | 2) 1 @® | @ | @'| Ol -©7} Oo eo | (10), 


aa 9,8264 | 0,0000 | 9,6848 | 9,4350 | 9,0808 | 9,4692 | 9,7576 | 9,5690 | 9,4524 | 9,2382 
ab 9,1234 | 9,3597 | 9,1090 | 9,9218 | 9,5939 | 9,5931 | 9,8788 -| 9,6958 | 9,5942 | 9,4159 
ac 9,8231n | 9,9970n | 9,6823n | 9,4327n | 9,0281n | 9,5788n | 9,8788n | 9,7058n | 9,6094n | 9,4820n 
ad 9,4780 | 9,5675 | 9,0869 | 8,3528 | 8,4772n | 9,5829 | 9,8788 | 9,6996 | 9,5947 | 9,4015 
ae 9,7718n | 0,0000n | 9,7441n) 9,5550n | 9,2326n | 9,6801 | 9,8488 | 9,5795 | 9,3723 | 9,0155 
an 8,9420 | 9,2787 | 8,3559n| 8,2753n| 9,2484 | 9,5588 | 9,8788 | 9,5159 | 9,1842 | 8,7718 
as 8,8147n | 9,3111n| 9,5106n | 9,4317n| 8.1529 | 0,1699 | 0,3085 | 0,1952 .| 0,0217 | 9,7619 


bb 8,4204 | 8,7194 | 8,5332 | 84086 | 8,1570 | 9,7170 | 0,0000 | 9,8226 | 9,7360 | 9,5936 
be 9,1201n | 9,3567n | 9,1065n | 8,9195n | 8,5912n | 9,7027 | 0,0000n | 9,8326n | 9,7512n | 9,6097n 
bd 8,7750 | 8,9272 | 8.5111 | 7,8396 | 8,0403n | 9,7068 | 0,0000 | 9,8264 | 9,7365 | 9,5792 
be 9,0690n | 9,3597n | 9,1683n | 9,0418n | 8,7957n , 9,7540 | 9,9700 | 9,7063 | 9,5141 | 9,1932 
bn 8,2390 | 8,6384 | 7,7801n} 7,7621n | 8,8065 | 9,6827 | 0,0000 | 9,6427 | 9,3260 | 8,9495 
bs 8,1117n | 8,6708n | 8,9348n | 8,9185n | 7,7160 | 0,2988 | 0,4297 | 0,3220 | 0,1635 | 9,9396 


OG 9,8198 | 9,9940 | 9,6798 | 9,4304 | 9,0254 | 9,6884 | 0,0000 | 9,8426 | 9,7664 | 9,6258 

cd 9,4747n | 9,5645n | 9,0844n | 8,38505n | 8,4745 | 9,6925n | 0,0000n | 9,8364n | 9,7517n | 9,5953n 
ce 9,7685 | 9,9970 | 9,7416 | 9,5527 | 9,2299 | 9,7397n | 9,9700n | 9,7163n | 9,5293 | 9,2093n 
cn 8,9387n | 9,2757n | 8.3534 | 82730 | 9,2407n | 9,6684n | 0,0000n | 9,6527n | 9,3412n | 8,9656n 
Os 8.8114 | 9,3081 | 9,5081 | 9,4294 | 8,1502n | 0,2795n | 0,5670n | 0,3320n | 0,1787n | 9,9557n 


dd || 9,1296 | 9,1350 | 8,4890 | 7,2706 | 7,9236 | 9,6966 | 0,0000 | 9,8302 | 9,7370 | 9,5648 
de || 9,4234n | 9,5675n | 9,1462n| 8,4728n| 8,6790 | 9,7438 | 9,9700 | 9,7101 | 9,5146 | 9,1788 
dn || 9,5936 | 8,8462 | 7,7580n| 7,1931n| 8,6898n | 8,6725 | 0,0000 | 9,6465. | 9,8265 | 8,9351 
ds || 8,4663n| 8,8786n | 8,9127n| 8,3495n| 7,5993n | 0,2836 | 0,5670 | 0,3258 | 0,1640 | 9,9252 


ee 8,7172 | 0,0000 | 9,8034 | 9,6750 | 9,4344 | 9,7910 | 9,9400 | 9,5900 | 9,2922 | 8,7928 
en 8,8874n | 9,2787n | 8,4152 | 83953 | 9,4452n | 9,7197 | 9,9700 | 9,5264 | 9,1041 | 8,5491 
es 8,7601 | 9,3111 | 9,5699 | 9,5517 | 8,3547n | 0.3308 | 0,5370 | 0,2057 | 9,9416 | 9,5392 


nn || 8,0576 | 8,5574 |.7,0270 | 7,1156 | 9,4560 | 9,6484 | 0,0000 | 9,4628 | 89160 | 8,3054 
ns || 7,93038n| 8,5898n| 8,1817 | 8,2720 | 8,3655 | 0,2595 | 0,5670 | 0,1421 | 9,7535 | 9,2955 


Zu diesen Gréssen suchen wir nun die Numeri auf. Hierbei ergeben sich ver- 
schiedene Proben. Es muss z. B. fiir jede Gleichung: 


aatabtactad+t+ae+tan=as 


sein. Gewdéhnlich aber, wenn die Zahl der Bedingungsgleichungen nicht zu gross ist, 
begniigt man sich damit, die Summen dieser Gleichungen zu verificiren. Man sieht also 
zunachst nach, ob z. B.: 


[aa] + [ab] + [ae] + [ad] + [ae] + [an] = [as] 


ist. Erst wenn diese Summen nicht stimmen, verificirt man dann jede einzelne dieser 

Gleichungen und sucht so die Fehler allmialig zu localisiren. Hierbei geht freilich 

immer ziemlich viel Zeit verloren; auch dem geiibtesten Rechner begegnen bei dieser 

logarithmischen Bildung der Normalgleichungen Vorzeichenfehler, weshalb es, wie das 

auch Oppolzer thut, vorzuziehen sein diirfte, der bald zu besprechenden Bessel’schen 

Methode den Vorzug zu geben. ; 
Im vorliegenden Falle erhilt man: 


a | aa | ab | ae ad ae an as Probe bb be 
(1) || +0,6705 | +-0,1328] — 0,6655 | + 0,3006 | —0,5913} +-0,0875| —0,0653| -+ 4,2282) + 0,0263| —0,1318 
(2) || +-1,0000| +0,2290] —0,9931| + 0,3694} —1,0000] +-0,1900| —0,2047 | +-2,9111] +-0,0524] — 0,2274 
(3) || +0,4840] +-0,1285 | —0,4811| + 0,1222| —0,5547| — 0,0227 | —0,3240| — 4,8380| + 0,0341 | — 0,1278 
(4) || +-0,2723| + 0,0835 | — 0,2708 | + 0,0225 | — 0,3589| — 0,0189| —0,2702| + 38,0700] + 0,0256|} —0,0831 
(5) || +0,1074| + 0,0393 | — 0,1067| —0,0300} — 0,1708| + 0,1752| + 0,0142 | — 0,8238| + 0,0144 | —0,0390 
(6) || +0,2945 | +-0,3918 | — 0,3791 | ++ 0,3897 | + 0,4267 | + 0,3620| + 1,4788| + 2,0696 | +.0,5212| —0,5043 
(7) || +0,5723| + 0,7565 | —0,7565| +. 0,7565| +0,7060| +.0,7565| +2,7913] — | +1,0000! —1,0000 
(8) || +0,3707| +0,4964| —0,5080| +-0,5007| + 0,3798 | +-0,3280] +-1,5675| — | +0,6647| —0,6802 
(9) || +-0,2884| + 0,3928 | — 0,4068 | + 0,3933| + 0,2357| +-0,1529| +1,0512 - — | +0,5445} —0,5639 

(10) || +0,1731| +. 0,2605 | — 0,2704| + 0,2521| + 0,1037| +0,0591| +-0,5780] — | +-0,3922| —0,4071 
= | +4,2282 | +2,9111 | — 4,8380| + 3,0700 | — 0,8238 | + 2,0696 | + 6,6168| + 6,6171| + 3,2754| — 3.7646 

ree bd | be bn bs Probe ce cd ce en Cs 
(1) | +.0,0596| —0,1172| + 0,0173| —0,0129) + 2,9111| + 0,6604] -- 0,2983 | + 0,5868| —0,0868 , ++ 0,0648 
(2) + 0,0846 | — 0,2290} + 0,0485 | — 0,0469 | + 3,2754| +-0,9863 | — 0,3669 |) -+ 0,9931 | — 0,1887 | +. 0,2033 
(3) | +-0,0324| —0,1473] —0,0060| —0,0861) — 3,7646| + 0,4784] —0,1214| +-0,5516| + 0,0226, + 0,3222 
(4) | +:0,0069| —0,1101| —0,0058| — 0,0829| + 3,2768| + 0,2694| —0,0224] + 0,3571| +.0,0188) +L 0,2688 
(5) || —0,0110, —0,0625 | + 0,0640] +-0,0052) + 1,8260| + 0,1060| + 0,0298] + 0,1698| —0,1741/ —0,0141 
(6) | +0,5091) +0,5675| +.0,4816) + 1,9670| + 2,3347| ++ 0,4880} — 0,4926/ —0,5491 | —0,4660) — 1,9033 
(7) | +1,0000| + 0,9333} +-1,0000] + 3,6808] — | +1,0000] —1,0000} —0,9333| — 1,0000/ — 3,6898 
(8) + 0,6705 | + 0,5085 | + 0,4393 | + 2,0990 — +- 0,6960 | — 0,6861 | — 0,5204 | — 0,4496 | — 2.1478 
(9) + 0,5452 | + 0,3267 | + 0,2118 + 1,4566 = ++ 0,5840 | — 0,5645 | — 0,3383 | — 0,2194 | — 1,5090 

(10) || +0,8795 | + 0,1661 | + 0,0890 | + 0,8702 + 0,4225 | — 0,3939| —0,1619} —0,0924 | —0,9030 
= | +3,2768| +-1,8260| + 2,3347| + 9,8590! + 9,8594| + 5,6910| —3,9163| + 0,1554| —2,6356| — 9,3079 

Glei- 

pune Probe dd de dn ds Probe ee en es Probe 
(1) || —4,8380| +0,1348 —0,2651 | + 0,0392 |. — 0,0293 | + 3,0700) + 0,5214| — 0,0772| + 0,0576| +- 0,8238 
(2) || —3,7646| +-0,1865 | —0,3694| +-0,0702| —0,0756| + 3,2768| + 1,0000] —0,1900] + 0,2047| + 1,8260 
(3) | 45,6910) + 0,0308 | —0,1401 | — 0,0057| — 0,0818| — 3,9163} + 0,6359| + 0,0260 | +-0,3714| + 0,1554 
(4) || —3,9163) + 0,0019}—.0,0297 | — 0,0016 | — 0,0224] + 3,3989 | + 0,4732| + 0,0248| + 0,3562| + 1,7221 
(5) + 0,1554| + 0,0084 + 0,0478 | —0,0490 | — 0,0040 |} + 1,7221|) + 0,2719| —0,2787 | — 0,0226) -- 5,0385 
(6) | —2,6356| +0,4972| + 0,5544| +0,4705| +-1,9213| +-2,2649| + 0,6180| + 0,5244| +-2,1419] + 1,4611 
(7) == + 1,0000) ++ 0,9333 | + 1,0000 | +- 3,6898 —_ + 0,8710 | + 0,9333 | + 3,4435 — 

(8) — -| +0,6764| +-0,5130| +.0,4481| +2174 — | +-0,3890] +0,3360| +1,6058)  — 
(9) — | +0,5458| + 0,3270| +.0,2121| +1,4588] — | +-0,1960] +0,1271| +0742; — 
(10) — | +0,3671| 40,1509] + 0,0861| +0,8418] — | +-0,0621| +-0,0354| + 0,3461 = 
= | —9,3081| -+-3,3989 | + 1,7221 | + 2,2649 | +-9,8160 | + 9,8164 | + 5,0385 | + 1,4611 | + 9,3788 | + 9,3793 
oe nn ns | Probe Gok nn | ns Probe 
chung chung 
(1) || +0,0114] —0,0085| + 2,0696] (6) -+0,4450 | +1,8176 | + 2,1736 
(2) —|-1 0,0361] —0,0389| +.2,3347] (7) || +.1,0000 | +-3,6898 = 
(3) || +0,0011] + 0,0152| —2,6356] (8) | +0,2903 | + -1,3871 = 
(4) || +0,0013° +-0,0187| +.2,2649] (9) ++ 0,0824 | + 0,5669 = 
(5) | +0,2858] +0,0232| +1,4611] (10) | +-0,0202 | +-0,1975 va 
s3 + 2,1736 +7,6686 | + 7,6683 
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Da also die Proben stimmen, so ergeben sich folgende Normalgleichungen: 


+ 5,6910 z + 0,1554 » — 4,8880 # — 38,9163 u — 3,7646 y = — 2,6356 
+ 0,1554 z + 5,0385 » — 0,8238 x + 1,7221 w + 1,8260 y = + 1,4611 
— 4,8380 z — 0,8238 v + 4,982 » + 3,0700 uw + 2,9111 y = + 2,0696 
— 3,9163 z + 1,7221 v + 3,0700 w + 3,3989 w + 3.2768 y = + 2,2649 
— 3,7646 z + 1,8260 v + 2.9111 x -+.3,2768 u + 3,2754 y = + 23347 


Pep 
Sie 


Or 


Diese Gleichungen haben wir so geschrieben, wie man das gewéhnlich zu thun 
pfleet. Man stellt diejenige Gleichung und Unbekannte an die Spitze, fiir welche der 
quadratische Coéfficient den gréssten Werth hat. In diesem Falle hatte man: 


[cc] > [ee] > [aa] > [dd] > [bb]. 


Man schreibt also in die Diagonale: 
[ec c| [e e| [a a] fad] 
[bb], 


woraus sich obige Anordnung der fiinf Gleichungen von selbst ergiebt. Bevor wir zu 
ihrer Auflésung schreiten, besprechen wir zuvor kurz das Bessel’sche Verfahren, die 
Normalgleichungen zu bilden, sowie Laplace’s Methode, gewisse wahrscheinliche Werthe 
der Unbekannten zu bestimmen. 
Bessel hatte den gliicklichen Gedanken, zur Bildung der Normalgleichungen 

Quadrattafeln heranzuziehen. Es ist ja: 

(a + b)? = a? + b2 + Qadb 

(a — b)? = a? + b? — 2ab 
und mithin wird: 


e+e = 5 [td + @—d] 


ab = = [(a + b)? — (a — b)?]. 


Man kann demnach in einfacher Weise die Summe der Quadrate zweier Gréssen 
und ihr Product durch die Quadrate ihrer Summe und ihrer Differenz ausdriicken und 
die Rechnung etwa in folgender Weise anordnen. 

Man beginnt damit, wie oben die Gleichungen homogen zu machen, und schligt 
dann die Numeri von a, b u. s. w. auf. Diese Operationen miissen mit der gréssten 
Sorgfalt ausgefiihrt werden, da sie im Folgenden nicht mebr controlirt werden. Vor 
Fehlern beim Aufschlagen der Numeri kann man sich auch sicher durch abwechselnde 
Anwendung logarithmischer und antilogarithmischer Tafeln (Tafeln, welche die Numeri 
als Functionen der Logarithmen geben). Die Vorzeichen miissen besonders verificirt 
werden. So erhalt man folgende Uebersicht: 


4 


Gleichung: 


i te 


ee 
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Die nun folgenden Operationen bediirfen keiner besonderen Controle, sie controliren 
sich gegenseitig. 

Wir schreiben successive die erste, zweite, dritte Linie u. s. w. auf einen Papier- 
streifen und erhalten so: 


Gleichung: 
| i 2 | 3 | i} 2 | 3 5 
a+b e+d 
a b e—d 
ate . : : ete 5 
a—c : c—e 
a-+d Caf ; 
a—d c—f 
a+ etn ; 
Gh = c—n 
a+f f : F de 
a —f : P j d—e 
a+n d+ f : 
an F a d—f 
b+ e 2 ‘ P d+n 
b—e : ‘ : d—n 
b+d : é : e+f 
b— a . : , e—f : 
b+te A 2 3 ¢ etn 
b—e ; if ‘ e—n 
b+f 7 E ; te 
b—-f 3 : : = 
b+ n 
b—n 


Mittelst der im Anhange gegebenen Quadrattafel XVIII") bildet man nun die Qua- 
drate aller dieser Gréssen, schreibt dieselben aber in etwas anderer Weise wie folgt: 


Gleichung ||(a + b)*|(a — b)?| (a + ©)?| (a — ec)? 
= 
(2) 
(3) 
>> z= = D2 


*) Entnommen aus Bremiker’s Logarithmisch-Trigonometrischen Tafeln mit fiinf Decimal- 
stellen, mit freund]. Genehmigung der Weidmann’schen Buchhandlung in Berlin. 
Klinkerfues, Theoretische Astronomie, 93 
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Zunichst bildet man nun: 
Z(a+dob?+ A (a—dyP=—=2Faer+ 220? 
A(ater?+AZ2a—cP—22 e+ 22 0 
U. 8 We 
Aus den beiden obenstehenden Gleichungen erhalt man dann z. B. sofort durch 
Subtraction: 
2Fy—AFet—Latd?+ 2 a—d)?—-zZ (a+ c?— 2 (@— oc), 
Andererseits aber hat man: 
22V4+AFF=Tb+e2+ 20— ce). 
Hieraus folgt: 


450 = Eat d+ Z(a—d) 
eS (5 op Ae Oe eon 
— (a + c)}? — X (a — cc)? 
4X2 ce = Z(b+ c)?+ 2 (b — ce)? 
+ 2 (a+c)?+ 2 (a — ec) 
— 2 (e +d Z(@—9y 
£2 ates Sig eo ie a ee 
+ 2 (a + db)? + & (a — d)? 


2 (b + c)? — & (b — oc)? 


Man kann also durch soleche Formeln, deren Bau leicht ersichtlich ist, die ver- 
schiedenen Quadratsummen bestimmen. 

Weiter erkennt man sofort, dass dies auf sehr vielfache Weise geschehen kann, 
Anstatt z. B. oben stehende Formel zur Berechnung von 42’a? zu verwenden, kénnte 
man z. b. auch setzen: 

423, a? = X(a + d)? + Za — a)? 
+ 2+ ep? + La — e)? 1 eae 
— (d+ e)2?— Lad — e)% 
Indem man so: 
MOAGER COPD yee a Which we 
bildet, erhilt man nicht nur die Werthe von 2'a?, 262... u.s.w., die fiir das Folgende 
gebraucht werden, sondern controlirt auch gleichzeitig 2 (a + b)®, 2 (a—b)*, X(a+c)?... 
Nach dieser Controle kann man dann ohne Weiteres die Doppelproducte bilden: 
4ab = (a + bv)? — (a — db? ws. w. 


Diese Bessel’sche Methode zur Aufstellung der Normalgleichungen hat gegeniiber 
der logarithmischen zwei wesentliche Vorziige: 

1. Es ist fast unméglich, bei ihrer Anwendung Vorzeichenfehler zu begehen, da 
em Quadrat einer Zahl immer positiv ist. 

2. Die Controlen ergeben sich von selbst und erfordern nicht die Kinfiihrung 
besonderer Hiilfsordssen. 

Es sei hier auch noch kurz ein einfaches Verfahren erwihnt, welches Laplace 
vorgeschlagen hat, um aus einer grésseren Zahl von Bedingungsgleichungen gute Werthe 
der Unbekannten zu bestimmen. Die Bedingungsgleichungen astronomischer Aufgaben 
zeichnen sich gewohnlich dadurch aus, dass sich die Differentialquotienten nach den 
Unbekannten von einer Bedingungsgleichung zur anderen nur wenig andern, Z. B. in 


benachbarten Normalorten, einer Opposition eines Kometen, sind die Differentialquotienten — 
nach den Elementen fast nahezu gleich, was einfach durch die Aehnlichkeit der geometri- — 
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schen Verhalwmisse bedingt ist. Hieraus folet, dass man keinen besonderen Vortheil davon 
haben wiirde, jede einzelne von diesen Bedingungsgleichungen als ein besonderes Indi- 
viduum zu betrachten. In der That, waren die Coéfficienten genau gleich, so wire es 
iiberhaupt nicht méglich, aus ihnen eine der Unbekannten zu eliminiren. Man kénnte 
dann z.B. ganz einfach beide Gleichungen duych ihr Mittel ersetzen, oder jede Gleichung 
mit der Zahl der ihr zugehérigen Beobachtungea multipliciren und die beiden so erhaltenen 
Gleichungen addiren. 

Aus diesem Grunde hat Laplace vorgeschlagen, immer je benachbarte Be- 
dingungsgleichungen zu mitteln und sich dabei so einzurichten, dass die Zahl der so 
erhaltenen Mittelgleichungen gleich ist der Zahl der zu bestimmenden Unbekannten. 
Man gelangt also auf diese Weise sehr schnell zu einer Art Normalgleichungen, aus 
denen man dann ganz gute Werthe der Unbekannten bestimmen kann. 

Diese Methode diirfte sich besonders dann eignen, wenn man Bedingungsgleichungen 
unter verschiedenen Annahmen auflésen will. Aber auch in der Bahnrechnung kann sie 
jedenfalls oft mit Vortheil verwendet werden. 


Die Auflésung obiger Normalgleichungen kann man etwa in folgender Weise vor- 
nehmen. Wir stellen die Coéfficienten der Normalgleichungen in Colonnen zusammen 
und geben fiir jede Gleichung (jede Horizontallinie) & die Summe aller dieser Gréssen 


und dann die Logarithmen derselben Gréssen. 


Gleichung Coéfficient | Coéfficient | Coéfficient | Coéfficient | Coéfficient Rechte - 
von 2 yon v yon # von u yon y Seite 

(1) + 5,6910 + 0,1554 — 4,8380 — 3,9163 — 8,7646 — 2,6356 — 9,3081 
(2) + 0,1554 + 5,0385 — 0,8238 + 1,7221 + 1,8260 Bee AGL -+ 9,3793 
(3) || —4,8380 | —0,8238 | +4982 |+3,0700 | +2,9111 |-+2,0696 | +6,6171 
(4) | —3,9163 | +1,7221 |+3,0700 | 13,3989 | +3768 |+2,9649 | +9.9164 
(5) — 3,7646 -+ 1,8260 + 2,9111 + 3,2768 + 38,2754 + 2,3347 + 9,8594 
(1) 0,75519 9,19145 0,684.67 0,59287n 0,57572n 0,42088n, 0,96886n 
(2) 9,19145 | — 0,70230 9,91582n 0,23606 0,26150 0,16468 0,97217 
(3) 0,68467n 9,91582n 0,62615 0,48714 0,46406 0,31589 0,82067 
(4) 0,59287n 0,23606 0,48714 0,53134 0,51545 0,35505 0,99195 
(5) 0,57572n 0,26150 0,46406 0,51545 0,51526 0,36823 0,99385 


Beim Aufschlagen dieser Logarithmen kann man sich natiirlich einige Arbeit sparen 


in Folge der Symmetrie der Normalgleichungen beziiglich der Diagonale. 


Anstatt nun aber die Elimination so fortzusetzen, wie das gewéhnlich geschieht, 


multipliciren wir alle Gleichungen mit einem Factor, so dass alle Coéfficienten von ¢ 
gleich + 1 werden. 

Diese Operation fiihren wir natiirlich zunachst logarithmisch durch und schlagen 
dann die Numeri auf. MHierbei ergiebt sich fiir jede dieser neuen Gleichungen eine 
Controle: Die Summe aller der vor 2 stehenden Gréssen muss gleich der unter 2 
stehenden sein. Diese erstere Grésse fiigen wir unter ,Controle“ bei. 
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Gleichung g v | a | u | y ee | = Controle 

(1) 0,00000 8,43626 9,92948n 9,83768n 9,82053n) 9,66569n 0,21367n i 
(2) 0,00000 1,51085 | 0,72437n| — 1,04461 1,07005 | 0,97328 1,78072 , 
(3) 0,00000] 9,23115 | 9,94148n| 9,80247n| —9,77939n| 9,63122n| —0,13600n e 
(4) 0,00000]  9,64319n| 9,89427n|  9,93817n| —-9,92258n| 9,76218n| —0,39908n E 
(5) 0,00000} —-9,68578n| 9,88834n!  9,93973n]  9,93954n| 9,79251n| 041813, 
- 

(1) |H-1,00000|-+ 0,02731 |—0,85012 |— 0,68815 |— 0,66150 |—0,46312 |— 1,63558 |— 1,68558 
(2) 4+ 1,00000|+ 32,42286 |— 5,30113 |4 11,08179 |+ 11,75027 |4 9,40220 |4 60,35571 | 60,35599 ; 
(3) |H-1,00000/+- 0,17028 |—0,87394 |— 0,63456 |— 0,60171 |—0,42778 |— 1,36772 |— 1,36771 ( 
(4) {4+ 1,00000/— 0,43973 |—0,78892 |— 0,86790 |— 0,83672 |— 0,57834 |— 2,50659 |— 2,50661 
(5) Lt 1,00000|— 0,48504 |— 0,77328 |— 0,87042 |— 0,87004 |— 0,62017 |— 2,61894 |— 2,61895 ; 
, 

5 

Nun schreibe man die erste Gleichung auf einen Streifen und ziehe sie von allen r 


folgenden ab. Hierdurch verschwindet z Dann bildet man wieder die Logarithmen 
und macht alle Coéfficienten von v gleich +1. Hierzu schlagt man wieder die Numeri 
auf und bildet die Controlen. Indem man dann wieder die erste Gleichung von allen 


a 


folgenden subtrahirt, eliminirt sich v u. 8. w. 3 
q 
¥ 
$ 

Gleichung v | a u y | poe | = | Controle ¥ 

(2) =‘ |/+-82,39555 | —4,45101 |-+-11,76994 |+ 12,41177 |-++ 9,86532 | + 61,99129 a 

(3) | 0,14297 | —0,02382 |-+ 0,05359 |+ 0,05979 |+ 0,03534 |-++ 0,26786 é 

(4’) ||— 0,46704 | +.0,06620 |— 0,17975 |— 0,17522 |— 0,11522 |— 0,87101 

(5’) ||— 0,51235 | +0,07684 |— 0,18227 |— 0,20854 |— 0,15705 |— 0,98336 f 
: 

(2') 1,51049 0,64846n 1,07078 1,09383 0,99411 1,79233'' : 

(3') 9,15525 8,37694n 8,72908 8,77663 8,54827 9,42791 

(4) 9,66936,|  8,82086 9,25467n 9,24358n 9,06153n 9,94003n . 

(5') 9,70957n|  8,88559 9,26072n 9,31919n 9,19604n 9,99271n : 

(2!) 0,00000 9,18797n 9,56029 9,58334 9,48362 0,28184 - 

(3') 0,00000 9,22169n 9,57383 9,62138 9,39302 0,27266 ‘a 

(4’) 0,00000 9,15150n 9,58531 9,57422 9,39217 0,27067 

(5') 0,00000 9,17602n 9,55115 9,60962 9,48647 0,28314 

(2') |-+ 1,00000 | —0,13739 |+ 0,36332 |-+ 0,38313 |-+ 0,30452 |-++ 1,91357 | 1,91358 

(3) |/-+ 1,00000 | —0,16661 /-+ 0,37483 |-+ 0,41820 |+ 0,24718 |-++ 1,87352 |+ 1,87360 

(4’) |-++ 1,00000 | —0,14174 |+ 0,38486 |-++ 0,37516 |-+ 0,24670 |+ 1,86496 |+ 1,86498 

(5') ++ 1,00000 | —0,14998 |+ 0,35575 |+ 0,40703 |+ 0,30653 |+ 1,91930 |-+ 1,91933 

3") — 0,02922 |+ 0,01151 |-+ 0,03507 |— 0,05734 |— 0,04005 

(4!) —0,00435 |+ 0,02154 |— 0,00797 |— 0,05782 |— 0,04861 

(5") —0,01261 |— 0,00757 |+ 0,02390 |-+ 0,00201 {+ 0,00573 

(3") 8,46568n 8,06108 8,54494 8,75846n 8,60260n 

(4) 7,63849n 8,33325 7,90146n 8,76208n 8,68673n 

(5) 8,10072n 7,87910n 8,37840 7,30320 7,76815 

(3") 0,00000 9,59540n 0,07926n 0,29278 0,13692 

(4") 0,00000 0,69476n 0,26297 1,12359 1,04824 

(5") 0,00000 9,77838 0,27768n 9,20248n, 9,65743n 


Gleichung t u y ents = Controle 
(3”) +1,00000 |— 0,39391 |— 1,20022 |-++ 1,96236 |-+ 1,37063 |-++ 1,36823 
(4”) 4100000 |— 4,95178 |+ 1,63217 |-+ 13,29212 | 11,17487 |+-11,17251 
(5") +1,00000 |-+ 0,60031 |— 1,89530 |— 0,15940 |— 0,45439 |— 0,45439 
Cem, — 4,55787 |-+ 3,03239 |-+-11,32976 |-+ 9,80424 
(5!) + 0,99422 |— 0,69508 |— 2,12176 |— 1,82502 
(4!) 0,65876n 0,48178 1,05422 0,99141 
(51) 9,99748 9,84204n 0,32670n 0,26126n 
(4/") 0,00000 9,82302n 0,39546n 0,33265n 
(5!) 0,00000 9,84456n 0,32922n 0,26378n 
(4!) + 1,00000 |— 0,66530 |— 2,48576 |— 2,15105 | — 2,15106 
(6) + 1,00000 }— 0,69913 |— 2,13414 |— 1,83561 |— 1,83327 
(5!""") — 0,03383 |-+ 0,35162 |+ 0,81544 
(GA) 8,52930n 9,54607 9,49892 
(5!""") 0,00000 1,01677n 0,96962n 
(5!) + 1,00000 |—10,39366 |— 9,32440 |— 9,39366 


Aus dem Vorhergehenden ersicht man, wie die Rechnung gegen den Schluss hin 
immer ungenauer wird. Die Normalgleichungen widersetzen sich augenscheinlich der 
Elimination und die Unbekannten sind nicht sehr gut bestimmt. Es liegt das daran, dass 
das Bahnstiick, auf dem die Normalorte vertheilt sind, zu kurz ist. Fiir solche Fille 
hat man vorgeschlagen, die Normalgleichungen mit sechs- oder noch mehrstelligen Tafeln 
aufzulésen. Die Anwendung sechsstelliger Tafeln ist vielleicht manchmal anzurathen. 
Obgleich nimlich z. B. die Gréssen ab jede fiir sich nur vierstellig berechnet werden, 
so kénnte doch, wenn die Beobachtungen sehr zahlreich sind, ihre Summe [ab] etwas 
genauer sein. Mehr als sechsstellige Tafeln anzuwenden, ist indess wohl 
zwecklos. 

Zu verwerfen sind ferner alle diejenigen Methoden, nach welchen die Unbekannten 
einer dem Probleme fernliegenden Nebenbedingung unterworfen werden, wie z. B. der, 
dass zwei Normalorte vollstindig dargestellt werden miissen. Nur neues Beob- 
achtungsmaterial kann in-solchen Fallen die in den Bahnelementen be- 
stehende Unsicherheit aufheben. So sind die Bahnelemente eines periodischen 
Kometen im Allgemeinen erst dann als gut bestimmt anzusehen, wenn Beobachtungen 
aus mindestens zwei Oppositionen vorliegen. 


immer 


Wir gehen nun zum Schluss dazu iiber, die Unbekannten véllig zu bestimmen und 
wahlen hierzu die folgenden Eliminationsgleichungen: 


[0,00000]¢ = [8,43626,]o + [9,92948]a + [9,83768]w + [9,82053]y — 0,46812 . (1) 


[0,00000]v == [9,13797]a + [9,56029,]w + [9,58334,]y + 0,30452 . a2) 
[0,00000]a = [9,59540]w + [0,07926]y + 1,96236. .......... . (3% 
ag == [9.82302 |g248n76 2... te hee aw ew NY 


TOL See mS. wk. os (8M) 
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In diesen Gleichungen bedeuten die eingeklammerten Zahlen Logarithmen, die 
nicht eingeklammerten hingegen Numeri. Die Gleichung (5’”) bestimmt y und ist 
successive aus Gleichung (5) hervorgegangen; Gleichung (4”’) ergiebt w und fliesst- aus 
Gleichung (4) her u.s. w. Aber y hatte in.Gleichung (5) seinen quadratischen Coéffi- 
cienten [bb], w hatte in Gleichung (4) seinen quadratischen Coéfficienten [dd] u. s. w. 

Die Eliminationsgleichungen stammen also jede von der Normalgleichung 
her, welche die zu bestimmende Unbekannte mit quadratischem Coéfficienten 
enthielt. Es scheint, dass diese Anordnung im Allgemeinen die vortheilhafteste ist. 

Wir gehen nun dazu iiber, aus obigen Eliminationsgleichungen die Unbekannten 
successive zu bestimmen. Man findet: 


y = [1,01677,] 
w = [0,97316,] 
x = [1,15276,] 


[0,75959 | 
@ == [1,41580,}. 

Um die so erhaltenen Werthe der Unbekannten zu priifen, schligt man gewdéhn- 
lich den Weg ein, das betreffende Normalgleichungssystem noch einmal anders aufzu- 
lésen. Kiirzer ist es, die Werthe der Unbekannten in die Normalgleichungen  einzu- 
setzen und zu sehen, ob diese letzteren dann erfiillt sind. Im vorliegenden Falle 


iil 


erhalt man so: 


Gistehone & mal v mal xmal wu mal y mal Rechte | Linke 

5|| Coéfficient | Coéfficient | Coéfficient | Coéfficient | Coéfficient Seite Seite 

(1) 2,17099n 9,95104. 1,83743 1,56603 1,59249 | 

(2) 0,60725n 1,46189 1,06858 1,20922n 1,27827n 

(8) 2,10047 0,67541n 1,77891n 1,46030n 1,48083n 

(4) 2,00867 0,99565 1,63990n 1,50450n 1,53222n 

(5) 1,99152 1,02109 1,61682,, 1,48861 n 1,53203n ; ay 

(1) — 148,2488 |-++ 0,8934 |+ 68,7750 |+ 36,8155 |-+ 39,1282 — 2,6356 — 2,6362 

(2) — 4,0481 |+ 28,9660 |+ 11,7105 |—16,1889 |— 18,9787 + 1,4611 + 1,4608 

(3) -+-126,0286 |— 4,7360 — 60,1050 — 28,8600 — 30,2571 + 2,0696 4+ 2,0705 

(4) H+ 102,0163 |-+ 9,9003 |— 43,6420 |— 31,9521 | — 34,0583 + 2,2649 + 2,2642 

(5) + 98,0660 |+ 10,4976 |— 41,3827 |— 30,8043 | — 34,0481 + 23347 + 2,3335 


Die Uebereinstimmung der rechten und linken Seiten der Normalgleichungen muss 
als eine fiir fiinfstellige Rechnung geniigende bezeichnet werden, denn wenn man z. B. 
in Gleichung (1) den Numerus — 148,2483 fiinfstellig bildet, kann man natiirlich nicht 
erwarten, dass die letzten Stellen sicher sind. 
Das Ausgangselementensystem, bezogen auf die Ekliptik war nun: 
T = 1890. Juli 8,601 360 M. Z. Berlin 
a == 85° 42’ 50,90 
Sh = 14072053 160 
é == 63° 18’ 23,80 
log q = 9,883 408 6. 


Aus obigen Werthen yon a, y, 2, w und v, die sich ebenfalls auf die Ekliptik be- 
ziehen, ergiebt sich, unter Beriicksichtigung der Fehlereinheit (log v = 1,3715): 
logd T = 38,8689, sinid & = 2,1189,, 
dlogqg = 1,8578, di = 2,1590. 
dx = 2,6883, 


———- 
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Zunachst ist zu bemerken, dass nach der Anordnung, wie die Bedingungsgleichungen 
aufgestellt waren (Oppolzer’s Anordnung), dZ' und dlogq noch durch 206264,8 zu divi- 
diren sind, um sie in den gewéhnlichen Einheiten zu erhalten. 

Die Variationen der drei letzten Bahnelemente sind in ” gegeben, nur muss noch 
d& von sini befreit werden (i = 63° 18'23”,80)- Die fiir die Unbekannten gefundenen 
Werthe sind noch mit der Fehlereinheit (log v = 1,3715) zu multipliciren. Man erhilt 
so schliesslich: 


dT — — 0408585 
dlogg = — 0,0003495 
a tS 
di = 4+ 2 24",9 
da = — 7 97" 
do = dx — d& = — 5’ 40",7. 


Diese Correctionen hat man also nach der Methode der kleinsten Quadrate an 
obiges Elementensystem anzubringen, um die definitiven Elemente zu erhalten. Man 
pflegt dann gewodhnlich noch das definitive Elementensystem mit den Normalortern zu 
vergleichen, bildet hierzu im Sinne Beobachtung (Normalort) minus Rechnung 4 «cos 0 
und 40 und sieht durch Bildung von 2[(4«@ cos 0)? + (40)?] fiir das definitive und 
das urspriingliche Elementensystem, wieviel man durch Anwendung der Methode der 
kleinsten Quadrate gewonnen hat. 

Um sich aber auch noch zu vergewissern, dass man nicht etwa bei Bildung der 
Zuwachse der Elemente aus den Unbekannten der Normalgleichungen a, y, z... Fehler 
begangen hat, setzt man z, y, z... in die homogen gemachten Bedingungsgleichungen 
ein. Die Residua derselben miissen (bei Beriicksichtigung der Fehlereinheit) mit den 
durch directe Rechnung (Normalort minus definitive Elemente) gefundenen 4a%cosd und 
40 identisch sein, 


Achte Abtheilung. 


Die Berechnung von Doppelsternbahnen. 


Hundertundelfte Vorlesung. 


Kinleitende Bemerkungen. 


Unter den zahlreichen Entdeckungen des alteren Herschel hat sich keine fiir die 
Fixsternastronomie so epochemachend erwiesen, als die Entdeckung der Thatsache, dass 
ausserordentlich haufig auch selbstleuchtende Kérper, wie die Fixsterne, zu zweien, 
dreien, zuweilen in noch grésserer Anzahl in einem einzigen engeren Systeme vereinigt 
sind und sich um den gemeinschaftlichen Schwerpunkt des Systemes bewegen. Die 
Fortsetzung der Beobachtungen nach Herschel hat zu der Kenntniss einer sehr betracht- 
lichen Zahl solcher Systeme mit nachweisbarer Bewegung gefiihrt; bei einer Reihe von 
Doppelsternen ist es sogar gelungen, die Gestalt und Lage der Bahn, sowie die Umlaufs- 
zeit mit einiger Sicherheit zu ermitteln; bei einer fiir jetzt allerdings sehr beschrankten 
Zahl ist nicht ohne Erfolg der Versuch einer Bestimmung der wahren Dimension der 
Bahn im Vergleiche zu den Bahnen unseres eigenen Sonnensystemes und der daraus 
folgenden Vergleichung der Masse des Sternpaares mit dem der Sonne versucht worden. 
Das Material fiir solche Untersuchungen wichst, wie an Umfang, so an Interesse; es 
sollen daher in den folgenden Vorlesungen die wichtigsten Vorschriften zum Ordnen 
und zur Vorbereitung der durch die Beobachtungen gelieferten Data, sowie eine der 
sichersten Rechnungsmethoden entwickelt werden. 

Khe wir zeigen, wie die aus der Lehre von der Gravitation verallgemeinerten 
Keppler’schen Gesetze auf Doppelsterne (fiir die drei- und mehrfachen Sterne besitzen 
wir noch keine sicheren Methoden) Anwendung finden, ist es néthig, zu wissen, in 
welcher Form das Beobachtungsmaterial gegeben zu werden pflegt. Es kann dies in 
der Weise geschehen, dass man den Rectascensions- und den Declinationsunterschied 
der beiden Sterne angiebt; doch ist diese Form kaum mehr im Gebrauche. Die jetzt 
iibliche Angabe bestimmt die gegenseitige Lage der beiden Sterne durch Distanz und 
Positionswinkel. Die Distanz ist der die beiden Sterne verbindende Bogen eines gréssten 
Kreises, in Secunden ausgedriickt, der Positionswinkel derjenige Winkel, welchen dieser 
grésste Kreis mit dem durch den helleren Stern gelegten Meridian des Himmels macht. 
Die Positionswinkel pflegt man durch Ost, Siid und West nach dem nérdlichen Theile 
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des Meridians zuriickzuzihlen. Mit anderen Worten, bezeichnet man die Differenz, 
Rectascension des Nebensternes — Rectascension des Hauptsternes mit 4a, den ent- 
sprechenden Declinationsunterschied mit 40, den Positionswinkel mit p, so liegt p 


zwischen 0° und 90°, wenn 4a positiv, 40 positiv, 


' Lies : 
5 OU) Caroma Osiris » positiv, , negativ, 
, Ses P ‘ 
Re LOO lem O0F he es » negativ, , negativ, 
; ee sag 
oe CUS meer SOU... On, » nhegativ, , positiv. 


Bezeichnet man die Distanz der Sterne, in Secunden ausgedriickt, mit @, so hat 


man noch: 
Aa .cosd0 = @ sinp 
40 = © cosp, 


wonach sich leicht p und @ berechnen lassen, wenn einmal die Beobachtungen in anderer 
als der gewodhnlichen Form gegeben sein sollten. 

Bei ferneren Untersuchungen ist es auch néthig, zu beachten, dass in Folge der 
Pracession der durch den Hauptstern gelegte Meridian nicht immer derselbe grésste 
Kreis der Sphare bleibt, d. h. dass durch die Pracession cine scheinbare Verainderung 
des Positionswinkels (offenbar nicht auch der Distanz) hervorgebracht wird. Die des- 
halb an die Positionswinkel, um diese von dem fremdartigen Einflusse zu befreien, 
anzubringende Correction findet sich leicht aus der Formel fiir die jaihrliche Pracession 
in Declination: 

Pricession in Declination — n cosa, 
wobei ” fiir unseren Zweck als cine Constante angesehen werden kann. Stellt dJ40 


die sehr kleine Grésse vor, um welche der Declinationsunterschied der beiden Sterne 
verandert wird, dp den Einfluss der Pricession, so wird: 


ddd = — nsina Aa, 
oder, da 40 = ecosp, d40 = —gsinpdp: 
ppp ces Tl | Relea, ie 
Q sin p 
Da nun: | 
AC cee? 
cos 0 
so wird: oat 
esd 


Das ist also der jaihrliche Zuwachs des Positionswinkels. Will man umgekehrt von p 
mr Zeit der Beobachtung t auf das Jahr f) zuriickgehen, so hat man diese Correction 
mit entgegengesetztem Vorzeichen anzubringen. 

Fiir die numerische Rechnung hat man hiernach die Regel: Um Positionswinkel, 
welche fiir das Jahr ¢ gegeben sind, von dem Betrage der Pracession zu befreien und 
auf das Jahr f) zu beziehen, hat man die Correction: 


— 20",0548 sina secd (t — to) 


anzubringen. Wir bemerken hier noch gleich, dass man bei den Positionswinkeln die 
Secunden, wenn sie iiberhaupt noch beriicksichtigt werden, in Bruchtheile von Minuten 
umzusetzen pflect. 


Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 94 


— 46 — 


Hundertundzwolfte Vorlesung. : 


Fortsetzung der einleitenden Bemerkungen. 


Die Lehre von der Gravitation zeigt, dass zwei sich gegenseitig anziehende 
Massen m und m’ einen Kegelschnitt, speciell, wenn derselbe ein in sich zuriicklaufender 
ist, eine Ellipse um ihren gemeinschaftlichen Schwerpunkt beschreiben. Der Schwer- 
punkt theilt hiernach die Verbindungslinie zwischen den beiden Componenten eines 
Sternpaares im umgekehrten Verhaltnisse der Massen; der scheinbare Abstand der 


Masse m vom Schwerpunkte ist daher gleich: 


m! 


m + ml Me 
m 
m + m ° 
Da man nun aber die Massen nicht kennt, der Ort des Schwerpunktes daher nicht 
markirt ist und erst auf eine besondere Art, die wir spiter besprechen werden, ermittelt 
werden miisste, so betrachtet man den helleren Stern als ruhend und die um diesen von 
dem schwiicheren Sterne (der gleichwohl an Masse der stirkere sein kann) beschriebene 
Bahn als den Gegenstand der Rechnung. Die letztere Ellipse ist offenbar der um den 
Schwerpunkt beschriebenen ahnlich. 
In einzelnen Fallen, wie z. B. bei dem Doppelsterne y Virginis, sind die beiden 
Componenten so nahe von gleicher Helligkeit, dass die verschiedenen Beobachter in der 
Wahl des Hauptsternes von einander abweichen, wodurch ein Unterschied von 180° in 


der der Masse m! gleich: 


ot 


den entsprechenden Beobachtungen hervorgebracht wird. 

Die das Auge mit dem helleren Sterne verbindende Gerade nennt man den Visions- 
radius. Die im Hauptsterne an die Kugel zu legende Beriihrungsebene, eine Ebene 
also, zu welcher der Visionsradius senkrecht steht, dient als Fundamentalebene, um die 
Lage der Bahn anzugeben, ganz ebenso, wie bei den Kérpern unseres Sonnensystemes 
die Ekliptik gebraucht wird. Die Zihlung der Liaingen, wie z B. der Linge des 
Knotens &, geschieht in demselben Sinne und von demselben Nullpunkte, wie fiir die 
Positionswinkel. 2 — §2 ist wieder der Winkel, welcher in der Ebene der’ Bahn 
zwischen Perihel und Knoten liegt. Die Neigung der Bahn, 7, ist Null, wenn die wirk- 
liche Bahn mit der scheinbaren Bahn, d. h. mit ihrer Projection auf die obige Beriihrungs- 
ebene zusammenfallt; die scheinbare Bahn nennt man auch die Projectionsellipse. Hs 
ist ohne Weiteres klar, dass nicht entschieden werden kann, ob der Nebenstern sich 
diesseits oder jenseits der Ebene der Projection befindet, und es fallt daher bei den 
Doppelsternbahnen der Unterschied zwischen aufsteigenden und niedersteigenden Knoten 
ganz weg. 

Hs ist eine ebenso leicht zu erkennende als oft benutzte Kigenschaft der Projections- 
ellipse oder scheinbaren Bahn, dass sich die in ihr von dem scheinbaren Radius vector 
beschriebenen Sectoren zu einander wie die in der wahren Bahn, demnach ebenfalls wie 
die Zeiten, verhalten. Das doppelte Element des Sectors der scheinbaren Bahn, auszu- 
driicken durch: 
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wird also eine Constante sein und die Winkelgeschwindigkeit wird dem Quadrate der 
Distanz umgekehrt proportional sein. Dieser Satz kommt hiufig mit Erfolg zur An- 
wendung, wo es sich darum handelt, den Werth einer Distanz, deren Messung sich 
Schwierigkeiten entgegengestellt haben, auf rechnendem Wege zu ermitteln. 

Die Anzahl der bei einer Doppelsternbahn zu bestimmenden Elemente belauft sich 
im Ganzen auf sieben, namlich auf die folgenden Stiicke: 


die mittlere Anomalie der Epoche. ....... HX 
(iesuangendes: Knotens) s/s) bs isca ee ee a 

die Neigung der Bahn. ... . Sse bat Mae Bs i 

der Winkel zwischen Perihel und Moree BY eli tdi TE Aes ese 
dieGiixcentricitat ..: 40. . At aha neers ete aL @ 

die halbe grosse Axe in Scene PRT es ee 
CHCMOMMIATITSZEIt a vac bos ok ed on) be ee a ae ee, 


Die Umlaufszeit, deren Angabe auch durch die der mittleren Winkelbewegung 
ersetzt werden kann, tritt hier als selbstindiges Klement auf, da dic Masse des Systemes 
nicht bekannt ist. Bei bekannter Masse und Parallaxe JJ des Systemes wiirde die durch 
die Gravitationstheorie erlangte Verallgemeinerung des dritten Keppler’schen Gesetzes 
die mittlere jabrliche Bewegung w nach der Formel: 


__ 365 26% Vm + mi! + mi! 
a*” cosec IT*/2 


Y) 


auf die wir spiter zuriickkommen werden, ergeben. 

Wir ziehen den Schluss, dass zur Bestimmung der siecben obigen Elemente einer 
Doppelsternbahn sieben von einander unabhingige Data erforderlich sind. Darunter 
muss sich aber wenigstens ein Positionswinkel befinden, weil die Bestimmung der Lage 
und Gestalt der Bahn aus lauter Distanzen offenbar nicht médglich sein wiirde; des- 
gleichen muss aber auch mindestens eine Distanz gegeben sein, wenn die Dimension 
der Bahn bestimmt werden soll. Im Allgemeinen ist es vortheilhaft, Gestalt und 
Lage der Bahn so viel als méglich nur aus Positionswinkeln zu berechnen, da die 
Beobachtungen der Distanz an grésserer Unsicherheit leiden!); z. B. kénnen meist sechs 
Positionswinkel zur Bestimmung von Lage und Gestalt, wonach dann zuletzt die Di- 
mension méglichst gut mit einer Distanz oder mit der Gesammtheit der Distanzen in 
Uebereinstimmung zu bringen ist, fiir eine zweckmissige Combination gelten. Zwei 
Ausnahmen machen sich jedoch in dieser Hinsicht fiir die Praxis bemerklich. Ist die 
beobachtete Bahnbewegung nicht bedeutend genug, so werden die zu sechs Epochen 
beobachteten Positionswinkel, weil die Epochen einander zu nahe riicken, in praktischer 
Beziehung nicht mehr fiir ganz unabhangig gelten diirfen; man muss dann von Distanzen 
Gebrauch machen, um gréssere Zeitintervalle zu bekommen. Eine andere Ausnahme 
zeigt sich, wenn 7 nahe gleich 90° wird; in diesem Grenzfalle hat ja offenbar der 
Positionswinkel nur zwei von einander verschiedene Werthe, $4 und 180° + $2, die in 
der Zeit, in welcher der Nebenstern oder die Duplicitiét verschwindet, in einem grossen 
Sprunge in einander iibergehen (wie z B. nahe bei « Centauri der Fall ist). Durch 
diese beiden Positionswinkel werden $3 und i gegeben; es bleiben dann aber noch fiinf 
Elemente iibrig, welche in dem strengen Grenzfalle nur durch ebenso viele Distanzen 
bestimmt werden kénnen. Bei einer blossen Anniherung an den Grenzfall wird man 


1) Savary’s Methode (siehe die Connaissance des temps vom Jahre 1830) und Encke’s Me- 
thode (siehe das Berliner Jahrbuch fiir 1832) sind trotz aller ihrer Hleganz doch deshalb wenig zur 
Anwendung gekommen, weil sie vier Distanzen als gegeben betrachten. 


94% 
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wenigstens wohl daran thun, mehr als eine Distanz zu gebrauchen, d. h. die Distanzen 
nicht lediglich zur Bestimmung der Dimension zu verwenden. 

Doppelsternmessungen sind begreiflicher Weise, trotzdem man zu denselben_ nur 
die stirksten Vergrésserungen und besten Hiilfsmittel verwendet, dennoch wegen der 
ausserordentlichen Kleinheit der Beobachtungsgréssen verhiltnissmassig weit betracht- 
licheren Fehlern unterworfen, als die meisten anderen Messungen. Wahrend z. B. eine 
beobachtete Rectascension oder auch Linge fast immer bis auf wenige Secunden zu 
verbiirgen steht, ist bei einem engen Sternpaare der Positionswinkel aus einem kiirzeren 
Satze von Messungen hiufig kaum auf einen. ganzen Grad sicher; etwas ungiinstiger 
noch verhalten sich die Distanzen, da deren Bestimmung durch ganz besondere Fehler- 
quellen, wie persdnliche Unterschiede der Beobachter, in héherem Grade, als die der 
Positionswinkel, beeinflusst wird. Es ergiebt sich aus dem eben Gesagten die Noth- 
wendigkeit, bei Untersuchungen von Doppelsternbahnen vorwiegend Normalorter zu 
gebrauchen, wie sich solche auf bekannte Weise bilden lassen. Wir nehmen weiter 
unten stillschweigend an, dass das ganze Beobachtungsmaterial in die gerade hinreichende 
Anzahl von Normaldaten zusammengezogen sei, z. B. in sechs Positionswinkel und eine 
Distanz. 

Fiir das Ordnen des Materiales der gemessenen Positionswinkel hat Sir John 
Herschel ein graphisches Verfahren in Aufnahme gebracht, welches iiberall als eine 
sehr niitzliche Vorarbeit zu statten kommt, auch wenn man bei der darauf folgenden 
Bahnbestimmung sich einer anderen als der beiden Herschel’schen Methoden bedienen 
will!). Das Verfahren besteht darin, dass auf einer Geraden die Zeiten als Abscissen, 
die Positionswinkel, welche dazu gehéren, als Ordinaten aufgetragen werden; zwischen 
den so erhaltenen Punkten wird darauf méglichst stetig eine Curve hindurchgefiihrt, um 
so die unvermeidlichen Spriinge und Unregelmassigkeiten der Messung des Positions- 
winkels auszugleichen. 

Die Beriihrungslinie an einem Punkte dieser Curve giebt dann durch die Tangente 
des von ihr mit der Abscissenaxe gebildeten Winkels den Werth von e oder der 
scheinbaren Winkelgeschwindigkeit fiir diesen Punkt der Bahn. Es wird durch dies 
Verfahren also auch das Verhiltniss der Distanzen und der Gestalt der scheinbaren 
Bahn bekannt. Ueber die Art, wie aus letzterer dann die Elemente der wahren Bahn 
bestimmt werden, muss hier auf die in der Note citirten Abhandlungen von Sir John 
Herschel verwiesen werden. 

Das eben erwihnte graphische Verfahren lisst oft, besonders aber bei solchen 
Systemen, wo der Nebenstern durch Jahre hindurch wegen grosser Ann&herung an den 
Hauptstern unsichtbar wird (beispielsweise bei @ Leonis, 0 Cygni, y Coronae) der Willkiir 
im Ziehen der Curve einen betrachtlichen Spielraum. Es ist daher sehr wiinschenswerth, 
leicht priifen zu kénnen, ob die aus den Winkelgeschwindigkeiten geschlossenen rela- 
tiven Distanzen, zu ihren Positionswinkeln um einen Punkt herum aufgetragen, auch 
wirklich nahe in einer Ellipse oder auf einem elliptischen Bogen liegen. In der Praxis 
der Doppelsternbahnberechnungen kommen Ellipsen von fast jedem méglichen Axen- 
verhiltnisse mit ziemlich gleicher Haufigkeit vor, darunter auch solche, welche mit den 


meisten der tiblichen Ellipsographen unbequem zu zeichnen sein wiirden. Es mag des- 


halb hier darauf aufmerksam gemacht werden, dass der zum Copiren von Zeichnungen 
im verjiingten Maassstabe im Gebrauche befindliche Storchschnabel als bequemes Hiilfs- 


1) Herschel’s erste Methode findet man in den ,Memoirs of the Royal Astronomical Society“, 
Vol. 5, die zweite in Vol. 18 desselben Werkes. 
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mittel zum Zeichnen von Ellipsen gerade fiir unseren Zweck Anwendung finden kann. 
Die Fig. 63 skizzirt einen Storchschnabel von der bekannten Form mit Querleiste. 

In A befindet sich der Befestigungsstift, in D der Handstift, mit welchem man in 
dem gewoéhnlichen Gebrauche die Linien der Originalzeichnung verfolgt; G@ ist der 
Copirstift, welcher die Zeichnung in dem Verhiltnisse von BC: BD oder AF: AH 
verjiingt wiedergiebt, vorausgesetzt, dass auch FG :.FC in dem nimlichen Verhiltnisse 
stehen. Wird der Copirstift in einem anderen Punkte der Querleiste befestigt, z. B. 
in H, so hért die Aehnlichkeit der Zeichnungen auf, 
in der Weise, dass, wihrend man mit dem Handstifte 
in D eine gerade Linie oder einen Kreis beschreibt, vom 
Copirstifte in H eine andere Curve beschrieben wird. 
Fir uns geniigt es, den Handstift eine durch den 
Punkt A gehende gerade Linie beschreiben zu lassen; 
die von H gezogene Curve ist dann eine von der 
grossen Axe begrenzte Hllipsenhalfte. Der Mittelpunkt 
der Ellipse liegt in A, die Richtung der grossen Axe 


~ fallt mit der durch A gehenden Geraden zusammen; 
man iiberzeugt sich durch eine leichte Entwickelung, 
dass die halbe grosse Axe der Ellipse gleich: 
E B 


Fig. 63. 


AF + FH oder 2BC+4+ GG, 
die halbe kleine Axe gleich: 


c GH 
wird. Setzt man namlich: 
a eG Ane AGE = AG D == 0 
un pees te ais ded 
iP as ING) = 8G Shy Erle) = We 
D so wird: 
z= (2m + n) cosw, y = nsina, 
also: 
ne y? 
—_=—1. 
(2m + n)? 1 n? 


Man erkennt auf diese Weise leicht, ob die durch das obige graphische Verfahren ab- 
geleiteten Winkelgeschwindigkeiten mit einer Ellipse sich vertragen, oder ob man daran 
abaindern muss.. Dadurch wird die erwihnte Willkiir schon sehr beschrinkt; sie wird 
es noch mehr, wenn man mit einem Planimeter (am besten mit dem Hansen’schen) 
prift, ob nicht bloss (was durch die Herleitungsart der Distanzen verbiirgt wird) einige 
Sectoren der Ellipse, sondern iiberhaupt irgend zwei Sectoren im Verhiiltnisse der ent- 
sprechenden Zeitintervalle stehen. Dass Letzteres erfiillt, wiirde nimlich durch jenes 
graphische Verfahren besonders in dem Falle nicht hinreichend gesichert erscheinen, wo 
in der Beobachtungsreihe grosse Liicken vorkommen. 

Das eben beschriebene graphische Verfahren verhilft nicht bloss zu einem Ur- 
theile dariiber, ob das Material fiir eine Bahnberechnung schon hinreichend ist (wozu, 
im Gegensatze zu den Planeten- oder Kometenbahnberechnungen, ein betriachtlicher 
Theil der ganzen Bahn durchlaufen sein muss), sondern auch ausserdem, wenn die 
Versuche wirklich eine bestimmte Lésung in Aussicht stellen, zu der Kenntniss an- 
geniherter Werthe von gewissen Gréssen, die nachher auf rechnerischem Wege in aller 
Scharfe zu bestimmen sind. Was uns die genannten Versuche in der Beziehung leisten, 
soll in nachster Vorlesung gezeigt werden. 
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Hundertunddreizehnte Vorlesung. 


Leichte Herleitung verschiedener Elemente der wahren Bahn aus der 
Projectionsellipse oder Theilen derselben. 


Da die Bestimmung der Dimension der Bahn ganz von der der iibrigen Elemente 
getrennt werden kann, indem man nachher an die Distanzen so gut als méglich an- 
schliesst, so kénnen wir von derselben vorlaufig ganz absehen und uns nur mit den 
sechs dann noch iibrig bleibenden Elementen der Doppelsternbahn: 8, i, t — 8, My, us, e 
befassen!). Wie sich zeigen wird, lassen sich aus den Bedingungsgleichungen fiir die 
Darstellung der Beobachtungen auf sehr einfache Art die drei Elemente $3, 27, 7 — 8 
eliminiren, so dass dann Gleichungen, welche implicite die Unbekannten UM, u und e 
enthalten, zum Vorschein kommen. Nach der Natur der Aufgabe sind die Gleichungen 
transcendent, daher nur durch Versuche aufzulésen; es ist also vor Allem wiinschens- 
werth, Annaherungen gerade fiir diese Elemente zu kennen. 

Zuweilen ist dtirch eine Wiederkehr zu demselben Positionswinkel die Umlaufs- 
zeit, demnach auch w gegeben, oder es kommen (wie bei 4 Coronae borealis) nur zwei 
verschiedene Werthe der Umlaufszeit in Betracht. In anderen Fallen findet sich in der 
Beobachtungsreihe ein Perihel und ein Aphel; da diese beiden Epochen auf dem gleich 
za zeigenden Wege erkannt werden kénnen, so ist auch bei solcher Gelegenheit w ge- 
geben. Bei weniger umfassender Beobachtungsreihe ist man, um eine Annaherung fir 
uw za haben, darauf angewiesen, den in derselben enthaltenen Sector der Projections- 
ellipse mit der Flache der ganzen Ellipse zu vergleichen. 

Zur Herleitung von M), der mittleren Anomalie einer bestimmten Epoche aus der 
Projectionsellipse, kénnen folgende Bemerkungen dienen. Offenbar sind die Projectionen 
dreier in gerader Linie liegender Punkte auf einer Ebene wiederum in gerader Linie. 
Da nun der Mittelpunkt der wahren Ellipse, die Brennpunkte und das Perihel oder 
Aphel alle auf einer Geraden liegen, so findet dasselbe auch in Beziehung auf den 
Mittelpunkt der scheinbaren Ellipse, den Ort des Hauptsternes und den dem Perihel 
oder Aphel entsprechenden Orte des Nebensternes statt, d. h. man erhalt den Ort des 
Perihels und des Aphels in der scheinbaren Bahn, wenn man den Mittelpunkt der 
Projectionsellipse mit dem Orte des Hauptsternes durch eine gerade Linie verbindet 
und diese zu beiden Seiten bis zur Peripherie der Projectionsellipse verlangert. Der 
dem Hauptsterne naher gelegene Durchschnitt ist die Projection des Perihels, der ent- 
ferntere die des Aphels. Die Beobachtungszeit, welche zu den Positionswinkeln der 
Durchschnitte gehért, ist die des Perihels, beziehungsweise des Aphels. 

Man kann nun gleich noch weiter bemerken, dass bei der in Rede stehenden Art 
von Projection noch ausserdem die Abschnitte einer projicirten Geraden in demselben 
Verhialtnisse bleiben, d. h. auf den gegenwartigen Fall angewendet, dass das Stiick 
gerader Linie zwischen Mittelpunkt und Brennpunkt der wahren Ellipse zu der halben 
grossen Axe derselben in dem namlichen Verhaltnisse steht, wie das Stiick zwischen 
Mittelpunkt und Hauptstern in der Projectionsellipse zu der eben besprochenen Pro- 


") Es mag hier die nachtragliche Bemerkung Platz finden, dass man der mittleren Bewegung u 
das negative Vorzeichen zu geben pflegt, wenn die Positionswinkel mit wachsender Zeit abnehmen; 
* man erspart sich damit eine weitere Angabe tber den Sinn der Bewegung. 
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jection der halben grossen Axe. Die Excentricitat e der wahren Bahn ist also gleich 
dem Verhiltnisse: 


Abstand des Hauptsternes vom Mittelpunkte der Projectionsellipse zu dem 
in der Richtung dieses Abstandes genommenen Halbmesser der scheinbaren 


Ellipse. 
Durch die nimliche Betrachtungsweise kann man auch diejenigen um 180° ver- 
schiedenen Positionswinkel ermitteln, welche den wabren Anomalien v — — 90° und 
v = + 90° entsprechen; man braucht zu dem Zwecke nur zu ermitteln, in welcher 


Richtung eine Sehne der scheinbaren Ellipse, durch den Hauptstern gelegt, von diesem 
halbirt wird; die dieser Richtung entsprechenden Positionswinkel sind die gesuchten. 

Wenn das Material iiberhaupt zu einer Bahnbestimmung reif ist, so wird man, 
seltene Falle ausgenommen, auf die eine oder andere der vorstehend beschriebenen 
Arten zu einer angenadherten Kenntniss von M), w und e, mindestens von einer dieser 
Gréssen gelangen. Nur bei Sternpaaren, die fortwihrend den Messungen grosse 
Schwierigkeiten darbieten, bei denen daher in keiem Theile der Bahn ein einiger- 
maassen zusammenhingendes Material vorliegt und sich wegen der Grésse der Intervalle 
auch die Herleitung der Winkelgeschwindigkeiten erschwert, ist man genéthigt, M, u 
und e selbst ganz aus dem Rohen heraus durch Rechnung zu finden; doch wird auch 
dann die Bestimmung durch bekannte Hiilfsmittel sehr erleichtert. 

Obgleich die im Vorigen angestellten Betrachtungen fiir unsere Zwecke aus- 
reichen, so mag hier doch noch gezeigt werden, wie auch §& und 7, tiberhaupt die 
wahre Ellipse durch ein graphisches Verfahren aus der scheinbaren Ellipse construirt 
werden kann. Es ist klar, dass durch die Projection nur ein einziger Diameter der 
wahren Ellipse keine Verkiirzung erleidet, derjenige nimlich, welcher der Linie des 8 
parallel ist, welchen man aus der scheinbaren dadurch graphisch herleiten kann, dass 
man von den Punkten der letzteren auf den Diameter Perpendikel fallt und diese dann 
im Verhaltnisse von cosi zur Kinheit vergréssert; der so erhaltene, auf demselben 
Perpendikel gelegene Punkt der wahren Ellipse ist offenbar dann derjenige, von welchem 
der Punkt der scheinbaren Ellipse die Projection ist. Der Winkel, welcher am Centrum 
der Ellipse von dem Radius des so construirten Punktes mit jenem Diameter gebildet 
wird, ist demjenigen gleich, welcher von demselben centrischen Radius in der wahren 
Bahn mit der Linie des 8 gebildet wird. Um aber die beschriebene Construction 
wirklich ausfiihren zu kénnen, muss man die Knotenlinie und 7 zuvor kennen, wozu die 
vorhergehenden Betrachtungen selbst das Mittel geben. Denn aus denselben geht her- 
vor, dass man durch Vergrésserung des Perpendikels fiir den einen Endpunkt der con- 
jugirten Axe 2a einen Endpunkt der grossen Axe 2a erhalten muss, ebenso durch 
Vergrésserung des Perpendikels fiir einen Endpunkt der conjugirten Axe 26 einen 
Endpunkt der kleinen Axe 2b.. Nennen wir demnach A den Positionswinkel zur Zeit 
des Perihels, der der Axe 2~% zukommt, ferner B denjenigen der conjugirten Axe 2 £, 
so haben wir: 

#2cos(A — $2)? + o@sin(A — $3)? sect? = a?. . . 2 . . M) 
B2cos(B — 8)? + B?sin(B — 8)? seed? = b?. . . . . (2) 
Nun ist aber a? + b® das Quadrat der Sehne, welche in der wahren Ellipse die 


Endpunkte von grosser und kleiner Axe verbindet. Die vorhergehenden Betrachtungen 
liefern fiir dieses Quadrat aber noch den Ausdruck: 


{%cos(A — 8) — Bcos(B — 83)}? + seed? {a sin(A — 8) — Bsin(B — 8)}2, 


welcher in Verbindung mit obigen Gleichungen die bemerkenswerthe Relation: 


— 2 — 


cos (A.— 8) cos (B — 8) + secé? sin(A — 8) sin(B— 2) =0. « (8) 

ergiebt. 
Dividirt man die Gleichung (1) und (2) und substituirt fiir sec i? seinen aus (3) 

folgenden Werth: 

sec 1? = — cotg(A — 8) cotg (B — 8), 


so erhilt man: 


b2 02 sin(B — 8) cos(B — 8) 


a? B? ~— sin(A — $8) cos(A — 823) 


- a ‘ 4 
sin (A — 8) cos (B— 8) — evs(A— 83) sin(B—&) __ _ sin 2 (B— 8) | (4) 
cos (A — 8) sin (B— 8) — sin(A — 82) cos (B— 82) sin 2 (A— 8) 
Auf der linken Seite dieser Gleichung ist nun Alles bekannt, da ja die Werthe 
von ae = 1— e? = cosg’, ebenso wie die von « und # der Projectionsellipse ent- 
a 


nommen werden kénnen. Da in dieser Gleichung 2 §3 die Unbekannte ist, so wiirde 
man in Beziehung auf $3 selbst zwischen vier Quadranten zu wahlen haben, wenn nicht 
eben noch verlangt werden miisste, dass cos 7?, d. h. nach dem Vorhergehenden das 
Product: 
, tg (A — 88) tg (8& — B) 

positiv und kleiner als die Einheit werde. Nach Beriicksichtigung dieses Umstandes 
bleibt nur noch die Wahl zwischen zwei um 180° verschiedenen Werthen von $2 iibrig, 
in Uebereinstimmung mit der friiher gemachten Bemerkung, dass bei einer Doppelstern- 
bahn aufsteigender und niedersteigender Knoten nicht von einander unterschieden 
werden kénnen. ~ 


Will man die Gleichung (4) durch Rechnung auflésen, so setzt man: 
ba 
ap aes igf, 


was immer bei reeller Lésung erlaubt; man hat dann: 


1+ tg9f? —sin2(A — &) — sind (B — 8) 
1 — igf? ~~ sin2(A — 8) + sind (B— 8)’ 


. cos2€ = cotg (A —'B) ty (A+ B—28): .°.). Se 


Wenn man dagegen die Gleichung (4) durch Construction auflésen will, so zieht 
man aus dem Centrum der Projectionsellipse zwei Geraden, den Positionswinkeln .oder 
Richtungen 2B und 2A entsprechend, und diesen parallel zwei andere Geraden, deren 
Absténde von jenen sich beziehungsweise wie b2a2: a2? verhalten; die den Schnitt- 
punkt der letzteren und den Mittelpunkt der Projectionsellipse verbindende Gerade hat, 
wie leicht zu erkennen, die Richtung oder den Positionswinkel 263. Um auch. die 
Neigung 7 der wahren Bahn gegen die Ebene der Projectionsellipse durch Construction 
za finden, bemerke man, dass nach den obigen Entwickelungen cos i die mittlere Propor- 
tionale zwischen: 


tg (A — 8) und tg (8 — B), 


wonach sich dann die fragliche Construction ohne Weiteres ergiebt. 


Hundertundvierzehnte Vorlesung. 


Anwendung des graphischen Verfahrens auf die Bahn von  Leonis. 


Wir wollen versuchen, die folgenden beobachteten Positionswinkel und Distanzen 
des ebenso schwierigen als interessanten Doppelsternes a Leonis, dessen Ort am Himmel 


fiir die Epoche 1800 fiir unseren Zweck angenihert genug durch die Rectascension 


9 20™,9 und die Declination + 9° 40' gegeben wird, an eine den verallgemeinerten 
Keppler’schen Gesetzen gemiss durchlaufene Bahn anzuschliessen : 


Epoche 
1782,87 
1804,09 
125,21 
32,25 
33,29 
43,408 
56,153 
56,167 
56,186 
56,386 
56,425 
57,342 
57,378 
58,323 
58,367 
58,370 
66,300 
67,346 


Die jabrliche Pracession 


wickelten Formel: 


betrigt fiir @ Leonis: 


Positionswinkel 


110° 
130° 
153° 
165° 
172° 
280° 
356° 
3590 

40 
357° 


N SiN 
cos 0 


), — 


54! 
53! 
56’ 
24! 
48! 
gl 
30! 
12’ 
10’ 
39! 
50! 
41’ 
45! 
AT! 
18’ 
42! 
5A! 
45! 


Distanz 


0,3 
O",57 


= 0,34 sina secd 


0/,22. 


Beobachter 
Herschel I. 


” 
W. Struve 


yy) 

ry) 
Midler 
Secchi 


” 


” 


” 
Madler 
Secchi 


Engelmann. 


im Positionswinkel, zu berechnen nach der friiher ent- 


Auf die Epoche oder, wie man auch sagt, den Meridian von 1850 reducirt, werden 


die obigen Positionswinkel: 


1782,87 

1804,09 
25,21 
32,25 
33,29 
43,408 
56,153 
56,167 
56,186 


111° 
131° 
154° 
163° 
172° 
280° 
356° 
359° 

40 


Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 


9! 
3! 
1! 
28! 
52! 
12! 
29! 
LI}! 
9! 


56,386 
56,425 
57,342 
57,378 
58,323 
58,367 
58,370 
66,300 
67,346 


3579 
0° 

99 

50 

Qo 
357° 
99 
320 


33° 


38’ 
58’ 
30! 
43! 
45! 
16’ 
40! 
50! 
Al’ 


95 
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Diese Positionswinkel wurden in der nachfolgenden Zeichnung (Fig. 64) in der 

Art eingetragen, dass die Richtung von dem unteren nach dem oberen Ende des Blattes 
dem Positionswinkel 0° entspricht; iiber die denselben zugehérigen Distanzen wurden, 
wie in Vorlesung 112 beschrieben, unter yorzugsweiser Beriicksichtigung der Winkel- 
Fig. 64, geschwindigkeiten V er- 

suche gemacht, welche 


S| is ° . . 

rd mit einem ziemlichen 
Dis) , i 

a o/ Grade von Sicherheit 

‘i an (d. h. ohne Ellipsen 


von sehr abweichender 
Form zuzulassen) die 
Projectionsellipse der 
Fig. 64 ergaben. Es 
war nun zunachst deren 
Centrum mit dem Orte 
des Hauptsternes zu 
verbinden, um A oder 
den Positionswinkel zur 
Zeit des wahren Peri- 
hels zu ermitteln. Es 
findet sich: 


A = 286944. 


Aus der dazu ge- 


hérigen Distanz, welche 


zugleich die halbe con- 
jugirte Axe « vorstellt, 
macht man eine Schi- 
tzung der Geschwindig- 
keit der Aenderung des 


5 


Positionswinkels in die- 
sem Punkte der Bahn. 
Diese Geschwindigkeit 


2=16y% 
17570 


B 


mm 17° angenommen, 
wird, da der Positionswinkel fiir 1843,408 gleich 2800,2 gefunden wurde, die Epoche 
des wahren Perihels gleich auf: 


1843,64 
fallen. Fiir die Excentricitat e erhalt man die Annaherung: 
e°== 0,62 
auf beschriebene Weise aus der Zeichnung, desgleichen den Werth des Verhaltnisses: 
OP Ck 


eR == ODD, 

Zieht man diesem gemiss in den Abstinden 0,515 und 1 bezichungsweise parallel 
den Diametern der Richtungen 2B und 2A die in der Zeichnung punktirten Geraden, 
so hat die den Durchschnitt derselben mit dem Centrum der Ellipse verbindende Gerade 
den Positionswinkel 2 $2, hier gleich 321°,0. Cosi oder das geometrische Mittel zwischen 
tg (88 — A) und ty (B — 82) ergiebt sich gleich 0,61, d. h. ¢ = 52° 25’. Den Ab- 
stand des Perihels vom Knoten in der Ebene der wahren Bahn findet man sodann aus 
der Gleichung: 


tg (A — 8) = cosi tg (a — 8) 
oder mit Elimination von cosi durch das Vorhergehende: 


tg (A — 8) 

tg (% — 2 — —+_____~.. 

9 ( =) tg (88 — B) 
Ks gilt hier die von den Planetenbahnen her uns bekannte Regel, dass a — 3 und 
A — § in demselben Quadranten liegen miissen. Die Anwendung auf vorliegenden 


Fall ergiebt: 
mz — && = 11341). 

Bei der Bestimmung der halben grossen Axen in Bogensecunden muss man sich 
nach zuverlissigen Messungen der Distanz umsehen; in der Regel wird das Resultat 
sich vom Beobachter und vom Instrument in der Art abhangig erweisen, dass man bei 
feineren Rechnungen wohlthut, jeden Beobachter und jedes Instrument abgesondert zu 
beriicksichtigen, welchen Theil der Rechnung man gewdéhnlich zuletzt vornimmt. 

Unter den obigen Distanzen findet sich nur eine einzige, welche durch ihre Grosse 
und Zuverlaissigkeit zu einer Bestimmung von a geeignet erscheint, die 1825,21 beob- 
achtete: @ — 0”,970. Sucht man nach bekannter Formel: 


igu = tg(v + a — 83) = secitg (p — 8) 


das Argument der Breite w zu dem Positionswinkel p = 154° 1’, so findet man: 
a1 P9383": 
die Breite selbst nach dex Formel: 
sin Breite = sin? . sin u 
gleich — 8° 20'; folglich ist der zugehérige Radius vector r gleich: 
0,970 . sec Breite log == 9.9914. 
Ferner ist die wahre Anomalie v = u — (a — 82) gleich: 
— 123° 57’ oder v = 236° 3’, 
und, da: Atl = 2 
— (O22 = OPEiias 
so wird: 
ne aD: 


Die aussersten, in Zeit am weitesten von einander abstehenden der obigen Posi- 
tionswinkel kann man benutzen, nicht bloss die Umlaufszeit zu bestimmen, sondern auch 
noch einmal die Epoche des wahren Perihels herzuleiten, fiir welche letztere man, soll 
die Bahnbestimmung als gelungen gelten, einen dem friiheren nahe kommenden Werth 
erhalten muss. Zu dem Zwecke bestimmen wir die wahren Anomalien der Positions- 


winkel : 

LOR Oe Sand sic ue Bg 
welche zu den Epochen: 

1782,87 und 186682 
gehéren und finden dafiir: 

1849 14’ und 131° 43', 


daraus ferner die mittleren Anomalien: 
OAR eairid aeOo On lua 


dah. J 
194° 7’ und 419° 1’. 


1) Will man die Herleitung des Werthes von 7 auf dem Wege der Construction mit der rein 


constructiven Bestimmung von 7 — {2 in einer Regel zusammenfassen, so kann man sagen: 
cost ist das geometrische Mittel zwischen tg(A — §2) und tg (§23 — B) 
tg (1 ‘ai $2) ” ” ” ” ” tg (A — $2) und cotg (82 et B). 


95* 
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Hiernach betrigt die Umlaufszeit: 
134,3 Jahre. 
(Die vorliufigen Versuche unter Anwendung eines Planimeters hatten 138,5 Jahre er- 
geben.) Die Epoche des Perihels ergiebt sich hier auf 1844,8 fallend. 

Nehmen wir da, wo zwei verschiedene Bestimmungen vorliegen, das: Mittel, so 
kénnen wir als vorliufiges Elementensystem von @ Leonis, welches nachher durch eine 
vollkommenere Methode bestimmt werden soll, annehmen: 

Epoche des wahren Perihels 7’ = 1844,2 3 


Oe KOSS 

ew — & = 113%4 
fe — yee 

(Gi KS) 
C—O) 


Umlaufszeit — 136,4 Jahre. 


2 


Hundertundfiinfzehnte Vorlesung. 


Methode zur Bestimmung einer Doppelsternbahn aus sechs 
Positionswinkeln. 


Zu einer schirferen Berechnung der Elemente gelangt man durch Anschluss an 
sechs Positionswinkel, am sichersten an sechs Normalérter aus Positionswinkeln. Die 
dazu dienlichen Formeln erhalten wir durch folgende Betrachtung. 

Die Flichen der wahren Bahn stehen zu ihren Projectionen in der scheinbaren 
Bahn iiberall im Verhialtniss von 1 zu cos7, folglich stehen je zwei Dreiecksflichen der 
wahren Bahn zu einander in demselben Verhaltniss, wie die zwei entsprechenden der 
scheinbaren Bahn oder wie ibre Projectionen. Man hat daher, wenn v, v’, uv”, vu!” u. s. w, 
eine Reihe von wahren Anomalien, r, 7’, r”, 7’” u. s. w. die Radienvectoren p, p’, p”, 
pl u.s. w. die zgehérigen Positionswinkel, 9, @’, e”, 9” u. s. w. die Distanzen bedeuten: 


rr’ sin (v — v’) 00’ sin (p — p’) 
yy sin (vy! — OND = o' are sin (p" — pl") ne (1) 
Desgleichen hat man: 
rr" sin(vu—v") 9." sin (p — p") 


7 
Yr 


; an CeO a o” ol” op (p" BES) “SS (2) 


und aus der Division beider Gleichungen in einander: 
sin (v' — v) sin (v! — v""") 2. sin (p' — p) sin (p" — pl") a ye 
sin (v'’ — v) sin (vo! — v""") sin (p"” — p) sin (p’ — p’"”) ) 
Indem wir noch nach einander v'’, p/” und vu’, p'” an der Stelle von v” und p” 
in dieser Gleichung einfiihren, erhalten wir die beiden analogen: 
sin (ul — v) sin (yl — vl"). sin (p' — 9) sin (p'" — oe i 
ae @rs v) ays (v! = vi) mae (pee P) oe (p" 2 gay 
sin (uv! sien v) es (v!" me yl") He sin (p' — p) stn (pit — a") et, (5) 
sin (v'"” — v) sin (v' — Vv") sin (yp! — p) sin(p’ — p'"”) 
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Die vorhergehenden Gleichungen enthalten auf der zweiten Seite die gemessenen 
Positionswinkel oder Distanzen, auf der ersten Seite nur wahre Anomalien und Radien- 
yectoren, d. h. lediglich die sogenannten phoronomischen Elemente 7, U (Umlaufszeit) 
und ¢1), fiir welche man bequemer die mittlere Anomalie WM, einer gewihlten Epoche 
und die mittlere jihrliche Bewegung w (bei abnehmendem Positionswinkel negativ zu 
nehmen) substituiren darf. Die geometrischen, d. h. die Elemente der Lage der Bahn 
und der Dimension erscheinen eliminirt. Halten wir uns zunichst an die Gleichungen 
(3), (4) und (5), in denen auf der rechten Seite nur Positionswinkel vorkommen, so wird es 
sich darum handeln, die drei Unbekannten IM, u und e so zu bestimmen, dass jenen drei 
Gleichungen, mindestens sehr nahe, geniigt wird. Folgende Auflésungsweise hat schon 
bei mancher Gelegenheit gute Dienste geleistet. Man macht in Beziehung auf M) und 
uw eine combinirte Hypothese (mit Benutzung der Annaherungen, welche man durch das 
graphische Verfahren, tiberhaupt durch vorlaufige Bestimmungen erhalten hat), ermittelt 
dann durch Versuche denjenigen Werth von e, durch welchen einer der Gleichungen, 
beispielsweise der Gleichung (3), Geniige geleistet wird, und berechnet die bei (4) und 
(5) in Beziehung auf den gegebenen Werth der zweiten Seite tibrig bleibenden Fehler. 
Dieselbe Rechnung fiihrt man fiir zwei andere combinirte Hypothesen von My und u 
durch und schliesst dann auf die bekannte Art, die wir bei-friiheren Gelegenheiten hin- 
reichend erértert haben, auf die wahren Werthe von J), w und mittelbar auf e. 

Durch die in Abtheilung I. gegebenen Hiilfsmittel ist die Bestimmung der wahren 
Anomalien, welche einer gewissen Hypothese entsprechen, selbst fiir grosse Excentri- 
citiiten, nicht allzu miihselig. Bei dieser Gelegenheit mag jedoch noch kurz eines anderen 
Hiilfsmittels zur Auflésung der Keppler’schen Gleichung Erwihnung geschehen. Das- 
selbe beruht auf einer Eigenschaft der Cykloide, welche sich auf folgende Weise aus- 
sprechen lasst: 

Wenn man einen Kreis vom Radius 1 auf einer Geraden rollen lasst, so dass ein 
vom Centrum um die Grésse e¢ abstehender Punkt eine verkiirzte Cykloide beschreibt, 
so ist bei passender Wahl des Anfangspunktes der Coordinaten die Abscisse des be- 
wegten Punktes die mittlere Anomalie, die Ordinate desselben der Radius vector, wihrend 
die Abscisse des eine Gerade beschreibenden Centrums die excentrische Anomalie vor- 
stellt, dabei die Excentricitat gleich e und die halbe grosse Axe gleich 1 gesetzt. Die 
rechtwinkligen Coordinaten sind so zu wahlen, dass fiir « = 0, y = 1 — e wird. 

Dieser Bemerkung zufolge, von deren Richtigkeit man sich leicht iiberzeugen kann, 
wird, sobald man die Cykloide fiir die Excentricitiit e construirt und die von dem Cen- 
trum des Kreises beschriebene Gerade gezogen hat, die excentrische Anomalie fiir eine 
gegebene mittlere Anomalie dadurch gefunden, dass man aus dem Punkte der Cykloide, 
welcher die mittlere Anomalie zur Abscisse hat, als dem Centrum, mit dem Halbmesser e 
einen Kreis beschreibt; der Durchschnittspunkt des letzteren mit jener Geraden wird 
die excentrische Anomalie zur Abscisse haben. 

Insofern bei dieser Construction der excentrischen Anomalie ein ganzes System 
von Cykloiden, etwa fiir die vollen Zehntel der Excentricitat e, gezeichnet werden muss, 
zwischen denen man nach dem Augenmaass interpolirt, steht dieses Hiilfsmittel gegen 
die in Abtheilung I. gezeigte Sinuscurve etwas zuriick. Es hat dagegen vor jenem den 
nicht zu unterschitzenden Vorzug, dass keine andere Operation als das Messen mit dem 
Cirkel vorkommt und dass die Ordinate zugleich den Werth des Differentialquotienten: 


dM 
dE 
1) Die Excentricitét e kann, als in der Keppler’schen Gleichung auftretend, zu den phoro- 
nomischen Elementen gerechnet werden, 
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darstellt, durch welchen man weitere Niherungen auf bekannte Weise mit grésster 
Leichtigkeit erhalten kann. 

Wir wollen hier auch noch kurz eine der merkwiirdigeren Umformungen erwahnen, 
welche die Gleichungen (1) bis (5) zulassen,.wenn wir auch kaum Veranlassung nehmen 
diirfen, davon bei der praktischen Rechnung Gebrauch zu machen. Ks ist namlich: 


Yrr' sin, (v — v') = a V1 — @ sin}, (E — E’) 
Vrr' cos */, (v — v') = a {cos +/) (E — E’) — ecos, (EB + E’)} 
daher: 
rr’ sin (v — v') = a2? V1 — e? {sin (FE — E’) — esinE + esinE’} 
=a} 1 — e? {sin (H — BE’) — (H— M) + Ge’ — wy 
(1) bis (5) kann man demnach in folgender Form schreiben: 
sin (E — BE!) —(B— MU) + (2'— mM) ___ ee! sin (p — 9’) 
sin (#!— #"") 32 (E' ea’ MN’) aE (Ee aes Ey TS. o' et sin (p' aa pl”) oo lad (6) 
sin (HE — E") — (E — M) + (£"” — mM") 0 eo” sin (p — p') 
sin (E" — EM") Eat (B" —M") +(e — mr") ae o” yal sin (p= pl") rr (7) 
sin (E' — FE) — (E' — M') + (E— MN) 
sin (E" — BE) — (£" — M") + (#— M) 
sin (B" Rie Bey a3 (z" — MM") 4 (63H TA mM") sin (p! ae. p) sin (pi — pl’) (8) 
sin (E' — EI") rare (E' wes M") + (£""" — mM") ae sin (p"” — p) sin (p’ — 9M") 
U. S. W. 


x< 


Man erspart hier zwar die Berechnung der wahren Anomalien; dagegen haben die 
Formeln an Uebersichtlichkeit soviel verloren, dass man wohl den urspriinglichen bei der 
Rechnung den Vorzug geben wird; doch giebt es einzelne Fille, wo die Gleichungen (6) 
bis (8) mit Nutzen in Anwendung gebracht werden kénnen. Der Gebrauch einer Tafel 
der Function: vr 

sina — & 
wird iibrigens auch fiir die Form (6) bis (8) eine gréssere Bequemlichkeit herbeifiihren ; 
in welcher Weise ist leicht zu erkennen. 

Hat man WM, “ und e so bestimmt, dass den Grundgleichungen nahezu Geniige 
geschieht, so werden $3, ¢ und x — 8&8 leicht auf folgende Art gefunden. Man dividire 
in einander die bekannten Gleichungen: 


tg (p — 8) = cositg(v + a — 8) 
tg (p’ — 8) = cositg (v'’ + a — 8) a 
tg (p" — 8) = cosi tg (v" + x — 8) 

wodurech man nach leichter Transformation erhalt: 


sin (p' — p) sin (v' + v + 2[a — &]) = sin (v' — v) sin (p' + p — 28) 
sin (p’ — p) sin (v’ + v + 2[x — 8]) = sin (v" — v) sin (p" + p — 28) (II) 
sin (p"' — p')sin (v" + v' + 2[x — &]) = sin (v"—v') sin (p"” + p'— 2) 

Multiplicirt man die erste dieser Gleichungen mit: 

sin (p" — p) sin (p" — p’) sin (v'— v), 
die zweite mit: 
— sin (p' — p) sin (p" — p') sin (v"” — v), 
die dritte mit: 
sin (p' — p) sin (p" — p) sin (v" — v’), 
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und addit, so findet man: 
UES — \ 


sin(p' +p). 7, ee a a SBOE De ye ny 

G9) sin (v' — v) na sin (v'" —v)2 + Gaia) sin (vu! —v') (111) 
7 5 Wi a eal a 

eee yy ED) ce vy 4p EP). cin (yp 

sin (p' — p) sin (p"” —p) sin (p"” — p') 


Die Substitution des aus (III) berechneten Werthes von 2 in eine der Gleichungen 
(11) liefert den Werth von a — 82, und endlich geben beide Werthe, in (J) substituirt, 
cost. Die Vierdeutigkeit in der Bestimmung von $3 wird durch den Umstand, dass 
cos 7 reell, positiv und kleiner als die Einheit sich ergeben muss, auf die bekannte Zwei- 
deutigkeit beschrankt, nach welcher aufsteigender und niedersteigender Knoten nicht 
von einander unterschieden werden kdnnen. 

Ehe wir nach diesen Formeln das oben gewiahlte Beispiel beendigen, wollen wir 
auch noch diejenigen Grundformeln entwickeln, welche zu einer ebenso unmittelbaren 
Anwendung sich eignen, wenn mehr als zwei Distanzen gegeben sind. 


e 


Hundertundsechszehnte Vorlesung. 


Grundformeln ftir Berechnung einer Doppelsternbahn, wenn ausser 
vier Positionswinkeln noch wenigstens drei Distanzen gegeben sind. 


Die Methode der Bestimmung aus sechs Positionswinkeln wird unbrauchbar, wenn 
¢ = 90° wird, weil dann jeder Positionswinkel, von den Beobachtungsfehlern natiirlich 
abgesehen, gleich 3 oder gleich 180° + $3 sein muss. Es versagen die Formeln (3) 
bis (5) vollstindig ihren Dienst. Je niher i der genannten Grenze kommt, desto mehr 
wird man genédthigt sein, auch schon bei der Bestimmung von M, w, ¢ Distanzen zu 
Hiilfe zu ziehen. Die folgende Methode ist sowohl fiir die Combination: 

Vier Positionswinkel und drei Distanzen 


als auch fiir: 
Drei Positionswinkel und vier Distanzen 


von grosser Bequemlichkeit; denn sie gewahrt die besondere Annehmlichkeit, dass die 
Versuche zur Auflésung der Grundgleichungen in aller Strenge sich nur auf zwei Un- 
bekannte, statt wie oben auf M, w und e zu erstrecken haben. 

Denken wir uns in der Ebene der Projectionsellipse durch den Hauptstern als Null- 
punkt ein schiefwinkliges Coordinatensystem gelegt, dessen X-Axe mit der Projection 
der grossen Axe 2a zusammenfillt, wahrend die Y-Axe der Projection der kleinen Axe 
2b parallel sein soll; es seien auch wieder A und B bezichungsweise die Positionswinkel 
der Richtungen dieser Axen, von denen wir schon in Vorlesung 109 Gebrauch gemacht 
haben. ( 

Stellt ¢ den vorliufig allerdings unbekannten Cosinus der Projectionswinkel fiir } 
und die mit ihm parallelen Sehnen der wahren Bahn vor, so haben wir die y simmtlich 
unter der Form: 

csin E, 
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wo wieder H die excentrische Anomalie bedeutet. Ferner ist aber auch: 
y __ sin (p—A) 
os sin(B— A)’ 
und wir haben daher aus drei Positionswinkeln p, p’, p’” und den zugehérigen Distanzen 
e, o', o” die Gleichungen: 
c sinE = @ cosec (B — A) sin (py — A) | 
c sin E' = Q! cosec (B — A) sin (p’ — A) > - - - «7 = = CA) 
c-sin E" = @" cosec (B — A) sin (p"” — A) 


und durch deren Division in einander: 


sin EB’ _ Q'_— sin (p' —' A) 
snE 0  sin(p — A) | Ep 
sin E" _Q"_—s sin (p" — A) | iF) 
sinE 9 sin(p — A) 


Bedeuten ¢, ¢’, t’, t'” die Beobachtungszeiten, so besteht zwischen H, EH’ und E” 
die Bedingungsgleichung: 
EH! — Ee (sin — sin) tt () 
E" — E'— e (snE" — sn E') t’—T7 


Ausserdem fanden*wir in Vorlesung 115: 
sin(E’ — E) —e (sink! — sinE) __ Q sin (p — ») (D) 
sin (E" — E’) — é (sin E" — sin BE) o” sin (p" — p’) 
Aus Gleichung (C) ergiebt sich: 
¢—*) tw) — ¢—) ee) 
(t” — t') (sin EL! — sin E) — (' — 1) (sin BE” — sin E) 


—— 


aus (D) folgt: 


es o" sin (p" — p') sin (' — E) — @sin (2 = p)'sn (2! — 2) ae (F) 
0” sin (p"” — p') (sin L' — sin E) — @ sin (p' — p) (sin EB” — sin E’) 


é 


Es empfiehlt sich nun folgende indirecte Bestimmungsweise. Man macht in Betreff 
der beiden Unbekannten A und £ eine Hypothese und berechnet mittelst der Gleichungen 
(B) die excentrischen Anomalien EZ’ und EZ”. Man hat sodann fiir die Richtigkeit der 
beiden Werthe von A und FE die beiden Bedingungen, dass die Werthe von ¢ aus (E) 
und (F) iibereinstimmen miissen, und ausserdem, wenn ein vierter Positionswinkel p’” 
gegeben ist, nach Vorlesung 114 die Gleichung: 

sin (v' — v) sin (Vv — v") __ sin (yp! —») sin (Di — 2) (@) 
sin (v"’ — v) sin (vu! — v') sin (p" — p) sin (p” — p’) 

Sollte sich zeigen, dass die Positionswinkel sich sehr nahe nur zwischen zwei um 

180° verschiedenen Werthen bewegen, oder durch eine sehr rasche Winkelveranderung 


mr 


von dem einen zum anderen iibergehen, so wiirde man vorziehen, eine vierte Distanz 
darzustellen, da der Positionswinkel dann fiir die Bestimmung kein Gewicht hat. 

Man kénnte diese Priifung durch Vergleichung des aus EZ, HE’, E’ abzuleitenden 
Werthes der Distanz 9'” mit dem beobachteten in der Weise ausfiihren, dass man nach 
den Formeln (I) bis (III) der 115. Vorlesung aus v, v’, v”, p, p', p” die Elemente $2, 
x — & und 7 bestimmte, wonach man dann unter Anwendung von Grundgleichungen 
aus Abtheilung I. haben wird: 

@ cos (p — 8) = rcos(v + a — S&) 
@ sin(p — 8) = r cosi sin(v + a — S$). 


. 
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Um jedoch nicht bei jedem Versuche bis zu der Bestimmung der Elemente Q, 
x — 8 und 2 zuriickgehen zu miissen, kann man auch so verfabren, dass man zuerst 
p’” der Bedingung (G) geniigend bestimmt. Setzt man zur Abkiirzung: 
sin (v — v") sin (vl — v')_ sin (p" — p’) 
sin(v" — v') sin (v'"’ — v) sin (p — pl)’ 


my 


igf = 


so wird die Gleichung: 

tg "/. (o' + p — 2p") = tg (45° + £) ty /s (w — p') 
einen solchen Werth von p’” liefern, und dieser Werth wird immer alle zu erlangende 
Schirfe besitzen, gerade um so sicherer, je mehr die Gleichung (G) zur Bestimmung 
der Elemente unbrauchbar werden wiirde. Fiigt man nun noch den Gleichungen (B) 
die folgende hinzu: 


sin EN” gl" sin (p'"” — A) 
snE 9 ~~ sin (p — A).’ 


so lisst sich, nachdem man E”” auf gewéhnliche Art berechnet hat, sogleich @/” ohne 
Kenntniss von §, # — § und ¢ ermitteln. 

Fiir beide oben erwihnte Combinationen!) hat man, wenn die iiber A und E 
gemachte Hypothese nicht beiden Priifungen geniigt, eine zweite und dritte Hypothese 
durchzurechnen und dann auf von friiher her schon bekannte Weise die wahren Werthe 
zu interpoliren. 


Hundertundsiebenzehnte Vorlesung. 


Rechnungsbeispiel ftir die Methode der Vorlesung 115. 


Wir wollen jetzt die Vorschriften der Vorlesung 110 auf folgende sechs Positions- 
winkel von @ Leonis, in denen so ziemlich das ganze bis jetzt vorhandene Beobachtungs- 
material der Positionswinkel vertreten ist, zur Anwendung bringen: 


1782,87 ae Tee! 
1804,09 yar i3ie °3! 
32,23 BO 7 1667 58! 
43,41 p'! == 9800. 20’ 
50,28 p!l” — 3440 95! 
: 66,03 De a= 250 Be 
Es werden: 
os ae . PAs eee TINY 
sin (p p) sin (p p 0,2663 


sin (p" — p) sin (p! — pl") oy 


sin (p! — p) sin (p'” — pl" 
ee gi 
sin (p'” — p) sin (p pe’) 

sin (p" — p) sin pl! — pl 

ee ee eee 
sin (p p) sin (p yh) 


*) Auf beide lasst sich auch die in Nr. 990 der Astronom. Nachrichten gegebene Methode mit 
gutem Erfolg anwenden. 
Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 96 
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Zur Abktirzung fiir das Folgende schreiben wir die aufzulésenden Grundgleichungen 
(3), (4) und (5) in der Form: 
% = 0,2663 B = — 1,8162 y = 0,2899 


Das Aufsuchen der Werthe von M), w und e oder der Zeit des Perihels, der Um- 
laufszeit und der Excentricitiit der wahren Bahn, welche jene Gleichungen befriedigen, 
kénnen wir uns, wenn wir von den durch das graphische Verfahren erhaltenen Annihe- 
rungen ausgehen, die Bestimmung der drei Unbekannten wesentlich erleichtern. In der 
Regel werden wir nimlich in solchem Falle, wo das Resultat eines graphischen Ver- 
fahrens zu verbessern ist, schon mit vier Hypothesen zum Ziele kommen. In der ersten 
Hypothese legen wir die erhaltenen Anniherungen, im gegenwiirtigen Falle beispiels- 
weise die Werthe !): 


T = 1843,8 
C= 142.0 Jahr 
— 0,62 


zm Grunde, um zu priifen, welche Unterschiede in Darstellung von o, 6, y iibrig bleiben. 
In der zweiten Hypothese werden die mittleren Anomalien simmtlich um eine gewisse 
Grésse, hier beispielsweise um 1° vermehrt, und die erwahnte Priifung vorgenommen; 
in der dritten Hypothese wird versucht, welchen Effect es hervorbringt, wenn bloss die 
Umlaufszeit oder w geiindert wird, beispielsweise hier die mittleren Anomalien mit 1,01 
multiplicirt werden; in der vierten Hypothese endlich ist lediglich mit e eine Aenderung 
vorgenommen, im gegenwirtigen Falle durch Vermehrung des obigen Werthes auf 0,63. 
Dividirt man mit der Aenderung von M in der zweiten gegen die erste Hypothese in 
die entsprechenden Aenderungen von a 6 und ¥, so sind die Quotienten sehr angenihert 
als die partiellen Differentialquotienten : 

do dp dy 

dM’ dM’ aM 
mi betrachten. Die Vergleichung der dritten Hypothese mit der ersten liefert. ebenso 
die Differentialquotienten : 


ao) ae ay 
d u v] d u 9 d wu > 
aus der Combination der vierten mit der ersten Hypothese ergeben sich: 
ae ial tue 
de’ de’ de 


Bezeichnet man die Werthe von «, 6, y der ersten Hypothese mit 0, Bo, Yo, so 
darf nach dem Baa 7 Lehrsatze gesetzt werden: 


m + pI + oe 4a + de =o 


Represent), lc, : . ere 


d 
ite rym + ot 4+" 4e=y 


in welchen Gleichungen 4M, 4u, Je die gesuchten Verbesserungen von M, uw und ¢ 
bedeuten. 


") Es sind hier zu grésserer Sicherheit nicht die Resultate aus einer ersten Anwendung des 
graphischen Verfahrens, sondern aus dessen Wiederholung zum Ausgangspunkte gemacht. 
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Was nun aber das Durchrechnen der einzelnen Hypothesen anlangt, so merken wir 
hier die Gelegenheit zu den bedeutendsten Abkiirzungen und Erleichterungen. Die 
excentrischen Anomalien der zweiten Hypothese erhilt man nimlich aus denen der 
ersten EH, HE’, E", E’” u.s. w., indem man die an M angebrachte Aenderung be- 
ziehungsweise mit: 


al 1 1 1 
1 —ecosE 1 — ecos E’ fe cos T—tcsE” && W 


multiplicirt. Die excentrischen Anomalien der dritten Hypothese werden erhalten, indem 
man dieselben Factoren mit dem entsprechenden Increment der mittleren Anomalie 
multiplicirt und das Product zu EH, HE’ E", E"” addirt. Da der Differentialquotient von 
E nach e gleich: sin E 

1 — ecosE 
ist, so hat man die in der vierten Hypothese yorgenommene Aenderung von ¢ der 
Reihe nach mit: 


sin E sin E! sin Ei" sin E" 
Se EE Oa —_ SS Se ear? Whee ae 
1 — ecosH 1 — ecosE’ ev ercos in” == genial!” 


zu multipliciren, um die entsprechenden Aenderungen der excentrischen Anomalien zu haben. 

Unter Anwendung der eben angegebenen ungemein grossen Erleichterungen wurden 
die folgenden Rechnungen gefiihrt. Die sechs mittleren Anomalien der Hypothese I, 
findet man: 


— 154° 28! — 09 59! 
— 100° 40’ + 160 26! 
— 290 20' 4+ 56° 29! 


woraus die excentrischen Anomalien der vier Hypothesen, wie folgt, hervorgehen: 


Hypothese I: Hypothese II. Hypothese III. Hypothese IV. 
(M fiir 1843,8=0°, (M fir 1843,8—1°, (M fir 18438 = 0°, (MM far 1843,8— 0°, 
Umlaufszt.=142J., Umlaufszt.—142J., Umlaufszt.—140,58J., Umlaufszt.= 142 J., 


e = 0,62) e = 0,62) e = 0,62) e = 0,63) 
— 164° 10’ — 163° 32/ — 165° 8! — 164° 16’ 
— 128 29 — 127 45 — 129 12 — 128 48 
— 60 9 — 58 41 — 60 35 — 60 52 
= 2-36 apt FOB — 22 327 Se AB 
+ 388 36 + 40 31 + 38 5d + 39 18 
+ 91 52 + 92 d1 + 92 25 + 92 26 


Nach der Formel: 


l1—e 


vine = 1/3 sles iy ‘/y E 


sind dann weiter die wahren Anomalien v, v', uv, v'” u. s. w. der vier Hypothesen 
berechnet worden. Die folgende Zusammenstellung enthalt diese Werthe sowie die von 
a, 6, y in den vier Hypothesen: 


tie Je 19 IV. 
ag 798°17! — 1719 59! — 172° 46! — 1729 28! 
453-41 eins 17 ae ppaig 3°95 45 17 
7 100¢ 11 = 98: 30 — 100 41 i) sats 
5°. 20 Area 6 Sar in. 24 ay! 
eT hl Bh FAG BT 454° 92.18 Hee73 49 
+ 129 46 4+ 130 31 HeNIa0), 12 + 130 55 
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He II. Iii. IV. 
Oi 0,2638 0,2599 0,2693 0,2733 ~ 
B = — 1,0252 — 1,8249 — 1,0208 — 0,9824 
Ve 0,3095 - 0,2979 0,2995 0,2972 
Durch Vergleichung der Hypothesen erhalt man: 
du dt du 
bal ye —— = — = __—0,0095 
Fai 0,0039 fe 0,0055 Fe ; 
d B dp dp 
eee sae pa ess 2 
Fai 0,7997 ae 0,0044 Te 0,0428 
dy dy dy 
—_ = — —_— = == 12 
aL 0,0116 Fr 0,0100 ae 0,0123 


wobei der Kiirze halber die Incremente von M, w und e, namlich 1°, 0°,0254 und 0,01 
beziehungsweise als Einheiten fiir die betreffenden Correctionen gewahlt sind. Die 
Bedingungsgleichungen (A) werden somit: 


— 0,0039 4 M + 0,0055 Fu + 00,0095 4¢ = 0,0025 
— 0,7997 JM + 0,00444u + 0,0428 Ze = — 0,7910 
— 0,0116 47 M — 0,0100 Zu — 0,0123 Je = — 0,0196 
Die Auflésung derselben ergiebt: 
AM = 1°.033 Aw = — 0,29 x 0,0254 de = 0,86 < 0,01 
oder : 
== MSA scoull 
Ui == 142:413) Jahr 
6 = 056286 
Mit diesen verbesserten Werthen ergeben sich die wahren Anomalien: 
Oy == AAO eer yt — + 0° 17’ 
Va 159 0R 2 ae a 76°16! 
Vi =) OCRASY Da 30D! 
und: 
a = 0,2674 B = — 1,7804 y = 0,2886 


Die hier sich zeigenden Ungenauigkeiten der Darstellung entsprechen so geringen 
Differenzen im Positionswinkel, dass sie sich durchaus der praktischen Wahrnehmung 
entzichen. Drei von den sechs Normalértern, z. B. den ersten, vierten und sechsten, 
kénnen wir scharf darstellen, wenn wir die Formeln (1) bis (III) der Vorlesung 115 
darauf zur Anwendung bringen. Diese Rechnung ergiebt: 


Ces 1619258" 
wz — § = 107° 9! 
4 == 54° 25! 


Im Mittel geben diese Elemente die sechs Positionswinkel um 15’ zu klein; wir 
fiigen deshalb zur besseren Darstellung diese 15’ zu $8 hinzu und haben dann folgende 
Unterschiede zwischen Rechnung und Beobachtung: 


Rechn. — Beob. Rechn. — Beob. 
1782.87 sy 1843,41 -- § 15! 
1804,09 ==.4 Ale 1850,28 — '12! 
1832,23 — 27’. 1866,03 + 15! 
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Was die Kritik dieser Abweichungen betrifft, so sei hier nur bemerkt, dass die 
Distanz fiir 1832,23 nur 0”,5 betragt und dass die grésste obiger Differenzen, wenn 
man sie hiernach auf den gréssten Kreis reducirt, einem Beobachtungsfehler von nur 
0,004 entspricht. 

Der Vollstandigkeit halber bestimmen wir auch noch die halbe grosse Axe der 
wahren Bahn aus der beobachteten Distanz von 1825,21. Setzten wir a = 1, so wiirde 
nach den Formeln: 


Vr sin yu =Vall +). sin 1, F 
yr cos 1/7 v = Ya (1 — e). cos nH 
fir jene Epoche v = — 122° 6’, logr = 9,97908, und nach den Formeln: 
0 cos(p — $2) = reos(v + 2 — 8) 
0 sin(p — $3) = reosisin(v + a — 82) 
der Positionswinkel — 153° 21’, logo@ aber gleich 9,94843 sich ergeben, wihrend letzterer 
nach der Beobachtung gleich 9,98677 ist. Die Differenz beider Logarithmen, d. h.: 


0,03834 
ist gleich log a. 
Stellen wir noch einmal simmtliche Elemente von w Leonis zusammen: 


es 645-391 jy = OY 

U' = 142,414 Jahr e = 0,6286 

Kr 162" 13 Co O92: 
e's, == 107° 9 


Hundertundachtzehnte Vorlesung. 


Hinige Anwendungen der Doppelsternbahn-Methoden auf | 
andere Theile der Fixsternastronomie. Berechnung der hypothetischen 
-Parallaxe. Massenbestimmungen. 


Zu den interessantesten Resultaten, welche durch Berechnung der Elemente einer 
Doppelsternbahn erlangt werden kénnen, gehért die Aufstellung der Relation zwischen 
der Masse des Sternpaares und seiner Parallaxe. Wie schon in Vorlesung 111 erwiahnt 
wurde, geht der uns geliufige Ausdruck fiir eine mittlere jahrliche Bewegung unseres 
Sonnensystems: 

_ 365,264 1 + ni! 
mn “ih 
bei einem Doppelsystem iiber in: 
365,26 & Ym + m’ 


© = ~“@hcosec I” 


wenn in letzterer Gleichung m und m’ die Massen beider Sterne, die Masse der Sonne 
als Kinheit genommen, JJ die Parallaxe des Sternpaares und a die halbe grosse Axe in 
Secunden ausgedriickt vorstellt. Die Grdésse: 


a cosec IT 
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ist dabei offenbar nichts Anderes als die halbe grosse Axe der wirklichen Bahn, wenn 
die der Erdbahn als Einheit genommen wird. Unter Vernachlissigung der Masse der 
Erde, welche bei diesen Vergleichungen gar nicht in Betracht kommt, wird: 


365,26 k == 360° =22% = 1 Umlanf; 
da der Umlauf, dividirt durch uw, gleich der Umlaufszeit U, so haben wir: 


a’’ cosec II = U.Ym +m’, 


oder wegen der Kleinheit von IJ, welche erlaubt, den Sinus mit dem Bogen zu identi- 
ficiren: 


a 
5 = U% (m + my 


d. h. den Werth, welcher fiir IJ als Werth der Par- 


© 4 a 1 \ Vaya! a 
Man nennt die Grésse Th? 


allaxe in Bogensecunden erhalten wird, wenn a, wie oben, in Bogensecunden ausgedriickt 
wird, und die Masse m + m’ des Sternpaares der Sonnenmasse oder richtiger der Masse 
der Sonne und Erde gleich angenommen wird, die hypothetische Parallaxe des 
Doppelsternes. 

Die Folgen der Willkiir einer solchen Annahme werden dadurch gemildert, dass 
nach der eben angefiihrten Gleichung aus m + m’ die Cubikwurzel zu ziehen ware. 
Ausserdem haben die allerdings bis jetzt nicht zahlreichen Erfahrungen durch wirklich 
ausgefiihrte Parallaxenmessungen wahrscheinlich gemacht, dass unter den Fixsternen sehr 
erosse Verschiedenheiten der Masse selten sind und selbst in solchen Fallen sich nicht 
bestiitigen, wo man nach den ausserordentlich grossen Verschiedenheiten der Helligkeit 
solche erwarten sollte. 

Berechnen wir, um ein Beispiel der Anwendung der obigen Gleichung zu geben, 
die hypothetische Parallaxe von @ Leonis, wie sie den gefundenen Elementen entspricht, 
so erhalten wir: 

Hoo Se oak eee ators a 
i ee ES ee ae 
Es entspricht diese Parallaxe einer Entfernung von: 
5,156 000 


Halbmessern der Erdbahn oder etwas iiber 100 Billionen Meilen, welche das Licht in 
80 Jahren durchlauft. 

Es ist klar, dass, wenn, wie bis jetzt in einigen wenigen Fallen bei Doppelsternen 
geschehen, die Parallaxe gemessen worden ist, durch obige Relation die Masse des 
Sternpaares gefunden wird. Die Bestimmung der einzelnen Massen m und m’ selbst wird 
méglich, wenn man den Schwerpunkt des Systemes bestimmen kann, weil bekanntlich 
die Abstiinde der Componenten vom Schwerpunkte des Systemes den Massen umgekehrt 
proportional sind. 


Die Kenntniss des Schwerpunktes wird erhalten durch eine sehr genaue Unter- 
suchung der sogenannten Eigenbewegung des Sternpaares. Unter Kigenbewegung eines 
Fixsternes versteht man die Winkelgrésse, um welche derselbe, abgesehen von der Pra- 
cession, Nutation und Aberration, am Himmel seinen Ort, also seme Rectascension und 
Declination andert. Diese kleine, aber mit der Zeit sehr merklich hervortretende Orts- 
verinderung ist die Folge der Bewegung der Fixsterne und unseres Sonnensystemes im 
Raume, einer Bewegung, welche bei den verschiedenen Fixsternen von sehr verschiedener 
Grésse und wegen der grossen Raume, durch welche die Fixsterne yon einander getrennt 
sind, eine nicht merklich beschleunigte, d. h. eine geradlinige mit constanter Geschwindig- 
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keit ist. Wir haben friiher gesehen, dass die Richtung der Verbindungslinien der 
Theilpunkte zweier Geraden im Raume, wenn die Theile beider simmtlich in demselben 
Verhialtniss stehen, in einen gréssten Kreis der Sphare fallen; da ausserdem die Ent- 
fernung des Fixsternes von unserer Sonne immer nur verhiltnissmissig ausserordentlich 
kleine Aenderungen erfahrt, so ergiebt sich, dass die Kigenbewegungen in einem gréssten 
Kreise erfolgen und der Zeit proportional angesehen werden kénnen. Fiir Sterne, die 
dem Pole nicht allzu nahe stehen, erlaubt man sich, wohl auf lange Zeit hinaus, die 
Aenderung der Rectascension wie die der Declination durch Higenbewegung als constant 
mu behandeln. 

' In jedem Systeme haben wir es nach dem Vorhergehenden mit zweierlei Bewegungen 
mi thun, mit einer solchen, welche der Zeit proportional in einem gréssten Kreise, d. h. 
perspectivisch in gerader Linie vor sich geht und den beiden oder sogar allen Compo- 
nenten mit dem Schwerpunkte gemeinsam ist, und einer periodischen oder Umlaufs- 
bewegung, welche die Sterne eines Systemes in verschiedenem Sinne und verschiedener 
Grésse beeinflusst. Die Untersuchung der EKigenbewegung optisch nahe stehender Sterne 
bildet daher ein Mittel zur Priifung, ob dieselben zu einem engeren Systeme gehéren 
oder nicht, speciell, ob man einen bloss optischen oder einen physischen Doppelstern 
vor sich hat. 

Es folgt noch aus den eben angestellten Betrachtungen, dass es zur Aufsuchung 
des Schwerpunktes eines Binirsystemes geniigt, den scheinbaren Radius vector so zu 
theilen, dass der Theilpunkt in einem gréssten Kreise, d. h. perspectivisch geradlinig 
mit constanter Geschwindigkeit vorriickt. 

Es seien «, «', « die Rectascensionen des Hauptsternes, 0, 6’, 0” die Declinationen, 
t, v, t’ die mgehérigen Zeiten, p, p', p, @, 0’, o” die entsprechenden Positionswinkel 
und Distanzen des Begleiters, wobei die Winkelgréssen auf ein bestimmtes mittleres 
Aequinoctium reducirt sein miissen. Ferner sei: 


du =e sinp secd AO ==. 0.60) 9 
do! — 0! sin p’ seco’ 20) == 0) cos p. 
4 o!' = @" sin p" sec 0" Aol == ol cosy 
so sind: 
m! m! 
oe ear A Os (0) fe erea ag 7 49 
& , t 
' CEE wh 0’ 2 MAS OO, 7 Se 
236 seal ce eeicea cN | (A) 
" m! " 


Au Ope ees oman 19! 


m + m! m + m! 

die Rectascensionen und die Declinationen der Projection des Schwerpunktes, wihrend 
m die Masse des Hauptsternes vorstellt. Die bekannte Bedingungseleichung dafiir, dass 
drei Punkte der Sphire in einem gréssten Kreise liegen, auf die Oerter des Schwer- 
punktes angewandt, giebt hier: 


ig (9 aa Ad) sin (a! fis +o (4a — Aa!) | 
— tg (3 erin ter arn 48") sin (a —a + a (4 a! — 40) ) + <f12(B) 
ft tg (3” + ae a 4") sin (w a + is on ; (40 — 4a) ) = == 
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Mittelst dieser Gleichung kann also leicht das Verhiltniss der Masse m' des Neben- 
sternes zu der Gesammtmasse bestimmt werden, da Positionswinkel und Distanzen durch 
die Bestimmung der Bahn des Systemes, die Rectascensionen und Declinationen des 
Hauptsternes durch Meridianbeobachtungen. gegeben sind. Es existirt aber noch eine 
zweite Bedingung fiir obiges Verhiltniss, indem verlangt wird, dass die Bégen des vom 
Schwerpunkte durchlaufenen gréssten Kreises sich verhalten wie die zugehérigen Zeit- 
intervalle. 

Die strenge Formel fiir letztere Bedingung ist aus den Fundamentalgleichungen 
der spharischen Trigonometrie leicht herzuleiten. 

In der Regel darf man sich, wie oben bemerkt, erlauben, statt der Bégen jenes 
gréssten Kreises die Aenderung der Rectascensionen und Declinationen des Schwer- 
punktes der Zeit proportional zu setzen. Es wird dann verlangt, dass: 


m 


ae (do! — 4%) 

Cota ew (4 a! — Aa) iu 
oe eae (da) 18) al 
of rn ee eT) 


werde. 
Drei vollstindige Bestimmungen des mittleren Ortes des. Hauptsternes liefern zwei 
Gleichungen, iiberhaupt aber » Bestimmungen der Rectascension oder der Declination 


n — 2 Gleichungen, also » vollstiindige Bestimmungen des mittleren Ortes des Haupt- 
/ 
: , m 
sternes 2 (n — 2) Gleichungen zur Ermittelung von Pal eh und lassen unter Anwen- 
m Y 


dung der Methode der kleinsten Quadrate das wahrscheinlichste Resultat finden. 


Hundertundneunzehnte Vorlesung. 


Ueber die Berechnung einer Doppelsternbahn, wenn die eine 
Componente unsichtbar ist. 


Bestimmungen mittlerer Oerter von Fixsternen von solcher Genauigkeit, dass sie 
mr Herleitung der Higenbewegung herangezogen werden kénnen, reichen nicht vor 
Bradley und Tobias Mayer zuriick. So kurz der Zeitraum, den diese noch dazu nicht 
mit dem Mikrometer allein ausfiihrbaren Beobachtungen umfassen, mit Fixsternperioden 
im Allgemeinen verglichen, auch ist, so sind doch schon zwei der hellsten Sterne des 
Himmels, Sirius und Procyon, durch die Discussion ihrer Eigenbewegungen als Doppel- 
sterne erkannt worden. Bessel fand bei seinen fiir die praktische Astronomie so 
epochemachend gewordenen Untersuchungen und Beobachtungen von mittleren Oertern 
und Eigenbewegungen die des Sirius und des Procyon verinderlich und zog daraus den 
vor wenigen Jahrzehnten noch als sehr kiihn geltenden Schluss, dass die Erklirung fiir 
diese Verinderlichkeit in unsichtbaren Begleitern zu finden sei. In mathematischer Ein- 
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kleidung dieses Schlusses kann man sagen: wenn in Beziehung auf die Rectascensionen 
und die Declinationen des Sternes die Doppelgleichung (C) nicht so zu erfiillen steht, dass: 


— 0 ” —o vu —t 
7 


ao —a ow — ds tt —F#? 


also die EKigenbewegungen veranderlich werden, kann im niachst einfachsten Falle nur 
Uy 


m 
m + m! 
Bedingung herbeigefiihrt werden. C. A. F. Peters hat in einer Abhandlung, die immer 
denkwirdig bleiben wird, zunichst bei dem Sirius das genannte Indicium weiter verfolgt 
und zum ersten Male die Bahn des damals unsichtbaren Begleiters bestimmt. Das 
Resultat dieser Rechnung ist seitdem durch die wirkliche Entdeckung dieses Kérpers ' 
glanzend bestatigt worden. 

Der zweite Stern, welcher zu einer Untersuchung dieser Art gliickliche Gelegenheit 
bot, ist Procyon; nach den mit ausserordentlicher Sorgfalt ausgefiihrten Arbeiten von 
Auwers kennen wir die Bahn des Procyonbegleiters mit nicht geringerer Sicherheit als 
die des Siriusbegleiters; aber erst im Jahre 1896 wurde der Procyonbegleiter von 
Schaeberle auf der Licksternwarte entdeckt. 

Wegen des ungemeinen Interesses solcher Untersuchungen auf das Vorhandensein 
dunkler Massen und deren Bahnbestimmungen wollen wir im Folgenden noch den Weg 
angeben, wie das Problem auf das der Bestimmung einer Doppelsternbahn der gewohn- 
lichen Art reducirt werden kann. 

Es erscheint hier in noch héherem Grade, als bei dem leichteren Falle, gerathen, 
sich die erste Annaiherung mit Zuziehung eines graphischen Verfahrens zu verschaffen. 
Wenn man das eine Mal den Betrag der Kigenbewegung in Rectascensionen, das andere 
Mal die Declinationsverainderungen dieser Art als Ordinaten der als Abscissen betrachteten 
Zeiten aufgetragen hat, so wird sich in praktischen Fallen beinahe immer sogleich eine 
Schitzung der Umlaufszeit und des mittleren Werthes der Eigenbewegung erlangen 
lassen. Nehmen wir zunichst der Einfachheit halber an, die’ Beobachtungen umfassen 
mindestens einen Umlauf (was auch mit Riicksicht auf den praktischen Erfolg der 
Rechnung gegenwiartig noch immer sehr wiinschenswerth bleibt), so wird man leicht 
diejenigen Punkte der Rectascensionencurve und ebenso der Declinationencurve erkennen, 
die um einen Umlauf von einander abstehen; denn in diesen Punkten werden bei 
gleichem Sinne der Aendertng die Tangenten parallele Richtung haben miissen. Wenn 
man die zwischen je zwei solchen Punkten vorkommende Eigenbewegung, also die 
Differenz der Ordinaten, durch die Differenz der Abscissen dividirt, so erhalt man die 
mittlere jahrliche Eigenbewegung. Es sei letztere gleich n fiir die Rectascensionen, 
gleich qg fiir die Declinationen, so wird man unter Zuziehung von anderen Punkten der 
Curve eine Reihe von Gleichungen folgender Form erhalten: 


durch die mit multiplicirten Glieder der obigen Gleichung die Erfiillung der 


o! ap (40 — da)=—n(t' —?t) 
al a} (4 0” — 4a) = n(t" — t) 
ee a ar (4 a!” — da) = n (t” — 4), 


desgleichen fiir die Declination: 
m' 


SS ees (40 —48)=q( —?) 


Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 97 
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Man erkennt sofort, dass es nur noch der Kenntniss von zweien der Gréssen: 


mm! mn’ m - ! 


eS en Eee ! ee yf Se ig! 
ayer? rae ie te m + m! Y m + m’ : 
m! om m! m’! 
ee —_—, 40 ——, 40" aoe 
m + m! m+ m’ m+ m' ae ; 
bedarf, um die iibrigen und dann die vier Positionswinkel und i arfache der 


Distanzen abzuleiten. Fiir den Fall, dass die Umlaufszeit gegeben ist, wiirden sogar 
zwei dieser abgeleiteten Gréssen fiir die Bestimmung der Bahn iiberfliissig sein; daher 


man, wie folgt, verfahren kann. Man entwirft fiir: 
U 


mi Win, anid? es 
m + m m + m’ 


eine Hypothese, und leitet, wie eben gezeigt, daraus: 


m! m! ; m! 


PPD m+ a ° tie i Dee” 

ab. Durch das Auftragen dieser Coordinaten um den Ort des Hauptsternes als Null- 
punkt herum werden drei Punkte der hypothetischen scheinbaren Bahn erhalten, welche 
der Doppelbedingung geniigen miissen, dass die Sectoren einer durch. diese Punkte 
gelegten Ellipse zwischen dem ersten und zweiten, zwischen dem ersten und dritten und 
der Inhalt der ganzen Ellipse sich so verhalten, wie es die Zeitintervalle und die Umlaufs- 
zeit verlangen. Ist dem geniigt, so lasst sich die Bahn nach den bekannten Vorschriften 
finden, wenigstens der Form und Lage nach, von der scheinbaren Dimension’ der Bahn 
aber nur die Entfernung des Sternes vom Schwerpunkte, d. h. analog unserer friiheren 
Bezeichnung die Grosse: 


m! 


m + m’ 
Kann die Umlaufszeit nicht als gegeben angesehen werden, so muss die combinirte 
Hypothese tiber: 


Qe 


my’ m! 


aes 46 und area 
auch noch auf die mittlere Bewegung ausgedehnt werden. Es geniigen aber alsdann 
aus bekannten Griinden nicht drei Epochen, sondern es muss eine vierte zugezogen werden, 
um drei Sectoren in Beziehung auf ihre Flache vergleichbar zu machen und so die 
Fehler der Hypothese ermitteln zu kénnen. Die Versuche im Rohen sind natiirlich auch 
hier wieder durch das graphische Verfahren sehr zu erleichtern. — 
Ehe wir nun zum Schluss zu einigen interessanten Anwendungen iibergehen, mégen 
des grossen Interesses wegen, welches sie beanspruchen, hier noch die von H. Seeliger 
gegebenen Ausfiihrungen iiber Doppelsterne Platz finden. — 
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Hundertundzwanzigste Vorlesung. 


Ueber Doppelsterne (nach Seeliger)'). 


Einen physischen Doppelstern bilden zwei Sterne, wenn ihre gegenseitige Ent- 
fernung so klein ist, dass die EKinwirkung der iibrigen Fixsterne auf ihre relative Be- 
weegung vernachlissigt oder wenigstens als nebensichlich betrachtet werden darf. Stehen 
zwei Sterne nur scheinbar in grosser Nihe bei einander, so entsteht ein optischer 
Doppelstern. Das Vorkommen eines solchen ist den Gesetzen des Zufalles unterworfen, 
und es ist deshalb eine wohl detinirte mathematische Aufgabe, die zu erwartende An- 
zahl optischer Doppelsterne von gegebenem scheinbaren Abstande zu berechnen, wenn 
Anzahl und Vertheilung der Sterne im Raume bekannt sind. Da eine strenge 
Lésung dieser Aufgabe nicht vorliegt, entbehren die gewdhnlich angefiihrten Angaben 
iiber die zu erwartende Anzahl von optischen Doppelsternen der geniigend sicheren 
Grundlage. Leicht kann man sich aber davon iiberzeugen, dass die Anzahl hellerer 
optischer Doppelsterne von kleiner Distanz nicht bedeutend sein kann, und in diesem 
Sinne kann man in der That behaupten, dass die Componenten der iiberwiegenden 
Mehrzahl der vielen bekannten Doppelsterne nach den Gesetzen der Wahrscheinlichkeit 
physisch mit einander verbunden sein werden. Man hat, zum Theil aus Ausserlichen 
Griinden, nach dem Vorgange von W. Struve, als Maximaldistanz eines Doppelsternes 
im engeren Sinne 32” festgesetzt. In der That werden der Hauptsache nach die 
Systeme mit schnellerer Revolutionsbewegung hierdurch umegrenzt. 

Dass die Entdeckung zahlreicher engerer Doppelsterne einer mit optischen Hiilfs- 
mitteln besser ausgeriisteten Zeit vorbehalten bleiben musste, ist selbstverstiindlich. In- 
dessen sind vereinzelt schon sehr friihe Doppelsterne aufgefunden worden. So z. B. 
% Centauri von Feuillée im Jahre 1709, y Virginis, Castor, 61 Cygni von Bradley ete. 
Dass dies aber nicht vereinzelte Falle seien, dass vielmehr eine gréssere Anzahl von 
Doppelsternen am Himmel existiren, hat zuerst Christian Mayer, Hofastronom’ in 
Mannheim, gezeigt. Er suchte nicht nur nach solchen Objecten, sondern bestimmte auch 
die Rectascensions-_ und Declinationsdifferenzen der beiden Componenten mit einem 
achtfiissigen Bird’schen Mauerquadranten. Diese Thatsache kann nicht verdunkelt 
werden durch die nicht ganz einwandsfreien Bemerkungen, welche die erste Publication 
Mayer’s?) iiber diesen Gegenstand enthalt und die zu Missverstiindnissen Anlass gebende 
von ihm gebrauchte Bezeichnung ,,Fixsterntrabanten“. Die Astronomen standen tibrigens 
den Mayer’schen Entdeckungen nicht gleichgiiltig gegeniiber, was aus dem Umstande 
hervorgeht, dass im Berliner Jahrbuche fiir 1784, das im Jahre 1781 erschien, ein ,,Ver- 
zeichniss aller bisher entdeckten Doppelsterne*, die ,,fast alle von Herrn Hofastronom 
Mayer auf der Churfiirstlichen Sternwarte zu Mannheim zuerst beobachtet worden sind“, 
abgedruckt ist. Dieses Verzeichniss enthalt 79 Doppelsterne, und zwar zum gréssten 
Theile begreiflicherweise sehr weite (bis 72” Distanz). Es scheint sowohl Mayer, als 
auch dem Herausgeber des Jahrbuches Bode sehr fern gelegen zu haben, diese oder auch 


') Mit Genehmigung des Herrn Verfassers aus dem Handworterbuche der Astronomie, heraus- 
gegeben von W. Valentiner, Bd. I, 8S. 671 bis 696, abgedruckt. 
2) Griindliche Vertheidigunge neuer Beobachtungen von Fixsterntrabanten ete. 8° Mann- 
heim 1778. 
97* 
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nur einen Theil dieser Doppelsterne als physische zu betrachten, denn es wird das 
astronomische Interesse an solchen Systemen ausdriicklich darin gefunden, dass die fort- 
schreitende relative Eigenbewegung der beiden Fixsterne in Folge ibres scheinbaren 
Nebeneinanderstehens leichter bemerkt und genauer bestimmt werden kénne, was offen- 
bar nur bei optischen Doppelsternen einen Sinn hat. Von nicht wesentlich anderen 
Gedanken wurde W. Herschel bei seinen ersten Forschungen tiber Doppelsterne ge- 
leitet. Auch er dachte nur an optische Systeme und suchte nach solchen, ohne Mayer’s 
Bemiihungen zu kennen. Nun sollten enge Doppelsterne die Messung der jahrlichen 
parallaktischen Verschiebungen erleichtern und also die Auffindung der ersten Werthe 
von Fixsternparallaxen erméglichen. Von.allem Anfange an waren seine Nachforschungen 
nach Doppelsternen sehr ergiebig, und bereits am 10. Januar 1782 konnte er der Royal 
Society einen Katalog von 269 Doppelsternen vorlegen. Die eigentliche Bedeutung der 
Herschel’schen Entdeckungen erkannte aber erst Michell‘), der das Vorkommen so 
vieler scheinbar nahe bei einander stehender Sterne als mit den Gesetzen des Zufalles 
unvereinbar erklirte und betonte, dass die meisten dieser Doppelsterne thatsachlich nahe 
bei einander stehende Weltkérper seien, die sich nach den Gesetzen der Gravitation 
um einander bewegen miissen. Diese Ansicht wurde durch die ferneren Arbeiten 
W.Herschel’s bestitigt, die in Folge dessen in dem Gebiete der Doppelsternastronomie 
von grundlegender Bedeutung sind. Herschel begniigte sich in der Folgezeit nicht 
damit, neue Doppelsterne zu entdecken. Vielmehr suchte er nach Verlauf eines an- 
gemessenen Zeitraumes die ihm bekannt gewordenen Doppelsterne wieder auf und 
konnte in mehreren Fallen eine Veranderung in der gegenseitigen Stellung beider Sterne 
nachweisen. Allerdings hatte diese auch eine Folge der als geradlinig anzusehenden 
EKigenbewegungen sein kénnen, aber es waren so die Grundlagen gegeben, um (wenig- 
stens theoretisch) durch eine dritte Messung auch den letzten Zweifel an dem Vor- 
handensein wirklicher Doppelsterne zu zerstéren. 

Endlich gebiihrt W. Herschel das Verdienst, zuerst in klarer Weise erkannt zu 
haben, welcher Art die Beobachtungen sein miissen, um als Grundlage fiir Betrachtungen 
iiber etwaige Revolutionsbewegungen dienen zu kénnen. Mayer hatte, ahnlich wie es 
durch die jetzt iiblichen Meridianbeobachtungen geschieht, die Rectascension und Decli- 
nation der beiden Componenten bestimmt, ein Verfahren, das nicht die ndthige Ge- 
nauigkeit gewaihren konnte, bei engen Doppelsternen tiberdies kaum anwendbar ist. 
W. Herschel dagegen bestimmte die gegenseitige Stellung beider Sterne mit Hiilfe 
von Mikrometermessungen, und zwar in einer Weise, welche auch die Folgezeit als die 
zweckmissigste anerkennen musste. Der’ hellere der beiden Sterne wurde als Haupt- 
stern und als das Bezugsobject fiir die Angaben des Ortes des schwicheren betrachtet. 
Die letzteren enthielten die beiden Polarcoordinaten: Distanz und Positionswinkel. 
Distanz ist der scheinbare Abstand beider Sterne, und Positionswinkel der Winkel, den 
die Distanz mit einem festen, durch den Hauptstern gehenden gréssten Kreis bildet. 
Den Positionswinkel hat W. Herschel nicht immer von derselben Nullrichtung an 
gezihlt und durch Angabe des Quadranten jeden Zweifel zu beheben gesucht. Die 
Folgezeit hat in dieser an sich ohne Frage nebensiichlichen Angelegenheit ein yerein- 
fachtes und allgemein angenommenes Verfahren ausgebildet. Man zahlt seit W. Struve 
den Positionswinkel vom nérdlichen Theile des Stundenkreises in der Richtung Ost, 
Siid, West, Nord. Steht also der Begleiter genau ndérdlich iiber dem Hauptsterne, so 
ist der Positionswinkel 0° zu notiren. 


*) Michell, On the means of discovering the distance, magnitude etc. of the Fixed Stars ete. 
Philosophical Transact. 1783, Noy. 27. ; 
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Die Resultate seiner Entdeckungen und Messungen hat W. Herschel in den 
Jahren 1782, 1785 und 1804 zusammengestellt. Diese enthalten Angaben iiber etwa 
700 Doppel- und mehrfache Sterne; eine sehr schitzbare Zusammenstellung dieser Re- 
sultate verdankt man J. Herschel !). 

Wie in vielen anderen Gebieten der Astronomie, setzte auch hier der Sohn die 
grossartige Thatigkeit des Vaters fort. John Herschel hat nicht nur den nérdlichen 
Himmel in dieser Richtung, in der ersten Zeit in Gemeinschaft mit South, auf das 
Kifrigste durchforscht, sondern die Gelegenheit, welche ihm sein so reich gesegneter 
Aufenthalt am Cap der guten Hoffnung darbot, auch fiir die Doppelsterne in der 
ergiebigsten Weise ausgenutzt. Die verschiedenen von ihm _ publicirten Zusammen- 
stellungen beziehen sich auf etwa 6000 Doppelsterne, von denen etwa 2000 der siid- 
lichen Halbkugel angehéren ”). 

Am meisten und nachdriicklichsten aber wurde nach W. Herschel die Kenntniss 
der Doppelsterne geférdert durch W. Struve. Seine Bemiihungen, durch Aufsuchen 
neuer Systeme und Bestimmung ihrer Positionen das Fundament fiir eine Astronomie 
der vielfachen Sterne zu legen, beginnen bereits um das Jahr 1813. In der ersten Zeit 
mit sehr beschrinkten Hiilfsmitteln arbeitend, konnte er seine weitreichenden Absichten 
erst voll ins Werk setzen, als er in Fraunhofer’s beriihmtem Refractor von 9 Zoll 
Oeffnung ein ausgezeichnetes, fiir die damalige Zeit sogar unvergleichliches Hiilfsmittel 
erhielt. Der Plan, welcher im Laufe der folgenden Jahre wirklich zur Ausfiihrung kam, 
erstreckte sich auf foleende Aufgaben: 

1. Méglichst alle vielfachen Sterne zwischen dem Nordpole und — 15° Declination, 
deren Distanz kleiner als 32” und deren schwichster Stern nicht schwicher als von der 
neunten Grésse ist, aufzusuchen und zu katalogisiren. 

2. Die gefundenen Systeme mikrometrisch so genau und so oft als méglich auszu- 
messen und hierbei Notirungen iiber das Aussehen der Sterne, namentlich ihrer Farbe 
za machen. [ 

3. Die mittleren Orte aller dieser vielfachen Sterne mit dem Meridiankreise zu 
bestimmen. 

Die zwei ersten Aufgaben hat Struve ganz allein mit grosser Energie durch- 
gefiihrt, wie die beriihmten Publicationen®) der gewonnenen Resultate zeigen. Bei der 
dritten Aufgabe musste er bald, von den beiden ersten véllig in Anspruch- genommen, 
auf die Mitarbeiterschaft von Preuss, spater auch Déllen rechnen. Fiir den vor- 
liegenden Gegenstand bieten selbstverstindlich die ,Mensurae microm.“ das grisste 
Interesse, es wird deshalb wohl angebracht sein, einige Kinzelheiten tiber dieses Werk, 
wenn auch nur in grésster Kiirze, zu erwahnen. 

Struve hat die gefundenen Doppelsterne nach zwei Gesichtspunkten in Gruppen 
eingetheilt: erstens nach der Grésse der Distanz, indem er acht Classen in gleich zu 
erwihnender Weise unterschied, zweitens nach der Helligkeit der beiden Componenten. 
Er nennt die Doppelsterne entweder ,lucidae“ oder ,reliquae“, je nachdem keiner 
der beiden Sterne schwicher als achter Grésse oder dies wenigstens bei einem der Fall 
ist. Die Mens. micr. enthalten nun folgende Anzahlen von Doppelsternsystemen: 


1) A Synopsis of all Sir William Herschel’s micrometrical Measurements etc. Memoirs of 
the R. Astr. Society London, Vol. 35. 

*) In vielen Banden der Memoirs of the R. Astr. Society, London. Dann auch in dem grossen 
Werke: ,,Results of Astronomical Observations of the Cape. of Good Hope“ 1847. 

’) Catalogus novus stellarum duplicium etc. Dorpat 1827. Mensurae micrometricae stellarum etc. 
St. Petersburg 1837. 
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Classe Distanz lucidae reliquae 
delat titan 3 Of — il 62 29 
2 a — 2 116 198 
Oeee ae 2/—— Al 133 402 
A eaten bed On aN 130 452 
5 8/—12" 54 298 
6 12”—16" 52 179 
a 16”— 24" 54 ] : 

Sh Oe eS eee 52 ey 
Summa 653 1987 


Mierzu kommen noch 72 Paare, welche, obwohl ausserhalb des Arbeitsprogrammes 
liegend, gemessen worden sind, namlich 28, bei denen der Begleiter schwiicher als neunter 
Grésse ist, und 44 von einer Distanz > 32”. Diese 2712 Paare sind aber nur 2641 von 
einander verschiedene Systeme, weil die mehrfachen Sterne bei der vorgenommenen 
Classification zugleich in mehreren Classen erscheinen. Die ganze Eintheilung Struve’s 
ist iibrigens willkiirlich und diirfte wohl kaum als praktisch anerkannt werden, sie wird 
auch in der neueren Zeit nicht mehr gebraucht. 

Durch W. Struve’s!) Arbeiten wurden die Doppelsterne in den Vordergrund des 
astronomischen Interesses geriickt und eine gréssere Anzahl von Beobachtern widmet 
seither diesem Gebiete ihre Krifte. Zuerst ist Otto Struve?) zu erwihnen, welcher 
seit 1840 bis vor kurzer Zeit die Doppelsternwelt durchforschte und hierin seine Lebens-. 
aufgabe fand. Ihm schliessen sich in wiirdiger Weise an: Dawes?), Dembowski‘), 
Dunér*) und in neuester Zeit Schiaparelli*), A. Hall und H. Struve. Ferner sind 
noch als verdiente Doppelsternbeobachter u. A. zu erwihnen: Madler, Kaiser, Secchi, 
Fletcher, Engelmann, Jedrzejewicz, Glasenapp, Lewis, Seabroke, Gledhill, 
Wilson, die Beobachter der englischen Privatsternwarten von Barclay, Bischop und 
Lord Wrottesly u. s. f. ae 

Trotz so vielfacher Betheiligung war aber die Anzahl bekannter Doppelsterne in 
den letzten Jahrzehnten verhiltnissmissig wenig grésser geworden. Es musste deshalb 
nicht geringes Aufsehen machen, als Burnham’) in den siebziger Jahren mit ver- 
gleichsweise geringen optischen Hiilfsmitteln eine gréssere Anzahl neuer, zum Theil sehr 
enger und lichtschwacher Doppelsterne auffand. Nicht selten waren es Struve’sche 
Doppelsterne, die sich durch Auffindung eines nahen oder lichtschwachen Begleiters als 
mehrfach erwiesen. Diese Entdeckungen, die sich spiter sehr vermehrten, als Burn- 
ham in dem 36z6lligen Refractor der Licksternwarte ein tiberaus michtiges Hiilfs- 
mittel erhielt, versprachen fiir die Zukunft eine reiche Ausbeute an schnell bewegten 
Doppelsternsystemen, haben in den letzten Jahren auch schon zur Kenntniss sehr inter- 
essanter Objecte gefiihrt. Burnham’s verschiedene Kataloge enthalten bis jetzt etwa 


1) Stellarum fixarum imprimis duplicium etc. positiones mediae 1852. 

*) Zahlreiche kleinere Arbeiten und Mittheilungen Otto Struve’s tiber Doppelsterne finden 
sich in den Schriften der Petersburger Akademie. Die zahlreichen Messungen engerer Doppelsterne 
sind zusammengestellt und eingehend bearbeitet in ,Observations de Poulcova, Tome IX“. 

*) Die Beobachtungen von Dawes sind gesammelt in Memoirs of the R. Astr. Society, Lon- 
don, Bd. 35. 

*) Misure micrometriche di stelle doppie etc. Roma 1883 und 1884, 

°) Mésures micrométriques d’étoiles doubles. Lond. 1876. 

°) Osservazioni sulle stelle doppie. Publicazioni del reale Osservatorio di Brera in Milano, 
No. XXXII, 1888. 

7) Memoirs of the R. Astr. Society, London. Bd. XLYVII. 


1300 neue Objecte!). Im Ganzen werden gegenwirtig an 12000 mehrfache Sterne be- 
kannt sein, von denen etwa 10 Proc. mehr oder weniger deutliche Revolutionsbewegungen 
aufweisen. Diese Abschitzung beruht auf folgenden Angaben: J. Herschel?) hat ein 
Verzeichniss der ihm bekannten mehrfachen Sterne hinterlassen, welches 10300 Objecte 
enthalt. Nicht inbegriffen sind die Burnham’schen Sterne, sowie die, allerdings nicht 
zahlreichen, in den letzten Jahren von anderen Astronomen gefundenen. Noch mag 
erwahnt werden, dass man die Doppelsterne mit Vorliebe nach den von den um diesen 
Zweig der Astronomie verdientesten Astronomen bezeichnet, indem die Nummern der 
von ibnen herausgegebenen Kataloge citirt werden. Es ist iiblich, W. Struve mit 2, 
Otto Struve mit O2, Dawes mit D, Dembowski mit 4, Dunér mit Du, Burnham 
mit 6, Schiaparelli mit Sp zm bezeichnen. So wird z. B. € Cancri auch 2 1196 
benannt. 

Viel ist, namentlich in friiherer Zeit, tiber die Farben der Doppelsterne geschrieben 
worden. W. Struve hat, wie schon erwihnt, die Untersuchung dieses Gegenstandes in 
sein Arbeitsprogramm aufgenommen. Im Ganzen hat er unter 596 Systemen gefunden: 
375 Paare von gleicher Farbe, 101 Paare von wenig verschiedener Farbung und 
120 Paare, deren Componenten sehr verschieden gefirbt sind. Diese Aufzihlung diirfte 
jedenfalls der vielfach ausgesprochenen Meinung entgegentreten, dass sehr verschiedene 
Farbung beider Componenten, namentlich in complementiirem Sinne, das gewéhnliche 
Vorkommniss sei. Doppler*) hat in Verfolgung dieser Ansicht die Meinung aus- 
gesprochen, dass bei Doppelsternen mit schneller Revolutionsbewegung die Neigung zu 
complementirer Farbung sich aus den Gesetzen der Wellenbewegung des Lichtes ab- 
leiten lasse. Wenngleich die Folgezeit diese Meinung als irrig erkannt und das dem 
erwahnten Gedanken zu Grunde liegende , Doppler’sche Princip“ in einigen, allerdings 
nicht wesentlichen Punkten modificirt hat, so bildet dasselbe doch ein iiberaus wichtiges 
Fundament, welches in den letzten Jahren zu wichtigen und interessanten Ergebnissen 
und Entdeckungen gefihrt hat. — Zur Erklirung der Farbenverschiedenheit der beiden 
Componenten eines Doppelsternes diirfte es oftmals ausreichen, in Erinnerung zu _ be- 
halten, dass an sich geringe Farbenunterschiede’ sehr nahe bei einander stehender Ob- 
jecte leichter bemerkbar werden. Wahrend allerdings einerseits durch Versuche an be- 
sonders auffallic gefarbten Sternpaaren gezeigt worden ist, dass die Contrastwirkung 
nicht Alles zu erklaren vermag, muss andererseits hervorgehoben werden, wie unsicher 
bisher alle Angaben, welche sich auf die Sternfarben beziehen, sind. Der Fall kommt 
nicht selten vor, dass ein Beobachter sehr intensive Farben wahrzunehmen glaubt, die 
ein anderer nicht oder wenigstens nicht mit Sicherheit wahrnehmen kann. So hat sich 
ein so erfahrener Beobachter wie J. Herschel stets sehr skeptisch gegeniiber der ganzen 
Angelegenheit verhalten. Seiner Meinung nach kommen iiberhaupt nur Farbungen aus 
dem weniger brechbaren Theile des Spectrums (roth, gelb) bei Sternen in ausgesprochenem 
Grade vor, und blaue Sternfarben seien stets nur Folge der Contrastwirkung naher réth- 
licher Sterne. Die Anwendung der Spectralanalyse wird auch in dieser Frage mit der 
Zeit Klarheit schaffen, da die Feststellung der fiir die Gesammtfarbe maassgebenden 
Zusammensetzung des Spectrums nicht subjectivem Urtheile preisgegeben ist. An sich 
ist nicht unwahrscheinlich, dass die Componenten der Doppelsterne sich hiaufig in sehr 


‘) Eine Uebersicht iitber Burnham’s Arbeiten giebt der zweite Band der ,Publications of the 
Lick Observatory“, Sacramento 1894. 

*) A Catalogue of 10300 multiple and double Stars. Memoirs of the R. Astr. Society, London, 
Vol. 40. 

*) Ueber das farbige Licht der Doppelsterne etc. Prag 1842, 
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verschiedenen Stadien der Abkiihlung befinden miissen. Dann werden ihre Spectren 
verschieden sein und in Folge dessen auch ihre Farbung. 

Von der gréssten Bedeutung fiir die Astronomie wurden die Doppelsternmessungen, 
als sie anfingen, deutlich Revolutionsbewegungen zu enthiillen, und als es mit ihrer 
Hiilfe gelang, die Einsicht zu erlangen, dass diese, ebenso wie alle Bewegungen im 
Planetensysteme, durch die Folgerungen des allgemeinen Attractionsgesetzes dargestellt 
werden kénnen. Die Aufgabe, aus den gemessenen Positionswinkeln und Distanzen die 
Elemente einer Doppelsternbahn abzuleiten, wurde auf Anregung von Seite Arago’s 
zuerst von dem leider friih verstorbenen Felix Savary1), und zwar in durchaus correcter 
Weise gelést. Denselben Gegenstand hat spiiter Encke?) behandelt, ohne indessen, 
ausser in weniger belangreichen Dingen, die Savary’sche Lésung zu iiberholen. Von 
den zum Theil primitiven graphischen Methoden J. Herschel’s?) und den Vorschriften, 
welche Y. Villarceau‘) im Anschlusse an die in der Mécanique céleste zur Berechnung 
einer Planetenbahn gegebenen entwickelt hat, darf wohl behauptet werden, dass sie 
einen Fortschritt in dem vorliegenden Thema nicht gebildet haben. Dagegen hat J. Her- 
schel‘) und unabhingig von ihm, wenn auch Jahrzehnte spiter, Villarceau®) eine 
Methode entwickelt, die in den: meisten Fallen in grosser Kiirze und mit Sicherheit die 
Berechnung einer Doppelsternbahn auszufiihren erlaubt. Der Grundgedanke dieser 
Methode kommt im Folgenden zu kurzer Auseinandersetzung und fiihrt in der elemen- 
tarsten und einfachsten Weise zu dusserst leicht ausfiihrbaren Rechenvorschriften. In 
neuerer Zeit hat das Problem durch Klinkerfues’) und Thiele’) beachtenswerthe 
Lésungen erfahren, die auch in der Praxis von Wichtigkeit werden kénnen. 

Von besonderem Interesse ist die Frage, ob die beobachteten Bahnbewegungen 
der Doppelsterne einen directen Beweis fiir die Giltigkeit des Newton’schen Gravitations- 
gesetzes auch in jenen abgelegenen Fixsternriumen enthalten. Dass letzteres den Beob- 
achtungen geniigt, ist schon oben als bestitigt erwihnt worden. Die Untersuchung, ob 
kein anderes Gesetz dieselbe scheinbare Wirkung hat, gestaltet sich ganz anders, als 
bei den Planetenbewegungen, weil hier die Beobachtungen nur iiber die Ortsverande- 
rungen in der auf der Gesichtslinie senkrechten Ebene Aufschluss geben und iiber die 
Bewegung im Visionsradius gar nichts aussagen. Die Aufgabe fiihrt auf ein inter- 
essantes mathematisches Problem. Dasselbe, von Bertrand®) zuerst formulirt, wurde 
vollkommen. gelést von Darboux und Halphén?°) und im Anschlusse an den letzteren 
in sehr eleganter Weise von Tisserand1!), Nach diesen Arbeiten ist allerdings, wenn 
nur gewisse héchst plausible Annahmen hinzugezogen werden, nur das Newton’sche 
Gesetz im Stande, die beobachteten Doppelsternbewegungen zu erkliren. Ganz anders 
gestaltet sich aber die Sachlage, wenn man auf den Umstand Riicksicht nimmt, dass die 
zi Grunde liegenden Messungen vermdge der bedeutenden Ungenauigkeiten, welche 
ihnen anhaften, durchaus nicht eine bestimmte Bewegungsform mathematisch genau 
definiren, vielmehr nur gewisse Grenzen anzugeben im Stande sind, innerhalb welcher 


') Connaissance des temps fiir 1830 addit. 

*) Berliner Astronomisches Jahrbuch fiir 1832. 

®) Memoirs of the R. Astr. Society, London, Bd. 5. 
*) Connaiss. d. t. fiir 1852 add. 

°) Memoirs of the R. Astr. Society, London, Bd. 18. 
°) Connaiss. d. t. fiir 1877 add. 

”) Theoretische Astronomie, Braunschweig 1877. Auch Astr. Nachr. Nr. 990. 
®) Astr. Nachr., Bd. 104. 

°) Compt. rend., Bd. 84. 

1°) Kbenda. 

“) Bulletin astronomique, Tome IV, 1887, 
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die Abweichungen von der Theorie liegen miissen. Diese Grenzen sind aber ziemlich 
weite, weil bei engeren Doppelsternen z. B. Fehler in Distanz von 5 bis 10 Proc. und 
dartiber durchaus nicht selten yorkommen. Da man ferner etwaige Zweifel an der 
Allgemeingiiltigkeit des Newton’schen Gesetzes doch nur auf kleinere Abweichungen 
desselben von der Wahrheit beziehen wird, so muss man zugeben, dass die bisher be- 
rechneten Doppelsternbahnen durchaus nicht im Stande sind, in der besprochenen Frage 
beweiskraftig zu wirken. Im Folgenden wird ein hierher gehériges Beispiel erwahnt 
werden. Der vielfache Stern § Cancri zeigt zum Theil Bewegungen, die, trotzdem die- 
selben in Wahrheit sehr verwickelte Stérungsbewegungen sind, doch durch die Kepler’. 
schen Gesetze, wenigstens innerhalb lingerer Zeitriume, geniigend dargestellt werden 
k6nnen. 


Ehe man dazu schreiten kann, die vorhandenen Messungen eines Doppelsternes zu 
einer Bahnbestimmung heranzuziehen, muss iiberlegt werden, welche Correctionen man 
an sie anzubringen hat, um ein homogenes Material zu erlangen. Refraction, Aberration, 
Nutation haben auf die Messungen der engen Doppelsterne, welche hier in Frage 
kommen, nur einen verschwindend kleinen Kinfluss. Ebenso kann in den meisten Fallen 
die Kinwirkung der Pracession auf den Positionswinkel unbedenklich vernachlissigt 
werden. Dieselbe ist indessen so einfach zu berechnen, dass man die damit verbundene 
Miihe nicht scheuen wird. Bezeichnen p) und p die zu den Zeiten ¢) und ¢t gehérigen 
Positionswinkel, «% und 0 Rectascension und Declination des Doppelsternes, so hat man 
namlich: : 

Pp = py + 09,0056 sina secd (t — ty). 

Ganz anders verhiilt es sich mit gewissen Messungsfehlern, die, in systematischer 
Weise auftretend, der Person des Beobachters eigenthiimlich sind und deshalb persén- 
liche Fehler genannt werden. Es ist das Verdienst Bessel’s und W. Struve’s, auf 
das Vorkommen solcher Fehler hingewiesen zu haben, als sie ihre gleichzeitigen Messungen 
gemeinsam beobachteter Objecte verglichen. Dann aber hat besonders O. Struve, die 
Wichtigkeit des Gegenstandes erkennend, zuerst eingehende Untersuchungen iiber die 
persénlichen Fehler, mit denen seine cigenen Beobachtungen in hohem Grade behaftet 
sind, angestellt. Es hat sich gezeigt, dass verschiedene Umstinde, wie die Stellung des 
Sternpaares gegen die Verticale, die Grésse der Distanz, vielleicht auch die Helligkeit 
der Sterne maassgebend auf die Messung einwirken. Ferner hat sich die sehr un- 
angenehme Thatsache herausgestellt, dass zeitliche Aenderungen in den persénlichen 
Fehlern nicht selten sind und manchmal in sehr merkbarem Betrage zum Vorschein 
kommen. Thiele!) konnte das bei mehreren Beobachtern in unzweideutiger Weise 
nachweisen. Es ist begreiflich, dass unter solchen Umstiinden die persénlichen Beob- 
achtungsfehler, die z B. bei O. Struve den Positionswinkel unter Umstinden um 
mehrere Grade verfilschen, genaueren Untersuchungen tiber die Bewegungen der Doppel- 
sterne grosse Schwierigkeiten bereiten und dass der Berechner niemals unterlassen darf, 
auf sie gehérig Riicksicht zu nehmen. Wegen der zeitlichen Veranderlichkeit derselben 
sind solche Untersuchungen aber mit grossen Unsicherheiten behaftet, die nur durch 
vielfache Vergleichungen der Resultate verschiedener Beobachter verringert werden 
kénnen. Solche Vergleichungen wurden in neuerer Zeit in der That angestellt, noch 
ist aber manche Liicke in dieser Beziehung auszufiillen. 


") Castor, Caleul du mouvement relatif etc. Kopenhagen 1879. 


Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 98 
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Wie schon erwahnt, wird bei der Bahnberechnung eines Doppelsternes die un- 
bedingte Giiltigkeit des Newton’schen Gesetzes vorausgesetzt. Wir haben also anzu- 
nehmen, dass die beiden Componenten eines Doppelsternes sich nach den Kepler’schen 
Gesetzen um eimnander bewegen. Diese. Annahme kénnen wir, da nur geschlossene 
Bahnen in Betracht gezogen werden sollen, so formuliren: der eine Stern beschreibt 
um den anderen (den Hauptstern) eine Ellipse und halt hierbei das Gesetz von der 
Constanz der Flachengeschwindigkeit ein. Diese Bewegung wird von dem sehr weit 
entfernten Beobachter betrachtet und es werden demzufolge nur die Veranderungen in 
der gegenseitigen Stellung der Projectionen der beiden Sterne in einer Ebene bemerkbar 
sein, welche senkrecht zur Gesichtslinie steht. Es ist leicht zu sehen, wie sich diese 
scheinbare Bewegung gestaltet. Die scheinbare Bahn wird wieder eine Ellipse sein; der 
Hauptstern wird aber nicht in ihrem Brennpunkt, sondern irgendwo im Inneren stehen. 
Das Gesetz der Flachen aber wird bekanntlich nach wie vor gelten. Die Kenntniss der 
scheinbaren Bewegung geniigt indess, wie wir sehen werden, vollstindig zur Bestimmung 
der wahren Bewegung. ' 

Wir haben zunichst festzusetzen, wie viele und welche Bestimmungsstiicke die 
wahre Bewegung bestimmen. Grésse und Gestalt der wahren Ellipsen sind gegeben 
durch die grosse Halbaxe a und die Excentricitat e. Die Lage der Bahnebene wird 
bestimmt durch die Neigung? gegen die Projectionsebene und die Lange des Knotens $2 
auf letzterer- Wir wollen &% von demselben Anfange und in derselben Richtung wie 
die Positionswinkel zihlen. Es mag gleich hier bemerkt werden, dass, falls 7 stets 
positiv und kleiner als 90° angenommen wird, § nicht eindeutig bestimmt werden 
kann. Da offenbar die scheinbare Bewegung entstehen kann durch eine wahre in einer 
Ebene mit der Neigung = 7 oder auch —z, so ist es erlaubt, nach Belieben den Werth 
von $3 um 180° zu andern. Man hat sich aber fiir einen der beiden gleichberechtigten 
Werthe von $3 zu entschliessen, alles Andere ist dadurch unzweideutig gegeben. Die 
Lage der wahren Ellipsen in ihrer Ebene wird durch den Winkel 4 bestimmt, welchen 
die grosse Axe mit der Knotenlinie bildet, und der Ort. des Sternes in der Bahn durch 
die wahre oder mittlere Anomalie zu einer bestimmten Zeit. Man kann auch, und das 
soll im Folgenden geschehen, die Zeit t angeben, zu welcher die beiden Sterne die 
kleinste Entfernung von einander haben. tT ist also die Zeit des Passirens des Periastrons. 
4 wird dann den Winkel zwischen Periastron und Knoten, vom Hauptsterne gesehen, 
darstellen. Schliesslich muss noch die Umlaufszeit T bekannt sein, weil diese, wie wir 
sehen werden, nicht durch a, wie im Planetensysteme, gegeben ist. 

Zwischen den angefiihrten Gréssen, der Zeit ¢, der wahren Anomalie v, der mitt- 
leren M und der excentrischen # finden die bekannten Beziehungen statt, die durch die 
Kepler’schen Gesetze gegeben sind. Wir wollen eine dieser Gleichungen naher be- 
trachten. Es seien m und m, die Massen der beiden Sterne, & die Anziehungsconstante, 
dann ist bekanntlich: 5 

Pe OE 
L kym + m 
Aus dieser Gleichung folgt: 


e ym + ay 
Oh == ——— . 
2% 


Die Constante %& ist hier natiirlich in denselben Einheiten auszudriicken, wie die 
anderen vorkommenden Gréssen. Ob bei den Doppelsternen & denselben Werth hat, 
wie in unserem Planetensysteme, ist eine Frage, die wohl discutirt werden kann und in 
der That discutirt worden ist. Ernstliche Zweifel dagegen hat man aber nicht vor- 
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bringen kénnen. Dann gilt aber (1) auch zB. fiir die Bewegung der Erde um die 
Sonne. Setzt man also die Sonnenmasse bezw. Erdmasse gleich 1 bezw. v, die Umlaufs- 


zeit der Erde — 1, so ist: 
2% 


Symes 
wobei noch mit jedenfalls hinreichender Genauigkeit v einfach fortgelassen werden 
kann. Man hat jetzt einfach: 


k 


a= T3 (m +m). iT ge Seis BAO er mrgne ()| 


Hier ist also 7 in Jahren, m und m, in Sonnenmassen und a in mittleren Ent- 
fernungen Sonne — Erde auszudriicken. Nennt man p die Parallaxe des Fixsternes, a” 
den scheinbaren Winkelwerth von a, so hat man in Folge von: 


die Gleichung: 


ae eC ee eee > 
[(m + m,) T?]s 

Da nun eine Doppelsternbahnberechnung nur a’ angeben kann, so enthalt die 

Gleichung (3) eine Beziehung zwischen p und m + m,, wenn auch noch 7 bekannt ist. 

Diese Gleichung ist demnach bei jenen Doppelsternen von besonderem Interesse, fiir 

welche Parallaxenbestimmungen vorliegen, denn sie gestattet die Bestimmung von Fix- 

sternmassen. Als Beispiel mag hierfiir der Doppelstern 70 Ophiuchi angefiihrt werden. 


" 


Nimmt man — es sei dahingestellt, ob dies die beste Annahme ist — an: 
fH 00,0 F is AN O58 p ==" 0162; 
so ergiebt Formel (3) m + m, = 3,11. Die Gesammtmasse des Systemes ist also etwa 


drei Sonnenmassen gleich. 

Nach dem Friiheren wird also eine Doppelsternbahn durch sieben Elemente be- 
stimmt. Als solche kann man die Gréssen: 

a, e, 8, i, A, T; T, 

oder Combinationen aus ihnen wiihlen. Sind diese Elemente bekannt, so ist es eine 
sehr leichte Aufgabe, hieraus fiir eine gegebene Zeit ¢ Positionswinkel p und Distanz @ 
zu berechnen. Halt man die friiher angefiihrten Bezeichnungen fest, so hat man zunachst 
die bekannten Formeln: 


) 
M= 7-2 
E—esnk = M 


1 1 aes 
G5t= a5 Bl, 


anzuwenden. Hieraus ergiebt sich die wahre Distanz r der beiden Sterne: 
r = a(1 — ecos EF) 


tg (p — 83) = cositg (A woe | 


und entsprechend: 


am cos (4 + v) ree ees tierce: epi KL) 
race cos (p — 83) | 
wozu noch zu bemerken ist, dass p — S& und 4 + v in demselben Quadranten liegen. 


Die umgekehrte Aufgabe, aus gegebenen p und @ die sieben Bahnelemente zu 
bestimmen, ist natiirlich viel complicirter. Offenbar muss im Allgemeinen aus sieben 
Daten eine Bahnbestimmung méglich sein. Man sieht aber sofort ein, dass Positions- 
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winkel oder Distanzen allein hierzu nicht ausreichend sind, denn nach (4) ist p un- 
abhingig von a, wahrend @ nicht von §3 abhingt. Sonst kénnen die Daten in ganz 
beliebiger Weise combinixtt werden. Es sind auch fiir einige dieser Combinationen 
Methoden, die wegen der transcendenten Form einiger der auftretenden Gleichungen 
Niaherungsmethoden sein miissen, aufgestellt worden. Dieselben sind dem Wunsche ent- 
sprungen, die Lésung des Problems aus der gerade hinreichenden Anzahl von Daten zu 
erlangen, welcher Wunsch in rein theoretischer Hinsicht durchaus berechtigt ist. In der 
Praxis liegt die Sache anders. Bahnbestimmungen solcher Doppelsterne, deren Stellung 
nur durch wenige Positionswinkel und Distanzen festgelegt erscheint, haben meistens 
kein Interesse und kénnen bei den bekannten Ungenauigkeiten der beobachteten Coor- 
dinaten auf irgend welche Zuverlissigkeit keinen Anspruch machen. Man wird deshalb 
wohl in allen Fallen, die eine Bahnberechnung iiberhaupt verdienen, annehmen diirfen, 
dass eine gréssere Anzahl von Messungen vorliegt. Es soll nun fiir das Folgende nur 
angenommen werden, dass entweder fiinf zusammengehérige Positionswinkel und Distanzen 
direct gegeben seien oder wenn es, was bei engeren Doppelsternen vorkommen kann, 
an letzteren fehlt, eine fortlaufende Reihe von Positionswinkeln gegeben sei, die erlaubt, 
fiir fiinf Zeiten den Betrag des Differentialquotienten “2 zu berechnen. Da niamlich 
der Flachensatz: 


o? ae = const. 


gilt, so kann man jetzt fiir die fiinf gegebenen Zeiten die zugehdrigen @ ableiten, wenn 
das einem und zwar unter den gegebenen beliebig ausgewahlten Zeitmomente zu- 
kommende @ gegeben ist, oder auch ganz beliebig angenommen wird. Man erhalt in 
letzterem Falle die Dimensionen der wahren Ellipse natiirlich in diesem. willkiirlichen 
Maassstabe ausgedriickt, sonst aber selbstverstiindlich alles Andere ebenso richtig, als 
wenn die eine erwihnte Distanz bekannt wire. Durch die fiinf Paare p und @ sind 
auch die fiinf Paare rechtwinkliger Coordinaten: 


x = 0 cosp y = oO smp 
gegeben. Diese aber miissen der Gleichung der scheinbaren Ellipse gentigen, die sich 
den oben gemachten Bemerkungen gemiss in der allgemeinsten Form: 


Bu? + yy? + 2day + 2Qex + 2Woy—1=0... eee 
darstellt. Da (5) eine Ellipse darstellen soll, so muss bekanntlich sein: 
bB>0 y>0 By — 0? >0.. . . eee 


Zur Bestimmung der fiinf Constanten , y, 0, ¢, § reichen fiinf gegebene x und y 
aus. Man wird indessen niemals versitumen, etwa mehr vorhandene Daten mit zu be- 
nutzen und so viele Gleichungen anzusetzen, als zusammengehérige « und y vorhanden 
sind. Aus allen wird man, am besten nach der Methode der kleinsten Quadrate, die 
Werthe der f, y etc. berechnen. 

Ist dies geschehen, so lisst sich leicht die wahre Ellipse bestimmen. Die recht- 
winklige Projection dieser letzteren ist die Ellipse (5) und der Coordinatenanfang, 
welcher mit dem Hauptsterne zusammenfillt, ist der Brennpunkt der wahren Ellipse. 
Diese geometrischen Bedingungen, in passender Weise durch Formeln ausgedriickt, geben 
die emfache Lésung des Problemes. 

(5) kann auch als Gleichung eines geraden Cylinders angesehen werden, dessen 
Axe mit der Z-Axe des Coordinatensystemes, also mit der auf der Projectionsebene 
senkrechten Gesichtslnie zusammenfallt. Wir beziehen nun diesen Cylinder auf ein in 
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demselben Anfange gelegenes Coordinatensystem der 2”, y”, 2. Die x’-Axe soll in der 
Knotenlinie der wahren Ellipse liegen, die y'-Axe senkrecht darauf im Sinne der 
Bewegungsrichtung des Sternes um den Hauptstern. Dann hat man in sofort ersicht- 
licher Weise fiir die Transformation beider Coordinatensysteme: 


xz = 2" cos 8&4 — y" sin 8 cosi + 2" sin 8 sini 
y = x" sin 8% + y" cos 8 cost — 2" cos 83 sini 
Efe + y" sina + 2” cosi. 
Fiihrt man dies in (5) ein und setzt 2” = 0, so erhilt man den Durchschnitt des 


erwahnten Cylinders mit der wahren Bahnebene, also die wahre Ellipse. Ihre Gleichung 
ist also: 
B (a" cos 8&& — y" sin 83 cosi)? + y(a" sinS& + y" cos 88 cost)? 
+ 20 (2 cos 8% — y" sin 83 cost) (a” sin 84 + y" cos 83 cost) dy A) 
+ 2é(a" cos 88 — y" sin 3 cost) + 26 (a sin 88 + y"' cos 8 cost) —1=0 
Andererseits ist aber die Gleichung der wahren Ellipse auf dieselben Axen 
bezogen : 
(ae + w” cosa + y" sind)? 4 (— a” sind + y" cosh)? _ 
a? b? 
wenn die kleine Halbaxe mit b bezeichnet wird. Die Gleichungen (I) und (II) miissen 
identisch fiir alle Coordinatenwerthe mit einander iibereinstimmen. Es miissen demzu- 
folge die, Coéfficienten gleicher Potenzen der Coordinaten gleich sein. Bezeichnet des- 
halb v einen zu bestimmenden Factor, so findet sich sofort: 


1=0.. (@ 


; 42 mk 
(Se oe ) = Bcos8? + ysin 832 + 2dsin&%cosS&’ . . . . (6) 
ye 2 
( — ) = (6 sin 832 + ycos 842 — 20 sin 8 cos $3) cost? . . (7) 
v sin 2’ (a-a = (— Bsin2 8& + ysin2 8 + 20cos2 8) cost . . (8) 
) 
v— cosh = £0052 + Esin&. tL Ts santeriieure tsi. noeaa) 
v— sink = (— esinQ St LUCOSAA COG MN sabe a, a? we (LO) 
ey le ye ee ar en Sol EGS RIE (11) 
1 2 
Aus (11) folgt v = ea > Fiihrt man noch den halben Parameter 
2 
Hira = ein, so kann man (8) und (9) schreiben: 
Eerste ros 60 ie on | 
i (12) 
pink = — éesin& + £00 2) eo | 


Das doppelte Product dieser Gleichungen ist: 
2 . 
a sin 2A = (— é&sin2 8 + §2sin2 8% — 2@§ cos2 82) cosi, 
wiihrend (8) die Gestalt annimmt: 


2 
o sin2A = (Bsin2 & — ysin2 8 + 26 cos 2 8) cosi, 
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Hieraus folgt sofort: 
2(0 + €e) 
ig2 $s = oe LE ome alte 
Pose Pa Se 8) 
Diese Gleichung giebt bereits ein Element, namlich $2. Die bestehende Viel- 
deutigkeit soll spiter erértert werden. Die Differenz der Gleichungen (6) und (7): 


2 
— a cos 24 = (B cos 822 + y sin 82 + 20 sin 8 cos 83) 
— (6 sin 82 + ¥» cos S42 — 206 sin 88 cos 82) cos i? 
verglichen mit der Differenz der Quadrate der Gleichungen (12): 


2 
= cos2A = (€cos 8 + € sin 83)2 — (— € sin 8 + §& cos £2)? cos i? 


giebt sofort: 


Se (8 + &) cos S32 + (y + §?) sin 8? + 2(0 + Ee) sin cos8& (14) 
"(B+ 8) cos 22 + (py + €2) cos &? — 2(8 + E28) sin 8 cos 8 

Addirt man schliesslich zu (7) das Quadrat der zweiten Gleichung (12), so 

findet man: 
1 

Poe (B + €) sim 832 + (y + £2) cos 842 — 2(0 + £8) sin 83 cos 83 .. (15) 

Hiermit ist die wahre (llipse vollstindig bestimmt und es eriibrigt nur noch, die 
Rechenvorschriften durch Kinfiihrung von Hiilfsgréssen zu vereinfachen. Setzt man: 


Baral b 
v= Bp + 8 
G SF0m Ge 


A = wsin 8d? + veos $2 + 20 sin 8 cos 83 
B= woos $2 + vsin 82 — 20 sin 82 cos 8, 


A+B=p+y, 
so werden die Gleichungen (13), (14) und (15): 


also: 


— 20 A 1 
2, = —— S02 == ———<———_—_ = 
IES u—y es B p? cos i? 
Hieraus ergiebt sich sofort: 
1 B—A 
Fuga HOO a eg, ee Uh ee 


Fir A kann man noch etwas bequemer schreiben: 


IM) nae — EA 008 2.8 + @ sin 2 8. 

Ehe wir die gewonnenen Formeln endgiiltig zusammenstellen, miissen wir noch auf 
die Vieldeutigkeit in der Bestimmung von $2 zuriickkommen. Soll Gleichung (14) einen 
reellen Werth fiir ¢ ergeben, so muss ihre rechte Seite stets positiv und kleiner als 1 
sein. Aus den Bedingungen (5a) folgt aber sofort, dass in der That sowohl Zahler als 
auch Nenner des Bruches (15) positiv sind. Es muss also der Nenner grésser als der 
Zahler sem, d. h.: 

(0 + §e) sin28 <0 

oder sin 2 $4 muss das Zeichen von —@, also cos2 3 das Zeichen von (wu = v) haben. — 
Hierdurch erscheint 2 $3 eindeutig bestimmt. $3 selbst ist es aber nicht, indem man 


— 783 — 


es nach Belieben um 180° vergréssern darf oder nicht. Diese iibrigbleibende Zwei- 
deutigkeit liegt aber, wie bereits oben auseinandergesetzt wurde, in der Natur der 
Sache und kann nicht gehoben werden. Man muss sich also fiir ein bestimmtes 8 ent- 
scheiden, weil dann erst $3 unzweideutig bestimmt ist. 

Wir stellen nun alle Formeln zusammen, die, nach Ermittelung der Coéfficienten 
B, y, 9, &, €, zur Bestimmung der wahren Bahnellipse zu berechnen sind: 


Dares el 
y= B+ @ 
e=d0+6s 
ages os 
i Sy 


cos 2 83 hat das Vorzeichen von (u — ¥): 


PROP SEU) fe Y ; 
eid 5 cos 283 + e sin2 


Ce (1 ad ce 
ond = (— esin8% + §c0s 8d) cosi 


a = écos8& + Esin&. 


Will man fiir die Berechnung dieser hédchst einfachen. Formeln eine Controle 
haben, so findet man eine solche u. a. in der oben vorkommenden Formel: 


ai sin22 = cosi [(B — y) sin2 83 — 20 cos 2 8]. 


Es mag noch erwahnt werden, dass man die Gleichungen fiir p? und tgi? auch 


schreiben kann: 
2 
pera ha) ah Ayn i 4 8 


P 
tg? = p? ¥(w—v)? + 40% 

Man sieht hieraus, dass, wie es nach den getroffenen Festsetzungen auch sein 

muss, fg? immer reell wird, wenn es p ist. Dieses wird imaginir, wenn: 
er > UY 

Das ist aber, wie man leicht einsieht, die Bedingung dafiir, dass der Coordinaten- 
anfang ausserhalb der scheinbaren Ellipse sich befindet, welcher Fall nicht eintreten 
kann, weil der Coordinatenanfang die Projection des Brennpunktes der wahren Ellipse 
sein muss. 

Hat man auf diese Weise Grésse, Form und Lage der wahren Ellipse berechnet, 
so kann man aus jedem Positionswinkel p und der zugehérigen Zeit die mittlere Ano- 
malie M berechnen, denn es ist: 


ig(v + 4) = sect tg(p — 8) 


1 77 
oz h=oye fiz 


Da aber andererseits: 
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ist, So giebt jedes M eine lineare Gleichung zwischen den beiden Unbekannten: 
360° 


Br ieee und nt = — é, 


namlich : 
M=nt-+ ¢. 

Aus der Gesammtheit der vorliegenden Werthe fiir M ergeben sich dann, am 
besten nach der Methode der kleinsten Quadrate, die gesuchten Unbekannten. 

Auf die angegebene Weise wird man in den allermeisten Fallen eine Bahn- 
bestimmung erhalten, die sich dem verfiigbaren Beobachtungsmateriale so weit an- 
schmiegen wird, dass man sie zum Ausgangspunkte fiir eine consequente Behandlung 
nach der Methode der kleinsten Quadrate wihlen kénnen wird. Zu diesem Zwecke wird 
man, ganz abnlich wie bei Kometen- und Planetenbahnen die Beziehungen aufzustellen 
haben, welche zwischen kleinen Aenderungen der Bahnelemente und den zugehérigen 
Aenderungen der Beobachtungsgréssen bestehen. Hier sind also die kleinen Zunahmen 
dp und d@ durch die Differentiale der sieben Bahnelemente auszudriicken. In Folge der 
grossen Einfachheit der auszufiithrenden Operationen wird es wohl ausreichend sein, wenn 
nur das Resultat angefiihrt wird. Die benutzte Bezeichnung ist dieselbe wie friiher, nur 
ist noch der Einfachheit wegen der Excentricitétswinkel p, wo sing = e, eingefiihrt 
worden. 

Man findet nun: 


ee ee + < sin B cos p dp 


a? Git: r 
dy = a COSP [((¢ — t) dn — ndt] + 73 Sin E (= ae cos 9°) dy 


a? (e — cos E) 
; 


2 
dr = —da + — sing sinE [(t — 2) dn — nd] 4 cos dg 


und hiermit: 
2 F 4 
dp = dQ — ru + 0) cos(p — &) sini di + (=) cosi dh 
ONE: a2 z (16) 
a (=) cos p cosi[(t — t) dn — ndt] + & cost sin EB (= + cos 98) dg 


Setzt man noch zur Abkiirzung: 


1 sini? 
n= — = 
2 cost 


sin 2(p — 8), 


so wird die gesuchte Differentialgleichung fiir die Distanz: 
de da 


7 mda 4 (=) (esin EZ — moos g) [@ — t) dn — ndt] _ 
: 2 : (17) 
— tgisin(p — 8)2di — (+) | cos (cos E — e) + msin E(— 4c cos 9°) | dy 


Diese beiden Gleichungen erméglichen sofort die Aufstellung der Bedingungs- 
gleichungen. Die Bildung der Normalgleichungen hangt von dem Gesetze ab, nach 
welchem die Beobachtungsfehler dp und d@ von der Distanz @ abhangen. Dass eine 
solche Abhingigkeit stattfindet, ersicht man aus dem Umstande, dass die Genauigkeit 
der Beobachtung der p schnell mit der Distanz @ abnimmt. Man wird im Allgemeinen 
sagen kénnen, dass beide Coordinaten gleich genau gemessen sind, wenn @dp und dg 
gleich gross sind. Trifft letzteres zu, so miisste man die Normalgleichungen nach der 
Bedingung: 
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Soe2dp? + Lde? = Minim. 
bilden. Dies ist aber nicht, wenigstens nicht bei allen Beobachtern, der Fall und scheint 
namentlich bei kleinen Distanzen (< 1”) nicht zuzutreffen. Man wird, da die Sache 
namentlich mit Beriicksichtigung der systematischen Fehler, die hier wie zufillige Fehler 
angesehen werden, bisher nicht geniigend untersucht ist, vielleicht am besten thun, 
bei massigen Distanzen die obige Minimumsbedingung festzuhalten, fiir ganz kleine 
Distanzen aber: 
2 0? dp? = Minim. 


ma setzen und die beobachteten Distanzen nur zur Ableitung der Dimensionen der 


wahren Ellipse, also zur Bestimmung von a zu benutzen. — Die auseinandergesetzte 
Methode reicht nicht aus, wenn 7 nahezu 90° ist. Ein Beispiel fiir diesen Fall bietet 
der enge Doppelstern 42 Comae, bei welchem die Annahme ¢ = 90° den Beobachtungen 


am besten zu geniigen scheint. Hier hat man die Bahnbestimmung allein auf die 
Distanzmessungen zu griinden und der unverainderliche Positionswinkel bestimmt fiir sich 
die Knotenlange der Bahn. Auf die Behandlung dieser Ausnahmefille kann hier nicht 
niher eingegangen werden. 


Die zu ferneren Untersuchungen tiber Bahnbewegungen tauglichen Doppelstern- 
messungen gehen bis auf W. Struve zuriick. Die ersten Beobachtungen dieses Astro- 
nomen sind indessen mit grésseren und weniger gut ermittelten systematischen Fehlern 
‘behaftet, so dass man bei ihrer Benutzung éfters anf Schwierigkeiten stésst. Mit Sicher- 
heit darf man sich aber der von 1828 an von W gelieferten Messnngen bedienen, und 
man darf sie den besten neueren Beobachtungen an die Seite stellen. Die Beobachtungen 
W. Herschel’s, so tiberaus werthvoll wegen ihres Alters, diirfen nur mit grésster Vor- 
sicht verwerthet werden. Die Angaben der Positionswinkel sind nicht selten durch grobe 
Versehen, z. B. falsche Angabe des Quadranten, entstellt, die Distanzen sind, wenn iiber- 
haupt angegeben, sehr wenig sicher. Aus diesen Griinden wird man diese Messungen 
nicht mit Vortheil in die Ausgleichungsrechnung einbeziechen, dagegen wird ihre Ver- 
gleichung mit dem Resultate der Bahnbestimmung unter Umstinden sehr werthvoll sein 
zur Beurtheilung der Sicherheit der erhaltenen Umlaufszeit, und man wird deshalb gut 
thun, diese Vergleichung nicht zu unterlassen. — Aus der verhiltnissmiéssig kurzen Zeit, 
tiber welche sich die verfiigbaren Messungen erstrecken, folgt von selbst, dass die Bahnen 
von mehreren Jahrhunderten Umlaufszeit auf Sicherheit keinen Anspruch machen kénnen. 
Eine vyollstindige Uebersicht iiber die bisher berechneten Doppelsternbahnen soll hier 
nicht gegeben werden, eine solche wiirde auch bei der raschen Entwickelung unserer 
Kenntnisse in dieser Richtung schnell veralten. 

Man findet u. a. eine solche Zusammenstellung neuesten Datums im_ ,,Annuaire 
pour Pan 1896“, wahrend der Stand der Kenntnisse in dieser Richtung vor 20 Jahren 
in einem Werke von Flammarion!) und dem bekannten Handbuche von Crossley, 
Gledhill und Wilson?) dargestellt ist. In der folgenden Tabelle sind jene 38 Doppel- 
sternbahnen nach dem ,,Annuaire“ angefiihrt, die Umlaufszeiten unter 100 Jahren haben. 
Ausser der Umlaufszeit werden noch die Helligkeiten der Componenten und die ein 
allgemeines Interesse darbietenden Elemente 7, e und a angegeben. 


1) ©. Flammarion, Catalogue des étoiles doubles et multiples, Paris 1878. 
*) A Handbook of double Stars, by Crossley, Gledhill and Wilson, London 1879. 
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Grosse fh a e a 
ee Se ee eS eee 
x Pegasi 7) 21. 4,3— 5,0 11,4 81°,2 0,49 0,42 
OME cracls eee 4,5— 5,0 11,5 79,0 0,14 0,45 
jesishin i Ao oo 5 8 7,0— 9,0 16,4 28,5 0,48 0,24 
85: Regasihige ma eesm 6,0— 9,0 17,5 66,7 0,16 0,80. 
Steevie ooo bo 3,5— 4,0 18,7 58,8 0,17 0,53 
OADRILEEE ta o 8 oo 6,0— 7,0 20,8 736 0,48 0,25 
OPATO GS prem renee ot 6,0— 7,0 22,0 hat 0,70 0,65 
AQ Com: Berssete = « 6,0— 6,0 25,7 90,0 0,48 0,66 
BANG sates eet noe 7,0— 9,0 27,7 59,8 0,44 2,04 
B62, ees Neon 30,0 23,0 0,13 0,28 
B Delph. 1.5 «dea 3,5— 4,5 30,9 59,3 0,34 0,52 
SS 1 ec eee ieee 7,5— 7,8 34,0 75,0 0,33 0,67 
gle l gos eow Sack i) oc : 3,0— 6,5 35,0 44,9 0,46 1,31 
oOyen. iis. keen » i SiGoeereo 36,5 44,7 0,24 1,19 
IEMA 5 6 5 6 oc 1,0— 40,0 = = = 
jap Cros SKN Be eb 5,8— 6,2 41,3 59,6 0,25 0,87 
PPA ES vs eo ne kin gras 6,0— 6,0 45,4 80,7 0,13 1,00 
wu? Here. . Sei swtas 9,5—10,5 45,4 67,0 0,21 aBy/ 
ORT 560" 2P a 6,8— 7,3 47,7 82,8 0,06 0,58 
Sitigs- At: Cons hae ~1,0—10,0 49,4 42,4 0,63 oe EBT 
99. Here; os wets NGO tL 58,5 38,6 0,79 1,12 
y Androm. ..... 4,5— 6,0 54,8 78,9 0,88 0,37 
Gu@aneri waeee. wrens 5,0— 5,7 59,1 iD bil 0,38 0,86 
SoUirss mays oe ees 4,0— 5,0 60,6 55,9 0,39 2,59 
Pai OGhtAimesue 2 mete oe 4,0— 4,0 61,9 84,1 0,63 1,50 
ORE ool. an oer: 70— 7,4 63,5 47,4 0,36 0,34, 
ORE O08 te 70— 7,8 65,2 57,6 0,53 0,86 
@ Cente (pace ae 1,0— 2,0 81,8 79,7 0,52 17,71 
ORE aes 6,5— 9,0 85,9 31,1 0,46 0,50 
70 Ophiuch. .... | 4,1— 6,1 88,4 60,1 0,48 4,60 
DROS Gee ALA ricci a 6,7— 7,6 88,7 71,0 0,53 0,98 
y Oot, BOr, ONS ik eed Oe 90,4 83,4 0,35 0,66 
@ Urs. maj... .. . 5,0— 5,6 91,9 34,7 0,45 0,29 
Au Cyone pe eee 5,0— 6,3 93,4 58,8 0,60 0,51 
BBegt Vik, tated 5,0— 6,0 93,9 31,8 0,47 0,52 
One p23Dac. eaten 6,0— 7,3 94,4 54,5 0,50 0,98 
EiScorps fea ue Neo 95,9 68,7 0,08 1,26 
OS Don ee oe 7,2— 9,2 96,1 49,8 0,58 0,42 


Besondere Beachtung verdienen die mehrfachen Sternsysteme, von denen die beiden 
interessantesten §€ Cancri und & Scorpii in obiger Zusammenstellung vorkommen. Die 
Bewegungen in dem ersteren Systeme, welches aus drei nahezu gleich hellen und aus 
einem vierten bisher noch nicht gesehenen Sterne besteht, sind in neuerer Zeit eingehend 4) 


‘) H. Seeliger, Untersuchungen iiber die Bewegungsverhiltnisse in dem dreifachen Stern- 
systeme ¢ Cancri, Denkschriften der Wiener Akademie, Bd. 44, 1881. — Fortgesetzte Untersuchungen’ 
iber das mehrfache Sternsystem ¢Cancri. Abhandlungen der Miinchener Akademie, Bd. 17, 1889. — 
Ueber den vierfachen Stern ¢ Cancri, Sitzungsberichte der Miinchener Akademie 1894. 
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studit worden und haben zu Resultaten gefiihrt, die hier ganz kurz, ohne niheren 
Nachweis, erwaihnt werden sollen. 

Von den drei sichtbaren Sternen A, B, C stehen zwei, A und B, in grosser. Nahe 
bei einander. Sie beschreiben in etwa 60 Jahren einen vollen Umkreis um einander und 
halten hierbei eine Distanz von 0”,6 bis1”,1 ein. Der Stern C dagegen beschreibt um die 
Mitte von A und B jabrlich im Durchschnitt 0°,5 im Positionswinkel bei einer nahezu con- 
stanten Distanz von 5}/,". Sowohl die Priifung der Flichensitze, als auch die Berech- 
nung einer elliptischen Bahn ergaben, dass man den Beobachtungen von A und B bei- 
nahe vollstandig geniigen kann, ohne auf eine Einwirkung des dritten Sternes Riicksicht 
zu nehmen. Hieraus darf aber nicht geschlossen werden, dass der dritte Stern C keinen 
bedeutenden Einfluss auf die Bewegung von B um A ausiibt. Vielmehr hat sich 
ergeben, dass man fiir den Stern C sehr bedeutende Massenwerthe annehmen kann, ohne 
die Uebereinstimmung zwischen Rechnung und Beobachtung zu gefahrden und dass man 
ziemlich bedeutende Massenwerthe annehmen muss, um die beste Darstellung im Sinne 
der Methode der kleinsten Quadrate zu erhalten. 

Die Beobachtungen des Sternes C zeigen Anomalien héchst merkwiirdiger Art. 
C. Flammarion und Otto Struve haben vor mehreren Jahren darauf aufmerksam 
gemacht, dass die Messungen mit grosser Deutlichkeit eme periodische Veranderung im 
Positionswinkel und Distanz ergeben, die beinahe vollkommen durch die Annahme fort- 
geschafft werden konnte, der Stern C bewege sich in etwa 18 Jahren in einer Kreisbahn 
vom Radius 0,2 um einen Punkt, der wieder in einer Kreisbahn langsam um die Mitte 
von A und B fortriickt. In der That ist die durch diese Hypothese erzielte Ueberein- 
stimmung so auffallig, dass an ihrer Berechtigung schon damals kaum zu zweifeln war. 
Indessen war doch eine erneute Priifung aus verschiedenen, hier nicht naher zu erérternden 
Griinden néthig. Namentlich musste untersucht werden, ob die Annahme eines dunklen 
vierten Sternes nothwendig sei und die beobachtete Anomalie nicht durch eine andere 
Annahme ebenfalls: erklirt werden kénne. Die dahin gerichtete Priifung hat nun eine 
yolistandige Bestitigung der gemachten Annahme geliefert und es kann als eine be- 
wiesene Thatsache angesehen werden, dass sich in grosser Nahe des Sternes C ein 
vierter Stern befindet. 

Diese Untersuchungen iiber € Cancri fiihren uns auf den Fall eines Doppelsternes, 
bei dem nur die eine Componente sichtbar ist. Ein solcher Stern wird, also im Gegen- 
satze zu den gewodhnlichen Fixsternen eine Kigenbewegung zeigen, die ausser einem mit 
der Zeit proportionalen Fortschreiten am Himmel eine periodische Veranderlichkeit auf- 
weist. Man sagt deshalb, ein solcher Stern habe eine veranderliche EKigenbewegung. 
Das Vorkommniss dunkler Fixsternbegleiter darf an sich nicht verwundern. Schon 
Bessel sprach die Meinung aus, dass die Leuchtkraft nicht nothwendiges Attribut stellarer 
Massen sei. Diese an sich unzweifelhaft richtige Ansicht hat den grossen Astronomen 
zu der epochemachenden Entdeckung eines solchen Falles gefiihrt, indem er aus den 
periodischen Veriinderungen der Rectascension des Sirius die wahre Sachlage erkannte !). 
Thm war es nicht vergénnt, den Gegenstand weiter zu verfolgen und die Bahn, welche 
Sirius um den Schwerpunkt seiner und des Begleiters Masse beschreibt, abzuleiten. 
Diese Aufgabe hat spiter C. A. F. Peters?) in mustergiiltiger Weise gelést. Darauf 
behandelte Auwers’) dasselbe Problem sehr eingehend, indem er nicht nur die Rect- 
ascensionen, sondern auch die Declinationen in den Bereich seiner Betrachtungen zog. 


1) Astr. Nachr., Bd. 22, Nr. 514 bis 516, Abhandlungen Bd. 2. 
*) Ebenda, Bd. 32, Nr. 745 bis 748. 
%) Untersuchungen iiber veranderliche Higenbewegungen. 1. Theil, Konigsberg 1862; 2. Theil, 
Leipzig 1868. 
gos 
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Diese umfangreiche Arbeit hat den unwiderleglichen Beweis fiir die Richtigkeit der 
Bessel’schen Anschauungen erbracht. Noch war dieselbe aber nicht in die Oeffentlich- 
keit getreten, als es A. Clarke am 31. Januar 1862 gelang, den genannten Begleiter 
wirklich zu sehen, und zwar sehr nahe an dem Orte, welchen ihm die Theorie zugewiesen 
hatte. Die von Auwers gefundenen Elemente sind: 


1843,28 
610,97 
18,92 
47,15 
0,615 
233, T — 49V,4. 


II il 


ll I ll 


Sa ees 


Diese beziehen sich auf die Bewegung des Sirius um den Schwerpunkt des 
Systemes. Sobald aber nur eine Beobachtung des Begleiters bekannt ist, kann man 
hieraus das Verhiltniss beider Massen bestimmen. Auwers hat aus den ersten bekannt 
gewordenen Beobachtungen gefunden, dass die Masse des Sirius 2,05mal so gross ist, 
wie die des Begleiters. Daraus folgt die Halbaxe der Bahn, welche Sirius um den 
Begleiter beschreibt, gleich 7,1. Da nun weiter die Parallaxe des Sirius zu etwa 1/," 
angenommen werden darf, so folgt aus den oben mitgetheilten Formeln fiir die Masse 
des Sirius und des Begleiters zwélf resp. sechs Sonnenmassen. Bringt man hiermit in 
Verbindung, dass der Begleiter als ein Sternchen von héchstens neunter Grésse erscheint, 
so liegt in der That ein auffalliges Beispiel dafiir vor, wie wenig in speciellen Fallen 
die Grésse einer stellaren Masse mit ihrer Leuchtkraft zusammenhingt. Denn die Licht- 
quantitit des Begleiters verhalt sich zu der des Sirius wie 1:16000, wahrend das 
Massenverhiltniss beider nur 1:2 ist. Dieser Berechnung liegt nach Seidel die Annahme 
zu Grunde, dass Sirius uns etwa 10mal soviel Licht zusendet, wie ein typischer Stern 
erster Grésse und dass sich die Helligkeit eines Sternes der mten Grisse zu der eines 
Sternes von der (m-+1)ten Grésse verhalt wie 2,5:1. Letztere Annahme ist gewiss 
nahezu richtig, die angegebene Helligkeit des Sirius vielleicht etwas zu gross, wogegen 
der Begleiter vielleicht zu hell angesetzt worden ist. — Bald nach seiner Entdeckung 
wurde der Siriusbegleiter ein verhaltnissmassig leicht zu beobachtendes Object und blieb 
es bis vor wenigen Jahren. Gegenwirtig (1896) steht er dem Hauptsterne noch sehr 
nahe, die Entfernung vergréssert sich aber wieder, so dass er wahrscheinlich fir die 
grossen Fernrohre bald erreichbar werden wird. — Die zahlreichen mikrometrischen 
Messungen, welche tiber die Stellung des Begleiters vorliegen, gestatten den Versuch 
einer Bahnbestimmung, dies allerdings nur mit bedingter Zuverlissigkeit, da sich der 
Positionswinkel seit der Entdeckung bis 1890 nur um etwa 80 Grad veraindert hat. In 
Anbetracht der schwierigen Umstinde ist die Uebereinstimmung der Bahn mit der aus 
den Meridianbeobachtungen abgeleiteten recht befriedigend. Auwers 12) fand nimlich 
aus den Beobachtungen zwischen 1862 und 1890, bei angenommener Umlaufszeit, fiir 
die Bahn des Begleiters um den Hauptstern: 


Ta 844022 
Sorte BiOL: 
en IO 
(pA 2S 
Cr) 1105629 
teen OAS 


') Auwers, Beitrage zur Kenntniss des Siriussystemes. Astr. Nachr., Bd. 129. 
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Wie schon erwaihnt, ist die Bahn des Sirius am Himmel nicht das Stiick eines 
gréssten Kreises, sondern eine gewisse verschlungene cykloidische Curve, welche zu defi- 
niren zufolge der obigen Auseinandersetzungen leicht ist. Der Schwerpunkt des Sirius- 
systemes bewegt sich nach den mechanischen Grundsiitzen in einer Geraden. Die schein- 
bare Bahneurve desselben Punktes ist also ein grésster Kreis, der mit gleichbleibender 
Geschwindigkeit beschrieben wird. Bezeichnet Ay und Dy. Rectascension und Declination 
des Schwerpunktes zur Zeit t) und A’), D') die Kigenbewegungen in diesen beiden 
Coordinaten, so wird die Rectascension und Declination desselben Punktes zur Zeit ¢ sein: 


Ay + A, (¢ — to) 
Dee Dad )2,): 


Bedeuten p und @ Positionswinkel und Distanz des Sirius gegen den Schwerpunkt 
und setzt man: 


und: 


— = Qcosp 
1 = Qsinp, 
so wird die Rectascension A und die Declination D des Sirius durch die Formeln ge- 
geben sein: 
A = Ay + A (t — to) + N sec Dy 
D = Dy + Dy (t — to) + &. 
Nun geniigen aber § und m der Gleichung der scheinbaren Ellipse. Man _ hat 
daher, wenn noch zur Abkiirzung gesetzt wird: 
Ay + A, (( — to) = lsecDy 
Dy + Dy (t —h) = m 
y (Acos D) — 1)? + B(D — m)? + 20(D — m) (Acos Dy — 1) 
+ 2e(D — m) + 2€(AcosD, — 1) — 1 = 0. 

In dieser Gleichung sind als Unbekannte die Gréssen #, 7, 0, ¢, §, 1 und m anzu- 
sehen, wobei sich die letzteren zwei aus vier zu bestimmenden Gréssen zusammensetzen. 
Man wird diese Unbekannten durch ein Niherungsverfahren bestimmen, indem fiir 1 
und m gute Naherungswerthe verhialtnissmissig leicht zu erreichen sind. Aus letzteren 
folgen aber strenge durch Auflésung eines Systemes linearer Gleichungen die anderen 
Unbekannten. Sind schliesslich die Versuche zu Ende gefiihrt, so kann die wahre 
Bahnellipse und die Bewegung in ihr nach den oben gegebenen Formeln ins Werk 
gesetzt werden. 

Ausser bei Sirius hat Bessel!) noch in den Declinationen des Procyon eine ver- 
inderliche Eigenbewegung constatirt, was ebenfalls die spateren Untersuchungen von 
Auwers’) bestatigt haben. Die von Letzterem berechnete Kreisbahn war: 


Epoche des Min. in A. R. . . . 1795,568 
anlatezert “a Gen. st. as oot OF 
Radius. sees ato Meee LOD 


Die, Auffindung des gesuchten Begleiters ist bisher nicht gelungen. Noch bei 
einigen anderen Sternen (f Orionis, « Hydr., « Virg.) hat man einen dunklen Begleiter 
vermuthet, spitere eingehendere Untersuchungen haben aber diese Vermuthung nicht 
bestiitigt, so dass wir dieses interessante Vorkommniss nur bei den drei Sternen, Sirius, 
Procyon und €Cancri als erwiesen betrachten kénnen. — 


1)"Astr. Nachr., Bd. 22. 
2) Ebenda, Nr. 1371 u. 1373. 
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Hatte man schon durch die Burnham’schen Doppelsterne ausserst enge Systeme 
kennen gelernt, die in einigen Jahren einen vollen Umkreis um einander beschreiben, 
so hat die Anwendung der neueren spectralanalytischen Messungen zur Kenntniss des 
Vorhandenseins so nahe bei einander stehender Weltkérper gefiihrt, dass ihre optische 
Trennung wohl niemals durch das Fernrohi erfolgen kann. Die Umlaufszeiten, die bei 
diesen Systemen auftreten, berechnen sich nach Tagen und zum Theil nach wenigen 
Stunden. Schon seit lingerer Zeit war man, geneigt, die verinderlichen Sterne vom 
Algoltypus als solche tiberaus enge Doppelsterne zu betrachten, bei denen die eine 
Componente gegeniiber der anderen wenig hell sein muss. Diese Hypothese ist fiir 
Algol selbst zur Gewissheit geworden, nachdem es H. C. Vogel gelungen ist, in: den 
photographischen Spectralaufnahmen mit Sicherheit jene Linienverschiebungen nachzu- 
weisen, welche in Folge des Doppler’schen Principes mit der Bahnbewegung verbunden 
sein miissen. Achnliche Verschiebungen der Spectrallinien wurden spaiter auch bei nicht 
veriinderlichen Sternen, z B. bei « Virginis gefunden. Diese Verschiebungen ergeben 
die in der Richtung des Visionsradius liegende Componente der Geschwindigkeit des 
leuchtenden Sternes um den Schwerpunkt des Systemes, und hieraus kann man die 
hauptsichlichsten Klemente dieser Bewegung ableiten, was gleich gezeigt werden soll. 

Aber auch, wenn beide Componenten des sehr engen Doppelsternes leuchtend sind, 
giebt die Spectralanalyse unter Umstiinden die Mittel an die Hand, eine Bahnbewegung 
zu constatiren. Es hat wohl zuerst Edward C. Pickering die Bemerkung gemacht, 
dass die Spectren einiger Sterne innerhalb kurzer Zeitraume Verainderungen aufweisen, 
indem gewisse Spectrallinien bald doppelt, bald einfach erscheinen. Dass diese Erschei- 
nung zufolge des Doppler’schen Principes durch eine periodische Bewegung zweier 
Sterne um einander erklirt werden kénne, war von Anfang an klar, Misst man nun zu 
verschiedenen Zeiten die Entfernungen der verdoppelten Linien von einander, so. erhilt 
man die im Visionsradius liegende Componente der relativen Geschwindigkeit der 
beiden Sterne des Systemes gegen einander. Solche Beobachtungen waren bisher mit 
Krfolg méglich u. a. bei den Sternen B Aurig. und § Urs. maj., und es ist kaum zu 
bezweifeln, dass sich die Anzahl solcher Objecte in der niachsten Zeit schnell ver- 
mehren wird. ; 

Der Zusammenhang zwischen den spectroskopischen Verschiebungen, welche in 
Kilometern ausgedriickte Geschwindigkeiten im Visionsradius angeben und den Bahn- 
elementen ist sehr leicht aufzustellen. Nach Abzug des bekannten Einflusses der Be- 
wegung der Erde um die Sonne auf die Verschiebung der Spectrallinien giebt die 
Beobachtung im ersten der beiden betrachteten Fille (Algol) die Geschwindigkeits- 
componente des hellen Sternes gegen die Sonne. Legt man also die ¢-Axe eines recht- 
winkligen Coordinatensystemes, dessen Anfang in der Sonne liegt, in die Fortsetzung 
des Visionsradius, nennt m und € die Masse und die §-Coordinate des hellen Sternes, 


m und €' die analogen Griéssen fiir den dunklen Kérper und setzt ¢ = § — &’, so giebt 
(lie spectroskopische Messung:: 
dé mm’ de : 
all ta ee ee 
dt ir m+ m' dt a 


Hierin bedeutet I die relative Geschwindigkeitscomponente im Visionsradius des 
Schwerpunktes des Doppelsternsystemes gegen die Sonne. 
Im zweiten Falle (6 Aurig. ete.) 


deze aoe : 
— ==’, Mit den oben gebrauchten Bezeichnungen hat man: 


giebt die spectroskopische Beobachtung direct 


z= rsin(v + A) sini 


und mit Hilfe der Gleichungen: 


= (91 — 
dv ea na(l + ecosv) 


Cl al y1—e 


adr A esinv 
hgh ae yi—e 


erhalt man sofort: 
dz NO sind 


dt yl—e 


Bezeichnet man mit a, die grosse Halbaxe der Bahn, welche m um den Schwer- 


a! 


[ecosA + cos(v + A)]. 


punkt von m und m! beschreibt, so ist: 


(m + m')a, = ma, 
d. hi: 
m dé N Ay Sint 
a = ——— [ecosd + cos (v Any leanetios metas 2720) 


Da die Bahnen, welche m und m’ einerseits und um den Schwerpunkt von m und 
m' andererseits beschreibt, ahnliche und 4hnlich gelegene Ellipsen sind, so erhalt man 2; 
einfach aus 2’, wenn man die Elemente der ersten cue durch die der zweiten 
ersetzt oder, was dasselbe ist, wenn man im Ausdrucke fiir 2’ an Stelle von a, a, setzt. 
ag 
at 
durch die Beobachtungen gegeben ist. Ist das letztere der Fall, so nimmt man, woriiber 


Es ist deshalb unnéthig, die eden Falle zu unterscheiden, ob flied z’ oder 


das Nahere weiter unten folgt, den rein periodischen Theil 2’, von , welcher in 


dt 
Formel (20) genau in derselben Verbindung mit den Bahnelementen vorkommt, wie 2’ in 
der unmittelbar vorhergehenden Formel. 

Die rechte Seite von (20) lisst sich durch die fiinf Bahnelemente: 

M Sint, Nn, e, T, A 
ausdriicken. Man kann also aus spectroskopischen Messungen nur diese fiinf Elemente 
bestimmen. a, kann nicht von 7 getrennt werden und die Knotenlange ist, wie von 
vornherein klar, ganzlich unbestimmt. 

Liegen also zu fiinf verschiedenen Zeiten gemessene 2’; vor, so kann man aus 
diesen die genannten fiinf Bahnelemente ableiten. In dieser Allgemeinheit wird indessen 
die Lésung der Aufgabe von der Praxis wohl kaum jemals gefordert werden. Schon 
in Riicksicht auf die Ungenauigkeit der Messungen wird es sich fast stets darum han- 
deln, aus bereits als periodisch erkannten Veranderungen der Spectrallinien weitere 
Schliisse zu ziehen, und man wird deshalb annehmen diirfen, dass aus zahlreich vor- 
liegenden Beobachtungen n oder die Umlaufszeit mit geniigender Sicherheit bereits 
festgestellt ist. Ist aber n bekannt, dann wird sich die Bestimmung der iibrigen Bahn- 
elemente sehr einfach vollziehen, wie die Untersuchungen yon A. Rambaut1) und 
R. Lehmann-Filhés?) gezeigt haben. Der letzteren Arbeit folgen die weiteren Aus- 
einandersetzungen, unter Hinweis auf sie in Bezug auf Einzelheiten, die hier nicht be- 
sprochen werden kénnen. 


: Chae : a 
Die beobachteten Werthe 3 in Formel (19) stelle man graphisch als Ordinaten 
a ; 
dar, die zu den zugehérigen Zeitangaben als Abscissen gehéren. Die Verbindung der 
1) A. Rambaut, Monthly Notices, Bd. 51, S. 316 ff. 


®) Lehmann-Filhés, Ueber die Bestimmung einer Doppelsternbahn aus spectroskopischen 
Messungen etc. Astr. Nachr., Nr. 3242. 
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einzelnen Punkte in modglichst gleichfoérmiger Weise ergiebt eine Curve. Von der 
Sicherheit, mit welcher diese Curve gezeichnet werden kann, hangt die Sicherheit der 
Bahnbestimmung ab, und es ist kaum zu bezweifeln, dass eine Bahnrechnung nur dann 

Fig. 65. Aussicht auf Erfolg hat, 
wenn sich die genannte 
Curve mit einiger Sicher- 
heit herstellen lasst. Zu- 
nachst wird der Curven- 
mg T oder n erkennen 
lassen, darauf wird man 
die Beobachtungen, welche 
mz Zeiten gehéren, die 
sich um Vielfache. der 
Unmlaufszeit 7 unterschei- 
den, zusammenziehen und 
so die Sicherheit des Cur- 
venzuges zwischen zwei 
Zeiten ¢ = t) und t = t + T betrachtlich erhéhen. Mit Hiilfe eines Planimeters oder 
ahnlicher Hilfsmittel kann dann sofort die Flache angegeben werden, die zwischen der 


Curve und zwei beliebigen Ordinaten liegt. Da nun qy cme rein periodische Function 


von A mit der Periode 7 ist, so ergiebt sich aus (19): 


ete 
lo fh @ 
Cae 
Tr \F ae 


Mit diesem I” ergeben sich die periodischen Theile 2’; von durch Subtraction, 


at 
was tibrigens nichts Anderes aussagt, als dass nunmehr die Abscissenaxe in der Zeich- 
nung so gelegt ist, dass die Ordinaten die periodischen Theile 2’, bedeuten. Setzt man 


noch zur Abkiirzung: 
NA, Sint 


y1 — 


2, = C[ecosA + cos(v + 4)] . . » .-. 
Aus der Curve (Fig. 65) kann man leicht den gréssten positiven Werth A und 
den absolut gréssten negativen Werth — B von 2z’,, welche den Zeiten ¢) und ty ent- 


GS 


so wird also: 


sprechen sollen, entnehmen. Man hat also: 
A = C(ecosd 4+ 1) 
— B= C(ecoss — 1), 
woraus : 
2C0=A+B, A—B=2Cecsd . . . en 
und die Gleichung (21) kann man jetzt schreiben: 
le A = B fe A cE B 
Aus der Zeichnung nimmt man weiter die beiden auf einander folgenden Zeiten t, 
und ¢, fiir welche 2; = 0. Die diesen Zeiten entsprechenden wahren Anomalien 
seien: » =v, und v=». Es wird also: 


cos(v, + A) = cos(v, +A) = — ecosdA = — ———— ~ = i) 


cos(v + A). 
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Die Anwendung eines Planimeters erlaubt die Gréssen: 

ty te 

feidt=% feat = 2o 

to Un 
anzugeben. Zwischen ¢) und ¢, ist 2’, positiv, d. h. die z-Coordinate nimmt zu. ft) ent- 
spricht also der Zeit des Durchganges durch den aufsteigenden Knoten, #,; dem ab- 
steigenden Knoten. Es ist demnach sin(v, + 4) positiv und sin(v, + 4) negativ anzu- 
setzen. Daraus folgt also: 


Ab A—B 


cos (v, + A) = — Tee cos (v2 + A) = — Tee is cos (v, + A) 
= (24) 
: eS VAB AB ; 
sin(vy, + A) = + pe Ss tak) == —— 2 yAB — R= — sin + A) 
Da nun: 
2, = 7r,sin(v, + A)sini 
2a = 1 Sin (¥ + A) sini, 
so ergiebt sich: 
De Soba cose, sin (mb A) — esind 
& 1% £41 + ecosy, sin(v, + A) + esina 
und hieraus: cin 
: 2 yAB fy + 
SE fgg, ° . . e . . . . 0 (25) 
Dadurch sind die Gréssen C, e und 4 eindeutig bestimmt. t kann man der Zeich- 
nung entnehmen. Vir ¢ = + wird v = 0, d. h: 


= C(1 + e)cosa. 


Man sucht also die diesem ¢’, entsprechende Zeit auf. Unter Umstinden, naimlich 
in der Nahe von ¢ und ¢), wird dieses Verfahren aber ungenau. Es ist dann besser, 
t, zu nehmen, fiir welches 2’; — 0 wird. Man kennt dann nach (24) x1 + 4 und, da 
4 bekannt ist, ist es auch 7, Man hat nun noch die Formeln anzuwenden: 


iL set VY l—e 
ona a kee Pees Niece ce OB) 


4, — Tt = (h— esin H;) 


Auf diese Weise sind alle iiberhaupt bestimmbaren Elemente berechnet. Die 
weitere Verbesserung erfolet nach bekannten Methoden, etwa nach der Methode der 
kleinsten Quadrate. Die Aufstellung der Differentialformeln macht nicht die geringsten 
Schwierigkeiten, und es wird deshalb geniigen, diese Formel einfach anzufiihren: 


U 
2 se ee Clesina + sin(v + A)].da 


C 
++ | cos. ee au i) (2+ eos v)| C.de bio hy ol (27) 
: sin(v + a). (1 is € cos v)* Olea ea 
(1 — 
Die spectroskopischen Messungen erlauben also nur die Bestimmung von _fiinf 


Bahnelementen. Andererseits aber erginzen sie in zwei Richtungen die Bahnbestimmung 
aus Positionswinkel und Distanzen. Zuerst ist klar, dass man durch die Angabe der 


Grésse von at die Zweideutigkeit in der Bestimmung der Knotenlinge heben kann; 


Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 100 
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hierzu geniigen spectroskopische Beobachtungen, die nur eine solche Genauigkeit be- 
‘ ; ae ; 2 : 
sitzen, dass sie iiber das Vorzeichen von at eine Entscheidung treffen. Zweitens liefern 


aber die spectroskopischen Messungen dadurch eine neue Beziehung, dass sie die Ge- 
schwindigkeiten in absolutem Maasse (Kilometern) angeben. Hat mah aus Mikrometer- 
beobachtungen die Doppelsternbahn abgeleitet, so geben in Verbindung mit ihnen die 
spectroskopischen Messungen die Parallaxe des Doppelsternes und die Summe beider 
Massen. Denn die ersteren geben a in Bogensecunden = a", C dagegen bestimmt die- 
selbe Grésse in Kilometern. Die Parallaxe des Sternes in Secunden p” ist dann: 


wo R, die Entfernung Erde-Sonne, sowie a in Kilometern angesetzt ist. Die Gesammt- 
masse ist gegeben durch die Formel: 

Wenn nur die Verschiebungen der Spectrallinien des einen Sternes beobachtet 
sind, so ist durch C und 7 nicht a, sondern nur: 

a, sint 

gegeben, und man kann weitere Beziehungen nicht aufstellen, da auch die relative 
Stellung der beiden Weltkérper gegen einander der Beobachtung nicht zuginglich ist. 
Bei den Verinderlichen vom Algoltypus geben aber die photometrischen Beob- 
achtungen, d. h. die Verfolgung der Lichtvariation, weitere Daten. So sind aus diesen 
Beobachtungen fiir Algol bestimmbar die Verhaltnisse: a:@:@', wo @ und g! die Radien 
‘der beiden als Kugeln betrachteten Massen m und m’ bedeuten; hierbei ist allerdings 
noch vorausgesetzt, dass die Masse m’ ganz dunkel ist und die Masse m sich als eine 


iiberall gleich helle Scheibe darstellt. Als bekannt diirfen also angenommen werden: 
Ul 


a ? 
ere und (7 0 ; 
Q 
Die beiden Gleichungen: 
my 
n2a* = k2(m m Oe SS) a Si 
(m + m) =s"5 


kann man dann auch so schreiben: 

Es bezeichne v die mittlere Bewegung der Erde um die Sonne, 4 die Entfernung 
Sonne—Erde, R den Sonnenradius und die Dichtigkeit der Sonne werde = 1 gesetut. 
Ist weiter D die mittlere Dichtigkeit der beiden Massen m und m', deren Dichtig- 
keiten 0 und 0 sind, so giebt die erste der beiden genannten Gleichungen: 


Gy 


Y > BFA) 


» O38 
die Dichtigkeit D und die zweite: 
Lea 
a=a(1+ 4-5): 


Nimmt man z B. in ganz roher Anniherung als Resultate der photometrischen 


Beobachtungen fiir Algol an: « == 6, a3 = _ * = 127,4, so ergeben diese fiir sich: 
D i=" 052357. 


Die spectroskopischen Messungen ergeben unter Voraussetzung einer Kreisbahn und 
fiir 7 = 90°: na, = 42km in der Secunde, also: 
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0 
a = 1656000km (1 + 2 x): 
Die weitere Annahme jedoch 0 = 0,, die oft gemacht wird, ist jedenfalls sehr 


gewagt; man kann freilich diese oder ahnliche Hypothesen bei vélliger Unkenntniss 
iiber die wahre Sachlage kaum entbehren. 


So enge Doppelsterne, wie Algol, werden sich nicht mehr in aller Strenge nach 
den einfachen Kepler’schen Gesetzen um einander bewegen kénnen. Da man diesen 
Weltkérpern einen Aggregatzustand zuschreiben muss, der jedenfalls von dem der 
volligen Starrheit verschieden ist, oder wenigstens in friiheren Zeiten davon verschieden 
gewesen sein muss, so werden sie nicht unbetrachtliche Abweichungen von der Kugel- 
form zeigen, und diese in Verbindung mit der Fluthreibung wird auf die Revolutions- 
bewegung einwirken miissen. Selbst wenn diese Kinwirkungen an sich klein sind, 
werden dieselben mit der Zeit, nach Art siacularer Stérungen, betrachtliche Verinde- 
rungen der Bahnen erzeugen kénnen. So ist leicht einzusehen, dass unter Umstiinden 
bemerkbare siculare Bewegungen des Periastrons ecintreten miissen, wie sich auch bei 
einigen Veranderlichen vom Algoltypus zu zeigen scheint. Es ist gegenwirtig nicht 
méglich, zu sagen, wie sich diese Bahnveranderungen in unbeschrinkt langer Zeit ge- 
stalten, ob die augenblicklich stattfindenden Bahnen dauernd umgestaltet, oder in langen 
Perioden friiheren Bewegungszustainden wieder naiher gebracht werden. Die Beantwortung 
dieser Fragen hangt wesentlich davon ab, wie man die fortschreitende Abkiihlung der 
betreffenden Weltkérper vor sich gehen lasst, und schon hieraus lassen sich die grossen 
Schwierigkeiten abschitzen, welche hier zu iiberwinden sind. Man. muss also die 
schwierige Frage nach der ,Stabilitit“ solcher Systeme vor der Hand giinzlich offen 
lassen, und wenn man diese dadurch zu beantworten glaubte, dass man einfach die 
durch die allerelementarsten und bekanntesten Rechnungen darstellbare Thatsache, dass 
die Deformationen, welche die beiden Himmelskérper gegenseitig auf cinander hervor- 
rufen, klein seien, wenn man die Massen als homogen annimmt und die héheren Potenzen 
der deformirenden Krifte vernachlassigt, so beweist ein solches Verfahren schr wenig 
Einsicht und Verstindniss. Leicht kann man dagegen zeigen, dass in solchen engen 
Doppelsternsystemen, wenn nur die Fluthreibung eine gewisse Grenze nicht iiberschreitet 
und die Excentricitit der Bahn nicht gross ist, die Umlaufszeit sich vergréssern muss, 
und dass dasselbe auch mit der mittleren Entfernung beider Sterne von ecinander und 
der Excentricitét der relativen Bahn geschieht. Es ist hier nicht der Ort, auf diese 
Dinge naher einzugehen. 


Zum Schlusse mag noch auf gewisse Betrachtungen hingewiesen werden, die zuerst 
von Savary angeregt worden sind, Die endliche Fortpflanzungsgeschwindigkeit des 
Lichtes bewirkt, sobald nur die wahre Doppelsternbahn nicht zufallig genau senkrecht 
auf dem Visionsradius steht, dass die scheinbare gegenscitige Stellung beider Compo- 
nenten nicht der wahren zu irgend einer Zeit entspricht, vielmehr gehdrt der beobachtete 
Ort eines jeden der beiden Sterne einer anderen Zeit an, die man erhalt, wenn man von 
der Beobachtungszeit die Lichtzeit abzieht. Diese ist aber fiir beide Sterne verschieden, 
weil ihre Entfernungen vom Beobachter ungleich sind. lLetztere andern sich aber peri- 
odisch, und wenn die Grésse dieses hierdurch entstehenden periodischen Einflusses durch 
die Beobachtungen festzustellen méglich ware, so kénnte man die Dimensionen der 

100* 
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Doppelsternbahn in Lichtzeit angeben und hierdurch ‘die Parallaxe des Doppelsternes 
finden, wie auch die Zweideutigkeit in der Knotenlangenbestimmung aus Positionswinkel 
und Distanzen heben. Dieser auf den ersten Blick sehr bestechende Gedanke kann 
aber in Wirklichkeit nicht realisirt werden, wie die Untersuchungen von Villarceau?), 
Birkmajer2) und H. Seeliger®) dargethan haben. Savary hat nimlich bei seinem 
Vorschlage iibersehen, dass nicht der Hauptstern, in Bezug auf welchen die Bewegung 
des zweiten Sternes angegeben wird, sondern der Schwerpunkt des ganzen Systemes 
sich gleichférmig im Raume bewegt. Hierdurch tritt eine neue Unbekannte, namlich 
das Verhiltniss der beiden Massen auf, und die Dimension der Bahn kann nicht mehr 
fiir sich bestimmt werden. 

Noch mag erwahnt werden, dass man die Méglichkeit erwogen hat, ob nicht die 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Lichtes von der Helligkeit der Lichtquelle abhinge. 
Solche Einfliisse sind, wenn auch nicht gerade besonders wahrscheinlich, so doch denk- 
bar, allerdings kénnen sie nur in sehr kleinem Maassstabe vorkommen, wie besonders 
zu diesem Zwecke angestellte physikalische Messungen ergeben haben. In der Bewegung 
der Doppelsterne wiirden sich dadurch, dass die beiden Componenten sehr oft an Hellig- 
keit. iiberaus verschieden sind, sehr merkwiirdige Unregelmassigkeiten bemerkbar machen, 
welche H. Seeliger an anderen Orten naher untersucht hat. 


Hundertundeinundzwanzigste Vorlesung. 


Anhang zu der Berechnung der Doppelsterne. Grundztige der 
Theorie des Saturnringes. 


‘ 


Der Planet Saturn ist bekanntlich ausser semem Reichthum an Satelliten noch 
dadurch vor den anderen Planeten unseres Systemes ausgezeichnet, dass ihn mehrere 
concentrische, in der Richtung seiner Rotationsaxe ungemein abgeplattete Ringe um- 
geben. Wir wollen hier wenigstens die Grundziige der Theorie der Erscheinungen, 
welche die Gesammtheit dieser Ringe bietet, vom Standpunkte dieses Buches behandeln. 
Wir schliessen also diejenigen Fragen aus, die nur durch die schwierigeren Theile der 
Gravitationslehre theoretisch beantwortet werden kénnen, wie die Stérungen, welche der 
Ring erleidet und ausiibt. Unter Anderem nehmen wir ohne weitere Discussion als 
Thatsache hin, dass die Ringe (der Kiirze halber wird im Folgenden stets von eimem 
einzigen Ringe gesprochen werden), kleine Abnormitiiten ausgenommen, iiberall von dem 
Saturnspharoid gleich weit abstehen und ein zu der Rotationsaxe des Saturn symme- 
trisches System bilden. Die Beobachtungen stehen mit dieser Annahme in keinem nach- 
weisbaren Widerspruch; es scheint unter allen Verhiltnissen der Mittelpunkt der Scheibe 
des Saturn mit dem Mittelpunkte der Ellipse, als welche der Ring sich uns prisentirt, 
zusammenzufallen. 


1) Connaissance des temps fiir 1878 add. 

*) L. Birkmajer, Ueber die durch die Fortpflanzung des Lichtes hervorgerufenen Ungleich- 
heiten etc. Sitzungsberichte der Wiener Akademie, II. Abth., Bd. 93, 1886. 

Dylst Secliger, Ueber optische Ungleichheiten in der Bewegung der Doppelsterne. Sitzungs- 
berichte der Miinchener Akademie 1889, S, 19 ff. 
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Wenn man sich die Erscheinung des Ringes durch die einer grossen Zahl yon 
Trabanten ersetzt denkt+), welche hinter und neben einander kreisférmige Bahnen durch- 
Jaufen, so ist die Bestimmung einer solchen Bahn auf einen sehr leichten Fall einer 
Doppelsternbahn zuriickgefiihrt. Denn die Projectionsellipse ist bei jeder Beobachtung 
unmittelbar vollstandig gegeben, e ist gleich 0, die Zeit des Perihels also beliebig; die 
Umlaufszeit iibt auf die Erscheinung des Ringes keinen leicht zu bemerkenden Einfluss 
aus und muss aus der Verfoleung von auffallenden Punkten des Ringes mittelst sehr 
starker Fernréhre bestimmt werden. Die Knotenlinie der Ringebene fallt bei obiger 
Behandlung mit der Richtung der grossen Axe der Ringellipse zusammen. Der Quotient 
aus der Division der grossen Axe in die kleine ist der Cosinus der Neigung. Endlich 


ist 7 — § beliebig, wenn es nur der iiber J, die Zeit des Perisaturniums gemachten 
Fig. 66. Annahme entspricht. Nun wiinscht man allerdings diese 

Elemente nicht in Beziehung auf die im Grossen 

meohene. nach der Stellung von Saturn und Erde verinderliche 


Ebene der Projectionsellipse zu wissen, sondern in 
Beziehung auf den Aequator oder auf die Ekliptik. 
Dam gelangt man durch folgende einfache Betrach- 
tung. Offenbar hingt die Oeffnung des Saturnringes 
oder seine Neigung gegen die Ebene der Projec- 
tionsellipse davon ab, welchen Winkel die Verbin- 
dungslinie Saturn- Erde mit der Ringebene bildet, mit 
anderen Worten, von der chronocentrischen Breite der 
Erde, aber auf die Ringebene als die Fundamental- 
ebene bezogen. Die Neigung der Ebene der Projec- 
tionsellipse ist nichts Anderes als der Abstand des 
chronocentrischen Ortes der Erde vom Pole des gréssten 
Kreises der Sphire, welcher der Ringebene entspricht. 

Den Pol des gréssten Kreises, welcher der Ebene 
des Ringes entspricht, findet man hiernach, da der 
chronocentrische Ort der Erde dem geocentrischen Orte 
des Saturn diametral entgegengesetzt ist, durch ein 
sehr einfaches Verfahren. Sind a@ und b die halbe grosse und die halbe kleine Axe 
des Ringes, wie sie die Messungen unmittelbar ergeben, so wird der Abstand des geocen- 
trischen Ortes des Saturn von jenem Pole durch die Gleichung: 


Meridian des Saturn. 


; b 
US — 
a 


gefunden; man gelangt daher zu jenem Pole, wenn man den Bogen 7 in der Richtung 
der kleinen Axe, und zwar nach derjenigen Seite der Ringebene hin, welche der Erde 
mgekehrt ist, auftrigt (siche Fig. 66). 

Dieselbe Betrachtungsweise, welche auf diese Construction gefiihrt hat, liefert 
uns ohne Weiteres die Formeln zur Berechnung des Positionswinkels p der Richtung 
der klenen Axe, wenn der Pol der Ringebene einmal bekannt geworden ist, und 
das Verhiltniss der Axen. Die letzteren werden auch ihrer Grésse nach bekannt, 
wenn man eine von ihnen bei _bekannter Entfernung des Saturn vom Auge einmal 


1) Empirisch bestiitigt wurde diese Anschauung durch die berithmten zu Ende der achtziger 
Jahre gemachten Barnard’schen Beobachtungen. Siehe deren theoretische Discussion: ,Ueber die 
Japetusverfinsterung durch Saturn und sein Ringsystem vom Jahre 1889“. Astronom. Nachrichten, 
Bd. 187, Nr, 3280, — Anmerkung des Herausgebers der 2. Auflage. 
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gemessen hat. Es seien % und 6 die geocentrische Rectascension und Declination des 
Saturn, A und D beziehungsweise dieselben Coordinaten fiir den mit der Erde auf 
gleicher Seite gelegenen Pol, so wird nach der bekanntesten Grundformel der sphari- 
schen Trigonometrie: 


C084. — 2 = sind sinD +. cosdcosDcos(#a—A)!). . . . . . QI) 

Ferner ergiebt sich fiir den Positionswinkel der nérdlichen Halfte der kleinen Axe: 
sim p cosD 

= een lS 

sin (& — A) sind (2) 


Ist ¢ der Halbmesser des Ringes in Theilen der mittleren Entfernung der Sonne 
von der Erde, 4 die Entfernung des Saturn von der Erde, so ist die halbe grosse 
Axe der Ringellipse in Bogensecunden: 


Oe lane eo ge rn 


Mit Hiilfe dieser Gleichungen findet man Lage und Aussehen des Saturnringes fiir 
irgend eine Zeit, wenn die Gréssen A, D und ¢ abgeleitet sind. Wenn man auf die 
obige Construction noch einmal die erwahnte Grundformel anwendet, jedoch so, dass 4 
aus dem gemessenen Axenverhiltniss und ausserdem 0 und p als bekannt gelten, so 
ergiebt sich: 

sin D = sind cosi + cos0 sini coop . . . . eee 
wonach dann weiter unter Zuziehung von (2) auch A bekannt wird. Aus einem ge- 
messenen @ folet endlich ¢ = a Z. 

Rechnungsbeispiele. Am 31. December 1849 war die Siidseite des Ringes 
sichtbar und der Positionswinkel des nérdlichen Theiles der kleinen Axe p = 3° 52'1, 
ferner 6 = — 1",57, @ = 19,68, «& == 0° 421.7, 0 = — 1° 27/7, logd == 097906; 
Hieraus sollen A, D und ¢ bestimmt werden. Nach Gleichung (4) ergiebt sich, da hier 
4 == 85° 251.2, Se 


D = 82° *5050 
als Declination des Nordpols der Ringebene. Nach Gleichung (2) wird: 
a — A = — 32° 87/1, also A = 33° 19/8 


als Rectascension des genannten Poles; endlich wird: 

loge == 2,27309. 

Wollten wir aus diesen Werthen umgekehrt die Erscheinung des Saturn fiir den 

1. Januar 1860 herleiten, wobei wir zur Beriicksichtigung der Pracession des Ringpols, 
aber in Vernachlissigung anderer kleiner, hier nicht zu behandelnder Correctionen: 

A==1038.427,1 

Di 1622) 2,5 
setzen, so bekommen wir, da fiir jene Zeit die geocentrische Rectascension des Saturn 
% = 148° 13'4, die Declination 0 = + 14° 15',3 ist: 

log 4 = 0,92814 nach Formel (1) 
C= TORT 4, 


1) Mierbei ist b negativ zu nehmen, wenn die verdeckte Hilfte der kleinen Axe die siidliche 
ist. Nach dieser Bestimmung tiber die Vorzeichen, und wenn A und D sich auf den Nordpol der 
Ringebene beziehen sollen, wird der Abstand 7 des Saturnortes von jenem Pole ein stumpfer Winkel, 


wenn = positiv ist, d. h. die nérdliche Flache des Ringes uns zugekehrt ist, 
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und daraus weiter: 


p = — 6° 38,7, 
endlich: 
a= 22,13, die grosse Axe — 44,26, 
b = — 4,30, die kleine Axe = — 8”,60. 


Der siidliche: Theil der kleinen Axe wird durch die Scheibe des Saturn verdeckt. 
Es mag hier noch angegeben werden, dass nach Bessel die Liinge Z des Nordpols 
der Ringebene auf die bei den Beobachtungen iibliche bewegliche Ekliptik bezogen, 
d. h. mit Riicksicht auf die Sacularstérungen, nach der Formel: 
L = 76° 53’ 8,9 + 46,462 (¢ — 1800) 
die Breite B nach den folgenden: 
B= 61° 49’ 44,7 + 0”,350 (¢ — 1800) 
zu berechnen ist. 


Hundertundzweiundzwanzigste Vorlesung. 


Kriterium fiir die Sichtbarkeit des Saturnringes. 


Der Ring des Saturn bleibt nicht immer sichtbar. Seiner schon erwahnten, 
ungemein starken Abplattung wegen bietet der Ring den erleuchtenden Strahlen der Sonne 
fast gar keine Flache dar, wenn die Sonne sich in der Ebene des Ringes befindet; die 
Ringellipse reducirt sich dann auf eine fusserst feine helle Linie, welche aber nur in 
stirkeren Fernréhren noch wahrgenommen werden kann. SBeleuchtet die Sonne die uns 
entgegengesetzte Seite des Ringes, so wird der Ring fiir uns ganz verschwinden und 
sein Schlagschatten auf der Scheibe des Planeten bemerkbar werden. Zu gewissen 
anderen Zeiten sind Ring und Schatten gleichzeitig zu sehen. Das Sichtbarwerden des 
Ringes geht in der Weise vor sich, dass zuerst einzelne Punkte am iussersten Rande 
hervortreten; in umgekehrter Reihenfolee verschwinden solche Punkte bei dem Unsicht- 
barwerden. 

Wir wollen nun im Folgenden die Grundbedingungen fiir die genannten Er- 
scheinungen und ein Kriterium dafiir, ob der Ring sichtbar sei oder nicht, zu ent- 
wickeln suchen. 

Zunachst ist einleuchtend, dass die Zeiten des Durchganges der Sonne durch die 
Ringebene zusammenfallen werden mit den Zeiten, wo der heliocentrische Ort des Saturn, 
am Himmel einen gréssten Kreis durchwandernd, den die Ringebene reprasentirenden 
gréssten Kreis passirt, mit anderen Worten, wo der heliocentrische Ort des Saturn um 
90° von jenem Pole des Ringes, dessen Rectascension und Declination mit A und D 
bezeichnet wurde, entfernt ist. Verstehen wir daher unter (a) und (d) bezichungsweise 
die heliocentrische Rectascension und Declination des Planeten, so wird sich die Be- 
leuchtung auf die blosse Ringkante beschranken, wenn: 

sin(d) sinD + cos(d) cosD cos[((a) — A] = 0 ...... Q) 
da die erste Seite dieser Gleichung den Cosinus des Abstandes des heliocentrischen 
Ortes von dem Pole der Ringebene vorstellt. Ist derselbe Cosinus positiv, so wird die 
Siidseite des Ringes beleuchtet sein, wenn negativ, die Nordseite. Die Beleuchtung der 
einen oder anderen wird um so intensiver sein, je mehr der Cosinus von Null verschieden. 
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Ob die beleuchtete Seite uns zugekehrt ist oder die dunkle, wird davon abhingen, 
ob der heliocentrische und der geocentrische Ort des Planeten auf gleiche oder ent- 
gegengesetzte Seiten des der Ringebene entsprechenden gréssten Kreises der Sphare 
fallen, d. h. also davon, ob die linke Seite von (1) und der Ausdruck: 

sind sin D + cosd cos D cos(% — A), 
welcher den Cosinus des Abstandes des geocentrischen Ortes vom Ringpol vorstellt, 
gleiches oder ungleiches Vorzeichen haben. Die Frage, ob der Ring sichtbar sei, ist 
demnach zu bejahen, so oft der Ausdruck: 
sind . sin D + cosd . cos D cos(« — A) 
sin (d) sin D + cos(d) cosD cos [(a) — A| 


positiv, zu verneinen, so oft derselbe negativ wird. 


cos 0 
os (d)’ 
eine stets positive Grésse, keine Aenderung des Vorzeichens hervorbringt, kann man 
noch einfacher sagen: 


In Anbetracht aber, dass die Division des Ausdruckes durch d. bh. durch 


Die Frage, ob der Ring des Saturn sichtbar sei, ist zu bejahen, wenn der nume 
rische Werth von: 
tg 0 .tgD + cos (% — A) 
ig (@) tg D + cos[(a) — Al 
ein bejahendes Vorzeichen bekommt, im anderen Falle zu verneinen. 
Das Verschwinden des Zahlers vorgenannten Ausdruckes deutet an, dass die Erde, 
dasjenige des Nenners, dass die Sonne sich in der Ringebene befindet. 


Rechnungsbeispiecl. Es wird gefragt, ob der Saturnring fiir die Mitternacht 
des 1. Sept. 1847 Berl. Zeit sichtbar war. Der heliocentrische Ort des Saturn war um 
jene Zeit: 

(a) = 341° 45/1 (d) = — 9° 42/7 
der geocentrische: 
o% == 431° 55/0 0 = — 9° 52’ 5. 

Nehmen wir, wie in Vorlesung 121, A — 383° 19/8, D — 82° 50/0 an, so finden 
wir den Zahler des obigen Ausdruckes gleich — 0,7607, den Nenner gleich — 0,7397; 
folglich war der Ring sichtbar, und zwar seine Nordseite erleuchtet. 

Im Laufe des 21. April des folgenden Jahres wechselte der Zahler, durch Null 
hindurchgehend, das Vorzeichen, der Ring verschwand daher bis zum 3. September des- 
selben Jahres, wo der Nenner ebenfalls das Vorzeichen wechselte. Am 12. September, 
wo der Zahler von Neuem das Zeichen wechselt, verschwindet der Ring wiederum bis 
zum 19. Januar 1849, wo dann eine lange Periode der Sichtbarkeit beginnt. Mit Hiilfe 
des obigen Kriteriums kann man jeden solchen Wechsel mit Leichtigkeit finden. 

Eine langere Dauer der Sichtbarkeit des Ringes wird immer eintreten, wenn sich 
der heliocentrische Ort des Planeten so weit vom gréssten Kreise der Ringebene ent- 
fernt, dass ein Hiniibertreten des geocentrischen Ortes auf die andere Seite nicht mehr 
moéglich ist. Besonders in den Oppositionen des Saturn wird ein Unsichtbarsein des 
Ringes zu den Seltenheiten gehéren, da bei der geringen Neigung aller Bahnen der 
erossen Planeten, so auch des Saturn, gegen die Ekliptik in der Opposition der geocen- 
trische Ort’ dem heliocentrischen ungemein nahe liegt. Nach derselben Betrachtung kann 
man, wenn man bemerkt, dass die Neigung der Ringebene gegen den Erdiquator nur 
etwa 7° betragt, auch leicht tibersehen, dass ein Verschwinden des Ringes nicht vor- 
kommen wird, so lange der geocentrische Ort des Saturn weit von den Aequinoctien 
entfernt ist. 
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Hundertunddreiundzwanzigste Vorlesung. 


Berechnung der Satellitenbahnen durch Zuriickfiihrung auf die 
Berechnung einer Doppelsternbahn. 


Bekanntlich sind die grésseren Planeten unseres Systemes, mit Ausnahme von Mercur 
und Venus, von Satelliten begleitet. Auf diese Kérper kann man mit besonderem Vor- 
theil die im ,, Anhange“ des vorliegenden Werkes angegebene Leuschner’sche Methode 
der Bahnbestimmung mit sofortiger Beriicksichtigung der Stérungen als erste 
nunmehr vorliegende directe Methode der Bahnbestimmung ftir Satelliten an- 
wenden (vergleiche auch die Vorbemerkungen zur 3. Ausgabe, 8. XXIV). 

Man kénnte das Problem auch auf die fiir Planetenbahnen gegebenen Vorschriften 
zuriickfiihren, oder auf diejenigen fiir Doppelsterne. Im ersteren Falle wiirden wir die 
Beobachtungen als aus dem jedesmaligen Durchschnittspunkte des Visionsradius mit einer 
durch den Hauptkérper des Satelliten gelegten, dem Erd&quator oder der Ekliptik parallelen 
Ebene geschehen betrachten, dabei die Coordinaten auf den Hauptkérper als Nullpunkt 
bezogen. Hierbei tritt uns indessen der Uebelstand entgegen, dass die Formeln Gréssen 
verschiedener Ordnung gleichzeitig enthalten; die Trennung ist nicht ganz einfach und 
iiberhaupt dieser Weg nicht zu empfehlen. Auch muss bei solcher Behandlung des 
Problems der Satellitenbahnen entweder die Masse des Hauptkérpers oder die Umlaufs- 
zeit des Satelliten als bekannt angesehen werden. 

In praktischer Hinsicht ist einer solchen Bestimmungsweise vorzuziehen die Zurtick- 
fiihrung der Bahnbestimmung auf die einer Doppelsternbahn. Wir erreichen dies durch 
ganz abnliche Betrachtungen wie bei dem Saturnringe, den wir als eine sichtbare Tra- 
bantenbahn betrachteten. Dort allerdings hatten wir zwei Erleichterungen, auf welche 
wir hier verzichten miissen; es wird uns fiir eine bestimmte Zeit immer nur ein einziger 
Punkt der Projectionsellipse, nicht werden sie alle auf einmal gegeben; ferner dirfen 
wir die Excentricititen der Bahn hier nicht gleich Null setzen. 

Aber auch hier lassen sich wieder durch den Mittelpunkt der Scheibe des Haupt- 
k6rpers zwei um 90° in Position verschiedene Richtungen oder Axen von solcher Be- 
schaffenheit auffinden, dass, die scheinbaren Abstinde des Trabanten von der einen 
gerade so gesehen werden, als beobachtete man aus der Richtung des Pols der Bahnebene 
des Trabanten, d. h. also ohne perspectivische Verkiirzung, die Abstinde von der anderen 
aber mit perspectivischer Verkiirzung. Die scheinbaren Dimensionen der Bahn kénnen 
der Entfernung des Hauptkérpers von der Erde umgekehrt proportional gesetzt werden. 
Die bei dem Saturnring angestellten Betrachtungen zeigen, dass die perspectivischen 
Verkiirzungen, wenn sich das Auge vom Pole der Trabantenbahn entfernt, parallel dem 
durch den Hauptkérper und den Pol gelegten gréssten Kreise, welcher perspectivisch 
durch eine Gerade vorgestellt wird, stattfinden; senkrecht zu dieser Geraden werden die 
Abstainde nicht geaindert. Nennen wir also ~ den Positionswinkel des nach dem Nord- 
pol der Trabantenbahn gerichteten gréssten Kreises, A und D beziehungsweise die 
Rectascension und Declination des Nordpols, « und 0 die des geocentrischen Ortes des 
Hauptkérpers, 7 dessen Entfernung, p und @ bezichungsweise den Positionswinkel und 
die Distanz des Satelliten, so haben die Gréssen @ sin(p — w) gar keine Verkiirzung 
durch geainderte Richtung der Gesichtslinie, die @ cos (p — ww) dagegen eine solche im 
Verhaltniss von 1 zu cos y erlitten, wenn namlich y den Abstand des geocentrischen 


Ortes vom erwahnten Pole vorstellt. Gesetzt, es seien A und D bekannt, so hat man 
Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 101 
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also die @ sin (p — p) mit 4, die @ cos (p — p) dagegen mit , ds bh. amie 


A 
[sin d sin D + cos 0 cos D cos(u — A)| 


zu multipliciren, um diese Gréssen so zu haben, wie sie aus einer zur Trabantenbahn- 
ebene senkrechten, durch den Hauptkérper gelegten Geraden und zwar aus der Einheit 
der Entfernung wiirden beobachtet worden sein. 

Man hat nun, was die Bestimmung der Elemente betrifft, die beiden Falle zu 
unterscheiden, ob die Umlaufszeit oder auch die Masse des Systemes bekannt ist, oder 
ob dieselbe ebenfalls erst aus den Beobachtungen hergeleitet werden soll. In dem 
ersteren Falle geniigen, wie wir sogleich sehen werden, drei vollstindige Beobachtungen 
des Satelliten mit den Positionswinkeln p, p’, p’ und den Distanzen @, 0’, 0”. Denn es 
werden dadurch, immer vorausgesetzt, dass A und D bekannt seien, drei Punkte der 
Bahn und die Lage des Brennpunktes, d. h. die ganze Ellipse gegeben. Es existiren 
dann zur Priifung der Richtigkeit der Werthe von A und D die beiden von einander 
unabhangigen Bedingungen, dass jeder Sector zu der ganzen Kilipse seinem Flachen- 
inhalte nach in dem Verhialtniss stehen soll, wie es die Zeitintervalle verlangen. Hier- 
nach kann man also leicht A und D, fir die meist sogar Annaherungen bekannt sind, 
auf indirectem Wege bestimmen. Mit Riicksicht auf die hier etwas geiinderte Bezeich- 
nung hat man unter Anwendung der. Gleichung (2) der Vorlesung 121: 


cos 


sin Ww _. cosD 

sin(A—a) ~~ siny 
sin w! cos D 

WEA Sa tl ko 
sin wy" cos D 


sin (A — o'’) sin y" 
wobei die Accente zur Unterscheidung der zu den drei Zeiten ¢, t’, t’ gehbrenden Beob- 
achtungen gebraucht worden sind. Die Reduction der Positionswinkel und Distanzen 
auf die aus der Entfernung 1) ohne Verkiirzung gesehene Bahn geschieht nun nach 
den Formeln: 
R sin(P — vv) =e sn(p—y).4 
R cs(P —v) = EAC mah 2p 
cosy 
R' sin(P' — y') = @' sin(y' — V’'). 7’ 
7 008(p' = 0) oN hue se a 
cos y' 
R' sin (Be poe wp”) — 0” sin (p" fst © wp") 2 A" 
1 008 (p" — ") 
cos y" 


R' cos(P' — yp’) = 


R" cos(P" — v") = @ A | 

wobei P, BP’, P” die drei reducirten Positionswinkel, R, Rk’, Rk” die zugehérigen redu- 
cirten Distanzen vorstellen. Ehe wir jedoch mit diesen Positionswinkeln und Distanzen 
weiter operiren, miissen wir die ersteren noch auf einen und denselben Meridian der 
Sphare, auf einen gewissen ersten Meridian reduciren, wie es friiher néthig war, die 
Doppelsternbahnmessungen von dem LEinflusse der Pracession zu befreien. Die im 
Vorhergehenden erhaltenen Positionswinkel beziehen sich auf den jedesmaligen Meridian 
des Jupiterortes. Es mag hier einfach darauf aufmerksam gemacht werden, dass diese 
Reduction bei den P der folgenden Gleichungen als ausgefiihrt vorausgesetzt wird, 
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weil wir in nichster Vorlesung einen directen Weg zu allen diesen Reductionen werden 
kennen lernen. Es mag ausserdem bemerkt werden, dass die Distanzen besonders bei 
den Satelliten des Jupiter bedeutende Grésse erlangen kénnen. In solehem Falle muss 
man beriicksichtigen, dass die Dimensionen in der Bahn, welche wir bei Doppelsternen 
unbedenklich mit @, 9’, 9” identificiren, genau genommen die Tangenten der durch 
@, @, @” in Secunden gegebenen Sehwinkel sind; man muss deshalb bei grésserer 
Strenge statt @,0',0” setzen: 206 264,8 tg 0, 206 264,8 ty e’, 206 264,8 tg 0”, ebenso bei den 
R, RB’, R" 206 264,8 tg R, 206 264,8 tg R', 206 264,8 tg R”. Im Folgenden vernachlissigen wir 
dies der Kiirze halber, Zwischen dem Semiparameter der Bahn a(1 — e2), den Radien- 
vectoren R, R’, R’ und den wahren Anomalien v, v', v" bestehen nun bekanntlich die 
Gleichungen: 


SHOES 
1+ ecsv = R 
Pare? , 
1+ cosy’ = 20 — 2) |. Bo COL, Mer Pe eee (IIT) 
j eee 
TR Nya eay eee) 


welche nach einer am Schlusse der Vorlesung 75 gezeigten Umformung ergeben: 


4B ER" sin /,(v! — v) sin), (v" — v) sin fp (v" — v’) 


— e2) — is 
Oa a RR sin(v' —v) — RR" sin(v" —v) + RR" sin(v'" — v')’ 


oder da offenbar: 
v —v = P!— Pp, v" —v= P" — P, v! —v' = P" — P, 


4 RRR" sin /,(P' — P) sin1/,(P" — P) sin /,(P” — P' Dry 
RR sin (P’ — P) — RR" sin (P"— P) + RR" sin(L" — P’) 
Aus den Gleichungen (III) ergiebt sich dann: 


a(1 — e?) — 


2ecos¥/.(v" + v) cos 1/,(P” — P) = a(1—e?) t 4 a — 2 | i 


2e sin YW. (v" + v) sin}/y (p" —/P) = a(1—e?) z =o | 


d. h. die Excentricitit e und uv’ + v, welches mit der bekannten Differenz v!’ — v 
oder P” — P verbunden die wahren Anomalien liefert. Auch findet man, wenn za den 
reducirten Positionswinkel des Perihels vorstellt: 

t= P— vy = PI! — vy! = Ppl! — v". 


v' folgt aus der zweiten der Gleichungen (III). Berechnet man auch noch die mittleren 
Anomalien, so ist man vollkommen im Stande, eine in Beziehung auf A und D gemachte 
Hypothese zu priifen, eventuell zu verbessern. 

Sehr abgekiirzt wird die Rechnung, wenn man eine vierte vollstindige Beobachtung 
gizieht. Es muss dann die doppelte Bedingung erfiillt sein, dass: 


4 RR’ R" sin3/,(P! — P) sin3/,(P" — P) sin /.(P" — P') 
RR sin(P' — P) — BRR" sin(P" — P) + BR" sin(P" — P') 
ic ARR R" sin 1/5 (P’ — P) sin 1, Os =e P) sin 1/, en pase Bite 
RR sin(P' — P) — RR" sin(P"” — P) + BR" sin(e”" — P') 
* | “SRR R" sin /,(P" — P) sin, (Pl — P) sin, (P" — P') . 

RR" sin (P" — P) — RR" sin(P" — P) + RR" sin(e" — P"y 
101* 


a(l — e?) = 
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oder es muss, in das Geometrische iibertragen, von den drei Ellipsen mit gegebenem 
Brennpunkte, welche man durch je drei der vier Punkte ziehen kann, jede der anderen 
congruent werden. Man kann also auch hier zum Zwecke der ersten Versuche fiir A 
und B yon einem graphischen Verfahren mit Vortheil Gebrauch machen. 


Hundertundvierundzwanzigste Vorlesung. 


Fortsetzung der Untersuchungen zur Berechnung einer Satellitenbahn. 


Bei den Satelliten des Jupiter durchaus (auch bei den helleren des Saturn, obgleich 
bei diesen schon die optischen Mittel gesteigert werden miissen) bietet die Bestimmung 
der Umlaufszeit durch Beobachtungen der Wiederkehr zu gleicher Stellung gegen den 
Jupiter keine sehr grossen Schwierigkeiten dar. Man darf dabei nur nicht vergessen, 
die geocentrische Bewegung des Hauptplaneten zu beriicksichtigen. In anderen Fallen 
ist die Bestimmungsweise mit der Gefahr, Irrthiimer und Verwechslungen zu begehen, 
verbunden, z. B. in besonders hohem Grade bei den Trabanten des Uranus. Diese licht- 
schwachen Objecte kénnen bekanntlich nur mit den stirksten Sehmitteln beobachtet 
werden; solche Fernrohre zeigen nun eben vermége ihrer ausserordentlichen optischen 
Kraft meistens auch Fixsterne im Hintergrunde, ein Umstand, welcher ungemein 
erschwerend wirkt, wenn der Planet gerade Theile der Milchstrasse oder andere stern- 
reiche Gegenden durchwandert. Hier ist es sehr wiinschenswerth, ein anderes Verfahren, 
welches von der Kenntniss der Umlaufszeit des Satelliten gar nicht abhaingt, einschlagen 
za kénnen. Dasjenige, welches wir nun im Folgenden kennen lernen wollen, gewahrt 
einen so gut wie vollstiindigen Schutz dagegen, dass ein Fixstern fiir einen Satelliten 
genommen werde. Um es in der Praxis zur Anwendung zu bringen, ist es.nur ndthig, 
von den kleinen Sternen in der Umgebung des Planeten so viele nach Positionswinkel 
und Distanz aufzunehmen, als man in der Zeit von einigen Stunden auszufiihren vermag; 
bei grossem Sternenreichthume kann auch ein Netzmikrometer gute Dienste thun. 

Wir wollen nun jetzt diese Messungen von dem Einflusse der geocentrischen Be- 
wegung des Planeten auf eine solche Art befreien, dass eine Sichtung der Fixsterne 
von den Monden und die Reduction der Bahnbestimmung dieser letzteren auf die einer 
Doppelsternbahn erlangt wird. 

Es sei wie friiher: 

x = O cosp 

Y = esinp 
und zg die in den jedesmaligen Visionsradius fallende Componente. Ist « die Rect- 
ascension, 0 die Declination des Planeten zur Zeit der Beobachtung, so zielt offenbar 
die X-Axe des Coordinatensystemes nach einem Punkte der Sphiire, dessen Rectascension 
durch 180° + « und dessen Declination durch 90° — 0 ausgedriickt wird. 

Die Y-Axe zielt nach einem Punkte der Sphiire, dessen Rectascension offenbar 
gleich 90° + a, dessen Declination gleich Null ist. 

Stellen a) und y die Coordinaten derselben gemessenen Oerter, wie oben, aber 
bezogen auf ein System vor, dessen X-Axe nach einem Punkte von der Rectascension 
180° + a, der Declination 90° — 6), dessen Y-Axe einen Ort von der Rectascension 
90° + %, der Declination Null zum Zielpunkte hat, so haben wir, um die a und y 
durch die a, y und zg auszudriicken, Gleichungen von der bekannten Form: 
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@ = (XX) e+ (HV) y+ (HZ)e\ | AE te coide tal) 
My = (MX) ex + (MY y + (MZ)e J 


(Xp X) = cosd, cosd + sin dy sind cos(% — %) | 
(X) VY) = sindy sin(a — o%) 
(X) Z) = cos 0 sind — sind, cosd cos(% — Og) 
i ee ae aes eA 
(Y X) = — sind sin(@ — a) 
(YY) = cos («% — a) 
(Y Z) = + cosd sin (% — a) 

Wir kénnen es nun bei Saturn, Uranus, Neptun, auf die es hier fast allein an- 
kommt, ihrer langsamen geocentrischen Bewegung halber stets so einrichten, dass fiir 
eine lange Reihe von Beobachtungen die Coéfficienten (X,Z) und (YZ) sehr klein 
werden. Wir setzen z. B. & gleich dem Mittel aus den Rectascensionen der ersten und 


wobei: 


letzten Rectascension, ebenso 0) gleich der halben Summe der entsprechenden Decli- 
nationen; es werden dann bei der ersten Ann&herung jene Coéfficienten ganz und gar 
za vernachlassigen sein. Hbenso wird man sich erlauben diirfen, cos(%—o%) = 1, d. h. 


Ge 10) XD == 05 (% X) = 0, (YY) = 1 


zu setzen. Zur Reduction der Distanzen und Positionswinkel, welche dem Visionsradius 
der Messung entsprechen, auf einen gewahlten festen Visionsradius von der Rect- 
ascension % und der Declination 0) und zugleich auf dessen Meridian, haben wir daher: 


Qo COS Py) = @ cos(d — 9) cosp | eed st aC L 
Qo SNP) — O Sinp 
Bedeutet (a) die halbe grosse Axe oder mittlere Entfernung des Planeten von 
der Sonne und 4 den jedesmaligen Abstand von der Erde,-so hat man noch die nach 


Al. 
(4) 
reduciren. 

Hiermit ist die Zuriickfiihrung auf eine Doppelsternbahn vollendet. Wenn man 
mit den beobachteten Objecten in der Nachbarschaft des Planeten die angegebenen 
leichten Reductionen vornimmt und die Oerter auftrigt, so wird sich ziemlich bald 
ergeben miissen, welche darunter einer Projectionsellipse angehéren, und ferner, ob die 
beschriebenen Sectoren den Zwischenzeiten proportional sind. Mit demjenigen Materiale, 
welches diese ‘sichtende Priifung besteht, wird darauf eine Doppelsternbahnbestimmung 
vorgenommen. Die Unterscheidung des auf- und des niedersteigenden Knotens wiirde 
auch hier zwar nicht, wie bei einer Doppelsternbahn, unméglich, so doch zuweilen 
schwierig werden, wenn nicht andere Kriterien, darunter die Verfinsterungen und Be- 
deckungen der Monde durch den Planeten, zu Hiilfe gezogen werden kénnten. Indessen 
ist eine Entscheidung dariiber auch noch auf folgendem anderen Wege zu erlangen, 
welchen einzuschlagen die Kenntniss der Parallaxe méglich macht. 

Die Neigung 7 der Bahn gegen die Ebene der Projectionsellipse, senkrecht zur 
Knotenlinie, und zwar nach der uns zugewandten Seite der wirklichen Bahn als Bogen 
eines gréssten Kreises von dem geocentrischen Orte %, 0), auf den man reducirt hat, 
an aufgetragen, fiihrt in dem anderen Endpunkte dieses Bogens auf den Pol der von 
uns abgewandten Seite der Bahnebene. Bei obiger Formel wird es sich daher darum 
handeln, nach welcher Seite hin man den Bogen ¢ aufzutragen hat, und welcher von den 
beiden um 27 von einander abstehenden Punkten der Sphire die Eigenschaften jenes 
Poles wirklich besitzt. Zu diesen gehdrt offenbar, dass, wenn sich der geocentrische Ort 
vom Pole entfernt, die in den grissten Kreis, welcher beide verbindet, fallende Ver- 


(11) zu findenden p,) und @) durch Multiplication mit auf mittlere Entfernung zu 
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kiirzung der Radienvectoren eine gréssere wird. Wenn nicht gerade 7 den Grenzwerth 
90° annimmt, wobei dann Verfinsterungen und Bedeckungen die Beantwortung der Frage 
erméglichen, so wird nur einer der beiden durch Auftragen des Bogens 7 nach beiden. 
Seiten erlangten Punkte hierin Geniige leisten. Kiirzer aber ist das folgende Kriterium: 
Transformirt man die Coordinaten 2), Yo, 2 auf ein System, dessen Z-Axe nach dem 
Pole der Bahnebene mit der Rectascension A, der Declination D zielt, so muss in Folge 
der Wahl des Vorzeichens von 2) die transformirte Z-Coordinate verschwinden, d. h. 
es muss die Bedingung: 
{sin D cos 09 — cos D sin Oy cos (%) — A)} x — cos D sin (o% — A) yy 4- cost. a = 0 

erfiillt sein. 

Um die zweite Naherung durchzufiihren, berechnet man aus dem so fiir jede Zeit 
bekannt gewordenen g die g fiir die urspriinglichen Oerter nach der Formel: 

z = {sind cosd9 — cos0 sind cos (% — 0)} x — cosd sin (%) — 0) Yo 
+ {sind sindy + cosd cos cos (o%) — %)} & 
und bringt darauf die Gleichungen (I), (11) und (IJ) von Neuem zur Anwendung. 
Darauf folgt wieder die Berechnung der Bahn als die einer Doppelsternbahn. Die 
Entscheidung des Vorzeichens von g wird man in der Regel nicht zu wiederholen 
haben. 

Wir schliessen die Untersuchungen iiber Satellitenbahnen, nicht ohne den Leser, 
welcher sich vollstiindiger iiber dieses Thema zu unterrichten wiinscht, auf die in 
Schumacher’s Astronomischen Nachrichten in einer Reihe von Aufsatzen niedergelegten 
Arbeiten Bessel’s iiber das Saturnsystem zu verweisen. 

Was Doppelsternbahnen betrifft, so sei hier am Schlusse der Abtheilung VIII. 
noch das Buch: ,Undersogelse af Omlobsbevaegelsen i Dobbelstjernesystemet ,Gamma 
Virginis’ udfort tildels efter mye Methoder af Th. N. Thiele, Cand. magist. Kjoben- 
havn.* empfohlen. 


Neunte Abtheilung. 


Ueber die Bahnbestimmung der Meteore, Meteoriten 
und Sternschnuppen. 


Hundertundfiinfundzwanzigste Vorlesung. 


Hinleitende Bemerkungen. 


In der Classe der Sternschnuppen, Meteore und Meteoriten sind die kleinsten, aber 
zahlreichsten der die Sonne umkreisenden Kérper vertreten. Ihrer Kleinheit und geringen 
Masse ungeachtet ist das Studium dieser friiher etwas vernachlassigten Kérper aller 
Aufmerksamkeit werth, seitdem die Untersuchungen und Entdeckungen des amerikani- 
schen Astronomen Newton, von Oppolzer, C. F. W. Peters u. A., vorziiglich aber 
die von Schiaparelli gezeigt haben, dass durch solches Studium ungemein werthvolle 
Aufschliisse erlangt werden kénnen. Sichtbar werden uns die genannten Kérper bei 
dem Falle yon Feuerkugeln, von Sternschnuppen und bei Kometenerscheinungen. Die 
Bezeichnung der Feuerkugeln und der durch Helligkeit ausgezeichneten Sternschnuppen 
als Meteore oder Meteoriten ist das Vermiichtniss einer Zeit, welche, wie vor Jahr- 
hunderten die Kometen, so auch Feuerkugeln und Sternschnuppen unter die Luft- 
erscheinungen rechnete. Die Ansicht, deren Richtigkeit wir bis zur Evidenz erwiesen 
ansehen diirfen, dass nimlich die Erscheinung der Feuerkugeln und Sternschnuppen ver- 
anlasst wird durch kleine Himmelskérper, welche auf ihrer Bahn um die Sonne in die 
Atmosphire der Erde gerathen, ist erst von Chladni aufgestellt und vertheidigt worden. 
In Betreff der Griinde fiir diese Ansicht und der Einwiirfe dagegen wird man in dem 
geistvollen Buche von Schiaparelli: ,Entwurf einer astronomischen Theorie der Stern- 
schnuppen“, aus dem Italienischen iibersetzt und herausgegeben von Georg v. Bogus- 
lawski, die geniigende Belehrung finden. 

Unsere gegenwirtige Aufgabe ist es, nicht eine Geschichte der Entwickelung der 
Sternschnuppentheorie zu geben, sondern nur die beiden Bahnbestimmungsprobleme zu 
behandeln, welche der gegenwartige Stand dieser Theorie uns vorlegt. Diese Aufgabe 
zerfillt in zwei Theile, in die Bestimmung des Laufes der Sternschnuppe innerhalb der 
Zeiten des Aufleuchtens und Erléschens, und in die Bestimmung des um die Sonne be- 
schriebenen Kegelschnittes. Die letztere Bahn hat dadurch ein ganz besonderes grosses 
Interesse, weil sie zugleich in zahlreichen Fallen von einer grossen Menge der kleinen 
Kérper gemeinschaftlich durchlaufen wird und somit eine Art Ring repriisentirt; die 
Zeiten des Durchgehens der Erde durch einen solchen Ring sind bekanntlich durch 
einen stirkeren Fall yon Sternschnuppen ausgezeichnet, besonders, wenn dieser Durch- 
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gang durch eine dichtere Stelle des Ringes erfolgt. Diese durch eine gréssere An- 
sammlung der kleinen Kérper hervorragenden Stellen des Meteorstromes kénnen, im 
Gegensatze zu der einzelnen Sternschnuppe, uns auch aus grésseren Entfernungen sicht- 
bar werden und bieten dann eine Kometenerscheinung. So z. B. ist der Komet 1862 IIL. 
nichts Anderes als eine dichtere Stelle desjenigen Meteorstromes, welche den Stern- 
schnuppenfall des 10. und 11. August, seit iiber 1000 Jahren bekannt und unter dem 
Namen der Thriinen des heiligen Laurentius erwihnt, hervorbringt. Als zweites Beispiel 
dieser Art mag erwihnt werden, dass der Komet 1866 I. in dem Meteorstrome des be- 
kannten Novemberphinomens lauft. 


Hundertundsechsundzwanzigste Vorlesung. 


Bestimmung der Héhen und Geschwindigkeiten aus correspondirenden 
Sternschnuppenbeobachtungen. 


Die Beobachtungen von Sternschnuppen werden, wenn sie zur Bestimmung der 
Hoéhen dienen sollen, in der Weise angestellt, dass man an zwei einander nicht allzu 
benachbarten Stationen von den im Laufe einer Nacht sichtbar werdenden Sternschnuppen 
Zeit und Ort des Aufleuchtens oder des Erléschens oder beider Momente bemerkt. Je 
vollstiindiger diese Data erhalten worden sind, um so grésser ist die Sicherheit, mit 
welcher erkannt werden kann, welche von den an beiden Stationen beobachteten Er- 
scheinungen sich auf einen und denselben Kérper beziehen, d. h.. sich als correspon- 
dirende erweisen. Nach der Erfahrung ist die so erhaltene Ausbeute correspondirender 
Beobachtungen in der Regel eine geringe; daher ist es in hohem Grade wiimschens- 
werth, leicht anwendbare Kriterien zu haben, mittelst deren man die correspondirenden 
Beobachtungen erkennen kann. 

Es darf in der Hinsicht vorliufig angenommen werden, dass die Momente des 
Aufleuchtens wie des Erlischens fiir beide Stationen gleichzeitig sind, sich also nur um 
den Meridianunterschied beider Orte von einander unterscheiden. Nur ist dieses ein- 
fachste Kriterium, welches man vor allen iibrigen zu Hiilfe ruft, weder immer anwend- 
bar, noch stets untriiglich. Eine scharfe Angabe der Zeit an beiden Stationen ist nim- 
lich, zumal die Beobachtungen ziemlich viel Uebung erfordern, durchaus nicht haufig; 
ausserdem ist es aber gar nicht so selten, dass zwei verschiedene Kérper beinahe gleich- 
zeitig aufleuchten oder erléschen, als dass man sich auf die Uebereinstimmung der 
Zeiten allein verlassen diirfte; man darf diese nur als vorlaiufiges Kriterium gelten lassen, 
und muss sich, wie wir nun im Folgenden thun wollen, nach weiteren Erkennungszeichen 
umsehen. 

Ist das von beiden Stationen aufleuchtend gesehene Object ein und dasselbe, so 
miissen die Visionsrichtungen der beiden Stationen sich schneiden. Denken wir uns diese 
Stationen die eine von der anderen aus sichtbar, so muss der Zielpunkt der Verbindungs- 
linie am Himmel mit den beiden Beobachtungsrichtungen auf cinem gréssten Kreise 
liegen, da die Ebene des Dreiecks Station I. — Station Il. — Object diesem gréssten 
Kreise entspricht. Dieselbe Betrachtung wiederholt sich fiir den Moment des Erléschens 
der Sternschnuppe; hiermit verfiigen wir denn tiber eine hinreichende Zahl von Kriterien, 


— 809 — 


um uns vor Irrthiimern zu schiitzen!). Es ist leicht, den analytischen Ausdruck fiir die- 
selben zu finden. 
Zu dem Ende seien: 
R der Abstand vom Erdmittelpunkte 
g die verbesserte Polhéhe der Station I, 
s die Sternzeit 
R’ der Abstand vom Erdmittelpunkte | 
g’ die verbesserte Polhéhe der Station IL, 
s' die Sternzeit | 
K die beide Stationen verbindende Sehne, 
A, D beziehungsweise die Rectascension und Declination der Station II. 
von Station I. aus gesehen, 
so wird nach bekannten Formeln: 


R' cos gy! coss' — R cosy coss = K cosD cos A 
RF’ cosg’ sins’ — R cosy sins = K cosD sin A 
R’ sin g’ — R sing = K sin D. 

Es seien ferner a, 0 die Rectascension und Declination der Sternschnuppe, von 
Station I. aus gesehen, «, 0’ Rectascension und Declination an Station II. beobachtet, so 
haben wir nach der bekannten Bedingungsgleichung fiir drei in einem gréssten Kreise 
liegende Oerter: 

tg D sin(o’ — a) + tgd sin(A — a’) — tg 0’ sin(A —a) = 0... (0) 

Bezeichnen wir mit x, y, z die rechtwinkligen Coordinaten in Beziehung auf ein 
System, dessen Fundamentalebene die Ebene des Erdiquators, dessen positive X-Axe 
nach dem Frihlingspunkt gerichtet ist, mit X, Y, Z die Coordinaten der Station I, mit 
X’, Y', Z die der Station IL, mit @ den Abstand der Sternschnuppe von Station L,, 
mit @’ den von Station II., so wird: 

x — X = 0 cosd cosa y— Y = 0 c0s0 sinu z—Z—o sind 

a — X’=0'cosd’ cose’ y— Y'=o0'cosd'sinw 2z— Z'=9'sind, 
daher nach Subtraction der unteren Gleichungen von den oberen, wenn man sich er- 
innert, dass: ; 

xX’ — X = KoosD cos A Y'’— Y= KesDsinA Z'—Z= KsinD, 


0 cos d-cos « — 0! cos 0’ cose! = K cosD cos A 
© cosd sina — Q’ cosd’ sine’ = KeosDsinA\ ....... (” 
o sind — o' sind’ = K sinD 


Eliminirt man aus der ersten und zweiten dieser Gleichungen 9’, so findet man: 
© cos0 sin(o’ —«) = KcosD sm(@’— A). ..... « « (iD) 
eliminirt man dagegen @, so ergiebt sich: 
0’ cos 0’ sin(a’ — a) = KeosDsm(w— A)....... (iI) 
Die Formeln (IJ) und (III) sind sehr bequem zur Bestimmung von @ und 9’ und 
damit aller tibrigen zu suchenden Werthe, wenn o — @ nicht allzu klein wird. Wiirde 
dagegen vorzugsweise die Declination von der Sternschnuppenparallaxe afficirt, so miisste 
man sich anderer Formeln bedienen. Multiplicirt man die Gleichungen (J), die erste mit 


1) Der Fall, dass zwei Sternschnuppen nahezu gleichzeitig in einem gréssten Kreise erscheinen, 
der durch den Zielpunkt der Verbindungslinie zwischen den Stationen geht, und dass noch ausserdem 
die eine Sternschnuppe bloss auf der einen, die andere bloss auf der anderen Station bemerkt wird, 
ist schon zu selten, um viel Riicksicht darauf nehmen zu miissen. 

Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 102 
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sin 0’ cos, die zweite mit — sind! sin’, die dritte mit — cos0' cos2«', so erreicht man 
ebenfalls die Elimination von 9’ und erhalt: 

oe cosd sind’ cos(c’! + w) — @ sind cosd’ cos2 a! 
== KcosD sind! cos(u + A) — KsinD cos0' cos2 a’, 

sin 0’ cos D cos(a' + A) — cos0! sin D cos 2 a! 
"sin 0’ cos 0 cos (0 -—- a) — cosd’ sind cos 2a! 


oder: 


Die Gleichung fiir — 9’ ist analog der Gleichung fiir + @, natiirlich unter Vertau- 
schung von @&, 0 mit a’, 0’ und umgekehrt. 
Aus @ und 9’ berechnet sich dann: 
x = FR cosp coss + o cosd cosa = R' cosy! coss' + @! cos0! cose! 
y = Reosp sins + @ cosd sine = RF’ cosg’ sins’ + 0! cosd' sina 
z= Rk sing + @ sind = R' sing’ + o! sind’. 
Es bedeute r den Abstand der Sternschnuppe vom Erdcentrum, a und d die aus 
diesem gesehene Rectascension und Declination, d. h. also die Sternzeit und verbesserte 
Polhéhe des Ortes, fiir welchen die Sternschnuppe im verbesserten Zenith erschien, so ist 


bekanntlich: A 5 
“% =r cosd cosa y¥ =r cosd sina gr sind. 


Der Ueberschuss von yr iiber den Radius vector des genannten Ortes auf der 
Erdobertlache, multiplicirt mit dem Cosinus der Verbesserung der Polhéhe liefert die 
Hohe der Sternschnuppe iiber der Erdoberfliche. Jener Cosinus darf tibrigens ohne 
Bedenken gleich 1 gesetzt werden, da die Verbesserung nur etwa 12’ im Maximum 
betragt. 

Die wegen der unvermeidlichen Beobachtungsfehler immer nur nahe, nicht in 
fiusserster Schirfe zu verlangende Uebereinstimmung der Resultate aus (II) und (III) 
liefert sowohl eine Priifung der Richtigkeit der numerischen Rechnung, wie auch einen 
nachtraglichen Beweis, dass an beiden Stationen wirklich ein und derselbe Kérper beob- 
achtet worden ist. 

Die Formeln der eben vorgetragenen Methode lassen, wie man ‘leicht bemerken 
wird, zu, die Héhe der Stationen iiber dem Mecre zu beriicksichtigen, was in einzelnen 
Fallen erheblich das Resultat verbessern kann. Man braucht zu dem Ende nur die 
Meereshéhen auf dieselbe Minhcit, wie 2? und R’ haben, zu reduciren und zu letzteren 
Gréssen zu addiren; wenn man es aber noch genauer nehmen will, multiplicixt man zuvor 
die Héhen mit der Secante der Polhéhenverbesserung, 


Hundertundsiebenundzwanzigste Vorlesung. 


Ueber den Radiationspunkt und dessen Herleitung. 


Die Vorschriften der vorhergehenden Vorlesung auf das Aufleuchten und das Er- 
léschen einer Sternschnuppe angewandt, geben die geocentrischen Coordinaten derselben 
fiir die den beiden Momenten entsprechenden Zeiten, also den dazwischen zuriickgelegten 
Weg und endlich aus der Dauer der Erscheinung die Geschwindigkeit. Ehe wir jedoch 
ein Beispiel einer solchen Rechnung geben, wird es niitzlich sein, die Aufmerksamkeit 
noch auf einen anderen wichtigen Punkt zu lenken. 

Es leuchtet ein, dass sowohl die Bewegung der Erde als auch die der Sternschnuppe 


eeaaias = 


von dem Widerstande, welche letztere in der Erdatmosphiire findet, hier abgeschen, 
sowie von dem gleichfalls hier unwesentlichen Umstande, dass die Sternschnuppe in der 
Regel die Katastrophe des Zusammentreffens mit der Erde und deren Atmosphire nicht 
iiberdauert, fiir die Zeit einiger Stunden als eine gleichmissige und geradlinige betrachtet 
werden kann. Dass bei solcher Annahme der geocentrische Lauf der Sternschnuppe 
ebenfalls in einen, wenn auch mit ungleicher Geschwindigkeit verfolgten gréssten Kreis 
falle, d.h. scheinbar geradlinig sein wird, wissen wir aus friiheren Betrachtungen. Stellen 
wir uns aber weiter die Frage, welchen geocentrischen Ort die Sternschnuppe in ge- 
nanntem gréssten Kreise nach Verlauf einer so langen Zeit einnimmt, als sich im 
aussersten Falle mit obiger Voraussetzung vertragen wiirde, mit anderen Worten, die 
Frage nach dem Endpunkte des geocentrischen Bogens, dem die Sternschnuppe sich 
fortwahrend nahert, ohne ihn tiberschreiten zu kénnen. Bezeichnen wir die rechtwinkligen 
geocentrischen Coordinaten fiir die aufleuchtende Sternschnuppe mit «, y, z, die fiir die 
gewohnlich nur einige Secunden spiter erléschende Sternschnuppe mit wz’, y', 2’, ferner 
mit ® die erwihnte Zeit, welche nach dem Erléschen oder vorher verfliesst, bis die 
Sternschnuppe den Endpunkt des geradlinigen Theiles ihres geocentrischen Laufes 
erreicht, mit ¢ und ¢’ die Zeiten des Aufleuchtens und Erliéschens, mit P und Q bezw. 
die Rectascension und die Declination jenes Endpunktes, endlich mit g die Geschwindig- 
keit der Sternschnuppe relativ zur Erde oder die Grosse: 


=a =e = 
he ; 


so haben wir: 


a (a) — 

a! + @—*) — 9 005.9 vos P 
acy 

y! hee = g? cos) sin P 
o (2 — 

zg ‘etd = gF sing 

oder: 

a Piet ol, 0s Y cos P 

aay are he 

y! Maen Nis x 

Bee as ey 7 8. Q sin 

z! g—e ; 

aerate cyte 2 


Da nun aber 9 sehr gross, gleichsam unendlich gross gewahlt werden soll, so 


/ g! 


/ 
verschwinden auf der einen Seite dieser Gleichungen die Glieder = fy @? und 


man hat: 
ve = uCOS Oucosee 
LY = 4 05 Q sin P “iene WML Che tured et ea © 
g—e 
omens = g sin 


Nimmt man hier das Vorzeichen von g positiv, so erhalt man jenen Ort am Him- 
mel, nach welchen der geocentrische Lauf nicht bloss der einzelnen Sternschnuppe, son- 
dern aller solcher Kérper gerichtet ist, welche bei dem Durchgange der Erde durch den 

102* 
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Meteorstrom sichtbar werden. Denn dieselben durchlaufen im Raume parallele Gerade 
mit gemeinschaftlicher Geschwindigkeit; es sind daher fir alle zu dem Meteorstrome 
gehorigen Kérper die Verhaltnisse: 


Caen Beds 

Sat ok EE, 
und: 

Z—e 

ag oder secP tgQ 


dieselben. Der betreffende Punkt wird, weil die feurigen Linien des Sternschnuppen- 
falles nach ihm convergiren, Radiationspunkt der Convergenz, der demselben dia- 
metral gegeniiberliegende, von welchem die Sternschnuppen eines und desselben Schwarmes 
zu kommen scheinen, Radiationspunkt der Divergenz genannt. Fiir das November- 
phinomen fallt der letztere Punkt nahe an y Leonis, weshalb der das Phainomen vyer- 
ursachende Strom, dessen knotenférmige Verdichtung den Kometen I. 1866 bildet, Strom 
der Leoniden genannt wird. Der dem Augustphanomen entsprechende, dessen Ver- 
dichtung den Kometen III. 1862 ausmacht und dessen Divergenzpunkt in eine Stelle des 
Perseus mit der Rectascension 44°, der Declination + 56° fallt, fiihrt deshalb auch den 
Namen der Perseiden. 

Zur Bestimmung des Divergenzpunktes bedarf es nach dem Vorhergehenden nicht 
der correspondirenden Beobachtungen, sondern nur des Kintragens der in einer Nacht 
bemerkten Sternschnuppenbahnen in gute Sternkarten und der Construction des allen 
wenigstens nahezu gemeinsamen Durchschnittspunktes. (Man muss hier beriicksichtigen, 
dass die Sternschnuppe sich in einem widerstehenden Mittel bewegt, dessen hemmender 
Einfluss ja durch das Gliihen der Sternschnuppe am besten bezeugt wird, ferner, dass 
das Auge des Beobachters an der Drehung der Erde theilnimmt, und dass noch andere 
stérende Einfliisse das Zustandekommen eines strengen Radiationspunktes verhindern.) 

Ehe wir, wie in der zweitnichsten Vorlesung geschehen soll, zeigen, dass aus der 
Lage des Divergenzpunktes und der Geschwindigkeit alle Elemente der’Bahn des Stern- 
schnuppenringes abgeleitet werden kénnen, mag an einem Beispiele die Anwendung der 
oben gegebenen Formeln fiir correspondirende Beobachtungen erliutert werden. 

I. Die folgende Berechnung hat Herr Chas. P. Olivier von der Licksternwarte 
beigetragen. Die Beobachtung des Meteors ist entnommen aus den Lick Observatory 
Contributions, Nr. 5. 


Fiir Mt. Hamilton: Bieive: (2 38a" L218 33 0 43% 
Lange ....-+837 20 25,6 
Meteor gesehen um 15) 45™ 18s mittlere Ortszeit. 
Ort des Aufleuchtens . . . &% —= 348%5 d= + 280 
Ort des Verschwindens .. a — 336,5 0 = + 16,8 
Fiir Mt. Diablo: Breite 2.5, + 2a on! 48.3 
Tange, re. V8 52 BOs 
Meteor gesehen um 15» 44m 14s mittlere Ortszeit. 
Ort des Aufleuchtens . . . «& = 12°0 O== + 5% 
Ort des Verschwindens .. «# = 7,0 6 = — 17,0 


Geocentrische Coordinaten: 


Mt. Hamilton: X, — 0,77042 Mt. Diablo: X, — 0,76577 
Y, — 0,20108 Y, = 0,19602 
Z, = 0,603 34 Z, = 0,61079 


> pion 
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Sternzeit = 0b 58™ 30s Sternzeit —= Oh 57™ 26s 
log te, — 9,999 56 log Ry = 9,99954 
Dy = 37°'9' 10,7 OP OT AL OFS 


A = 2279 12' 37” 
D3 Ae 2710 
log K = 3,00458 


IJ. Fiir den Moment des Verschwindens ist: Controle: 
log Q; = 8,03856 log Og == 8,17221 
log2, = 9,89213 log % = 9,89203 
logy, = 9,29412 logy, = 9,29611 
loge, —="9, (8212 log &, == 9,78278 
0, = 14° 9 46” C= 140-13" 417 
oO, == 49°30 16 0; = 37" 0. 28 
log r, = 0,003 66 log’, == 0,003 70 
Héhe = 33,51 Meilen Hohe = 33,84 Meilen 
Breite deg Endes der Bahn = + 37°11’ 31” 


Linge des Endes der Bahn = 122 6 27 


Die Controlformel (©) giebt, auf den Endpunkt der Bahn angewendet, fiir 


die Summe der drei Glieder statt Null etwa 0,06, was eine geniigende Ueberein- 
stimmung ist. 


Hundertundachtundzwanzigste Vorlesung. 


Unabhingigmachen der Bestimmung von der Forderung der 
Gleichzeitigkeit. Vereinfachende geometrische Betrachtungen und 
Construction. Angabe der bleibenden Unsicherheit. 


Natiirlich ist es zuweilen misslich um die Anforderung der Gleichzeitigkeit der 
Beobachtung des Aufleuchtens und Verschwindens bestellt. Derselbe Umstand tritt nun 
aber in noch viel entscheidenderer Weise hervor, wo wirklich scharfe Bestimmungen der 
Zeit vorliegen; man macht da die Erfahrung, dass das Aufleuchten an der einen Station 
haufig erheblich spiter bemerkt wird als an der anderen, ja haufig sogar erst dann, 
nachdem fiir die eine Station schon das Erléschen eingetreten ist. Vorwiegende Ur- 
sache dieser Erscheinung scheint nicht die Verschiedenheit in der Entfernung von beiden 
Stationen zu sein, sondern vielmehr die Phasenverschiedenheit der Brennflichen: denn 
es hat sich gezeigt, dass in der Mehrzahl der Fille gerade die nahere Station spiter 
beobachtet. 

Bei so bewandten Umstinden ist es doppelt wiinschenswerth, der Gleichzeitigkeit 
der Beobachtungsmomente ganz entbehren zu kénnen. Durch die folgenden Betrachtungen 
erlangen wir aber noch mehr als dies; wir werden in den Stand gesetzt, anzugeben, in 
welchem Grade die unvermeidlichen Beobachtungsfehler auf die Sicherheit des Resul- 


or aaa see 


tates einwirken. Ohne dass ein solches Urtheil erméglicht wird, haben die Rechnungs- 
resultate nur geringen Werth und kénnen, wenn man allzu vertrauensvoll Folgerungen 
aus ihnen zieht, zu falschen Ansichten (wie z. B. iiber die Héhe der Atmosphare) Ver- 
anlassung geben und statt zu einem Foérderungsmittel der Erkenntniss ein Hemmniss 
derselben werden. 

Der in der Vorlesung 127 definirte Radiationspunkt der Divergenz, auch Radiations- 
punkt schlechthin genannt, hat offenbar nicht bloss locale Bedeutung der Art, dass mit 
einem anderen Beobachtungsorte auch ein anderer Radiationspunkt eintrate, vielmehr 
miissen eben die scheinbaren Bahnen der verschiedensten Stationen diesen Punkt der 
Sphire mit einander gemein haben, vorausgesetzt, dass die Beobachtungen nicht durch 
ein grésseres Zeitintervall von einander getrennt sind. Die Bahn an der Station I. 
schneidet sich also mit der an der Station Il. beobachteten im Radiationspunkte. Ferner: 
der Zielpunkt der Sehne zwischen beiden Stationen, dessen Rectascension und Deecli- 
nation wir oben mit A und D beziehungsweise bezeichneten, beschreibt. waihrend der 
Dauer des Meteors am Himmel den Bogen eines Parallelkreises. Wegen der immer 
sehr kurzen Dauer der Erscheinung der Sternschnuppe kann aber dieser Bogen vernach- 
laissigt werden, also A sowohl wie D wiahrend jener Dauer als constant behandelt 
werden. Wir wissen nun aber, dass der grésste Kreis, welcher einen Ort der Bahn aus 
Station I. mit dem entsprechenden der Bahn auf Station II., wie er hier bei strenger 
Gleichzeitigkeit hatte beobachtet werden miissen, verbindet, ebenfalls durch den Ziel- 
punkt der Sehne geht. Von den sechs Oertern auf der Sphire: die Zenithe beider 
Stationen, zwei correspondirende Oerter am Anfange der scheinbaren Bahn und zwei 
am Ende derselben, lasst sich demnach Folgendes behaupten: 

Verbindet man die Zenithe beider Stationen durch einen gréssten Kreis und 
ebenso die correspondirenden Oerter paarweise durch grésste Kreise, so gehen 
diese drei gréssten Kreise durch den Ort, dessen Rectascension mit A, dessen 
Declination mit D bezeichnet wird. 

Desgleichen, gehen drei grésste Kreise durch den Radiationspunkt der Diver- 
genz oder der Convergenz, namlich die scheinbare, an beiden Stationen beob- 
achtete, durch Anfangspunkt und Endpunkt gegebene Bahn und die daraus her- 
muleitende, wie sie aus dem Erdmittelpunkte gesehen worden wire. 

Nach dem eben Gesagten ist es nun offenbar fiir den Zweck der Berechnung eines 
correspondirenden Sternschnuppenfalles nicht mehr erforderlich, dass das Aufleuchten 
oder Erléschen ein an beiden Stationen gleichzeitig wahrzunehmendes Moment sei. Denn 
man kann immer zu einem beliebigen Orte der scheinbaren Bahn in Station J. den ent- 
sprechenden Ort fiir Station I. dadurch finden, dass man durch den Zielpunkt der Sehne 
und jenen Ort einen gréssten Kreis legt; der Durchschnittspunkt desselben mit der 
scheinbaren Bahn der Station II. ist der gesuchte correspondirende Ort. 

Eines angenaherten Vermerkes der Zeit einer beobachteten Sternschnuppe bedarf 
es tibrigens stets, um tiber die Correspondenz zu entscheiden, einmal schon deshalb, weil 
es ja durchaus nicht unméglich ist, dass zwei verschiedene Kérper zu zwei verschiedenen 
Zeiten in einer und derselben Bahn oder vielleicht doch wenigstens in einer und der- 
selben Ebene laufen; dann aber auch, weil der Zielpunkt der Sehne, d. h. die Reet- 
ascension A und die Declination D seines Ortes sonst nicht bestimmt werden kénnen. 
Beilaufig sei noch einmal darauf aufmerksam gemacht, dass man diese beiden Gréssen, 
so lange die beiden Stationen dieselben bleiben, nur einmal fiir irgend eine Zeit, z. B. 
fiir die Sternzeit 0" der Station I. nach trigonometrischen Formeln zu berechnen braucht. 
Denn, da die Sehne zwischen beiden Stationen eine Kegelfliche beschreibt, der am 
Himmel ein Parallelkreis entspricht, so ist D constant und A wichst wie die Sternzeit. 
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Wir kénnen nun das Wesentlichste der ganzen Rechnung in einige wenige leicht 
zu behaltende Formeln zusammendrangen, wenn wir uns die Einfiihrung von ein paar 
Symbolen gestatten. So bezeichnen wir mit (~A) den durch die Gleichung: 


cos (A) = sind sinD + cosd cosD cos(% — A) 


za bestimmenden Bogen eines gréssten Kreises, welcher zwischen dem Zielpunkte der 
Sehne K und dem Orte von der Rectascension « und der Declination 0 liegt, an welchem 
die Sternschnuppe auf Station J. gesehen wurde. Die Rectascension und die Declination 
des correspondirenden Ortes auf Station II. seien bezichungsweise a, und 0), so stellt 
nach obiger Bezeichnung, und wenn man noch bestimmt, dass die Bogen unter 180° 
- bleiben sollen, (w A) den inneren Winkel des ebenen Dreiecks Station I. — Station I]. — 
Sternschnuppe vor, an dem Punkte Station I. gelegen; (« A) — (« A) ist offenbar der 
Winkel an der Sternschnuppe, und wir haben daher sehr einfach: 


yitles sin (oi! A) 
sin {(o’ A) — (uA)} 


Pi sin (c A) 
© = sin (@ A) — (@ AD) 
Betragt der Beobachtungsfehler, welchen man bei dem einzelnen Orte zu befiirchten 
hat, ¢ Grade, so kann der daraus fiir (« A) und fiir («’ A) entspringende Fehler gleich- 
falls bis zu ¢ Graden steigen, jedoch nur in dem allerungiinstigsten Falle, dass der 
Beobachtungsfehler gerade in der Richtung des gréssten Kreises begangen worden ist, 
in welchen jene Bogen fallen. 
Der im natiiriichen Logarithmus yon @ schlimmsten Falles zu befiirchtende Fehler, 
entsprechend der Annahme, dass die Fehler der beiden Bogen (%#A) und («’ A), im 
entgegengesetzten Sinne begangen, sich verstirken, wird gleich: 


+ arg [eots ((o! A) — (@A)} — 5 cto! )], 


folglich der Fehler des Werthes von @ selbst gefunden aus der Gleichung: 


oi 


SEG 


bio eto = +208 | cotg {(@’ A) — (« A)} — s cotg («' 4)|. 
Durch dieselben Betrachtungen findet man fiir 70’, d. h. den Kehler von 9’: 
57,34 0' = + 20's cota {(@’ A) — (a A)} — - cotg (o 4)|. 


Ist nun, wie friiher angegeben, die geocentrische Rectascension a, die zugehérige 
Declination d der Sternschnuppe und ihr Abstand vom Erdcentrum r berechnet, so wird, 
wie leicht einzusehen, der zu befiirchtende Fehler in r oder in der Héhe der Stern- 
schnuppe aus der Gleichung: 


Ar = cos(%#a) 40 = cos (ea) JQ’ 
zi bestimmen sein. Die Lingeneinheit ist der Aequatorialhalbmesser der Erde. 
ew und 0’ sind Rectascension und Declination des Durchschnittspunktes zweier 


gréssten Kreise. Wie die Coordinaten eines solchen bestimmt werden, haben wir bei 
einer friiheren Gelegenheit gesehen. 
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Hundertundneunundzwanzigste Vorlesung. 


es des yon dem Meteor oder Meteorstrom um die Sonne 
beschriebenen Kegelschnittes. 


Es liegt uns jetzt ob, das zweite Hauptproblem der Sternschnuppentheorie zu be- 
handeln, die Bestimmung der Bahn, welche dieselben um die Sonne beschreiben. Dazu 
—- a a die drei 
Componenten der Geschwindigkeit relativ zur Erde, mit welcher sich die staan 
in der Richtung nach dem Radiationspunkte der Convergenz zu bewegen scheint, 
aX adY adZ 
Ais odt oat: 
Componenten der Geschwindigkeit des Meteors, relativ zur Sonne, ausgedriickt durch: 


bieten sich nun leicht die folgenden Gesichtspunkte. Sind 


die Componenten der Geschwindigkeit des Erdcentrums, so werden die 


dx dx dy dY dz dZ 
ai? GE ae at ae ar 

Geometrisch wird also die totale Geschwindigkeit der Sternschnuppe in ihrer Bahn 
vorgestellt durch die Diagonale eines Parallelogramms, welches die relative Geschwindig- 
keit zur Erde und die Geschwindigkeit der letzteren selbst zu Seiten hat. 

Da nun das Parallelogramm eine ebene Figur ist, so folgt, dass derjenige Punkt 
des Himmels, auf welchen die Tangente an die Sternschnuppenbahn zielt, in einen 
gréssten Kreis fallt, welcher den Zielpunkt der Tangente der Erdbahn mit dem Con- 

vergenzpunkte des Motbomuotns verbindet. 

Kennt man von den genannten Stiicken ausser dem Radiationspunkte entweder die 
beiden Seiten oder eine Seite und die Diagonale, so kann man offenbar simmtliche 
Winkel des Parallelogramms, also auch den Zielpunkt der Diagonale oder Tangente auf 
dem Bogen jenes gréssten Kreises vollkommen bestimmen. Wir werden gleich und 
noch besser weiter unten die Fruchtbarkeit dieser Betrachtung kennen lernen. 

Nach dem eben Gesagten sind uns, wenn die Geschwindigkeit irgend woher bekannt 
ist, sogleich auch zwei Richtungen bekannt, welche in die Bahnebene der Sternschnuppe 
fallen miissen; die eine ist die Richtung der Tangente an die Bahn, die andere die 
Richtung nach der Sonne, weil fiir die Beobachtung die Radienvectoren der Erde und 
der Sternschnuppe als zusammenfallend betrachtet werden diirfen. Die Linge dey Erde 
zur Zeit der Beobachtung ist also $3 oder ¢3 der Sternschnuppenbabn, je nachdem der 
Zielpunkt der Diagonale des Parallelogramms eine nérdliche oder eine siidliche Breite 
hat. Der durch letzteren Ort und die Sonne gelegte grésste Kreis reprasentirt die 
Bahnebene. 

Hiernach ergeben sich nun ohne Miihe die folgenden Formeln, in denen Langen 
und Breiten zu Grunde gelegt sind, da diese Coordinaten hier wirkliche Vorziige vor 
den Rectascensionen und Declinationen besitzen. 

Ks seien A und £ beziehungsweise die Linge und die Breite des Convergenzpunktes, 
I die Linge des Zielpunktes der Tangente an die Erdbahn, V die Geschwindigkeit des 
Meteors in seiner Bahn um die Sonne, © die Linge der Sonne, 0 der Bogen des © 
grossten Kreises, welcher den Convergenzpunkt mit dem Zielpunkte der Erdbewegung 
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verbindet, y die Neigung dieses gréssten Kreises gegen die Ekliptik, dann wird nach 
bekannten Formeln fiir spharische Dreiecke: 


il tg B 
‘oY sin (A — L) ; ; (1) 
sin B 
Se aia eee A atts CRS ae) 
Zur Priifung kann die Relation: 
TAO a VRUST ICTS (lit ail 0) AI ee a (5) 


dienen, 

Bezeichnen wir noch mit w den Winkel, welchen die Richtung der Tangente der 
Meteorbahn mit der Tangente an die Erdbabn einschliesst, sowie mit 7 die Geschwindig- 
keit der Erde, so liefern die Eigenschaften des oben genannten Parallelogramms die 
Relation: 


sin (9 — w) = = sind. BLS Ge Seer anid cy 


Ferner wird der Winkel, welchen die Tangente der Meteorbahn mit dem Radius 
vector, also mit der Richtung nach der Sonne macht, welchen Winkel wir mit 6 be- 
zeichnen wollen, durch die Gleichung: 
cos6 = cosw cos(L — ©) — sinw sin(L — ©) cosy 
gefunden. 

Zur Berechnung der Neigung i hatte man dann die Proportion: 


Sint: Sin'Y = sSinw: sind. 
Hs lassen sich aber diese beiden letzteren Formeln nur zur numerischen Priifung, 


nicht aber zur vollstindigen Berechnung verwenden, da nach ihnen unbestimmt bleiben 
wide, ob die Bewegung direct oder retrograd ist und ob: 


$& = © oder =— 1809+ ©. 


Wenn man diese Entscheidungen haben will, die bei Sternschnuppenbahnen ganz 
ebenso nothwendig sind, als bei den Bahnen von Kometen, so kann man sich nicht 
davon dispensiren, die Lange / und die Breite b des Zielpunktes der Tangente an die Stern- 
schnuppenbahn (wie sich hier von selbst verstehen diirfte, in der Richtung der Bewegung 
genommen) zu berechnen. .Gliicklicherweise ist das sehr einfach, denn die Formeln fiir 
rechtwinklige Dreiecke, dieselben, welche wir oben angewendet haben, ergeben die 
Relationen: 

sind = siny sinw . . « « « « « « «© (5) 


; tgb 
UF oda) ee a Res Grey iron) wERet ly el olel tele. fe 6 
( ) toy ( ) 
Auch ist offenbar: 
oe tg b 
Ge = (Oa) EROS aco CaS SB GO Pee ROC MeO (7) 
BUSES EN a eee a (=) 


Es ist 64 = 180° + ©, wenn b positiv, 64 = ©, wenn b negativ; die Bewegung 
ist direct, wenn sin(© — 1) positiv, retrograd, wenn diese Grésse negativ wird. 

Bezeichnen wir den gemeinschaftlichen Radius vector von Erde und Meteor durch 
r, so stellt die Grésse: 


Vr sno 
Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 103 
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die doppelte Flichengeschwindigkeit der Meteorbahn vor, also den Werth von: 7 


kYp (0. Vo 
Die Einheit der Zeit wird hier statt der Secunde der Sonnentag, die Hinheit des 
Raumes die halbe grosse Axe der Erdbahn. Bekannt ist uns hiernach auch die Formel: 


9 1 
V — k y omael ae . . . . ° . e . ° e (10) 


wo a die halbe grosse Axe der Meteorbahn vorstellt. 

Man hitte somit, wenn V, unserer Voraussetzung gemiiss, als bekannt angesehen 
werden diirfte, nach (9) den Werth des halben Parameters der Bahn, nach (10) die 
halbe grosse Axe, folglich auch die Excentricitat ¢, endlich auch nach der bekannten Formel: 


p 

ecosy = — I Oe 
die wahre Anomalie v. Letztere fallt in den dritten oder vierten Quadranten, wenn r 
vbnimmt, d. h. cos oder cos(l — ©) positiv ist, in die beiden ersten Quadranten, wenn 

r wichst, d. h. cos(1 — ©) negativ wird. Endlich ist: 
xn—Si=Fu, wenn b ndrdlich, ) (12) 

ax—é§3=7Fv-+t 180° , Ob siidlich. f 

Das obere Zeichen gilt bei directer, das untere bei retrograder Bewegung. Aus v 
ist dann schliesslich noch die Perihelzeit des Meteors auf bekannte Weise zu berechnen. 
Die Linge L des Richtungspunktes der Erdbewegung pflegt in den Ephemeriden 
nicht angegeben zu werden, ebenso wenig die Geschwindigkeit 7 der Erde. Die 

Gleichung (10), auf die Erdbewegung angewandt, giebt: 


2 
T= ryt, 


wonach dann weiter die doppelte Flachengeschwindigkeit der Erde: 
2 
Tat sind OL) = eg: IE — 1sin(©Q — L) 
= kV 1 — (0,01678)2 = 0,9998 h. 

(Die Grésse 0,9998 stellt den Semiparameter der Erdbahn vor.) Daher haben wir fiir 
L die Formel: 

| 0,990 

son (© — L) cs y2r — . . ° . . ° ° ° . ° (13) 


Zur Erkennung des Quadranten von © — ZL dient die Bemerkung, dass der erste 
Quadrant zu wihlen, wenn r abnimmt, der zweite, wenn r im Wachsen begriffen ist. 


*) Mit Vernachlissigung der Erdmasse. 
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Hundertunddreissigste Vorlesung. 


Fortsetzung der Untersuchungen aus Vorlesung Hundertundneunund- 
zwanzig. Rechnungsbeispiel. 


Die Voraussetzung, die wir vorliufig gemacht, dass V aus den Sternschnuppen- 
beobachtungen, d. h. aus einer directen Bestimmung der Geschwindigkeit mittelst Ver- 
gleichung des zuriickgelegten Weges und der Dauer der Sichtbarkeit bekannt sei, trifft 
nur dusserst selten zu, ja wohl niemals ausser jenen Gelegenheiten, wo der Nachweis zu 


liefern ist, dass: a> 
VS y2 
r 


und somit die Bahn des Meteors eine Hyperbel gewesen sein miisse. 

Wo es aber nicht bloss darauf ankommt, zu erkennen, dass die genannte Grenze 
iiberschritten sei, sucht man die Umlaufszeit aus den Jahren besonderer Haufigkeit der 
Sternschnuppen des bestimmten Radiationspunktes zu ermitteln. So hat z B. der 
amerikanische Astronom Newton festgestellt, dass das Novemberphinomen nach 33 bis 
34 Jahren einen besonderen Glanz entfaltet, dass also die Umlaufszeit der dichteren 
Stelle des Meteorringes zwischen 33 und 34 Jahren, genauer noch, dass sie 33,25 Jahre 
betrage. Dieser entspricht der Werth der halben grossen Axe: 


a@ = (83,25)% == 10,340, 
und der Werth von JV, da naimlich r = 0,98894, = — = == IMac 


V = 0,02387. 


Was ein anderes Beispiel, den Augustfall, betrifft, so ist derselbe nach den Zu- 
sammenstellungen von Kd. Biot und Quetelet besonders stark in folgenden Jahren 
bemerkt worden: 830, 833, 835, 841, 925, 926, 933, 1029, 1263, 1451, 1779, 1784, 
1789. Sucht man diese Zahlen unter die Form: 


§ + ny 
zu bringen, wobei n die Anzahl der®°vom Anfange der Reihe an vollendeten Umliufe, 
m die Dauer eines solchen, € die Anfangsepoche darstellt, so findet man § = 827,6, 
y = 105,7. Verstirkte Augustfille wiirden hiernach um folgende Jahre herum gewesen 


sein: 828, 933, 1039, 1145, 1250, 1356, 1462, 1567, 1673, 1779; das nachst bevor- 
stehende Maximum wiirde gegen das Jahr 1885 fallen. 
Hiernach wiirde sich a fiir den Augustschwarm gleich 22,355, die Geschwindigkeit 
V in demselben zu 0,02389 ergeben. 
Unter der Voraussetzung, dass der Sternschnuppenschwarm eine sehr gestreckte 
Bahn durchliuft, wird, wenn man auf die eben angegebene Art keine Anniherung von 
_@ erhalten kann, auch die Annahme: 
ra" 
einen fiir die Rechnung brauchbaren Werth von V liefern. Man ist also immer im 
Stande, aus dem Radiationspunkte die Grésse 0 — w, welche man ganz passend die 
Aberration des Radiationspunktes nennen kénnte, da sie durch die Erdbewegung ver- 
anlasst wird, mittelst der Formel (4) voriger Vorlesung: 
103* 
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if eee 
sin(d — w) = sind 7 = ieee sin 0 - 
igi 


zu berechnen; wir haben gesehen, dass sich daraus dann alle Elemente der Meteoriten- 
babn vollstindig bestimmen. Man begreift also leicht die Wichtigkeit und das Interesse 
des Constatirens der vielen Radiationspunkte, welche aufmerksame Beobachter, wie 
Heis, Jul. Schmidt und Andere, am Himmel bemerkt. 

Kin Maximum des Novemberphinomens fiel auf 1866, 


Rechnungsbeispiel. 
Die Linge und die Breite des Convergenzpunktes 


November, 13,59 Mittl. Berliner Zeit. 
waren beziehungsweise: 
A= 323° 12! 
B = — 10° 16’ 
Ausserdem ergiebt das Jahrbuch: 
On 2310e28) 
jp = OMe). 
folglich nach Formel (13), da r abnimmt: 
Oe Die Sores! 
Dy P1429 20". 
Da 4 — L = 180° 52’, erhilt man nach (1) und (2): 
y=, 8b". 12,9 
0 == F190 1852. 
Die Formel (3) zeigt, dass 0 im dritten Quadranten liegt, da sowohl sind als cos 0 
negativ ausfallen. 
Gleichung (4) oder ihre oben angefiihrte Transformation ergiebt: 
0 — w = — 7° 29/3 
w= 1979 4775, 


sodann erhilt man nach (5) und (6): 


b = — 17° 43/6 
body 7 18199 321,0. 
In diesem Quadranten, nicht im vierten, muss / — L gewahlt werden, damit nicht 
igi nach (7) unzulissigerweise negativen Werth annimmt. Es wird danach: 
Ups Pa ease 
© — 1 = 269° 50’ 
ei Wy ee UF 


Da hier sin(© —1) negativ wird, ist die Bewegung retrograd. Da b negativ, so ist: 
QO = Or 23 10 28 

Die Formel (8) ergiebt: 
6 ==. 9089.6, 
wonach dann weiter nach Relation (9): 

k Vp = Vr sine, 
weil V nach (10) = 0,02387: 
logp = 0,27488, 


und da bekanntlich p — acos y?: 
gy = 64° 44'3 


c = sing = 0,9044. 
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Formel (11) liefert den Werth der wahren Anomalie v mit Riicksicht darauf, 
dass 6 ein stumpfer Winkel: 


nach (12) wird: 
x — § =v = 188° 37’, 
also die Linge des Perihels = 60° 5’. 
Die Periheldistanz q oder die Grésse a (1 — e¢) findet man: 
q = 0,9885. 
Aus obiger wahrer Anomalie von 8° 37’ folgt noch, dass der Durchgang durch 


das Perihel auf: 
1866 Noy. 7,27 Mittl. Berl. Zeit fiel. 


Hundertundeinunddreissigste Vorlesung. 


Vergleichung der durch Berechnung des Radiationspunktes 
gefundenen Bahn mit Kometenbahnen. 


Vergleichen wir die aus dem Convergenzpunkte des Novemberphanomens eben 
abgeleitete Bahn mit bekannten Kometenbahnen, so finden wir, dass die Elemente des 
Kometen I. 1866 damit die auffallendste Uebereinstimmung zeigen, das Element der 
Epoche des Perihels, welches hier, wie wir leicht erkennen werden, keine bedeutende 
Rolle spielt, allein ausgenommen. Zur besseren Uebersicht setzen wir die beiden Ele- 
mentensysteme neben einander. 


Novemberphinomen Komet I. 1866 
(Perihelzeit). . . Nov. 7,27 1866 Januar 11,197 
Mae eo 1889 87! Ue Om 

eer. a. os weoLe 26) 231° 2641 

ee 17° 44’ Pie eet 

Pease. 09885 0,9765 

@ oo oe OUR! 0,9056 

Cee 2. 40,040 10,324 
Retrograd Retrograd. 


Bei Vergleichungen dieser Art, zu denen die nicht geringe Zahl von Meteorstrémen 
jetzt hiufiger Gelegenheit bietet, darf man iibrigens nicht vergessen, dass die in dem- 
selben sich bewegenden Kérper in einem Ringe einander folgen, und dass auch der 
dichtere Theil dieses Ringes sich iiber einen betrichtlichen Bogen erstreckt. Selbst bei 
dem Novemberfalle, bei welchem der Umstand der Verdichtung des Ringes in einem 
kleinen Theile desselben am deutlichsten hervortritt, hat man dennoch eine besonders 
glanzende Erscheinung in zwei bis drei auf einander folgenden Jahren, woraus zu 
zu schliessen, dass der Bogen besonderer Verdichtung etwa in zwei Jahren durchlaufen 
wird. Hieraus ist dann ohne Weiteres klar, dass auf die Uebereinstimmung der Perihel- 
zeiten der Meteore und eines damit in Beziehung zu setzenden Kometen nichts ankommt. 
Aber auch der Querschnitt des Stromes an der Stelle, wo ihn die Erde passirt, ist viel 
zu bedeutend, als dass man annehmen diirfte, die Erde treffe bei ihrem Durchgange die 
dichteste Stelle, mit anderen Worten, es lasse sich die Voraussetzung der Gleichheit der 
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Radienvectoren von Erde und Meteorring an dieser Stelle fiir die ganze Breite des Stromes 
verantworten. Der Meteorstrom des Augustfalles z. B. hat nach Erman’s Schatzung 
einen Querdurchmesser von iiber 800000 geographischen Meilen. Man darf daher nicht 
nur nicht erwarten, dass dieser Meteorstrom in seinem Schnitte mit der Erdbahn auch 
fiir seine dichteste Stelle, welche nach Schiaparelli’s Theorie den Kometen III. 1862 
ausmacht, in Strenge den Radius vector der Erde habe, wie es die vorhergehenden 
Rechnungen voraussetzen miissen, sondern kann im Voraus des Gegentheils gewiss sein. 
Denn ein centraler Durchgang der Erde durch den Strom oder gar durch den Kometen 
selbst hat in hohem Grade die Wahrscheinlichkeit gegen sich. Nach dem Gesagten hat 
es denn auch nichts Auffallendes, wenn dic Periode des verstiirkten Falles, bei dem 
Augustfalle eine Periode von 105,7 Jahren beispielsweise, nicht innerhalb der nach den 
Beobachtungsfehlern zu setzenden Grenzen mit der Umlaufszeit des Kometen iiberein- 
stimmt. Der genannte, dem Augustschwarme entsprechende Komet hat nach Oppolzer’s 
soregfaltiger Rechnung eine Umlaufszeit von 121,502 Jahren. Der Unterschied der beiden 
Perioden lisst sich, wie bemerkt, nicht aus Fehlern der Beobachtung, sehr gut aber aus 
der Breite des Stromes, nach welcher die bekannte Voraussetzung iiber r fiir den 
Kometen selbst schon merklich unrichtig wird, erkliren. Am meisten wird durch solchen 
Umstand ausser der Perihelzeit der numerische Werth des Unterschiedes beider Um- 
laufszeiten beeinflusst. 

Ks erscheint tibrigens nicht angebracht, so lange man nicht weiss, ob eine identische 
Kometenbahn aufzufinden, die Berechnung der Meteoritenbahn in der obigen Art anzu- 
legen, vielmehr scheint eime Recognoscirungsmethode mit abkiirzenden starken Nihe- 
rungen ganz am Platze. Solche wollen wir daher noch ableiten, um so mehr, als sich 
hier noch Gelegenheit zu wichtigen Bemerkungen bietet. 

In der Regel wird man die Geschwindigkeit der Sternschnuppe der parabolischen 


a 
Bewegung gemiss, also V = k y2 annehmen. Ausserdem erlauben wir uns, bei der 
r 


bekanntlich sehr geringen Excentricitat der Erdbahn r = 1 und L = © — 90° mu setzen 
Hiernach kann man den Recognoscirungsformeln eine 4usserst einfache Gestalt geben. 
Unsere dahin fiihrenden Betrachtungen illustriren wir durch Fig. 67. 


Fig. 67. 
oe: Convergenzpunkt 
jer Babm des Meteors. 
Epexe Zielpunkt der Meteorbewegung 
eee Su 
Sonne Ekliptik Zielpunkt der Erdbswegung 


Wir behandeln nun nicht, wie oben, die aus dem Krafteparallelogramm abzuleitenden 
Formeln rein analytisch, sondern beriicksichtigen die geometrischen Kigenschaften des 
Parallelogramms, dass keiner der Winkel desselben zwei rechte tibersteigen darf, und 
ferner die Lage der Diagonale. Es soll hiernach 0, d. h. der Winkel zwischen dem 
Zielpunkte der Erdbewegung und dem Convergenzpunkte, 180° nicht iiberschreiten und 
der Zielpunkt der Meteorbewegung soll in diesen Bogen hineinfallen. Es folgt dann 
sogleich fiir 7 die Linge des Zielpunktes der Meteorbewegung, dass: 


ee ee se 


ee : wenn 4 — I, > 180° 
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Dieses festgesetzt, wird auch der Winkel 0 nach der Formel: 
= cos B cos(A — L) 

= cosB cos(A — © 4+ 90°) 

= — cos B sin(d — ©) 
vollkommen bestimmt. Ferner hat man immer sehr angenihert: 


sin (0 — w) 


i 
sind =, y+ (genauer — y¥1 — 4/,r) 


igw __ coty (1 — ©) 
tg ~— cotg (A— ©) 


cos 0 


und dann weiter: 


sinw __ sinb 
snd  — sin B 
igb  _sm(l—L)__—_ cos(1 — ©) 
tgB sin(A—L) ~—cos(A— ©) 
Oe tg b =p cog (t— ©) 
Sao). cos (A — ©) 
__ tgw tg B 
~ tg sin(©@ —A) 
Setzen wir hier fiir sin (© — A) seinen Werth aus der Gleichung; 


cos0 = cos B sin(© — A) 


ein, so erhalten wir: 


Das doppelte Vorzeichen kommt wegen der Unterscheidung, ob $3 = © oder ob 
= 180° + ©, und ist so zu wiahlen, dass tg? positiv wird. 
Da nach den obigen Betrachtungen sind sowohl wie sin w stets positiv sind, so ist 
sin b 
sin B 


lich. Dieser Umstand iiberhebt uns der Miihe, b selbst zu berechnen, und es ist einfach: 


ores 23 ~wenn positiv, 
$3’? wenn f negativ. 


auch 


positiv, d. h. es sind stets b und # entweder beide nérdlich oder beide siid- 


Die Identitit “der Meteorbahn mit einer Kometenbahn muss fiir sehr wahrschein- 
lich, beinahe fiir gewiss gelten, wenn nicht bloss 63 und 7 einer Kometenbahn mit den 
entsprechenden Werthen der Meteorbahn iibereinstimmen, sondern auch ausserdem der 
Radius vector fiir den beobachteten Durchgang durch den Knoten nahe gleich r oder 
gleich der Einheit wird. Die entsprechende Bedingungsgleichung lautet: 


g 
i 
cos 1/, v2 
= q fn) 
eo aay wenn £# positiv, 
und 
=. q a 
A CES wenn # negativ. 


Man kann schliesslich auch noch den Sinn der Bewegung, ob direct, ob retrograd, 
ermitteln, ohne / berechnen zu-miissen. Es ist aus den obigen Betrachtungen leicht zu 
erkennen, dass die Bewegung direct ist, wenn w < 90°, retrograd, wenn w > 90°. 


= Heda 


— 


Hundertundzweiunddreissigste Vorlesung. 


Zusammenstellung von Formeln ‘fiir die Recognoscirung von 


Identititen zwischen Meteorstrémen und Kometenbahnen. Rechnungs- . 
beispiel. a 
Es seien: 


A die Linge | 
B die Breite | 
© die Linge 

y der Radius vector 


des Convergenzpunktes, 


| der Sonne, 


so berechne man: 
cos0 = cos B sin(© — A), wobei 0d < 180° 


sin ri) — a5 ae = ‘ <0d 
a = V1 — "yr (oder auch = 1/2), wobei w >09, 


es wird dann sein: . 
= °9 (bei positivem #) 
= &2 (bei negativem #) 
sin B 
‘sind 
Bewegung direct, wenn w ein spitzer Winkel, retrograd, wenn w stumpf. 

Eine Kometenbahn, die nahezu ebenfalls diese Werthe von 63 und 7 hat, bei 


gleichem Sinne der Bewegung, ist mit héchster Wahrscheinlichkeit mit der des Meteor- 
stromes fiir identisch zu halten, wenn nahe: 


© 
O 


gis - tgw (tgi immer positiv). 


== 7 i(a1), 


q 
sim 1/, {(a — 82) + (8 — ©)}? 


Beispiel. Der gut constatirte Sternschnuppenfall des 20. April hat nach Alexander 
Herschel seinen Divergenzpunkt in 281°6 der Linge und + 57°,0 der Breite. Man 
wiinscht zu wissen, ob derselbe auf die Bahn eines bekannten Kometen fiihrt. Es wird 
in diesem Falle: 


A === NOW BH? p = — 57° 0! ©) == BO r == 1,0054 
CO) ay WOO yf! o—w= 37° 8! Wi 18 39209) 
hiernach dann also: 
Oy ss BD 
133 °RD oe 
Direct. 


Sehen wir cin Kometenverzeichniss durch, so finden wir bei dem Kometen I. 1861 
berechnet: 


(OY = VEO Ay 
4 = 790 46’ 
Direct 


und da bei diesem Kometen: 


oreo: q asap 
in iy (t= BC RO ee 


————— 
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so ist die Wahrscheinlichkeit der Bezichung zwischen dem Sternschnuppenfall des 20. April 
und dem ersten Kometen von 1866-sehr gross !). 


Anderes Beispiel. Nach Heis tritt beinahe gleichzeitig mit dem bekannten 
Radiationspunkte der Leoniden unter anderen auch der folgende zu spielen an, dessen 


Lange zu 56° 2’ und dessen Breite zu + 24° 36’ nach Heis’scher Bestimmung sein wiirde. 
Fiihrt derselbe auf cine Kometenbahn? 


Wir haben, wenn wir den 12. November hier als Zeit des Maximums annehmen: 


Az 236° 2! B = — 24° 36’ @ = 230° 0! = 


== 03,9892 
or== 940 29! a po 26! $3 == 230° 0! == 2601 
also fiir diese Meteore: 
53 == 230° 0! 
1 == 26°51! 
Direct. 
Bei dem Kometen des Jahres 1695 ist, auf das Aequinoctium von 1860 reducirt: 
$3 == 218° 24! 
VS a ee EO 


Die Bewegung ist ebenfalls direct und: 


qg 
Pte yee a 0,8531. 

Die Elemente des Kometen 1695 sind nicht sehr sicher bekannt, lassen sich aber 
nicht mit denen des Meteorstromes in befriedigende Uebereinstimmung bringen, wie 
eine genauere Untersuchung zeigt. Von denen des Kometen I. 1866, welcher, wie wir 
wissen, dem Novemberstrom der Leoniden entspricht, unterscheiden sich die obigen 
Elemente des Novemberstromes aus dem Perseus ganz und gar dadurch, dass bei 
letzterem die Bewegung direct ist. 


1) Noch grésser, als nach Professor Dr. Galle’s Rechnung in Nr. 1635 der ,Astronom. Nach- 
richten“, wo fir die Meteore 7 = 89° gefunden wird. 


4 


Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 
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ANHANG. 


HULFS-TAFELN. 


Von den nachfolgenden iat U LES al AFELN sind nach erfolgter Ver- 


stindigung entnommen worden: 


Tafel I, IV, V, VI, VII, VII, X i 
aus ,Watson’s Theoretical Astronomy“ published by J. B. Lippincott : 
Company, Philadelphia u. London 1868. 
Tafel Ui, Ia,"t0L, Uta 
aus ,,Albrecht, Formeln und Hiilfstafeln fiir geographische Ortsbestim- 
mungen“. 2. Auflage. Leipzig 1879, W. Engelmann. 
Tafel XII, XIII 
aus ,Gauss, Theoria motus corporum coelestium in sectionibus conicis 
solem ambientium* Hamburg 1809, wieder abgedruckt u. herausgegeb. 
von EK. J. Schering. Gotha 1871, Friedr. Andr. Perthes. 
Tafel XIV, XV aus ,Oppolzer’s Lehrbuch zur Bahnbestimmung der Kometen 
und Planeten*. IL Bd. Leipzig, Verlag von W. Engelmann. 
Tafel XVII 
aus ,,Berliner Astronomisches Jahrbuch fiir 1858“. Berlin 1855, Ferd. 
Diimmler’s Verlagsbuchhandlung. 
Tafel XVII my 
aus ,Bremiker’s Logarithmisch-Trigonometrische Tafeln mit fiinf Decimal- 
stellen“. Berlin 1872, Weidmann’sche Buchhandlung. 


Tafel XIX ist aus der ersten Auflage tibernommen worden; Tafel IX, [Xa 
und XX wurde bereits fiir die zweite Auflage neu entworfen; Tafel XI und XVI 
wurde fiir die 3. Ausgabe neu entworfen. 

Zu Tafel: VI, VII, VII, 1X und [Xa, X, XI, XII und XIII, XIV und XY, XVI, 
XVII, XVIII, vergleiche man beziiglich Seite: 42, 43, 44, 52, 278, 281, 405, 453, 
471 und 473, 570, 737. Die vor der allgemeinen Constantentafel XX gegebene Tafel XIX 
der Gauss’schen Constanten fiir die nicht identischen Cometenbahnen gehért zu 
Seite 317. 
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Geocentrische Breite und Logarithmus des Erd-Radius. 


Argument y = Geographische Breite. 


Abplattung = 


1 


299.15 


ODI CP wero o 


0 
0 
0 
0 
0 
0. 
0 
0 
0 
0) 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
10 
20 
30 
40 
50 
0 
10 
20 
30 
40 
50 


0.00 
24.02 
48.02 
11.95 
35.80 
59.54 
23.02 
46.54 

9.76 
32.74 
55.47 
17.92 
40.06 

1.85 
23.28 
44.33 

4.95 
25.14 


44.86 

4.09 
22.80 
40.99 
58.61 
15.66 


32.10 
47.93 

al) 
17.65 
31.50 
44.66 


57.12 
59.12 
iinet 
3.07 
5.02 
6.94 


8.85 
10.73 
12.59 
14.44 
16.26 
18.06 


19.84 
21.60 
23.34 
25.05 
26.75 
28.43 


30.08 
Baiofal 
33.32 
34.91 
36.48 
38.03 


39.55 
41.06 
42.54 
44.00 
45.44 
46.86 


DOO DOOO MO OWAWWAA AOUUNp PWWWHH KHrFHOOO 


i=) 


10 48.25 
= 


0.000 C000 
9.999 9996 
9982 
9961 
9930 
9891 
9.999 9843 
9786 
9721 
9648 
9566 
9476 


9.999 9377 
9271 
91587 
9035 
8905 
8768 
8624 
8472 
8314 
8149 
1977 
7799 
7614 
1424 
1228 
1027 
6820 
6608 


6392 
6355 
6319 
6282 
6245 
6208 


6171 
6134 
6096 
6059 
6021 
5984 
5946 
5908 
5870 
5832 
5794 
5755 


5717 
5678 
5640 
5601 
5562 
$523 


5484 
5445 
5406 
5307 
5327 
5288 


9.999 5248 


9.999 5248 
5208 
5169 
5129 
5089 
5049 
5009 
4969 
4929 
4888 
4848 
4807 
4767 
47206 
4686 
4645 
4604 
4563 
4522 
4481 
4440 
4399 
4358 
4317 
4276 
4234 
4193 
4152 
4110 
4069 
4027 
3985 
3944 
3902 
3860 
3819 
3777 
3735 
3693 
3651 
3609 
3507 
3525 
3483 
3441 
3399 
3357 
3315 
3273 
3230 
3188 
3146 
3104 
3062 
3019 
2977 
2935 
2892 
2850 
2808 


2760 
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Tafel I. 
Geocentrische Breite und Logarithmus des Erd-Radius. 
Argument y = Geographische Breite. Abplattung = 


1 
299.15 


log @ Diff. 
(7 
11 30.65 9.999 2766 55 0 || 1o 49.74 9.999 0275 
10 50.65 a 2723 43 10 48.36 1.38 0235 40 
20 BOOS ae 2681 ae 20 46.97 1.39 0195 a0 
30 30.58 | 22> 2639 || a4 30 46.85 (ee OSS ue 
40 Bog1 Wee 2506 43 40 44.11 es 0116 39 
50 30.42 PCH 2554 De 50 42.05 oe 0076 % 
46 0 11 30.31 0.14 9.999. 2512 42 56 0 10 41.16 1.51 9.999 0037 
i SOUT eae 2470 | 4 10 39.65 132 | 9.998 9998. = 
30 | 282 | 229 2385 | 2 30 | 3658 | 15S oie 
40 20.61 Kee 2343 me 40 35.01 ae 9880 39 
50 29.38 G6 2300 42 50 33-41 LG 9841 a 
4? O || 11 29.12 ona 9.999 2258 42 57. 0 || 10 31.80- 1.64 9.998 9802 38 
2 | 2885 | 2 | aire | #2 | 30] Beso | 28] Oras | 
30 28.22 a 2132 4: 30 26.83 1.70 9686 a : 
40 27.87 es 2089 re 40 25.13 nt 0648 Br ‘ 
50 27.50 ae 2047 4 © 50 23.40 i: i 9610 : 9 ( 
48 ie ll ae 0.41 9.999 005 42 58 e 10 21.66 76 9.998 9571 38 . 
20 Pe, oe ae i: 20 sia ee Oe a 
30 25.78 1879 | 4 30 16.31 : 0457 3 
40 25.29 ee 1837 io 40 14.48 ae 9419 ze 
50 24.78 0.54 1795 42 50 12.63 1.86 9382 34 
49 0 | 11 24.24 oss || 9-999 1753 42 59 O || 10 10.77 1.89 9.998 9344 37 
a 23.69 0.58 1711 42 10 8.88 1.91 9307 38 
30 perio es 42 0 ne 1.93 ee 37 
40 21.87 | 2-03 1586 | 4 40 308. | ee 9195 | 37 . 
50 DN an 1544 SB 50 10 1.11 uo 9158 | 
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50 16.84 | G'g5 1294 2 65 0 8 50.21 15.81 8077 Re 
taal OY |b: tinh: akoxey) 0.83 9.999 1252 41 66 0 8 34.40 | 46 43 9.998 7884 is 
: 15-19 | 6.96 1211 41 : 8 17.97 17.08 7697 ioe 
D> 14.33 ; 1170 8 0.92 F 7517 
30 13.45 oe 1128 on 69 0 || 7 43.29 ai 1342 ee 
40 1255 ea, 1087 i 70 0 7 25.08 18.75 T1T4 lee 
50 11.62 ee 1046 Pf 1 =O 4 6.33 19.27 7013 154 
52) 0 I 11, 10.67 9.999 1005 (2 0 6 47.06 g || 9998 6859 | ' 
10 9.70 od 0963 ae 3 0 6 27.28 wall 6713 146 
20 8.71 bie 0922 a 7 0 || 6 7.03 Batis 6573 | 140 
30 7.69 ie 0881 oF 1 0 5 46.33 21.13 6441 ae, 
40 6.66 oe 0840 5 %6 0 5 25.20 ee 6317 : 
50 5.60 ae 0800 bi Re XO) 5 3.67 re 6201 ee 
Od OM a eeAesal 1.11 || 9:999 0759 41 78 0 441.77 | 59 94 9.998 6093 ie 
10 3.40 : 0718 rN) 4 19.53 ‘ 5993 
20 2.27 ae 0677 ye 80 0 | 3 56.96 ae 5001 
SO ieee steele ae 0637 - 81 0 3 34.10 23.12 5818 oe 
40 | 10 59.94 | 3" 0506 3 82 0 | 3 1098 | oo 5743 ee 
50 58.74 ae 0556 41 83 0 2 47.63 23.56 5676 57 
A 8] 10 5332 | aay | 99 GBS | wo | | 2 er | | 
20 55.02 me 0435 | 4° | 86 0] 1 36.44 ee 5530: |. 40 
30 BB75 [ln A 0395 Ws 87 0 | 1 12.43 ieee 5498 ae ; 
40 5242 co 0355 Hie 88 0 O 48.34 24.16 5476 Ae } 
: 50 51.09 | 755 0315 is 89 0 O 24.18 24.18 5463 5 
55 O || 10 40.74 9.999 0275 90 0 © 0.00 9.998 5458 
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Tafel II. 


Verwandlung der Mittleren Zeit in Sternzeit. 


om jm 2m gm 
os oh om os 6h 5m 158 12h 10m 298 j8h j5m 448 
1 Oy 6) 7S 6. 14520 LAO 34: is AY 21) 
z @ eh Ao) ty Bp 295) 12522; 40 S270 54: 
3 Oe 18, "16 6:23.30 1228745 LOmes oe sO 
4 Omeoay 21, 6°20; 330 12 34 50 TO mRAO mee 5 
5 Omn3Z0) 26 6 35 41 12) 40" 55 1a don 10) 
6 Ome gO, (3 6 41 46 qe ce ats) ee Gls 
ui Ome 42) Bu 65 47 51 IAL el fey=” 6) 18 58 20 
8 © 48 42 Gr isen 50 Te SO Ta TOMM As §20) 
9 Oo 54 47 Te © On. 2 aE LO LO PLO N31 
10 We Ote 52. it tO" 27 Thee alse eal 19) -16. 36 
ipl i er Sys) Gp ghee an, Aa ye 27 LO 22. ear 
12 Sainte al ae} eee 17 liga 2355 32 10) 28-47 
13 J, SAD ae5 te) 7 24 23 13. 29 \37 19 34 52 
14 Ay mas) 7 30 28 13. 35 «42 19. 40) 57 
15 3k yl ake) y Bo 8S ge 448 LOW MAS <2 
16 Sule ak 7 42 38 Waray. 53 LOM ES Sir a 
yl 1 43 29 i 48 44 TS eh ais} LOR SOS 13 
18 1 49 34 7 54 49 Iggio™ <3 208 5" 18 
19 ISS go 8 Os.54 ae One®) Zon EL | 23 
20 De ah ees 8 6 2590 Wee aI aha ZOOM 2S 
21 ain SO: Ba 35 Ss, Tel Alsi Bie) DOs 34 
22 DEIN 55 Se LON LO ay yA BE 20 29° 30 
23 2 VN, Tat Sh 25 1S: 14, 30 30 20 35 44 
24 226) 10 8-31 20 Ae OmeS 20 41 49 
25 DBO ill: 8 37° 26 14 42 140 BO). ay SS 
26 2 28°, 10 8 43° 31 14 48 45 201054) 10 
27 BAA 122 8 49, 36 4a hae bo PEO a5) 
28 CeeSOne 7, 3 5ap 15-0 56 Pa = Or alo) 
29 2 56 32 Omaeis, °4r DS. 7 1 Pe AGS 
30 Be BN Or YE Te T23° 6 OQ Mss By 
31 Be le) OMT Si US LOue te Py CER Z6) 
32 Bal 48 OO. 42 Gp ge ay) Zi Zo Sh! 
33 2a2O 53 Ge 267 8 WS By 24} Di BO) Si) 
34 3 26 58 Bie a6} 15 37 27 21 42 42 
35 8 35 3 OMsee LS Us 4} Be 21 48 47 
36 B39. 9 9 44 23 Is 49 (38 21 54 52 
37 on 45. 14 9 50 28 Sy SS e043 225701958 
38 305 LO Ov {yOr es Tey, alle yks} 29 wee S38, 
39 3 357 24 10-——-2.— 39 GTi SA: 223 50 
40 4. &8' -30 10 8 44 TOmel oa 5 22 1O) 18; 
41 AO 35 10 14 49 Gm 2Osm od BOOTED Say 1) 
42 Aes 40: 10 20 55 NOMR20;= 9 22) 21) 24) 
43 ° Acie 45, MO ap) IG ep al 2287 29 
44 4 eee LOS SS LOSS) 120 22 43 34 
45 S50 10 39 10 16 44 25 22 49 39 
46 4 40 1 10 45 16 16) 950)" 30 22 55 45 
47 4 46 6 LOPS) 21 TONS ONS 5 23 WS 
48 a HOw S75 26 al Pe al 22 ess, 
49 q@° 58 17 Nile 3) 237 i748) 46 Dalal (© 
50 eed 22 i £91.37 yp ial DRX EXO AS 
51 OS gy il aie wie 17 20 56 pews ior Shit 
52 5 16" 33 TD een tg} Na yh 22 as2rn 16 
53. Ree22, 38 Wie 2 7ne 5D Le On. CT YEE. Skey PAL 
54 5 e281 43 Ie 133) 58 Wi SO Le 23 4 27 
55 5 34 48 40s) 63 VE S45: Xi 23 50 32 
56 5 40 54 146. 8 Die Sua 23 23-50 e 3ii 
57 5 46 59 al Gye 1} yy Sap es 24 2 42 
58 Se $3". 4 TES S5 10. 13573533 24 8 48 
59 S59 9 12.4. 24 18 9 38 24 14). 53 
60 Oe 2h. 15 EDT ALO =D) US U5. 44 24°20 58 
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Verwandlung der Mittleren Zeit in Sternzeit. 
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Tafel Ila. 


=e 
= 


Oo mrwdAMN FWH-HO 


Mittlere Zeit 


-+-om 0000 

90.856 
19.713 
29.509 
39.420 
49.282 
59.139 

8.995 
18.852 
28.708 


38.505 
48.421 
58.278 

8.134 
17.991 


27.847 
37.704 
47.560 
57.417 

7.2773 
17.129 
26.986 
30.842 
40.699 
56.555 


(ome) 


WWWWW WNHDdHHKH HDHOKKPY KF HH OO OO 


Reduction 


Mittlere Zeit | \ Reduction 
om +L ofo00 
1 0.164. 
2 0.329 
3 0.493 
4 0.657 
5 0.821 
6 0.986 
7 1.150 
8 1.314 
9 1.478 

10 1.643 
Te 1.807 
12 1.071 
13 2.136 
14 2.300 
15 2.464 
16 2.628 
17 2.793 
18 2.957 
19 3.121 
20 3.285 
21 3.450 
22 3.614 
23 3-778 
24 3.943 
25 4.107 
26 4.271 
2 4.435 
28 4.600 
29 4.764 
30 4.928 
Sgjil §.093 
32 5.257 
33 5.421 
34 5.585 
35 5.750 
36 5.914 
37 6.078 
38 6.242 
39 6.407 
40 6.571 
41 6.735 
42 6.900 
43 7.004 
44 1.228 
45 7.392 
46 7.557 
47 7.721 
48 7.885 
49 8.049 
50 8.214 
51 8.378 
52 8.542 
53 8.707 
54 8.871 
55 9.035 
56 9.199 
57 9.364 
58 9.528 
59 9.692 

9.8506 


Mittlere Zeit 


Reduction 


os -+ of000 

1 0.003 

2 0.005 

3 0,008 

4 0.011 

5 0.014. 

6 0.016 

4l 0.019 

8 0,022 

9 0.025 
10 0.027 
ial 0.030 
12 0.033 
13 0.036 
14 0.038 
1S 0.041 
16 0.044. 
17 0.047 
18 0.049 
19 0.052 
20 0.055 
21 0.057 
22 0,060 
23 0.063 
24 0.066 
25 0.068 
26 0.071 
27 0,074. 
28 0.077 
29 0.079 
30 0.082 
31 0.085 
32 0.088 
33 0.090 
34 0.093 
35 0.096 
36 0.099 
“ahi | 0.101 
38 0.104. 
39 0.107 
40 0.110 
41 0.112 
42 0.115 
43 0.118 
44 0.120 
45 0.123 
46 0.126 
47 0.129 
48 0.131 
49 0.134 
50 0.137 
51 0.140 
52 0.14.2 
53 O145 
54 0.148 
55 O.151 
56 0.153 
57 0.156 
58 0.159 
59 0.162 


0.164 
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Tafel III. 


Verwandlung der Sternzeit in Mittlere Zeit. 


om jm 2m 3m 
os oh om os 6h 6m 15s 12h 12m 29s 18h 18m q4s 
1 On 'O1 16 Cr My ht 12) 18) 385 18 24 50 
Z Owe 126 yo ( alte) yl 125245542 18 230) ~56 
3 On 18) 19 O24 88 12. 30° 48 ls Bu 2 
4 OQ 24 25 6 30 40 eZ SO) 54 USS Zig 
5 Oy SO! VSI 6 36 46 12ES AS VO 1g) ZO) aly 
6 On SOn 337 CMe A2 52 LZ AO 7 sy ayy AL 
q O 42 44 6 48 58 Lass 13 OTe e277 
8 Oo 48 50 Ones 5, m4. 13, -l 19 LOS 7 34. 
9 On 545 56 Gf Abe anlpl Ue 25 19 13 40 
10 ede 22 7) a fam jek Slew 19 19 46 
ll eae 0 7% 13 23 13,19 38 19 25 52 
12 TN ee Buy TAO eg 229 ieee oe eA. 19 31 59 
13 ere O21 4, 25° 36 awe on) 250) LOrEss) | 5 
14 eee 27 it Bl 42 Lomo! 56 19 44 11 
15 ese oA! 37 48 i 44 3 TOMES On 17 
16 1 37: 40 As 54. 1 50.6 9 LON SON 23 
17 1 43 46 ip 50: 4 1 5On LS Foy \ ORS Be. 
18 lee 408) 52 aSOn 7 aL Al Oy 8s SO) 
19 tL 55 59 See 13 vale 8G ie} 2Ompl Ama 
20 oh Be ee (eH toy 16) 14. 14 34 20 20- 48 
21 Dee lh fa Tab fo) 14 20 40 2Onp20" 55 
Bo mtd 17, Si 2Or ee 14 26 46 20 33 1 
23 Oem ad. 3 26. 38 i482) 53 20). 39) “7 
24 220° 30 SP 325 44 14 38 59 20era se ES 
25 ange). 230 8 38 51 14 450 35 2ONeS1. 20 
26 Zago Ae 8. 440757 J4 51. 11 ZO ST. «26 
27 2 44 49 Shae Si 83 WS SY aks) Uo) | 32 
28 Zee Ome 55: Sh if Xe) LS) 3 24 Pile ys Bes 
29 Ze Si ~~ h OF 9g ue itis; O) S836) ZI LSS FA 5 
30 ey ene ama Oy 9) 22 Se BUS eiey OI eat ISI 
Au BO ae O15 28 Lie 21 43 1S Tesi 
32 3 25) 20: 9 21 34 15 27 49 2A 34) 5273 
33 Bi 21 26 QO 27. 41 eis yl Wor Ae) 
34 Ses Of 9 33 47 15.40 1 21 46 16 
35 3) patients) =9 39 53 LS AON 28 21 52 22 
36 2) so. 2G 9 45 59 U5, 52 7 14 Pi fe 2s 
37 Sh Zo sal OMS ZS 15 58 20 22 4 35 
38 ers Sey OP 58) 12 SUG) IX) 22a l1Oe Al 
39 Bose 3 Ov eg 8 16-16) 33 22 10) Az 
40 Aga 10 LOS Ome: 16a LO" 30 Dn De SS 
41 AmOs 16 10 16 30 16 22 45 DE Bs) 
42 i lOy 22 Os 229187, Key ey Ail DO BIS (6) 
43 Hae 28 TO} 28) 43 LO 340 S77 2 AGL Ne, 
He AN 4s) 2%) 10 34 49 Ome aera 22 47 18 
45 4 34 41 IO. 40’ 55 16 47 10 22 53 24 
46 AL toy 714) TOMA Tra 2 165.53) 16 22) S50 3m 
47 Ae-40) 153 105553) 48 16 59 22 23 BESO 
48 “53 0 10. 59 14 Vind) 229) 23 11 43 
49 JE ASO SK} iter 5. 20 Lie 35 23 17 49 
50 Ke ok - 12 BET RAO Bye Wiley. 43 Dey ES Ao) 
51 Sa, 18 iE ay) oak M23) 47 DE “Boy 
52 Bee i 25 TZ 5oo 17 29 «(54 23"230 3 
53 Se 23: 31 ll 29 45 Wis 30, xO 23 42 14 
54 3 20) By ll 35 52 17 42 «66 23 48 21 
55 S35 43 11 41 58 yp ahse ale they Tal ey) 
56 Sie ale 50 ual fekeys | Zh jie 540 19 24 O28 533 
57 5.47 56 11 54 10 18 © 25 24-6 39 
58 Be bd: 2 La Ol 17 Noe KOn 31 Oe AO 
59 OH. O. 8 125 6523 Te 12) 37 CAmee On 52 
60 On 562, 15 2.02" 20 18 18 44 24.24 58 


0°00 
0.01 
0.02 
0.03 
0.04. 


0.05 
0.06 
0.07 
0.08 
0.09 


0.10 
0.11 
0.12 
0.13 
0.14 


0.15 
0.16 
On; 
0.18 
0.19 
0.20 
0.21 
0.22 
0.23 
0.24 


0.25 
0.26 
0.27 
0.28 
0.2 


0.30 
0.31 
0.32 
0.33 
0.34 


0.35 
0.36 
0.37 
0.38 
0.39 
0.40 
0.41 
0.42 
0.43 
0.44 
0.45 
0.46 
0.47 
0.48 
0.49 
0.50 


OM KHHHHH HHNHHH HHNNHNDS HNDHNKKHKY PHP KP RHP HP eRe eB eY HP rH OO OOCOOO COOOCOO OOOO *|d 


0:50 
0.51 
0.52 
0.53 
0.54 
0.55 
0.56 
0.57 
0.58 
0.59 
0.60 
0.61 
0.62 
0.63 
0.64 


0.65 
0.66 
0.67 
0.68 
0.69 


0.10 
0.71 
0.72 
0.73 
0.74 


0.75 
0.76 
0.77 
0.78 
0.79 
0.80 
0.81 
0.82 
0.83 
0.84. 


0.85 
0.86 
0.87 
0.88 
0.89 


0.90 
0.91 
0.92 
0.93 
0.94 
0.95 
0.96 
0.97 
0.98 
0.99 
1.00 
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Ww 
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tafe leeks: 


Verwandlung der Sternzeit in Mittlere Zeit. 


Sternzeit Reduction Sternzeit Reduction Sternzeit Reduction 
om — 0000 os — 0000 
1 0.164 1 0-003 
2 0.328 2 0.005 
3 0.491 3 0.008 
4 0.655 4 0.011 
5 0.819 5 0.014 
6 0.983 6 0.016 
4 1.147 4 0.019 
8 eS 1 8 0.022 
9 1.474 9 0.025 
10 1.638 10 0.027 
ll 1.802 al 0.030 
12 1.966 12 0.033 
13 2.130 13 0.035 
14 2.294 14 0.038 
15 2.457 15 0.041 
16 2.621 16 0.044 
17 2.785 17 0.046 
oh —om 0000 18 2.949 18 0.049 
1 0 9.830 19 3.113 19 0.052 
2 O 19.659 20 8.277. 20 0.055 
3 O 29.489 oi 3.440 21 0.057 
4 O 39.318 22 3.604 22 0.060 
5 0 49.148 23 3.768 23 0.063 
6 oO 58.977 24 3.932 24 0.066 
4 1 58.8077 25 4.096 25 0.068 
8 1 18.636 26 4.259 26 0.071 
9 1 28.466 27 4.423 27 0.074. 
10 1 38.206 28 4.587 28 0.076 
ll 1 48.125 29 4.751 29 0.079 
12 1572055 30 4.915 30 0.082 
13 2 97-184. 31 5.079 31 0.085 
14 2 Nola: 32 5.242 32 0.087 
15 2 27.443 33 5.406 33 0.090 
16 2 37.273 34 5.570 34 0.093 
17 2 47.102 35 5.734 Gs) 0.096 
18 2 56.932 36 5.898 36 0.098 
19 3 6.762 37 6.062 37 0.101 
20 3. 16.591 38 6.225 38 0.104 

21 3 26.421 39 6.389 39 0.106 = 
22 3 36.250 40 6.553 40 0.109 
23 3 46.080 41 6.717 41 0.112 
24 3 55.909 42 6.881 42 0.115 
43 7.045 43 0.117 
44 7.208 44 0.120 
45 71.372 45 0.123 
46 7.536 46 0.126 
47 7.7700 47 0.128 
48 7.804 48 0.131 
49 8.027 49 0.134 
50 8.191 50 0.137 
51 8.355 By 0.139 
52 8.519 52 0.142 
53 8.083 53 0.145 
54 8.847 54 0.147 
55 9.010 55 0.150 
56 9.174 56 0.153 
57 9.338 57 0.156 
58 9.502 58 0.158 
59 9.666 59 0.161 
0.164 
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Tafel LY. 


Verwandlung von Stunden, Minuten und Secunden in Decimaltheile 
des Tages. 


Stund.|. Decimal. | Min Decimal. | Min.| Decimal. | Sec. | Decimal. | Sec. Decimal. 
1 0.0416 + 1 000694 31 021527 1 .0000116 31 .0003588 
2 .0833 2 001388 32 022222 2 0000231 32 .0003'704. 
3 1250 3 ,002083 -- 33 022916 3 .0000347 33 0003819 
4 1666 4 002777 ++ 34 023611 4 0000463 34 .0003935 
5 .2083 +- 5 003472 -+- 35 024305 5 0000579 35 0004051 
6 2500 -+ 6 .004166 ++ 36 .025000 +- 6 0000694 36 0004167 
uy 0.2916 7 004861 -+ ay 025694. a .0000810 37 ,0004282 
8 3333 8 005555 + | 38 | .026388 8 .0C00925 38 .0004398 
4] 3750 2 006250 ++ 39 | .027083 9 .0001042 39 .0004514 

10 4166 + 10 .006944-+ | 40 | .027777-+ 10 0001157 40 ,0004630 
41 4583 ii 007638 + 44 .028472 +- di 0001273 41 0004745 
12 5000 12 008333 + 42 029166 ++ 12 0001389 42 0004861 


13 0.5416 + 13. | .co9027-++ | 43 | .029861+ | 13 .0001505 43 .0004977 


14 5833 + 14 | ooo722+ | 44 | .o30555-+ | 14 ,0001620 44 ,0005093 
15 6250 + 15 010416 + 45 031250 + 15 .0001736 45 0005208 
16 6666 + 16 .O11111 46 031944 16 .0001852 46 0005324 
17 7083 + 17 011805 47 032638 + ity .0001968 47 0005440 
18 7500 +- 18 012500 48 033333 18 0002083 48 0005556 
19 0.7916 + 19 .013194 + 49 .034027 -- 19 0002199 49 0005671 
20 8333 + 26 013888 + 50 .034722 +- 20 0002315 50 0005787 
21 .8750 21 014583 + 51 035416 21 0002431 51 0005903 
22 9166 22 015277 + 52 036111 22 .0002546 52 ,0006019 
23 0.9583 + 23 | .015972 + | 53 | .036805 23 .0002662 53 ,0006134 
24 1.0000 -+ 24 | .016666-+ | 54 | .037500 24, .0002778 54. .0006250 

| 25 017361 + 55 .038194 25 .0002894 55 0006366 
26 018055 56 .038888 26 .0003009 56 0006481 

27 .018750 57 039583 27 0003125 57 .0006597 

28 | 019444 58 040277 28 0003241 58 0006713 

29 020138 59 040972 29 .0003356 59 .0006829 

| 30 .020833 ++ 60 041666 30 0003472 60 0006944. 


Das zur Abkiirzung gesetzte Zeichen + bedeutet, dass die folgenden Decimalen simmtlich gleich 
der letzten angegebenen sind. ‘ 


Tatel VY. 
Anzahl der seit Beginn des Jahres verflossenen Tage. 


Gemein- | Schalt- 


Datum Tei 


Januar 0.0 
Februar 0.0 
Marz 0.0 
April 0.0 
Mai 0.0 
Juni 0.0 


Juli-0.0 
August 0.0 
September 0.0 
Oktober 0.0 
November 0.0 
Dezember 0.0 


105* 
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Tafel VI. 
Die Barker’sche Tafel. 
()° 1° ya By 

M. Diff. 1/ M. Diff. 1”. M. Diff. 1”. M. . | Diff 1, 
0.000000 181.81 0.654532 181:83 1.309263 181.92 1.964393 182.05 
0.010908 181.81 0.665442 181.83 1.320178 181.92 1.975316 182.06 
0.021817 181.81 0.676352 181.83 1.331093 181.92 1.986240 182.06 
0.032725 181.81 0.687262 181.84 1.342008 181.92 1.997164. 182.06 
0.043633 181.81 0.698172 181.84 1.352923 181.92 2.008087 182.07 
0.054542 181.81 0.709082 181.84 1.363839 181.93 2.019011 182.07 
0.065450 181.81 0.719993 181.84 1.374755 181.93 2.029936 182.07 
0.076358 181.81 0.730903 181.84 1.385670 181.93 2.040860 182.07 
0.087267 181.81 0.741813 181.84 1.396586 181.93 2.051785 182.08 
0.098175 181.81 0.752724 181.84 1.407502 181.93 2.062709 182.08 
0.109083 181.81 0.763634 181.84 1.418418 181.94 2.073634. 182.08 
0.119992 181.81 0.774545 181.84. 1.429334 181.94 2.084559 182.08 
0.130900 181.81 0.785456 181.84 1.440251 181.94 2.095485 182.09 
0.141808 181.81 0.796366 181.85 1.451167 181.94 2.106410 182.09 
0.152717 181.81 0.807277 181.85 1.462083 181.94 2.117335 182.09 
0.163625 181.81 0.818188 181.85 1.473000 181.95 2.128261 182.10 
0.174534 181.81 0.829099 181.85 1.483917 181.95 2.139187 182.10 
0.185442 181.81 0.840010 181.85 1.494834 181.95 2.150114 182.10 
0.196350 181.81 0.850921 181.85 1.505751 181.95 2.161040 182.11 
0.207259 181.81 0.861832 181.85 1.516668 181.95 2.171966 182.11 
0.218167 181.81 0.872743 181.85 1.527585 181.96 2.182894. 182.11 
0.229076 181.81 0.883654. 181.86 1.538503 181.96 2.193820 182.12 
0.239984 181.81 0.894566 181.86 1.549420 181.96 2.204747 182.12 
0.250893 181.81 0.905478 181.86 1.560338 181.96 2.215674. 182.12 
0.261801 181.81 0.916389 181.86 1.571256 181.96 2.226602 182.13 
0.272710 181.81 0.927301 181.86 1.582174 181.97 2.237529 182.13 
0.283619 181.81 0.938212 181.86 1.593092 181.97 2.248457 182.13 
0.294527 181.81 0.949124 181.86 1.604010 181.97 2.259385 -|° 182.14 
0.305436 181.81 0.960036 181.86 1.614928 181.97 2.270313 182.14 
0.316345 181.81 0.970948 181.87 1.625847 181.97 2.281242 182.14 
0.327253 181.81 0.981860 181.87 1.636766 181.98 2.292170 182.14 
0.338162 181.81 0.992772 181.87 1.647684. 181.98 2.303099 |'' 182.15 
0.349071 181.81 1.003684. 181.87 1.658603 181.98 2.314028 182.15 
0.359980 181.81 1.014596 181.87 1.669522 181.98 2.324957 182.15 
0.370888 181.81 1.025509 181.87 1.680441 181.99 2.335887 182.16 
0.381797 181.81 1.036421 181.87 1.691361 181.99 2.346816 182.16 
0.392706 181.81 1.047334 181.87 1.702280 181.99 2.357746 182.16 
0.403615 181.81 1.058246 181.88 1.713200 181.99 2.368676 182.17 
0.414524. 181.82 1.069159 181.88 1.724120 182.00 2.379606 182.17 
0.425433 181.82 1.080072 181.88 1.735039 182.00 2.390536 182.17 
0.436342 181.82 1.090985 181.88 1.745960 182.00 2.401467 182.18 
0.447251 181.82 1.101898 181.88 1.756880 182.00 2.412398 182.18 
0.458160 181.82 1.112811 181.89 1.767800 182.01 2.423329 182.18 
0.469069 181.82 1.123724 181.89 1.778721 182.01 2.434260 182.19 
0.479979 181.82 1.134637 181.89 1.789641 182.01 2.445191 182.19 
0.490888 181.82 1.145550 181.89 1.800562 182.01 2.456123 182.19 
0.501797 181.82 1.156464. 181.89 1.811483 182.02 2.467055 182.20 
0.512706 181.82 1.167377 181.89 1.822404. 182.02 2.477987 182.20 
0.523616 181.82 1.178291 181.89 1.833325 182.02 2.488919 182.20 
0.534525 181.82 1.189205 181.90 1.844247 182.02 2.499851 182.21 
0.545435 181.82 1.200119 181.90 1.855168 182.03 2.510784 182.21 
0.556344. 181.82 1.211033 181.90 1.866090 182.03 2.521717 182.22 
0.567254 181.82 1.221947 181.90 1.877012 182.04. 2.532050 182.22 
0.578163 181.83 1.232861 181.90 1.887934 182.04 2.543583 182.22 
0.589073 181.83 1.243775 181.91 1.898856 182.04 2.554517 182.23 
0.599983 181.83 1.254689 181.91 1.909779 182.04 2.565450 182.23 
0.610892 181.83 1.265604. 181.91 1.920701 182.04. - 2.576384. 182.23 
0.621802 181.83 1.276518 181.91 1.931624 182.05 2.587319 182.24. 
0.632712 181.83 1.287433 181.91 1.942547 182.05 2.598253 182.24. 
0.643622 181.83 1.298348 181.91 1.953470 182.05 2.609187 ‘|2ulsews 
0.654532 181.83 1.309263 181.92 1.964393 182.05 2.620122 182.25 


=. 387 9 = 
Tafel VI. 
Die Barker’sche Tafel. 


4° 5° 6° 


7 


Uv {| : 

M. Mitre, M. Diff. 1", M. y Dit. M. itis 1% 
0’ 2.620122 182.25 3.276651 182.50 3.934182 182.80 4.592917 183.17 
1 2.631057 182.25 3.287602 182.50 3.945151 182.81 4.603907 183.18 
2 2.641993 182.26 3.298552 182.51 3.956119 182.82 4.614898 183.18 
3 2.652928 182.26 3.309503 182.51 3.967088 182.82 4.625889 183.19 
4 2.663864 182.26 3.320454 182.52 3.978058 182.83 4.636880 183.19 
5 2.674800 182.27 3.331405 182.52 3.989028 182.83 4.647872 183.20 
6 2.685736 182.27 3.342356 182.53 3.999998 182.84 4.658864 183.21 
7 2.696672 182.27 3.353308 182.53 4.010968 182.84 4.669857 183.21 
8 2.707609 182.28 3.364260 182.54 4.021939 182.85 4.680850 183.22 
9 2.718546 182.28 3.375212 182.54 4.032911 182.86 4.691843 183.23 


10 2.729483 182.29 3.386165 182.55 4.043882 182.86 4.702837 183.24 
11 2.740420 182.29 3.397118 182.55 4.054854. 182.87 4.713831 183.24 
12 2.751358 182.29 3.408071 182.56 4.065826 182.87 4.724826 183.25 
13 2.762295 182.30 3.419024. 182.56 4.076799 182.88 4.735821 183.25 
14 2.773233 182.30 3.429978 182.57 4.087772 182.88 4.746816 183.26 


15 2.784172 182.31 3.440932 182.57 4.098745 182.89 4.757812 183.27 
16 2.795110 182.31 3.451887 182.58 4.109718 182.90 4.768809 183.27 
17 2.806049 182.31 3.462841 182.58 4.120692 182.90 4.779805 183.28 
18 2.816988 182.32 3.473796 182.59 4.131667 182.91 4.790802 183.28 
19 2.827927 182.32 3.484752 182.59 4.142641 182.91 4.801800 183.29 


20 2.838867 182.33 3.495707 182.60 4.153616 182.92 4.812797 183.30 
21 2.849806 182.33 3.506663 182.60 4.164592 182.93 4.823796 183.31 
22 2.860746 182.33 3.517619 182.61 4.175568 182.93 4.834795 183.32 
23 2.871686 182.34 3.528575 182.61 4.186544 182.94 4.845794 183.32 
24 2.882627 182.34 3.539532 182.61 4.197520 182.94 4.856793 183.33 


25 2.893507 182.35 3.550489 182.62 4.208497 182.95 4.867793 183.34 
26 2.904508 182.35 3.501447 182.62 4.219474 182.95 4.878793 183.34 
27 2.915449 182.36 3.572404 182.63 4.230451 182.906 4.889794 183.35 
28 2.920391 182.36 3.583362 182.63 4.241429 182.97 4.900795 183.36 
29 2.937332 182.36 3.594320 182.64 4.252408 182.97 4.911797 183.36 


30 2.948274 182.37 3.005279 182.64 4.263386 182.98 4.922799 183.37 
31 2.959217 182.37 3.616238 182.65 4.274305 182.99 4.933801 183.38 
32 2.970159 182.37 3.627197 182.65 4.285344 182.99 4.944804 183.38 
33 2.981102 182.38 3.038156 182.66 4.296324 183.00 4.955807 183.39 
34 2.992045 182.38 3.649116 182.66 4.307304. 183.00 4.966811 183.40 


3d 3.002988 182.39 3.660076 182.67 4.318284 183.01 4.977815 183.41 
36 3.013931 182.39 3.671037 182.68 4.329265 183.01 4.988820 183.41 
37 3.024875 182.39 3.681997 182.68 4.340246 183.02 4.999825 183.42 
38 3.035819 182.40 3.692958 182.69 4.351228 183.03 5.010830 183.43 
39 3.046763 182.40 3.703920 182.69 4.362210 183.03 5.021836 183.43 


40 3.057707 182,41 3.714881 182.70 4.373192 183.04 5.032842 183.44 
41 3.068652 182.41 3.725843 182.70 4.384175 183.05 5.043849 183.45 
42 3.079597 182.42 3.736806 182.71 4.395158 183.05 5.054856 183.46 
43 3.090542 182.42 | 3.747768 182.71 4.406141 183.06 5.005864 183.46 
44 3.101488 182.43 3.758731 182.72 4.417125 183.06 5.076872 183.47 


45 3.112433 182.43 3.769694 182.72 4.428109 183.07 5.087880 183.48 
46 3.123379 182.44 3.780658 182.72 4.439093 183.08 5.098889 183.48 
47 3.134325 182.44 3791022 9 | 18273 4.450078 183.08 5.109898 183.49 
48 3.145272 182.44 3.802586 182.74 4.461064 183.09 5.120908 183.50 
49 3.156219 182.45 3.813551 182.74 4.472049 183.10 5.131918 183.51 


50 3.167166 182.45 3.824515 182.75 4.483035 183.10 5.142929 183.51 


51 3.178113 182.46 3.835481 182.76 4.494022 183-11 5.153940 183.52 
52 3.189061 182.46 3.846446 182.76 4.505008 183.12 5.164951 183.53 
53 3.200009 182.47 3.857412 182.77 4.515995 183.12 5.175963 183.54 
54 3.210957 182.47 3.868378 182.77 4.526983 183.13 5.186975 183.54 
5b 3.221905 182.48 3.879345 182.78 4.537971 183.14 5.197988 183.55 
56 3.232854. 182.48 3.890312 182.78 4.548959 183.14 5.209002 183.56 
57 3.243803 182.49 3.901279 182.79 4.559948 183.15 5.220015 183.57 
58 3.254752 182.49 3.912246 182.79 4.570937 183.15 5.231029 183.57 


59 3.265702 182.49 3.923214 182.80 4.581927 183.16 5.242044 183.58 
3.270051 3.934182 182.80 4.592917 183.17 5.253059 183.59 
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Tafel VI. 
Die Barker’sche Tafel. 


10° 1 


M. Diff. 1”. M. | Diff. 1”. 


§.253059 5.914815 } 6.578391 184.60 7.243997 185.19 
5.204075 5.925859 6.589467 184.61 7.255109 185.20 . 
5.936904 6.600544 184.62 7.260222 185.21 | 
5.947949 6.611622 184.63 1:27 13835 185.22 . 
5.958995 6.622700 184.64 7.288449 185.23 


5.970041 6.633778 184.65 7.299563 185.25 
5.981087 6.644857 184.66 7.310678 185.26 
5.992134 6.655937 184.67 7.321793 185.27 
6.003182 6.667017 184.67 7.332909 185.28 
6.014230 6.678098 184.68 7.344026 185.29 


6.025279 6.689179 184.69 7.355144 185.30 
6.036328 6.700261 184.70 1.306202 185.31 
6.047378 6.711343 184.71 7.377381 185.32 
5 6.058428 6.722426 184.72 7.388500 185.33 
5.407317 6.069479 6.733510 184.73 7.399620 185.34 


5.418339 6.080530 6.744594 184.74 7.410741 185.35 | 
5.420361 6.091582 6.755679 184.75 1.421862 185.36 
5.440384. 6.102634. 6.766764 184.76 4.432983 185.37 
5.451407 6.113687 6.777850 184.77 7.444106 185.38 
5.462431 6.124740 6.788937 184.78 1.455230 185.39 


5.473455 6.135794 6.800024. 184.79 7.466354 185.40 
5.484480 6.146849 6.811112 184.80 1.477478 185.41 
5.495505 6.157904 6.822200 184.81 7.488603 185.42 
5.500530 6.168959 6.833289 184.82 7.499729 185.43 
5.517556 6.180015 6.844378 184.83 9.510855 185.44 


5.528583 6.191072 6.855468 184.84 7.521982 183.46 
5.539610 6.202129 6.866559 184.85 7.533110 185.47 
5.550637 6.213187 6.877650 184.86 7.544239 185.48 
5.561665 6.224245 6.888742 184.87 7.555368 185.49 
5.572693 6.235304 6.899834 184.88 7.560497 185.50 


5.583722 6.246363 6.910927 184.89 7.577628 185.51 
5.504752 6.257422 6.922021 184.90 7.588759 185.52 
5.605782 6.268482 6.933115 184.91 7.599890 185.53 
5.616812 6.279543 6.944210 184.92 7.611022 185.54 
5.627843 6.290605 6.955305 184.93 7.622155 185.55 


5.638874. 6.301667 6.966401 184.94 7.633289 185.57 
5.649906 6.312729 6.977498 184.95 7.044423 185.58 
5.660938 6.323792 6.988595 184.96 7.055558 185.59 
5.671971 6.334855 6.999693 184.97 7.606094 185.60 
5.683004. 6.345919 4.010791 184.98 7.677830 185.61 


5.694038 6.356984 1.021890 184.99 7.688967 185.62 
5.705072 6.368049 1.032990 185.00 1.700104. 185.63 
5.716106 6.379115 1.044090 185.01 7.711242 185.64 
5.727141 6.390181 7.055191 185.02 7.722381 185.65 
5.738177 6.401248 7.066292 185.03 4.933521 185.66 


5.749213 6.412315 4.077394 185.04 7.744061 185.68 
5.760250 6.423383 7.088497 185.05 7.755802 185.69 
5.771287 6.434451 7.099600 185.06 7.160943 185.70 
5.782325 6.445520 1.110704 185.07 7.778085 185.71 
5.793363 6.456590 7.121808 185.08 1.789228 185.72 


5.804401 6.467660 7.132913 185.09 1.800372 185.73 
5.815440 6.478731 7.144019 185.10 7.811516 185.74 
5.826480 6.489802 7.155125 185.11 7.822661 185.75 
5.837520 6.500874 7.166232 185.12 7.833807 185.76 
5.848561 6.511946 7.177340 185.13 7.844953 185.78 
5.859602 6.523019 7.188448 185.14 7.856100 185.79 
5.870644. 6.534092 7.199557 185.15 7.867247 185.80 
5.881686 6.545166 1.210666 185.16 4.878396 185.81 
5.892728 6.556241 1.221776 185.17 7.889545 185.82 j 
5.903771 6.567316 1.232886 185.18 7.900694. 185.83 


5.914815 6.578391 1.243997 185.19 7.911845 185.84 


Wee © 


ele FN corde)! 
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Tafel VI. 
Die Barker’sche Tafel. 


0 0 
[ 13 1 | SS: 
M. Dift 1" M. Diff. 1/’. M. Diff: 1/. M. IO sia a2, 
0’ 7.911845 185.84 8.582146 186.56 9.255120 187.33 9.930984. 188.16 
1 7.922995 185.86 8.593340 186.57 9.266360 187.34 9.942274 188.18 
2 4.934147 185.87 8.604535 186.58 9.277601 187.35 9.953565 188.19 
3 7.945300 185.88 8.615730 186.59 9.288842 187.37 9.964857 188.21 
4 7.950453 185.89 8.626926 186.61 9.300085 187.38 9.976149 188.22 
5 1.967606 185.90 8.638123 186.62 9.311328 187.40 9.987443 188.23 
6 7.978761 185.91 8.649320 186.63 9.322572 187.41 9.998738 188.25 
ca 7.989916 185.92 8.660518 186.64 9.333817 187.42 10.010033 188.26 
8 8.001072 185.93 8.671717 186.66 9.345063 187.44 10.021329 188.28 
9 8.012228 185.95 8.682917 186.67 9.356310 187.45 10.032626 188.29 


10 8.023385 185.96 8.694117 186.68 9.367557 187.46 10.043924 188.31 
il 8.034543 185.97 8.705318 186.69 9.378805 187.48 10.055223 188.32 
12 8.045702 185.98 8.716520 186.71 9.390054. 187.49 10.0665 23 188.34 
13 8.056861 185.99 8.727723 186.72 9.401304 187.50 10.077823 188.35 
14 8.068021 186.00 8.738927 186.73 9.412555 187.52 10.089125 188.37 


15 8.079181 186.02 8.750131 186.74 9.423806 187.53 10.100427 188.38 
16 8.090343 186.03 8.761336 186.76 9.435058 187.54 10.111730 188.39 
17 8.101505 186.04. 8.772542 186.77 9.446311 187.56 10.123035 188.41 
18 8.112668 186.05 8.783748 186.78 0.457565 187.57 10.134340 188.42 
19 8.123831 186.06 8.794955 186.79 9.468820 187.59 10.145646 188.44 


20 8.134995 186.07 8.806163 186.81 9.480076 187.60 | 10.156952 | 188.45 
21 8.146160 186.09 8.817372 186.82 9.491332 187.61 10.168260 188.47 
22 8.157326 186.10 8.828582 186.83 9.502589 187.63 10.179568 188.48 
23 8.168492 186.11 8.839792 186.84 9.513847 187.64 10.190878 188.50 
24 8.179659 186.12 8.851003 186.86 9.525106 187.65 10.202188 188.51 


25 8.190826 186.13 8.862215 186.87 9.536366 187.67 10.213499 188.53 
26 8.201995 186.15 8.873427 186.88 9.547626 187.68 10.224812 188.54. 
27 8.213164 186.16 8.884641 186.90 9.558888 187.70 10.236125 188.56 
28 8.224.334 186.17 8.895855 186.91 9.570150 187.71 10.247439 188.57 
29 8.235504 186.18 8.907070 186.92 9.581413 187.72 10.258753 188.59 


~ 30 8.246675 186.19 8.918286 186.93 9.592676 OTT 10.270069 188.60 
31 8.257847 186.20 8.929502 186.95 9.603941 187.75 10.281386 188.62 
32 8.269020 186.22 8.940719 186.96 9.615207 187.77 10.292703 188.63 
33 8.280193 186.23 8.951937 186.97 9.626473 187.78 10.304021 188.65 
34. 8.291367 186.24 8.963156 186.99 9.637740 187.79 10.315341 188.66 


35 8.302542 186.25 8.974376 187.00 9.649008 187.81 10.326661 188.68 
36 8.313717 186.26 8.985596 187.01 9.660277 187.82 10.337982 188.69 
37 8.324893 186.28 8.996817 187.02 9.071547 187.84 10.349304 188.71 
38 8.336070 186.29 9.008039 187.04 9.682817 187.85 10.360627 188.72 
39 8.347248 186.30 9.019262 187.05 9.694088 187.86 10.371951 188.74 


40 8.358426 186.31 9.030485 187.06 9.705361 187.88 10.383275 188.75 
41 8.369605 186.32 9.041709 187.08 9.716634 187.89 10.394601 188.77 
42 8.380785 186.34 9.052934 187.09 9.727908 187.91 10.405927 188.78 
43 8.391966 186.35 9.064160 187.10 9.739182 187.92 10.417255 188.80 
44, 8.403147 186.36 9.075387 187.12 9.750458 187.93 10.428583 188.81 


45 8.414329 186.37 9.086614 187.13 9.761734 187.95 10.439912 188.83 
46 8.425512 186.38 9.097842 187.14 9.773012 187.96 10.451242 188.84 
4G 8.436695 186.40 9.109071 187.16 9.784290 187.98 10.462573 188.86 
48 8.447879 186.41 9.120301 187.17 9.795569 187.99 10.473905 188.87 
49 8.459064 186.42 9.131531 187.18 9.806849 188.00 10.485238 188.89 


50 8.470250 186.43 9.142763 187.20 9.818129 188.02 10.496572 188.90 
Bi 8.481436 186.45 9.153995 187.21 9.829410 188.03 10.507907 188.92 
52 8.492623 186.46 9.165228 187.22 9.840693 188.05 10.519242 188.93 
53 8.503811 186.47 9.176462 187.23 9.851977 188.06 10.530579 | 188.95 
54 8.515000 186.48 9.187696 187.25 9.863261 188.08 10.541916 188.97 


55 8.526189 186.49 9.198931 187.26 9.874546 188.09 10.553255 188.98 
56 8.537379 186.51 9.210167 187.27 9.885832 188.10 10.564594 189.00 
57 8.548569 186.52 | 9.221404 187.29 9.897118 188.12 10.575934 189.01 
58 8.559761 186.53 9.232042 187.30 9.908406 188.13 10.587276 189.03 
59 8.570953 186.54 9.243880 187.31 9.919694. 188.15 10.598618 189.04 


60 8.582146 186.56 9.255120 187.33 9.930984 188.16 10.609961 189.06 


— 840 — 
AMETrael WAL 
Die Barker’sche Tafel. 
17° 18° 


M. Dit ay M. Diff. 1", M. Diff, 1!’ 


¢ 


10.609961 189.06 11.292277 190.02 11.978162 191.04 12.667850 
10.621305 189.07 11.303679 190.03 11.989625 191.06 12.679379 
10.632649 189.09 11.315082 190.05 12.001089 191.08 12.690908 
10.643995 189.10 11.326485 190.07 12.012554 191.09 12.702439 
10.655342 189.12 11.337889 190.08 12.024021 191.11 12.713970 


10.666690 189.14 11.349295 190.10 12.035488 191.13 12.725503 
10.678038 189.15 11.360701 190.12 12.046956 191.15 12.737037 
10.689388 189.17 11.372109 190.13 12.058425 191.16 12.748573 
10.700738 189.18 11.383517 190.15 12.069896 191.18 12.760109 
10.712090 189.20 11.394927 190.17 12.081367 191.20 12.771646 


10.723442 189.21 11.406337 190.18 12.092840 191.22 12.783185 
10.734795 189.23 11.417749 190.20 12.104313 191-24. 12.794.724 
10.746149 189.24. 11.429161 190.22 12.115788 191.25 12.806265 
10.757505 189.26 11.440575 190.23 12.127264 191.27 12.817807 
10.768861 189.28 11.451989 190.25 12.138741 191.29 12.829350 


10.780218 189.29 11.463405 190.27 12.150219 191.31 12.840894. 
10.791576 189.31 11.474821 190.28 12.161698 191.32 12.852440 
10.802935 189.32 11.486239 190.30 12.173178 191.34 12.863986 
10.814295 189.34 11.497657 190.32 12.184659 191.36 12.875534 
10.825655 189.35 11.509077 190.33 12.196141 191.38 12.887082 


10.837017 189.37 11.520497 190.35 12.207624. 191.40 12.898632 
10.848380 189.39 11.531919 190.37 12.219108 191.41 12.910183 
10.859744 189.40 11.543342 190.39 12.230594. 191.43 12,921736 
10.871108 189.42 11.554765 190.40 12.242080 191.45 12.933289 
10.882474 189.43 11.566190 190.42 12.253508 191.47 12.944843 


10.893840 189.45 11.577616 190.44 12.265057 191.49 12.956399 
10.905208 189.47 11.589042 190.45 12.270546 191.50 12.967956 
10.916576 189.48 11.6004.70 190.47 12.288037 191.52 12.979514 
10.927946 189.50 11.611899 190.49 12.299529 191.54 12.991073 | 
10.939316 189.51 11.623328 190.50 12.311022 191.56 13.002633 


10.950687 189.53 11.634759 190.52 12.322516 191.58 13.014195 
10.962059 189.55 11.646191 190.54 12.334011 191.60 13.025757 
10.973433 189.56 11.657624 190.56 12.345508 191.61 13.037321 
10.984807 189.58 11.669057 190.57 12.357005 191.63 13.048886 
10.996182 189.59 11.680492 190.59 12.368503 191.65 13.060452 


11.007558 189.61 11.691928 190.61 12.380003 191.67 13.072019 . 
11.018935 189.63 11.703365 190.62 12.391504 191.69 13.083587 
11.030313 189.64 11.714803 190.64 12.403006 191.70 13.095157 |. | 
11.041692 189.66 11.726242 190.66 12.414509 191.72 13.106727 
11.053072 189.67 11.737682 190.68 12.426013 191.74 13.118299 


11.064453 189.69 11.749123 190.69 12.437517 191.76 13.129872 
11.075835 189.71 11.760565 190.71 12.449023 191.78 13.141446 
11.087218 189.72 11.772008 190.73 12.460531 191.80 13.153022 ] 
11.098602 189.74 11.783452 190.74. 12.472039 191.81 13.164598 
11.109987 189.76 11.794897 190.76 12.483548 | 191.83 13-176176 


11.121372 189.77 11.806344 190.78 12.495059 191.85 13.187755 { 

11.132759 | 189.79 11.817791 | 190.80 12.506571 | 191.87 13-199335 7 
11.144147 189.80 11.829239 190.81 12.518083 191.89 13.210916 i 
11155530 189.82 11.840689 190.83 12.529597 191.91 13.222498 . 
11.166925 | 189.84 11.852139 | 190.85 12.541112 |: 191.93 13.234082 


11.178316 189.85 11.863590 190.87 12.552628 191.94. 13.245667 
11.189708 189.87 11.875043 190.88 12.564145 191.96 13.257253 
11.201100 189.89 11.886496 190.90 12.575064 191.98 13.208840 
11.212494 189.90 11.897951 190.92 12.587183 192.00 13.280428 
11.223889 189.92 11.909407 190.94 12.598704 192.02 13.292017 
11.235284 189.93 11.920863 190.95 12.610225 192.04 13.303608 
11.246681 189.95 11.932321 190.97 12.621748 192.06 13.315200 
11.258078 | 189.97 11.943780 | 190.99 12.633272 | 192.07 13.326793 | 

} 


POW SC 


OMI 


: 
5 
; 


11.269477 189.98 11.955239 191.01 12.644797 192.09 13.338387 ) 
11.280876 | 190.00 11.966700 | 191.02 12.656323 192.11 13.349982 


11.292277 190.02 11.978162 191.04 12.667850 192.13 13.361579 


— 841 — 
Tafel VL 
Die Barker’sche Tafel. 
21° p25 


M. Diff. 1/’. M. Diff. 1’. M. Dit". M. Diese 


13.361579 193.29 14.059591 194.51 14.762133 195.80 15.469459 197.17 
13.373177 193.31 14.071262 194.53 14.773882 195.83 15.481290 197.19 
13.384776 193.33 14.082935 194.55 14.785632 195.85 15.493122 197.21 
13-396376 193-35 14.094608 194.57 14.797384 195.87 15.504956 197.24 
13.407977 193-37 14.106283 194.59 14.809137 195.89 15.516791 197.26 


13.419580 193.39 14.117960 194.61 14.820891 195.91 15.528627 197.28 
13-431183 193.41 14.129637 194.64 14.832647 195.94 15.540465 197.31 
13.442788 193-43 14.141316 194.66 14.844403 195.96 15.552304 197.33 
13.454394 | 193.45 14.152996 | 194.68 14.856101 | 195.98 15.564144 | 197.35 
13.466002 193.47 14.164677 194.70 14.867921 196.00 15.575986 197.38 


13.477010 193.49 14.176360 194.72 14.879682 196.03 15.587830 197.40 
13.489220 193.51 14.188044 194.74 14.891444 196.05 15.599675 197.43 
13.500831 193.53 14.199729 194.76 14.903208 196.07 15.611521 197.45 
13,512443 193.55 14.211415 194.78 14.914973 196.09 15.623369 197.47 
13.524056 | 193.57 14.223103 | 194.81 14.920739 | 196.12 15.635218 | 197.50 


13-535671 | 193.59 14.234792 | 194.83 14.938506 | 196.14 15.647068- | 197.52 
13.547287 193.61 14.246482 194.85 14.950275 196.16 15.658920 197.54 
13.558904 | 193.63 14.258174 | 194.87 14.962045 | 196.18 15.670773 | 197.57 
13.570522 | 193.65 14.269867 | 194.89 14.973817 | 196.20 15.682628 | 197.59 
13.582141 | 193.67 14.281561 | 194.91 14.985590 | 196.23 15.694484 | 197.61 


13.593762 193.69 14.293256 194.93 14.997305 196.25 15.706342 197.64 
13.605383 193.71 14.304953 194.95 15.009140 196.27 15.718201 197.66 
13-617006 193.73 14.316651 194.98 15.020917 196.30 15.730061 197.69 
13.628631 | 193.75 14.328350 | 195.00 15.032696 | 196.32 15.741923 | 197.71 
13.640256 193.77 14.340050 195.02 15.044475 196.34 15.753786 197.73 


13.651883 | 193.79 14.351752 | 195.04 15.056256 | 196.36 15.765651 | 197.76 
13-663511 | 193.81 14.363455 | 195.06 15.068039 | 196.39 15.777517 | 197.78 
13.675140 193.83 14.375159 195.08 15.079823 196.41 15.789385 197.80 
13.686770 193.85 14.386865 195.10 15.091608 196.43 15.801254 197.83 
13-698401 | 193.87 14.398572 | 195.13 15-103394 | 196.45 15.813124..| 197.85 


13.710034 193.89 14.410280 195.15 15.115182 196.48 15.824996 197.88 
13.721668 | 193.91 14.421990 | 195.17 15.126971 196.50 15.836870 | 197.90 
13.733303 | 193.93° | 14.433700 | 195.19 15.138762 | 196.52 15.848744 | 197.92 
13.744940 | 193.95 14.445412 195.21 15.150554 | 196.54 15.860620 197.95 
13.756577 193-97 14.457126 195.23 15162348 196.57 15.872498 197.97 


13.768216 193.99 14.468841 195.26 15.174142 196.59 15.884377 198.00 
13-779856 194.01 14.480557 195.28 15.185938 196.61 15.896258 198.02 
13-791498 | 194.03 14.492274 | 195.30 15.197736 | 196.64 15.908140 | 198.04 
13.803140 194.05 14.503992 195.32 15.209535 196.66 15.920023 198.07 
13.814784 194.07 14.515712 195.34 15.221335 196.68 15.931908 198.09 


13-826429 194.09 14.527434 195.36 15.233137 196.70 15.943794 198.12 
13.838075 | 194.11 14.539156 | 195.39 15.244940 | 196.73 15.955682 | 198.14 
13-849723 | 194.14 14.550880 | 195.41 15.256744 | 196.75 15.967571 | 198.17 
13-861372 194.16 14.562605 195.43 15.268550 196.77 15.979462 198.19 
13.873022 | 194.18 14.574331 | 195.45 15.280357 | 196.80 15.991354. | 198.21 


13.884673 194.20 14.586059 195.47 15.292165 196.82 16.003248 198.24 
13-896325 194.22 14.597788 195.50 15.303975 196.84 16.015143 198.26 
13-907979 194.24 14.609519 195.52 15.315786 196.87 16.027039 198.29 
13.919634 | 194.26 14.621250 | 195.54 15.327599 | 196.89 16.038937 198.31 
13-931290 194.28 14.632983 195.56 15.339413 196.91 16.050836 198.34 


13.942948 194.30 14.644718 195.58 15.351228 196.94. 16.062737 198.36 
13.954606 194.32 14.656453 195.60 15.363045 196.96 16.074639 198.38 
13.966266 | 194.34 14.668190 | 195.63 15.374863 196.98 16.086543 198.41 
13-977927 194.36 14.679929 195.05 15.386683 197.00 16.098449 198.43 
13.989590 | 194.38 14.691668 | 195.67 15.398504 | 197.03 16.110355 | 198.46 
14.001254 194.41 14.703409 195.69 15.410326 197.05 16.122263 198.48 
14.012919 194.43 14.715151 195.71 15.422150 197.07 16.134173 198.51 
14.024585 194.45 14.726895 195.74 15.433975 197.10 16.146084 198.53 
14.036252 194.47 14.738640 195.76 15.445802 197.12 16.157997 198.56 
14.047921 194.49 14.750386 195.78 15.457630 197.14 16.169911 198.58 
14.059591 194.51 14.762133 195.80 15.469459 197.17 16.181826 198.60 
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16.193743 198.63 16.911507 200.14. 17.634850 201.73 18.364050 203.40 
16.205662 198.65 16.923516 200.17 17.646954. 201.76 18.376255 203.42 
16.217582 198.68 16.935527 200.19 17.659060 201.78 18.388461 203.45 
16.229503 198.70 16.947539 200.22 17.671168 201.81 18.400669 203.48 


16.241426 198.73 16.959553 200.24. 17.683278 201.84 18.412879 203.51 
16.253350 198.75 16.971568 200.27 17.695389 201.87 18.425090 203.54 
16.265276 198.78 16.983585 200.30 17.707502 201.89 18.437303 203.57 
16.277204. 198.80 16.995604 200.32 17.719616 201.92 18.449518 203.59 
16.289133 198.83 17.007624 200.35 17.731732 201.95 18.461735 203.62 


10 16.301063 198.85 17.019646 | 200.37 17.743850 | 201.97 18.473953 203-65 
11 16.312995 198.88 17.031669 200.40 17.755969 202.00 18.486173 203.68 
12 16.324928 198.90 17.043694 200.43 17.768090 202.03 18.498395 203.71 
13 16.336863 198.93 17.055720 200.45 17.780213 202.06 18.510618 203.74 
14 16.348799 198.95 17.067748 200.48 17-792337 202.08 18.522843 203.77 


15 16.360737 198.97 17.079777 200.50 17.804462 202.11 18.535070 203.80 
16 16.372676 | 199.00 17.091808 | 200.53 17.816590 | 202.14 18.547299 | 203.82 
17 16.384617 199.02 17.103841 200.56 17.828719 202.17 18.559529 203.85 
18 16.396559 199.05 17.115875 200.58 17.840850 202.19 18.571761 203.88 
19 16.408503 199.07 17.127911 200.61 17.852982 202.22 18.583995 203.91 


20 16.420448 199.10 17.139948 200.64. 17.865116 202.25 18.596230 203.94 
21 16.432395 199.12 17.151987 200.66 17.877252 202.28 18.608467 203.97 
22 16.444343 199.15 17.164028 200.69 17.889389 | 202.30 18.620706 | 204.00 
23 16.456292 199.17 17.176070 | 200.71 17.901528 | 202.33 18.632947 204.03 
24 16.468243 199.20 17.188114 200.74. 17.913669 202.36 18.645190 204.05 
25 16.480196 199.22 17.200159 200.77 17.925811 202.39 18.657434. 204.08 
26 16.492151 199.25 17.212206 | 200.79 17.937955 202.41 18.669679 | 204.11 
27 16.504107 199.27 17.224254 200.82 17.950101 302.44 18.681927 204.14. 
28 16.516064. 199.30 17.230304 200.85 17.962248 202.47 18.694177 204.17 


Diff. 1’ 
0 16.181826 H 16.899499 17.622747 201. 18.351847 203.37 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
a 
8 
9 


29 16.528022 199.33 17.248356 200.87 17.974397 202.50 18.706428 204.20 


30 16.539983 199.35 17.260409 200.90 17.986548 202.52 18.718680 204.23 
31 16.551945 199.38 17.272464. 200.93 17.998700 202.55 18.730935' 204.26 
32 16.563908 199.40 17.284520 200.95 18.010854 | 202.58 18.743191 204.29 
33 16.575873 199.43 17.296578 200.98 18.023010 202.61 18.755449 204.32 
34 16.587839 199.45 17.308637 201.00 18.035167 202.64. 18.767709 204.35 


35 16.599807 199.48 17.320698 201.03 18.047326 202.66 18.779971 204.37 
36 16.611776 199.50 17.332761 201.06 18.059487 202.69 18.792234 204.40 
37 16.623747 199.53 17.344825 201.08 18.071649 202.72 18.804499 204.43 
38 16.635719 199.55 17.356891 201.11 18.083813 202.75 18.816767 204.46 
39 16.64.7693 199.58 17.368959 | 201.14 18.095979 | 202.78 18.829036 | 204.49 


40 16.659669 199.60 17.381028 201.16 18.108146 202.80 18.841305 204.52 
41 16.671646 199.63 17.393098 201.19 18.120315 202.83 18.853577 204.55 
42 16.683624 199.65 17.405171 201.22 18.132486 202.86 18.865851 204.58 
43 16.695604 199.68 17.417245 201.24 18.144658 202.89 18.878127 | 204.61 
44 16.707586 199.70 17.429320 201.27 18.156832 202.92 18.890404. 204.64 


45 16.719569 199.73 17.441397 201.30 18.169008 202.94 18.902684. 204.67 
46 16.731553 199.76 17.453476 201.32 18.181186 202.97 18.914965 204.70 
47 16.743539 199.78 17.465556 | 201.35 18.193365 203.00 18.927247 204.73 
48 16.755527 199.81 17.477638 201.38 18.205546 203.03 18.939532 204.76 
49 16.767516 199.83 17.489722 201.41 18.217728 | 203.06 18.951818 | 204.79 


50 16.779507 199.86 17.501807 201.43 18.229912 203.08 18.964.106 204.81 
51 16.791499 199.88 17.513894 | 201.46 18.242098 203.11 18.976396 204.84.” 
52 16.803493 199.91 17.525982 | 201.49 18.254286 | 203.14 18.988687 | 204.87 
53 16.815488 199.94. 17.538072 201.51 18.266475 203.17 19.000981 204.90 
54 16.827485 199.96 17.550163 201.54 18.278666 203.20 19.013276 204.93 


5b 16.839484. | 199.99 17.562257 201.57 18.290859 203.23 19.025573 204.96, 
56 16.851484. 200.01 17.5794352 201.59 18.303053 203.25 19.037871 204.99 
57 16.863485 200.04. 17.586448 201.62 18.315249 203.28 | 19.050172 205.02 
58 16.875488 200.06 17.598546 201.65 18.327447 203.31 19.0624.74. 205.05 
59 16.887493 200.09 17.610646 201.68 18.339646 203.34 19.074778 205.08 


16.899499 17.622747 18.351847 | 203.37 19.087084 | 205.11 
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19.087084 3 19.828747 
19.099391 i) 19.841164 
19.111701 19.853583 
19.124012 : 19.866004 
19.136325 19.878427 


19.148639 5. 19.890852 
19.160956 . 19.903279 
19.173274 : 19.915707 
19.185594 F 19.928137 
19.197916 é 19.940569 


19.210240 : 19.953003 
19.222566 Es 19.965439 
19.234893 205. 19.977877 
19.247222 3 19.990317 
19.259553 2 20.002759 . 
19.271885 : 20.015202 
19.284220 3 20.027647 
19.296556 i 20.040095 
19.308894 . ‘ 20.052544 
19.321234 : 20.064995 


19.333576 : 20.077448 
19.345920 3 20.089903 
19.358265 3 20.102360 
19.370612 3 20.114818 
19.382961 , 20.127279 


[Be] 


OO IG ot 


19.395312 c 20.139741 
19.407665 3 20.152206 
19.420019 f 20.164672 
19.432375 » : 20.177140 
19.444734 j 20.189610 


19.45 7094. i 20.202082 
19.460455 j 20.214556 
19.481819 i 20.227032 
19.494184 2 20.239510 
19.506551 if 20.251989 
19.518921 é 20.264471 
19.531292 | ‘ 20.276954 
19.543664 206. 20.289440 
19.556039 | 3 20.301927 
19.568415 3 201314416 


19.580794. F 20.326907 
19.593174 : 20.339400 
19.605556 : 20.351895 
19.617939 3 20.364392 
19.630325 K 20.376891 


19.642713 |" ; 20.389392 
19.655102 F 20.401895 
19.667493 i 20.414399 
19.679886 3 20.426906 
19.692281 i 20.439415 


19.704678 i 20.451925 
19.717076 H 20.464437 
19.729477 ; 20.476952 
19.741879 206. 20.489468 
19.754283 : _ 20.501986 
19.766689 5 20.514506 
19.779097 ; 20.527029 
19.791507 20.539553 
19.803919 20.552079 
19.816332 H 20.564607 208.82 


19.828747 x 20.577137 208.85 


— 844 — 


Tafel VI. 
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32° 33° 


log M. | Diff.1”.| log M. | Diff.1”. .| log M. | Diff. 1”. 


= 


~ 


1.344 3005 41.85 1.359 1859 40.86 1.387 9418 39.06 
344 5515 41.84 +359 4310 40.84 388 1761 39.05 
+344 8025 41.82 +359 6760 40.82 +388 4104 39.04 
+345 0534 41.80 +359 9209 40.81 +388 6446 39.02 
345 3041 41.78 +360 1657 40.79 -388 8787 39.01 


1.345 5548 41.77 1.360 4104 40.78 1.389 1127 38.99 
345 8053 41.75 +360 6550 40.76 r 389 3466 38.08 
+346 0558 41.73 +360 8995 40.714 +389 5804 38.97 
+346 3061 41.72 +361 1439 40.73 -389 8142 38.05 
+346 5564 41.70 +361 3883 40.71 +390 0479 38.94 

1.346 8065 41.68 1.361 6325 40.70 1.390 2815 38.93 
347 0565 41.66 -361 8766 40.68 ‘ +390 5150 38.91 
+347 3065 41.65 -362 1207 40.66 : 2390. 7484 38.90 
347 5563 41.63 362 3646 40.65 ; 390 9817 38.88 
+347 8060 41.61 362 6084 40.63 391 2150 38.87 


1.348 0557 41.60 1.362 8522 40.62 1.391 4482 38.86 
+348 3052 41.58 +363 0959 40.60 A +391 6813 38.84 
348 5546 41.56 +363 3394 40.59 : +391 9143 38.83 
-348 8040 41.55 363 5829 40.57 0392 1472 38.82 
+349 0532 41.53 +363 8263 40.56 é 0392 3801 38.80 


1.349 3023 41.51 1.364 0696 40.54 1.392 6128 38.79 
349 5513 41.50 364 3128 40.52 5 +392 8455 38.77 
349 8003 41.48 364 5559 40.51 393 0781 38.76 
+350 0491 41.46 364 7989 | 40.49 +393 3107 38.75 
350 2978 41.45 365 0418 | 40.48 393 5431 38.73 


1.350 5464 41.43 1.365 2846 40.46 1.393 7755 38.72 
+350 7950 41.41 +365 5273 40.45 394 0078 38.71 
+351 0434 41.40 +365 1699 40.43 +394 2400 38.69 
351 2917 41.38 +306 0125 40.41 +394 4721 38.68 
351 5399 41.36 +366 2549 40.40 +394 7041 38.67 


1.351 7880 41.35 1.366 4973 40.38 1.394 9361 38.65 
352 0361 41.33 366 7395 40.37 ‘ +395 1680 38.64 
352 2840 | 41.31 366 9817 40.35 : 395 3998 38.63 
352 5318 41.30 -367 2238 40.34 ‘ 3395 6315 38.61 
0352 7795 41.28 +307 4657 40.32 4 -395 8631 38.60 


1.353 0272 41.26 1.367 7076 40.31 1.396 0947 38.59 
+353 2747 41.25 367 9494 40.29 . +396 3262 38.57 
+353 5221 41.23 2368 1911 40.28 5 +396 5576 38.56 
353 7094 41.21 -368 4327 40.26 -396 7889 38.55 
-354 0167 41.20 368 6742 40.25 °397 0201, 38.53 


1.354 2638 41.18 1.368 9157 40.23 1.397 2513 38.52 
+354 5108 | 41.16 6369 1570 | 40.21 ‘ 397 4823 38.51 
354 7578 41.15 +369 3983 40.20 x +397 7133 38.49 
+355 0046 41.13 369 6394 40.18 4 +397 9442 38.48 
355 2513 41.11 369 8805 40.17 +398 1751 38.47 


1.355 4980 41.10 1.370 1214 40.15 1.398 4058 38.45 
355 7445 41.08 +370 3623 40.14. 3 +398 6365 38.44 
+355 9909 41.07 «370 6031 40.12 3 +398 8671 38.43 
350 2373 41.05 370 8438 40.11 +399 0976 38.41 
+350 4836 41.03 +371 0844 40.09 +399 3281 38.40 


1.356 7207 41.02 1.371 3249 40.08 1.399 5584 38.39 
+356 9758 41.00 371 5654 40.06 5 399 7887 38.37 
357 2217 40.98 371 8057 40.05 5 .400 0189 38.36 
-357 4076 40.97. | .372 0459 40.03 F .400 2491 38.35 
357 7134 40.95 372 2861 40.02 .400 4791 38.33 
1.357 9590 40.94 1.372 5261 40.00 1.400 7091 38.32 
-358 2046 40.92 +372 7061 39.99 -400 9390 38.31 
358 4501 40.90 +373 0060 39.97 -401 1688 38.30 
358 6954] 40.89 373 2458 39.96 ‘ .401 3985 38.28 
+358 9407 40.87 373 4855 39.94 .401 6282, | 38.27 


1,359 1859 40.86 14373 7251 39.93 1.401 8578 38.26 


OSI POW OC 
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Tafel VI. 
Die Barker’sche Tafel. 
a5 ; | 
0 0 
36° 37° 38 39 
log M. WDiseR Le log M. Dynes aE log M. Dith. 1s log M. Duties We 
QO’ 1.401 8578 38.26 1.415 4930 37.50 1.428 8662 36.80 1.441 9943 36.14 
1 402 0873 38.24 -415 7180 31.49 .429 0869 36.79 442 2111 36.13 
2 402 3167 38.23 415 9429 37.47 429 3076 36.78 442 4279 36.12 
3 .402 5460 38.22 416 1678 37.46 429 5283 36.77 442 6446 36.11 
4 402 7153 38.20 416 3925 37.45 429 7488 36.75 442 8612 36.10 
5 1.403 0045 38.19 1.416 6172 37.44 1.429 9693 36.74. 1.443 0778 36.09 
6 403 2336 38.18 416 8419 37.43 430 1897 36.73 443 2943 36.08 
q -403 4626 38.17 417 0664 37.41 -430 4101 36.72 443 5107 36.07 
8 403 6916 38.15 .417 2909 37.40 430 6304 36.71 443 7271 36.06 
a -403 9205 38.14 417 5153 37-39 .430 8506 36.70 443 9434 36.05 


10 1.404 1493 38.13 1.417 7396 37.38 1.431 0708 36.69 1.444 1507 36.04 


11 -404 3780 38.12 .417 9639 37.37 .431 2909 36.68 444 3758 36.03 
12 404 6067 38.10 .418 1881 37.36 .431 5109 36.66 444 5920 36.02 
13. 404 8352 38.09 418 4122 37.35 431 7308 36.05 444 8080 36.00 
14 405 0637 38.08 418 6362 37.33 -431 9507 36.64 445 0240 35.99 
15 1.405 2921 38.06 1.418 8602 37.32 1.432 1705 | 36.63 1.445 2400 35.08 
16. -405 5205 38.05 419 0841 37.31 432 3903 36.62 -445 4558 35.97 
1% 405 7488 38.03 419 3079 37.30 -432 6100 36.61 445 6716 35.96 
18 -405 9709 38.02 419 5317 37.29 432 8296 36.60 445 8874 35-95 
19 406 2051 38.01 419 7554 37.27 433 0491 36.59 -446 1031 35.94 
20 1.406 4331 38.00 1.419 9790 37.26 1.433 2686 | 36.57 1.446 3187 35.93 
21 .406 6611 37.99 .420 2026 37.25 .433 4881 36.56 446 5343 35.92 
22. .406 8889 | 37.97 420 4260 | 37.24 433 7074 | 36.55 446 7498 | 35.91 
23 .407 1168 37-96 420 6494 37.23 -433 9267 36.54 446 9652 35.90 
24. 407 3445 | 37.95 420 8728 | 37.22 434 1459 | 36.53 -447 1806 | 35.89 
25. | 1.407 5721 37.94 1.421 0960 | 37.20 1.434 3651 36.52 1.447 3959 35.88 
26 407 7997 37.92. 421 3192 37.19 434 5842 36.51 447 6112 35.87 
27 .408 0272 37.91 421 5423 37.18 434 8032 36.50 .447 8263 35.86 
28 .408 2547 37.90 421 7654 Bela, 435 0221 30.49 448 0415 35.85 


29 .408 4820 37.89 421 9884 37.16 .435 2410 36.48 448 2565 35.84 
30 1.408. 7093 37.87 1.422 2113 | 37.15 1.435 4598 36.47 1.448 4715 35.83 


31 .408 9365 37.86 422 4341 37.13 435 6786 36.46 .448 6865 35.82 
32 409 1636 | 37.85 422 6509 | 37.12 435 8973 | 36.44 448 9014 | 35.81 
33 -409 3907 37.84 -422 8796 BT 436 1159 36.43 .449 1162 35.80 
34 409.6177 | 37.82 423 1022 | 37.10 436 3345 | 36.42 449 3309 | 35.79 
39 | 1.409 8446 | 37.81 | 1.423 3248 | 37.09 | 1.436 5530 | 36.41 | 1.449 5456 | 35.78 | 
36 4100714 | 37.80 423 5473 |. 37.08 436 7714 | 36.40 449 7603 | 35.77 
37 410 2981 | 37.78 423 7697 | 37.06 436 9898 | 36.39 449 9749 | 35.76 
38. 410 5248 | 37.77 423 9920 | 37.05 437 2081 | 36.38 450 18904 | 35.75 
39 410 7514° }= 37-76]. 4424 2143 | 37.04 437 4263 | 36.37 450 4038 | 35.74 
40. ATO, O780).)" 37.75 1.424 4365 37.03 1.437 6445 36.36 1.450 6182 35.73 
Ad 411 2044 | 37.74 424 6586 | 37.02 437 8626 | 36.35 450 8325 | 35.72 
42 .411 4308 37.72 .424 8807 37.01 438 0806 36.34 451 0468 35.71 
43. .411 6571 37.71 425 1027 36.99 438 2986 36.32 .451 2610 35.70 


44 411 8833 | 37.70 425 3246 | 36.98 438 5165 | 36.31 451 4752 | 35.69 
45 1.412 1095 37.69 1.425 5465 36.97 1.438 7344 36.30 1.451 6893 35.68 


46 412 3356 | 37.68 425 7683 | 36.96 438 9522 | 36.29 451 9033 | 35.67 
47 .412 5616 37.66 -425 9900 36.95 .439 1699 36.28 452 1173 35.66 
48 412 7875 37.05 426 2117 36.94 -439 3875 36.27 452 3312 35.65 
49 413 0134 37.04 426 4333 36.92 439 6051 36.26 -452 5450 35.64 
50 1.413 2392 37.63 1.426 6548 36.91 1.439 8226 36.25 1.452 7588 35.63 
51 413 4649 37.61 426 8762 36.90 -440 0401 36.24 452 9725 35.62 
52 413 6905 37.60 427 0976 36.89 440 2575 36.23 453 1862 35.61 
53 .413 9161 37.59 .427 3189 36.88 440 4748 36.22 .453 3998 35.60 


414 1416 | 37.58 427 5402 | 36.87 440 6921 36.20 453 6134 | 35.59 


54 

5b 1.414 3670 37.56 1.427 7613 36.86 1.440 9093 36.19 1.453 8269 35.58 
56 4145924 | 37.55 427 9824 | 36.85 .441 1264 | 36.18 454 0403 35.57 
57 414 8176 37.54 -| .428 2035 36.83 441 3436 36.17 454 2537 35.50 
58 415 0429 37.53 428 4244 36.82 441 5605 36.16 .454 4670 35.55 
59 415.2680 | 37.51 428 6453 | 36.81 441.7774 | 36.15 454 6802 | 35.54 


60 1.415° 4930 37.50 1.428 8662 36.80 1.441 9943 36.14. 1.454 8934 35.53 
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SS 


Al’ 


42° 


log M. 


~ 


8934 
1065 
3196 
5326 
7456 
9585 
1713 
3841 
5968 
8094 
0220 
2346 
4470 
6595 
8718 
0841 
2964 
5086 
8 7207 
9328 


1448 
3567 
5686 
7805 
9922 
2040 
4156 
6272 
8388 
0503 
2017 
4731 
6844 
89357 
1069 
3180 
5291 
7401 
9511 
1620 


3729 
5837 
7944. 
0051 
2158 
4263 
6369 
8473 
0577 
2681 
4784 
6886 
8988 
1090 
3190 
5290 
7390 
9489 
1587 
3685 


5782 


ODIO POWRO 


Distslgs 


35.53 
35.52 
35.51 
35.50 
35.49 


35.48 
35.47 
35.46 
35.45 
35.44 
35-43 
35.42 
35.41 
35.40 
35-39 
35.38 
35.37 
35.36 
35-35 
35.34 
35.33 
35.32 
35.31 
35.30 
35.29 
35.28 
35.27 
35.26 
35.25 
35.24 


35.23 
35.23 
35.22 
35.21 
35.20 


35.19 
35.18 
35.19 
35.16 
35-15 


35.14 
35-13 
35 112 
35.11 
35.10 
35.09 
35.08 
35.07 
35.06 
35.05 


35.04 
35.04 
35.03 
35.02 
35.01 


35.00 
34-99 
34.98 
34.97 
34.96 


34-95 


log M 


1.467 
467 
467 
468 
.468 

1.468 
-468 
.469 
469 
469 

1.469 
469 
-470 
470 
470 

1.470 
470 
471 
471 


471 


8 4092 
) 6161 


5782 
7879 
9976 
2071 
4166 
6261 
8355 
0448 
2541 
4634 
6725 
8817 
0907 
2998 
5087 
7176 
9265 
1353 
3440 
5527 
7013 
9699 
1784 
3869 
5953 
8037 
0120 
2203 
4285 
6366 
8447 
0527 
2607 
4686 
6765 


8843 
0921 
2998 
5075 
7151 
9227 
1302 
3370 
5450 
7524 
9596 
1669 
3741 
5812 
7883 
9953 
2023 


8229 
0207 
2364 
4430 
6496 
8562 
0627 


Dito! 


34-95 
34.94 
34-93 
34.92 
34-91 
34.90 
34.90 
34.89 
34.88 
34.87 


34.86 
34.85 
34.84 
34.83 
34.82 


34.81 
34.80 
34-79 
34.79 
34.78 
34-77 
34-76 
34-75 
34.74 
34-73 


34.73 
34.72 
34.71 
34.70 
34.69 
34.68 
34.67 
34.66 
34.65 
34.64 
34.63 
34.62 
34.61 
34.61 
34.60 


34.59 
34.58 
34.57 
34.56 
34-55 


34.54 
34-54 
34.53 
34.52 
34.51 


34.50 
34.49 
34.48 
34.47 
34.46 
34.46 
34.45 
34.44 
34-43 
34.42 
34-41 


log M. 


1.480 
.480 
.480 
.480 
.480 

1.481 
-481 
481 
-481 
481 


1.482 
482 
482 
.482 
482 

1.483 
483 
483 
483 
483 


1.484 
484 
484 
484 
485 


1.485 
485 
485 
485 
.486 

1.486 
.486 
486 
.486 
487 

1.487 
487 
487 
487 
488 


1.488 
.488 
488 
488 
489 


1.489 
489 
489 
489 
-490 


1.490 
.490 
490 
.490 
491 


1.491 
491 
491 
491 
492 


1.492 


0627 
2691 
4755 
6819 
8882 


0944 
3006 
5068 
7129 
9189 


1249 
3308 
5307 
7425 
9483 


1540 
3597 
5653 
7709 
9764 
1819 
3873 
5927 
7980 
0033 
2085 
4137 
6188 
8239 
0289 
2338 
4388 
6436 
8484 
0532 
2579 
4626 
6672 
8718 
0763 


2807 
4852 
6895 
8939 
0981 
3023 
5065 
7106 
9147 
1187 
3227 
5266 
7305 
9343 
1381 
3418 
$455 
7491 
9527 
1562 


3597 


Dacia 


34-41 
34.40 
34.40 
34.39 
34.38 


34:27 
34.36 
34.35 
34.34 
34-33 


34.33 
34-32 
34-31 
34.30 
34.29 


34.28 
34.28 
34.27 
34.26 
34-25 
34.24 
34.23 
34.22 
34.22 
34.21 


34.20 
34.19 
34.18 
34.17 
34.16 
34.16 
34-13 
34.14 


8693 
0705 
2710 
4727 
6738 
8748 


0758 


2767 
4776 
6784 
8792 


-504 2807 
1.504 4813 
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AT 


1.504 4813 
-504 6819 
-504 8825 

0830 
2835 


4839 
6843 
8846 
0849 
2852 


4854 
6855 
8856 
0857 
2857 
4857 
6856 
8855 
0853 
2851 


4849 
6846 
8843 
0839 
2835 
4830 
6825 
8819 
0813 
2807 


4800 
6792 
8785 
0776 
2768 


4759 
6749 
8739 
0729 
2718 


4707 
6695 
8683 
0670 
2657 
4644 
6630 
8615 


-514 2586 


1.514 4570 
-514 6554 
-514 8537 
+515 0520 
e515 2503 

1.515 4485 
+515 6467 
+515 8449 
+516 0430 
+516 2410 


1.516 4390 


1.516. 


.516 
516 
Fis &y; 
517 


1.517 
As ty| 
517 
518 
518 


1.518 
-518 
-518 
519 
-519 


1.519 
-519 
+519 
+519 
520 

1.520 
520 
520 
520 
521 


1.521 
521 
521 
521 
522 


1.522 
522 
528 
522 
523 

1.523 
-523 
523 
523 
524 

1.524 
524. 
524 
524 
525 

1.525 
3525 
525 
2525 
526 

1.526 
-526 
-526 

- 526 
527 


1.527 
527 
527 
527 
528 


1.528 


4390 
6370 
8349 
0328 
2306 
4284 
6262 
8239 
0216 
2192 
4168 
6143 
8118 


0093 
2067 


4041 
6014 
7987 
9960 
1932 
3904 
5875 
78406 
9816 
1786 
3756 
5725 
71094 
9662 
1630 


3598 
5565 
7531 
9498 
1464 
3429 
5394 
7359 
9323 
1287 
3251 
§214 
7170 
9138 
1100 
3062 
§023 
6983 
8944 
0903 
2863 
4822 
6780 
8739 
0696 
2654 
4611 
6567 
8524 
0479 
2435 


1.539 9048 


log M. 


1.539 
.540 
540 
+540 
540 


.540 
541 
541 
541 
541 
541 
542 
542 
+542 
542 
542 
542 
543 
+543 
+543 
543 
543 
544 
544 
544 


544 
544 
545 
545 
545 


545 
0545 
-546 
546 
-546 
1.546 
.546 
547 
547 
+547 


1.547 
547 
+547 
548 
548 


1.548 
548 
548 
549 
549 


1.549 
549 
549 
-550 
+550 


1.550 
-550 
550 
551 
+551 


1.551 


9048 
0980 
2912 
4843 
6774 
8705 
0635 
2564 
4494 
6423 
8352 
0280 
2208 
4135 
6063 


7989 
9916 
1842 
3768 
5693 
7618 
9543 
1467 
3391 
BSS 
1238 
9161 
1083 
3005 
4927 
6849 
8770 
0690 
2611 
4531 
6450 
8370 
0289 
2207 
4125 
6043 
7961 
9878 
1795 
ST EL 
5627 
7543 
9458 
1373 
3288 
5202 
7116 
9030 
0943 
2856 
4769 
6681 
8593 
0504 © 
2416 


4326 
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AS AO 50 5 

log M. Diff. 1". log M. Diff, i’. log M. Diff. 1!" log M. Dit us 
1.551 4326 31.85 1.562 8360 31.51 1.574 1234 31.20 1.585 3031 30.91 
551 6237 31.84 +563 0250 31.51 574 3106 31.20 -585 4886 30.91 
-551 8147 31.83 563 2140 31.50 574 4977 31.19 -585 6740 30.90 
+552 0057 31.83 -563 4030 31.50 574 6849 31.19 585 8594 30.90 
2552 1966 31.82 -563 5920 31.49 574 8720 31.18 .586 0448 30.89 
1.552 3876 31.82 1.563 7809 31.48 1.575 0590 31.18 1.586 2302 30.89 
0552 5784 31.81 .563 9698 31.48 575 2461 31.17 586 4155 30.89 
552 7693 31.80 -564 1586 31.47 575 4331 31.17 .586 6008 30.88 
552 9601 31.80 564 3475 31.47 -575 6201 31.16 586 7859 30.87 
553 1508 31.79 -564 5363 31.46 -575 8070 31.16 586 9713 30.87 
1.553 3416 31.79 1.504. 7250 31.46 1.575 9939 | 31.15 1.587 1565 30.87 
553 5323 31.78 564 9138 31.45 -576 1808 31.15 587 3417 30.86 
553 7230 31.78 2565 1025 31.45 570 3677 31.14 .587 5268 30.86 
+553 9136 31.77 25605 2911 31.44 -570 5546 31.14 .587 7120 30.85 
554 1042 31.76 565 4798 31.44. 576 J4ld Sins .587 89071 30.85 
1.554 2048 31.70 1.565 6684 31:43 1.576 9281 31.13 1.588 0821 30.84 
554 4853 31.75 565 8569 31.43 577 1149 32 .588 2672 30.84. 
«554 60758 31.75 566 0455 31.42 .577 3016 31.12 6588 4522 30.83 
+554 8663 3.74. .566 2340 31.41 577 4883 31.11 -588 6372 30.83 
555 0567 31.74 566 4225 31.41 577 6749 | 31.11 .]| .588 8222 30.83 
1.555, 2472 31.73 1.566 6109 31.40 1.577 8615 31.10 1.589 0071 30.82 
+555 4375 ele p 3} .566 7993 31.40 578 0481 31.10 -589 1920 30.82 
555 6279 31.72 566 9877 31.39 -578 2347 31.09 589 3769 30.81 
555 8182 31.71 .567 1761 31.39 578 4213 31.09 -589 5618 30.81 
.550 0084 31.71 507 3644 31.38 .578 6078 31.08 -589 7466 30.80 
1.556 1987 SN 7O 1.567 5527 31.38 1.578 7942 31.08 1.589 9314 30.80 
.556 3888 31.70 567 7409 last) .578 9807 31.07 -590 1162 30.79 
556 5790 31.69 567 9291 31.37 579 1671 31.07 +590 3009 30.79 
556 7691 31.68 568 1173 31.36 +579 3535 31.06 6590 4857 30.78 
556 9592 31.68 568 3055 31.36 579 5399 31.06 590 6704 30.78 
1.557 1493 31.07 1.568 4936 31.35 1.579 7262 31.06 1.590 8550 30.78 
557 3393 31.607 -568 6817 31.35 +579 9125 31.05 59l O397T'| 30.77 
+557 5293 31.66 -568 8698 31.34: -580 0988 31.04. 591 2243 30.77 
557 7193 31.66 -569 0579 31.34 .580 2851 31.04. 591 4089 30.76 
°557 9092 31.65 -569 2459 31.33 -580 4713 31.03 “5OL 5935 30.76 
1.558 O99] 31.65 1.569 4338 31.33 1.580 6575 31.03 1.591 7780 30.75 
.558 2890 31.64 .569 6218 31.32 .580 8436 31.03 591 9625 30.95 
558 4788 31.64 -569 8097 31.32 .581 0298 31.02 .592 1470 30.75 
.558 6686 31.63 -569 9976 31.31 ~581 2159 31.02 -592 3315 | 30.74 
558 8584 31.62 .570 1854 31.30 «581 4020 31.01 -592 5159 | 30.74 
1.559 0482 31.62 1.570 3733 31.30 1.581 5880 | 31.01 1.592 7003 30.73 
+559 2379 31.61 .570 5611 31.29 .581 7740 31.00 .592 8847 30.73 
559 4275 31.61 +570 7488 31.29 .581 9600 31.00 -593 0690 30.72 
-559 6172 31.60 -570 9366 31.28 -582 1460 30.99 2593 2534 30.72 
+559 8068 31.60 571 1243 31.28 -582 3319 | 30.99 593 4377 |, 30.72 
1.559 9963 31.59 1.571 3119 31.28 1.582 5179 30.98 1.593 6219 30.71 
.560 1859 31.59 .571 4996 31.27 -582 7037 30.98 -593 8062 30.71 
-560 3754 31.58 571 6872 31.27 .582 8896 30.97 -593 9904 |, 30.70 
-560 5648 31.57 571 8748 31.26 0583 0754 30.97 594 1746 |, 30.70 
-500 7543 | 31.57 572 0623 31.26 -583 2612 30.96 -594 3588 30.69 
1.560 9437 31.56 1.572 2499 31.25 1.583 4470 30.96 1.594. 5429 30.69” 
-561 1331 31.56 572 4373 31.25 -583 6327 30.95 594 7270 | 30.68 
561 3224 Sissy 572 6248 31.24 583 8184 30.95 +594 9111 |, 30.68 
-561 5117 31.55 572 8123 31.24 «584 OO41 30.94. -595 0952 |. 30.68 
-561 7010 31.54 |) .572 9997 31.23 584 1898 30.94 595 2792 |, 30.67 
1.561 8902 31.54 1.573 1870 31.23 1.584 3754 30.94 1.595 4633 30.67 
502 0794 | 31.53 573 3743 | 31.22 584 5610 |, 30.93 |, 595 6473 |, 30.60. 
562 2086 | 31.53 573 5010 | 31.22 5847466 | 30.93 | .595 8312 |, 30.66 
562 4578 | 31.52 573 7489 | 31.21 | .584 9321 |, 30.92 596 O151 |, 30.65 
562 6469 | 31.52 573 9362 31.21 585 1176 30.92 -596,1990. |. 30.65 » 
1.562 8360 Bn. 5 1.574. 1234 31.20 | 1.585 3031 30.91 1.596 3829 | + 30.65) 
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6 0 0 

Ms - 53 ; a (ORS 55 

log M. Dice's log M. Ditf. 1: log M. Diff. 1”. log Mee Dity le 
O’ | 1.596 3829 30.65 1.607 3703 30.40 1.618 2724 30.17 1.629 0959 29.96 
1 -596 5668 30.64 .607 5527 30.39 618 4534 30.17 629 2757 29.96 
2 596 7506 30.64 607 7350 30.39 618 6344 30.16 629 4554 29.96 
3 -596 9344 30.63 .607 9174 30.39 618 8153 30.16 629 6351 29.95 
4 -597 1182 30.63 .608 0997 30.38 618 9963 30.16 629 8148 29.95 
5 1.597 3020 30.62 1.608 2820 30.38 1.619 1772 30.15 1.629 9945 29.95 
6 597 4857 30.62 .608 4642 30.38 619 3581 30.15 .630 1742 29.94 
q -597 6094 30.62 .608 6465 30.37 .619 5390 30.15 .630 3538 29.94 
8 597 8531 30.61 .608 8287 30.37 -619 7199 J014 -630 5335 29.94 
9 -598 0368 30.61 .609 0109 30.36 -619 9007 30.14 .630 7131 29.93 
10 1.598 2204 30.60 1.609 1931 30.36 1.620 0816 30.14 1.630 8927 29.93 
11 +598 4040 30.60 609 3752 30.36 620 2623 30.13 -631 0722 29.93 
12 -598 5876 30.59 609 5573 30.35 620 4431 30.13 .631 2518 29.92 
13 .598 7711 30.59 609 7394 30.35 .620 6239 30.12 .631 4313 29.92 
14 -598 9547 30.59 .609 9215 30.34 .620 8046 30.12 .631 6108 29.92 
15 1.599 1382 30.58 1.610 1036 30.34 1.620 9853 30.12 1.631 7903 29.91 
16 599 3217 30.58 .610 2856 30.34 .621 1660 30.11 .631 9698 29.91 
17 2599 5051 30.57 -610 4676 30.33 -621 3467 30.11 .632 1492 29.91 
18 +599 6885 30.57 .610 6496 30.33 621 5274. 30.11 .032 3286 29.90 
19 -599 8719 30.57 -610 8315 30.32 .621 7080 30.10 -632 5081 29.90 
20 1.600 0553 30.56 1V-611 0135 30.32 1.621 8886 30.10 1.632 6875 29.90 
21 .600 2387 30.56 “611 1954 30.32 .622 0692 30.10 .632 8668 29.89 
22 .600 4220 30.55 ‘611 3773 30.31 .622 2497 30.09 633 0462 29.89 
23 -600 6053 30.55 -611 5591 30.31 .622 4303 30.09 .633 2255 29.89 
24, .600 7886 30.55 -611 7410 30.31 .622 6108: 30.09 -633 4048 29.88 
25 1.600 9718 30.54 1.611 9228 30.30 1.622 7913 30.08 1.633 5841 29.88 
26 -6001 1551 30.54 -612 1046 30.30 .622 9718 30.08 -633 7634 29.88 
27 .001 3383 30.53 .612 2864 30.29 .623 1523 30.08 -633 9427 29.87 
28 -601 5214. 30.53 -612 4681 30.29 623 3327 30.07 .634 1219 | 29.87 
29 .601 7046 30.52 .612 6499 30.29 623 5131 30.07 634 3011 29.87 
30 1.601. 8877 30.52 1.612 8316 30.28 1.623 6935 30.06 1.634 4803 29.86 
31 .602 0708 30.52 .613 0132 30.28 .623 8739 30.06 .634 60595 29.86 
32 602 2539 30.51 613 1949 30.28 624 0543 30.06 634 8387 29.86 
33 -602 4370 30.51 613 3765 30.27 624 2346 30.05 -635 0178 29.86 
34 .602 6200 30.50 613 5582 30.27 624 4149 30.05 .635 1969 29.85 
35 1.602 8030 30.50 1.613 7398 30.26 1.624 5952 30.05 1.635 3760 20.85 
36 -602 9860 30.50 -613 9213 30.26 624 7755 30.04 -635 5551 29.85 
37 -603 1690 30.49 -014 1029 30.26 -624 9557 30.04 .635 7342 29.84 
38. -603 3519 30.49 -614 2844 30.25 .625 1360 30.04 .635 9132 29.84 
39 -603 5348 30:48-}---614 4659 30.25 .625 3162 30.03 .636 0922 29.84 
40 1.6039 /7177 30.48 1.614 6474. 30.25 1.625 4964 30.03 1638022713 29.83 
41 .603 9005 30.47 .614 8288 30.24 -625 6765 30.03 .636 4502 29.83 
42 -604 0834 30.47 -615 0103 30.24 -625 8567 30.02 .636 6292 29.83 
43 .604 2662 30.47 .615 1917 30.23 .626 0368 30.02 636 8082 29.82 
44 -604 4490 30.46 615 3731 30.23 .626 2169 30.02 636 9871 29.82 
45 1.604 6317 30.46 1.615 5545 30.23 1.626 3970 30.01 1.637 1660 29.82 
46 -604. 8145 30.45 015 7358 30.22 626 5771 30.01 037 3449 29.82 
47 604 9972 30.45 -615 9171 30.22 626 7571 30.01 637 5238 | 20.81 
48 .605 1799 30.45 .616 0984 30.22 626 9372 30.00 637 7027 29.81 
49 605 3626 30.44 616 2797 30.21 2m 72 30.00 .637 8815 29.81 
50 1.605 5452 30.44 1.616 4610 30.21 1.627 2972 30.00 1.638 0603 29.80 
51 .605 7278 30.43 616 6422 30.20 627 4771 29.99 .638 2391 29.80 
52 .605, 9104 30.43 616 8234 30.20 627 6571 29.99 .638 4179 29.80 
53 -606 0930 30.43 .617 0046 30.20 .627 8370 29.99 .638 5967 29.79 
54. 606 2755 30.42 617 1858 30.19 628 0169 29.98 .638 7754 29.79 
5D 1.606 4581 | 30.42 1.617 3669 | 30.19 1.628 1968 29.98 1.638 9542 29.79 
5 .606 6406 30.42 617 5481 30.19 628 3766 29.98 .639 1329 29.78 
57 -606 8230 30.41 |. .617 7292 30.18 628 5565 29.97 639 3116 29.78 
58 -607 0055 30.41 -617 9102 30.18 :628 7363 29.97 .639 4902 29.78 
59 .607 1879 30.40 618 0913 30.17 628 9161 29.97 639 6689 29.77 
69 1.607 3703 30.40 1.618 2724 30.17 1.629 0959 29.96 1.639 8475 29.77 
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Tafel VI. 
Die Barker’sche Tafel. 
0 
i 56° 57° 58° 59 
log M. Ditka’ log M. Diff. W’. log M. Dies log M. Diff. 1”. 

0’ 1.639 8475 29.77 1.650 5336 29.60 1.661 1601 29.44 1.671 7331 29.30 
1 .640 0262 29.77 650 7112 29.60 .661 3368 20.44 .671 9089 29.30 
2 .640 2048 29.77 .650 8887 29.59 -661 5134 29.44 .672 0846 29.30 
3 .640 3833 29.76 .651 0663 29.59 .661 6900 29.43 672 2604 29.29 
4 .640 5619 29.76 .651 2438 29.59 .661 8666 29.43 072 4362 29.29 
5 1.640 7405 29.76 1.651 4213 29.58 1.662 0432 29.43 1.672 6119 29.29 
6 .640 9190 29.75 .651 5988 29.58 -662 2197 29.43 .672 7876 29.29 
q 641 0975 29.75 651 7763 29.58 662 3963 29.42 672 9634 29.28 
8 .641 2760 29:75 651 9538 29.58 662 5728 29.42 -673 1391 29.28 
9 .641 4545 29.74 .652 1312 29.57 .662 7493 29.42 673 3147 29.28 
10 1.641 6329 29.74 1.652 3086 29.57 1.662 9258 29.42 1.673 4904 29.28 
11 641 8114 29.74 .652 4861 29.57 .663 1023 29.41 .673 6661 29.28 
12 .641 9898 29.74 652 6635 29.57 .663 2788 20,41 .673 8417 29.277 
13 642 1682 29.73 .652 8408 20.56 663 4553 29.41 674 0174 29.27 
14 -642 3466 29.73 -653 0182 29.50 .663 6317 29.41 674 1930 29.27 
15 1.642 5250 29.73 1.653 1956 29.56 1.663 8082 29.40 1.674 3686 29.27 
16 642 7033 29.72 653 3729 29.55 663 9846 29.40 674 5442 29.27 
17 642 8816 29.72 653 5502 29.55 .664 1610 29.40 674 7198 29.26 
18 643 0599 29.72 653 7275 29.55 664 3374 29.40 674 8954 29.26 
19 643 2382 29.71 653 9048 20.55 664 5137 29.39 675 0709 29.26 
20 1.643 4165 29.71 1.654 0821 209.54 1.664 6901 29.39 1.675 2465 29.26 
21 643 5948 29.71 654 2593 29.54 .664 8664 29.39 .675 4220 29.25 
22 643 7730 | 29.71 654 4366 | 29.54 665 0428 | 29.39 675 5975 | 29.25 
23 -643 9513 29.70 -654 6138 29.54 -665 2191 29.39 675 7730 29.25 
24 644. 1295 29.70 .654 7910 29.53 665 3954 29.38 675 9485 29.25 
25 1.644 3077 29.70 1.654 9682 29.53 1.665 5717 29.38 1.676 1240 29.25 
26 644 4858 29.69 655 1454 29.53 .665 7480 29.38 676 2995 29,24 
20 644 6640 29.69 055 3225 29.53 665 9242 29.38 670 4749 20.24 
28 644 8421 29.69 -655 4997 29.52 -666 1005 29.37 676 6504. 29.24. 
29 645 0203 29.69 655 6768 29.52 666 2767 29.37 676 8258 20.24 
30 1.645 1984 29.68 1.655 8539 29.52 1.666 4529 29.37 1.677 0012 29.24 
31 645 3765 29.68 .656 0310 29.51 666 6291 29.37 677, 11664", 29128 
32 645 5545 29.68 656 2081 29.51 .666 8053 29.36 677 3520 29.23 
33 645 7326 29.67 656 3852 29.51 .666 9815 29.36 677 5274 209.23 
34 645 9106 29.67 656 5622 29.51 667 1577 29.36 677 7028 29.23 
35 | 1.646 0886 | 29.67 | 1.656 7392 | 29.50 | 1.667 3338 | 29.36 | 1.677 8781 | 29.23 
3 646 2666 29.67 656 9163 29.50 .667 5100 29.35 678 0535 29.22 
37 646 4446 29.66 .657 0933 29.50 .667 6861 29.35 .678 2288 29.22 
38 .646 6226 29.66 .657 2703 29.50 .667 8622 29.35 .678 4041 29.22 
39 .646 8005 29.66 657 4472 29.49 668 0383 29.35 678 5794 29.22 
40 1.646 9785 29.05 1.657 6242 29.49 1.668 2144 29.35 1.678 7547 20.22 
41 647 1564 29.65 657 8011 29.49 668 3904 29.34 .678 9300 29.21 
42 647 3343 29.65 -657 9781 20.49 668 5665 29.34 -679 1053 29.21 
43 647 5122 29.65 658 1550 29.48 668 7425 29.34 .679 2806 29.21 
44 .647 6900 29.64 658 3318 29.48 668 9185 29.34 679 4558 29.21 
45 | 1.647 8679 | 29.64 | 1.658 5087 | 29.48 | 1.669 0945 | 29.33 | 1.679 6310 | ~29.20 
46 | .648 0457 | 29.64 | .658 6855 | 29.48 | .669 2705 | 29.33 .679 8063 | 29.20 
47 048 2235 | 29.63 658 8624 | 29.47 669 4465 | 29.33 079 9815 | 29.20 
48 .648 4013 29.63 .659 0393 20.47 669 6225 29.33 .680 1567 29.20 
49 648 5791 29.63 659 2161 209.47 669 7984 29.32 .680 3319 29.20 
50 1.648 7569 29.63 1.659 3929 29.47 1.669 9744 29.32 1.680 5070 29.19 
51 648 9346 29.62 659 5697 29.46 670 1503 29.32 -680 6822 29.19 
52 649 1123 29.62 .659 7465 29.46 .670 3262 29.32 680 8574 29.19 
53 -649 2901 29.62 059 9232 29.46 -670 5021 29.32 681 0325 29.19 
54 649 4677 29.61 .660 1000 29.46 .670 6780 29.31 -681 2076 29.19 
5D | 1.649 6454 | 29.61 1.660 2767 | 29.45 1.670 8539 | 29.31 1.681 3827 | 29.18 
56 649 8231 20.61 .660 4534 29.45 671 0298 29.31 681 5578 29.18 
57 -650 0007 29.61 .660 6301 29.45 -671 2056 29.31 .681 7329 29.18 © 
58 650 1784 29.60 .660 8068 29.45 671 3814 29.30 .681 9080 29.18 
59 .650 3560 29.60 .660 9835 29.44 671, 5573 29.30 .682 0831 29.18 
60 1.650 5336 29.60 1.661 1601 29.44 LG TAS7S3i 29.30 1.682 2581 | * 29.17 


— 851 


Tafel VI. 
Die Barker’sche Tafel. 
. 0 0 ; 
i 60° 61 62 63° 
log M. | Diff. 1”. log M. Diff. 1!" log M. Diff..1!, log Me | Ditty en 

0! 1.682 2581 20.17 1.692 7408 29.07 1.703 1866 28.97 1.713 6006 28.89 
1 .082 4332 29.17 -692 9152 29.06 +703 3604 28.907 iseii39 28.89 
2 .682 6082 29.17 -693 0896 29.06 -703 5342 28.97 -713 9473 28.89 
3 .682 7832 29.17 -693 2640 29.00 -703 7080 28.97 -714 1206 28.88 
4 .682 9582 29.17 693 4383 29.06 -703 8818 28.96 “714 2939 28.88 
5 1.683 1332 29.16 1.693 6127 29.06 1.704 0556 28.96 LM AgAG Te 28.88 
6 .683 3082 29.16 .693 7870 29.05 «704 2293 28.96 “714 6405 28.88 
q 683 4832 29.16 693 9613 29.05 -704 4031 28.96 .714 8138 28.88 
8 683 6581 29.16 694 1356 29.05 -704 5768 28.96 -714 9870 28.88 
9 -683 8331 29.16 -694 3099 29.05 -704 7506 28.96 -715 1603 28.88 
10 1.684 0080 29.16 1.694 4842 29.05 1.704 9243 28.96 GU BEE 28.88 
11 .684 1830 29.15 694 6585 29.04 -705 0981 28.95 -715 5068 28.88 
12 684 3579 29.15 .694 8328 29.04 +705 2718 28.95 “715 6801 28.87 
13 684 5328 29.15 .695 0070 29.04 “705 4455 28.95 “715 8533 28.87 
14 684 7077 | 29.15 695 1813 29.04 -705 6192 28.95 -716 0266 28.87 
15 1.684 8826 29.14 1.695 3555 29.04. 1.705 7929 28.95 1.716 1998 28.87 
16 085 0574 29.14 695 5298 29.04 -705 9666 28.95 -716 3730 28.87 
ibe »085 2323 29.14 .695 7040 29.04 -706 1402 28.95 -716 5462 28.87 
18 .685 4071 29.14 .695 8782 29.03 .706 3139 28.94 .716 7194 28.87 
19 685 5820 29.14 -696 0524 29.03 -706 4875 28.94 -716 8926 28.87 
20 1.685 7568 29.14 1.696 2266 29.03 1.706 6612 28.94 1.717 0658 28.86 
21 685 9316 29.13 -696 4008 29.03 -706 8348 28.94 -717 2390 28.86 
22 .686 1064 29.13 .696 5750 29.03 707 0085 28.94 “117 4122 28.86 
23 .686 2812 29.13 696 7491 29.03 -707 1821 28.94 “717 5853 28.86 
24. 686 4560 29.13 696 9233 29.02 107 3557 28.94 “717 7585 28.86 
25 1.686 6308 29.13 1.697 0974 | :29.02 1.707 5293 28.93 TT SOSa7 28.86 
26 .686 8055 29.13 697 2716 29.02 -707 7029 28.93 -718 1048 28.86 
27 “| .686 9803 29.12 697 4457 29.02 -707 8765 28.93 718 2780 28.86 
28 -687 1550 29.12 .697 6198 29.02 -708 O501 28.93 “718 4511 28.86 
29 .687 3297 29.12 .697 7939 29.02 _ 708 2237 28.93 -718 6242 28.85 
30 1.687 5044 29.12 1.697 9680 29.02 1.708 3972 28.93 1.718 7974 28.85 
31 .687 6791 29.12 .698 1421 29.01 .708 5708 28.93 718 9705 28.85 
32 687 8538 29.11 .698 3162 29.01 -708 7444 28.92 719 1436 28.85 
33 -688 0285 29.11 .698 4902 29.01 :708 9179 28.92 -719 3167 28.85 
34 .688 2032 29.11 .698 6643 29.01 -709 0914. 28.92 -719 4898 28.85 
35 1.688 3778 29.1: 1.698 8383 29.01 1.709 2650 28.92 1.719 6629 28.85 
36 088 5525 29.11 .699 0124 29.01 -709 4385 28.92 -719 8360 28.85 
37 688 7271 29.10 699 1864. 29.00 -709 6120 28.92 £720 0090 28.85 
38 .688 9017 29.10 699 3604 29.00 -709 7855 28.92 -720 1821 28.84 
39 689 0764 29.10 699 5345 29.00 “709 9590 28.92 720 3552 28.84 
40 1.689 2510 29.10 1.699 7085 29.00 1.710 1325 28.91 1.720 5282 28.84 
41 .089 4256 29.10 .699 8824 29.00 .710 3060 28.91 .720 7013 28.84 
42 "689 6001 29.09 -700 0564 29.00 .710 4794. 28.91 -720 8743 28.84 
43 689 7747 29.09 “JOO 2304 29.00 -710 6529 28.91 721 0474 28.84 
44 689 9493 29.09 -700 4044. 28.99 -710 8263 28.91 .721 2204 28.84 
45 1.690 1238 29.09 1.700 5783 28.99 1.710 9998 28.91 1.721 3934 28.84 
46 690 2984 29.09 -700 7523 28.99 -711 1732 28.91 -721 5665 28.84 
47 .690 4729 29.09 -700 9262 28.99 -711 3467 28.90 -721 7395 28.84 
48 .690 6474 29.09 -701 1001 28.99 Salil Nyrou 28.90 +721 9125 28.83 
49 .690 8219 29.08 “701 2741 28.99 “711 6935 28.90 722 0855 28.83 
50 1.690 9964 29.08 1.701 4480 28.98 1.711 8669 28.90 1.722 2585 28.83 
51 .691 1709 29,08 -701 6219 28.98 -712 0403 28.90 1722 4315 28.83 
52 ‘091 3454 29.08 -701 7958 28.98 “712 2137 28.90 +722 6044 28.83 
53 691 5199 29.08 -701 9697 28.98 712 3871 28.90 122 1114 28.83 
54 691 6943 29.08 “702 1435 28.98 -712 5605 28.90 1122 9504 28.83 
5b 1.691 8688 29.07 1.702 3174 28.98 1.712 7339 28.90 1.723 1233 28.83 
56 692 0432 29.04 1702 4913 28.98 “712 9072 28.89 123 2963 28.83 
57 692 2176 29.07 .702 6651 28.97 713 0806 28.89 123 4693 28.82 
58 .692 3920 29.07 -702 8389 28.97 »713 2539 28.89 -723 0422 28.82 
59 692 5664 | 29.07 703 0128 | 28.97 713 4273 | 28.890 723 8151 | 28.82 
60 1.692 7408 29.07 1.703 1866 28.97 1.713 6006 28.89 1.723 9881 28.82 
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Tafel VI. 
Die Barker’sche Tafel. 


65° 66° 67° 

log M. Ditt 1/5 log M. Dittek' log M. ID yates log M. 
1.723 9881 28.82 1.734 3539. 28.77 1.744 7O3% 28.73 1.755 0405 28.70 
.724 1610 28.82 +734 5265 28.77 744 8755 28.73 “755 2127 28.70 
+724 3339 28.82 -734 0991 28.77 °7145 0479 28.73 +155 3849 28.70 
.724 5068 28.82 -734 8718 28.77 -745 2202 28.73 = Do Done 28.70 
724 6798 28.82 +7135 0444 28.77 745 3926 28.73 +155 7293 28.70 
1.724 8527 28.82 1.735 2169 28.76 1.745 5650 28.73 1.755 9015 28.70 
-725 0256 28.82 735 3895 28.76 745 7373 28.73 -750 0737 28.70 
-725 1984 28.81 +735 5621 28.76 -745 9097 28.73 -756 2459 28.70 
+725 3713 28.81 735 71347 28.76 -746 0820 28.72 -756 4181 28.70 
-725 5442 28.81 -735 9073 28.76 -746 2544 28.72 -750 5903 28.70 
ABs “plapl 28.81 1.736 0798 28.76 1.746 4267 28.72 1.756 7625 28.70 
-725 8900 28.81 -730 2524 28.70 -746 5991 28.72 -750 9347 28.70 
-726 0628 28.81 .730 4250 28.76 746 7714 28.72 -757 1069 28.70 
£726 2357 28.81 736 5975 28.76 -746 9437 28.72 “757 2791 28.70 
-726 4085 28.81 -7360 7701 28.76 747 1161 28.72 -757 4513 28.70 
1.726 5814 28.81 1.736 9426 28.76 1.747 2884 28.72 1.757 6235 28.70 
.720 7542 28.81 737 1152 28.76 -747 4607 28.72 BSA Theil 28.70 
.126 9270 28.81 .737 2877 |- 28.76 -747 6330 28.72 1577 9679 28.70 
-72'7 0999 28.80 +737 4602 28.76 “747 8054 28.72 -758 1401 28.70 
PE GEG 28.80 737 6328 28.75 “147 9777 28.72 -758 3123 28.70 
1.727 4455 28.80 1.737 8053 28.75 1.748 1500 28.72 1.758 4844 28.70 
-727 6183 28.80 -737 9778 28.75 748 3223 28.72 -758 6566 28.70 
Sled FORA 28.80 -738 1503 28.75 -748 4946 28.72 -758 8288 28.70 
-727 9639 28.80 -738 3228 28.75 -748 6669 28.72 -759 0010 28.70 
-728 1367 28.80 -738 4953 28.75 -748 8392 28.72 759 L731 28.70 
1.728 3095 28.80 1.738 6679 28.75 1.749 O115 28.72 1.759 3453 28.70 
-728 4823 28.80 .738 8404 28.75 -749 1838 28.72 -759 5175 28.70 
.728 6551 28.80 -739 0129 28.75 -749 3561 28.72 -759 6897 28.70 
-728 8279 28.80 -739 1853 28.75 -749 5284 28.72 -759 8618 28.69 
+729 0006 28.79 -739 3578 28.75 -749 7007 28.71 -760 0340 28.69 
1.729 1734 28.79 1.739 5303 28.75 1.749 8730 28.71 1.760 2062 28.69 
-729 3461 28.79 -739 7028 28.75 -750 0453 28.71 -760° 3783' 28.69 
.729 5189 28.79 -739 8753 28.75 -750 2176 28.71 -760 5505 28.69 
-729 6916 28.79 -740 0477 28.75 -750 3898 28.71 .160 72277 28.69 
-7129 8644 28.79 -740 2202 28.74. .750 5621 28.71 -760 8948 28.69 
1.730 0371 28.79 1.740 3927 28.74 1.750 7344 28.71 1.761 0670 28.09 
-730 2099 28.79 -740 5651 28.74 -750 9067 28.71 -701 2392 28.69 
-730 3826 28.79 -740 7376 28.74 »751 0789 28.71 -761 4113 28.69 
+730 5553 28.79 -740 9101 28.74 “751 2512 28.71 -761 5835 28.69 
-730 7280 28.79 -741 0825 28.74 -751 4234 28.71 .761 7556 28.69 
1.730 9007 28.78 1.741 2550 28.74 1.751 5957 28.71 1.761 9278 28.69 
-731 0735 28.78 “741 4274. 28.74 -751 7680 28.71 .762 0999 28.69 
731 2462 28.78 +741 5998 28.74 -751 9402 28.71 162 2721 28.69 
-731 4189 28.78 741 7123 28.74 «752 1125 28.71 .762 4442 28.69 
-731 5915 28.78 “741 9447 28.74 -752 2847 28.71 .762 6164 28.69 
1.731 7642 28.78 1742. 1071, 28.74 1.752 4570 28.71 1.762 7885 28.69 
-731 9369 28.78 -742 2896 28.74. -752 6292 28.71 -762 9607 28.69 
+732 1096 28.78 -742 4620 28.74 .752 8015 28.71 -763 1328 28.69 
.732 2823 28.78 -742 6344 28.74 “752 9737 28.71 -7603 3050 28.69 
7132 4549 28.78 -742 8068 28.74 -753 1460 28.71 +703 4771 28.69 
1.732 6276 28.78 1.742 9792 28.74. 1.753 3182 28.71 1.763 6493 28.69 
-732 8002 28.78 -743 1516 28.73 -753 4904 28.71 .763 8214 28.69 
-7132 9729 28.77 +743 3240 28.73 -753 6627 28.71 -763 9936 28.69 
+733 1455 28.77 143 4964 28.73 +153 8349 28.71 -764 1657 28.69 
733 3182 28.77 -7143 6688 28.73 -754 0071 28.70 +164 3379 28.69 
1.733 4908 28.77 1.743 8412 28.73 1.754 1794 28.70 1.764. 5100 28.69 
-733 6635 28.77 -7144 0136 28.73 -754 3516 28.70 -764 6821 28.69 
+733 8361 28.77 744. 1860 28.73 +754 5238 28.70 -764 8543 28.69 
-734 0087 28.77 744 3584 28.73 -754 6960 28.70 -765 0264 28.69 
734 1813 28.77 -744 5308 28.73 -754 8682 28.70 -705 1985 28.69 
1.734 3539 28.77 1.744 7031 28.73 1.755 0405 28.70 
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Tafel VI. 
Die Barker’sche Tafel. 


68° 69° 10° 71 


log M. ith. 1" log M. Diff. 1’. log M. Pith, log M. Dyiteaal ie 
0! | 1.765 3707 28.69 1.775 6985 28.69 1.786 0284 28.70 1.796 3650 28.73 
iJ -705 5428 28.69 775 8706 28.69 -786 2006 28.70 796 5374 28.73 
2 705 7150 28.69 776 0427 28.69 786 3728 28.70 -196 "1097 28.73 
3 -765 8871 28.69 776 2149 28.69 -786 5450 28.70 -796 8821 28.73 
4 -766 0592 28.69 2776 3870 28.69 -786 7172 28.70 “797 0545 28.73 
5 1.766 2314 28.69 1.776 5591 28.69 1.786 8894 28.70 1.797 2268 28.73 
6 -766 4035 28.69 770 7313 28.69 -787 0617 28.70 “197 3992 28.73 
1G -766 5756 28.69 776 9034 28.69 -787 2339 28.70 797 5716 28.73 
8 706. 7478 28.69 177 0755 28.69 -787 4061 28.70 -797 7440 28.73 
9 -766 9199 28.69 171 2477 28.69 787 5783 28.70 -797 9164 28.73 
10 1.767 0920 28.69 1.777 4198 28.69 1.787 7506 28.70 1.798 0888 28.73 
11 -767 2642 28.69 -7177 5920 28.69 -787 9228 28.71 798 2611 28.73 
12 767 4363 28.69 777 7041 28.69 788 0950 28.71 “798 4335 28.73 
13 -767 6084 28.69 777 9363 28.69 -788 2673 28.71 798 6060 28.773 
14 767 7805 28.69 -778 1084 28.69 788 4395 28.71 798 7784 28.73 
15 1.767 9527 28.69 1.778 2806 28.69 1.788 6117 28.71 1.798 9508 28.73 
16 708 1248 | 28.69 “778 4527 | 28.69 788 7840 | 28.71 199 1232 | 28.74 
17 768 2969 28.69 -778 6248 28.69 -788 9562 28.71 -799 2956 28.74 
18 £108 4691 28.69 778 1970 28.69 -789 1284 28.71 -799 4680 28.74 
19 768 6412 28.69 778 9691 28.69 -189 3007 28.71 -799 6404 28.74 
20 1.768 8133 28.69 1.779 1413 28.69 1.789 4730 28.71 1.799 8128 28.74 
21 -768 9854 28.69 -779 3140 28.69 .789 6452 28.71 -799 9853 28.74. 
22 -769 1576 28.69 -179 4862 28.69 -789 8175 28.71 .800 1577 28.74. 
23 769 3297 | 28.69 719 6578 | 28.69 789 9897 | 28.71 800 3301 | 28.74 
24 769 5018 28.69 1719 8299 28.69 -790 1620 28.71 .800 5026 28.74 
25 1.769 6740 28.69 1.780 0021 28.69 1.790 3342 28.71 1.800 6750 28.74 
26 -769 8461 28.69 .780 1742 28.69 “190 5065 28:71 800 8475 28.74 
27 770 0182 28.69 780 3464 28.69 -790 6788 28.71 801 0199 28.74 
28 :770 1903 28.69 -780 5185 28.69 -790 8510 28.71 .801 1924 28.74 
29 770 3625 28.69 .780 6907 28.69 791 0233 28.71 .801 3648 28.74 
30 1.770 5346 28.69 1.780 8629 28.69 1.791 1956 28.71 1.801 5373 28.74 
31 -770 70067 28.69 -781 0350 28.69 191 3678 28.71 .801 7107 28.74 
32 -770 8788 28.69 .781 2072 28.69 -791 5401 28.71 .801 8822 28.74 
33 -771 0510 28.69 .781 3793 28.69 “7191 7124. 28.71 .802 0547 28.75 
34 7 2230 28.69 -781 5515 28.69 -791 8847 28.71 802 2271 28.75 
35 1.771 13052 28.69 1.781 7237 28.69 1.792 0570 28.71 1.802 3996 28.75 
36 ‘771 5673 28.69 781 8959 28.69 192 2293 28.71 802 5721 28.75 
37 771 7395 28.69 .782 0680 28.70 792 4016 28.72 .802 7446 28.75 
38 -771, 9116 28.69 .182 2402 28.70 -792 5738 28.72 .802 9171 28.75 
39 1112 0837 28.69 182 4124 28.70 192 7461 28.72 803 0896 28.75 
40 1.772 2559 28.69 1.782 5845 28.70 1.792 9184 28.72 1.803 2621 28.75 
41 .772 4280 28.69 -782 7567 28.70 -793 0907 28.72 .803 4346 28.75 
42 712 6001 28.69 .182 9289 28.70 193 2630 28.72 803 6071 28.75 
43 7712 7122 28.69 783 1011 28.70 193 4354 28.72 803 7796 28.75 
44 772 9444 28.69 -783 2732 28.70 -793 6077 28.72 -803 9521 28.75 
45 1.773 1165 28.69 1.783 4454 28.70 5.793 7800 28.72 1.804 1246 28.75 
46 -773 2886 28.69 -183 6176 28.70 193 9523 28.72 804. 2971 28.75 
47 +7173 4007 28.69 -783 7898 28.70 -794. 1246 28.72 .804 4697 28.75 
48 +773 6329 28.69 -783 9620 28.70 194 2969 | 28.72 804 6422 28.76 
49 -773, 8050 28.69 -784 1342 28.70 -194 4693 28.72 804. 8147 28.76 
50 1.773 9771 28.69 1.784 3064 28.70 1.794 6416 28.72 1.804 9873 28.76 
51 774 1493 28.69 -784 4786 28.70 794 8139 28.72 805 1598 28.76 
52 7714 3214 28.69 -784 6508 28.70 794 9862 28.72 805 3324 28.76 
53 714 4935 28.69 .784. 8230 28.70 795 1586 28.72 -805 5049 28.70 
54 174 0057 | 28.69 784.9952 | 28.70 -795 3309 | 28.72 805 6775 | 28.76 
55 1.774 8378 28.69 1.785 1674 28.70 1.795 5033 28.72 1.805 8500 28.76 
56 “775 0099 28.69 | .785 3396 28.70 -195 6756 28.72 806 0226 28.76 
57 775 1821 28.69 +785 5118 28.70 795 8480 28.72 806 1952 28.76 
58 1715 3542 28.69 -785 6840 28.70 796 0203 28.73 806 3677 28.76 
59 “175, 5263 28.69 .785 8562 28.70 796 1927 28.73 806 5403 28.6 
60 1.775 6985 28.69 1.786 0284 28.70 1.796 3650 28.73 1.806 7129 28.76 
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Tafel VI. 
Die Barker’sche Tafel. 


oPy 


| pi] log M. | Diff. 1”. 


1.837 8686 
-838 0423 
.838 2160 
.838 3898 
838 5635 


1.838 7372 
.838 9110 
839 0847 
-839 2585 
839 4323 

1.839 6060 
839 7798 
839 9536 

& .840 1274 

819 4974 3 A : .840 3012 


1.819 6704 : P < 1.840 4751 
819 8433 : ‘ : -840 6489 
.820 0163 : 2 A .840 8227 
.820 1893 A A i .840 9966 
.820 3623 e A A .841 1704 


1.820 5353 3 5 4 1.841 3443 
.820 7083 z : A 841 5182 
.820 8813 : ‘ : .841 6921 
-821 0543 : . -841 8659 
821 2273 i -842 0398 


1.821 4003 : : A 1.842 2138 
821 5734 : 4 z .842 3877 
.821 7464 84 : : 842 5616 
.821 9194 ; ‘ x -842 7355 


.822 0925 : - : -842 9095 


1.822 2656 3 : i 1.843 0834 
.822 4386 : : : 3 2574! 
.822 6117 : J : . 4313 
.822 7848 : ; : -843 6053 
822 9578 : ; : -843 7793 


1.823 1309 : : ; 5 9533 
.823 3040 3 4 a 844 1273 
823 4771 - F ; A 3013 
.823 6502 : 4 f ; 4753 
.823 8233 é i : 6494. 


1.823 9965 : P 4 ‘ 8234 
.824 1696 : : 4 : 9974 
.824 3427 : : : ‘ 1715 
.824 5159 ; 5 i ; 3450 
.824 6890 fi 4 4 . 5196 

1.824 8622 y : : 845 6937 
-825 0353 ; F : .845 8678 
825 2085 i % : 4 0419 
825 3816 : : 4 2160 
825 5548 P : 5 : 3901 


1.825 7280 ‘ A ‘i 5643 
.825 9012 A 5 i : 1384. 
.826 0744 : } i 5 9125 
.826 2476 . : f ‘ 0867 
.826 4208 A d i ji 2609 


1.826 5940 ; : : j 4350 
-826 7673 : i : 6092 
826 9405 ; : : : 71834 | 
827 1137 ; ‘ 4 i 9576 
.827 2870 é A i F 1318 


1.827 4602 
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Tafel VI. 
Die Barker’sche Tafel. 


Ue 


~ 


CONIA PWWH SO 


76° 


ee 


78° 


log M. 


1.848 
.848 
.848 
.848 
849 

1.849 
849 
849 
849 
849 

1.850 
.850 
.850 
.850 
.850 


1.850 
851 
851 
851 
851 


1.851 
851 
852 
852 
852 


1.852 
2852 
853 
853 
853 

1.853 
853 
853 
854 
854 


1.854. 
854 
854 
854 
855 


1.855 
855 
855 
855 
855 


1.856 
856 
.856 
856 
856 


1.857 
857 
857 
857 
857 


1.857 
858 
858 
858 
858 

1.858 


3060 
4803 
6545 
8287 
0030 


1773 
3515 
5258 
7001 
8744 
0487 
2231 
3974 
5717 
7461 
9204 
0948 
2692 
4436 
6180 
7924 
9668 
1412 
3157 
4901 
6646 
8391 
0135 
1880 
3625 


5370 
7115 
8861 
0606 
2351 


4097 
5843 
7588 
9334 
1080 
2826 
4572 
6319 
8065 
9811 


1558 
3305 
5052 
6799 
8546 
0293 
2040 
3787 
5534 
7282 
9030 
0777 
2525 


4273- 


6021 
7769 


1B yas es 


29.04 
29.04 
29.04 
29.04 
29.04 
29.04 
29.05 
29.05 
29.05 
29.05 
29.05 
29.05 
29.06 
29.06 
29.06 


29.06 
29.06 
29.06 
29.07 
29.07 


29.07 
29.07 
29.07 
29.07 
29.07 
29.08 
29.08 
29.08 
29.08 
29.08 


29.09 
29.09 
29.09 
29.09 
29.09 
29.09 
29.10 
29.10 
29.10 
29.10 


29.10 
29.10 
29.11 
29.11 
29.11 


209.11 
29.11 
29.11 
29.12 
20.12 


29.12 
20.12 
29.12 
209.12 
29.13 


29.13 
29.13 
29.13 
29.13 
29.13 


29.14 


log M: 


1.858 7769 
858 9517 
-859 1266 
859 3014 
859 4763 

1.859 6512 
.859 8260 
.860 0009 
.860 1758 
-860 3507 

1.860 5256 
.860 7006 
-860 8755 
-861 O505 
.861 2254 


1.861 4004 
861 5754 
-861 7504 
.861 9254 
.862 1004 


1.862 2754 
.862 4505 
1862 6255 
.862 8006 
862 9756 


1.863 1507 
.863 3258 
-863 5009 
.863 6760 
.863 8512 


1.864 0263 
.864 2015 
.864 3766 
864 5518 
.864 7270 


1.864 9022 
.865 0774 
.865 2526 
865 4278 
.865 6030 


1.865 7783 
865 9536 
.866 1288 
.866 3041 
866 4794 


1.866 6547 
-866 8301 
.867 0054 
.867 1807 
867 3561 


1.867 5314 
.867 7068 
.867 8822 
.868 0576 
.868 2330 

1.868 4084 
868 5839 
868 7593 
.868 9348 
.869 1102 


1.869 2857 


Dynes 


29.14 
29.14 
29.14 
20.14 
29.15 


29.15 
29.15 
29.15 
29.15 
29.15 
29.15 
29.16 
29.16 
29.16 
29.16 


29.16 
29.16 
29.17 
29.17 
Zoos 


29.17 
20.17 
29.18 
29.18 
29.18 


29.18 
29.18 
29.18 
29.19 
29.19 


29.19 
29.19 
29.19 
29.20 
29.20 


29.20 
29.20 
29.20 
29.20 
29.21 


29.21 
29.21 
20.21 
20.21 
29.22 


29.22 
29.22 
29.22 
20.22 
29.23 


29.23 
29.23 
29.23 
29.23 
209.24 


29.24 
29.24 
20.24 
29.24 
29.25 


29.25 


log M. 


1.869 
.869 
.869 
.869 
.869 

1.870 
.870 
.870 
.870 
.870 

1.871 
871 
871 
871 
871 

1.871 
872 
872 
872 
.872 

1.872 
.872 
873 
873 
873 


1.873 
873 
874 
874 
874 


1.874 
874 


1.879 


4 9074 


2857 
4612 
6367 
8122 
9878 
1633 
3389 
5144 
6900 
8656 


0412 
2168 
3924 
5681 
7437 
9194 
0950 
2707 
4464 
6221 
7979 
9736 
1493 
3251 
5008 
6766 
8524 
0282 
2041 
3799 


5557 
7316 


0833 
2592 
4351 
6111 
7870 
9629 
1389 


3148 
4908 
6668 
8428 
0188 


1949 
3709 
5470 
71230 
8991 


0752 
2513 
4275 
6036 
77197 
9559 
1321 
3082 
4844 


8369 


Diff. 1”, 


29.25 
29.25 
20.25 
20.25 
29.26 
29.26 
29.26 
29.26 
29.26 
29.26 


29.27 
29.27 
29.27 
29.27 
29.28 


29.28 
29.28 
29.28 
29.28 
29.29 


29.29 
29.29 
29.29 
29.29 
29.30 


29.30 
29.30 
29.30 
29.30 
29.31 
29.31 
29.31 
29.31 
29.31 
29.32 


29.32 
29.32 
29.32 
20.32 
29.33 


29.33 
29.33 
29.33 
29.33 
29.34 


29.34 
29.34 
29.34 
29.34 
29.35 


29.35 
29.35 
29.35 
29.35 
29.30 
29.36 
29.36 
29.36 
29.36 
29.37 


29.371 


log M. 

1.879 8369 29.37 
.880 0131 29.37 
.880 1894 29.38 
.880 3656 29.38 
.880 5419 29.38 

1.880 7182 29.38 
.880 8945 29.38 
.881 0708 29.39 
.881 2471 29.39 
881 4235 29.39 

1.881 5998 29.39 
.881 7762 29.39 
.881 9526 29.40 
.882 1290 29.40 
882 3054 29.40 

1.882 4818 29.40 
.882 6582 29.41 
882 8347 29.41 
.883 0112 29.41 
.883 1876 29.41 

1.883 3641 29.42 
.883 5406 29.42 
.883 7171 29.42 
883 8937 29.42 
.884 0702 29.42 

1.884 2468 29.43 
884 4233 29.43 
884 5999 29.43 
884 7765 29.43 
884 9531 29.44 

1.885 1297 29.44 
885 3064 20.44 
.885 4830 20.44 
.885 6597 29.45 
885 8364 29.45 

1.886 0131 20.45 
.886 1898 20.45 
.886 3665 29.45 
.886 5432 29.46 
.886 7200 29.46 

1.886 8967 29.46 
.887 0735 29.46 
887 2503 20.47 
887 4271 29.47 
.887 6039 29.47 

1.887 7807 20.47 
887 9576 29.48 
.888 1344 29.48 
.888 3113 29.48 
.888 4882 29.48 

1.888 6651 29.48 
.888 8420 29.49 
.889 0189 29.49 
-889 1959 29.49 
889 3728 29.49 

1.889 5498 29.49 
.889 7268 29.50 
.889 8038 29.50 
-890 0808 29.50 
.890 2578 29.51 

1.890 4349 29.51 


— 856 — 
Tat eile Vials 
Die Barker’sche Tafel. 
81° 83°. 


Diff.1".| log M. | Diff. 2”. Diff.1”.| log M. | Diff. 1”, 


29.51 1.901 0841 29.66 29.82 1.922 5548 29.99 
29.51 901 2621 29.66 29.82 922 7347 29.99 
20.51 -901 4400 29.66 29.82 922 9147 30.00 
29.51 -901 6180 29.66 29.83 923 0947 30.00 
29.52 901 7960 29.07 29.83 3023) 2747 30.00 
29.52 1.901 9740 29.07 29.83 1.923 4548 30.01 
29.52 .902 1521 29.07 29.84 .923 6348 30.01 
29.52 902 3301 29.67 29.84 .923 8149 30.01 
29.53 .902 5082 29.68 29.84 923 9950 30.02 
29.53 -902 6862 29.68 29.84 924 1751 30.02 


29.53 1.902 8643 29.68 29.85 1.924 3552 30.02 
29.53 903 0424 29.69 29.85 924 5354 30.03 
29.54 903 2105 29.69 29.85 924 7155 30.03 
29.54 903 3987 29.69 29.85 924 8957 30.03 
29.54 903 5768 29.69 29.86 925 0759 30.03 
29.54 1.903 7550 29.70 29.86 1.925 2561 30.04. 
29.55 903 9332 29.10 29.86 925 4364 30.04 
29.55 904 1114 29.70 29.87 .925 6166 30.04 
20.55 .904 2896 29.70 29.87 925 7969 30.05 
29.55 904. 4678 29.71 29.87 925 9772 30.05 
29.56 1.904 6461 29.71 29.87 1.926 1575 30.05 
29.56 904 8243 29.71 29.88 926 3378 30.06 
29.56 905 0026 29.71 29.88 926 5182 30.06 
29.56 .905 1809 29.72 29.88 .926 30.06 
29.57 905 3592 29.72 29.89 .926 30.07 


29.57 1.905 5376 29.72 29.89 1.927 30.07 
29.57 905 7159 29.73 < 29.89 927 30.07 
20.57 905 8943 29.73 ; 29.90 927 30.08 
29.58 906 0726 29.73 29.90 927 30.08 
29.58 .906 2510 29.73 29.90 927 30.08 


29.58 1.906 4294 29.74 29.90 1.927 30.08 
29.58 -906 6079 29.74. dl 29.91 928 ,| 30.09 
29.59 .906 7863 29.74 ; 29.91 .928 30.09 
29.59 -906 9648 29.74 29.91 .928 30.09 
29.59 -907 1432 29.75 29.92 .928 30.10 
29.59 1.9007 3217 29.75 29.92 1.928 30.10 
29.60 907 5002 29.75 29.92 .929 30.10 
29.60 907 6787 29.75 29.92 929 30.11 
29.60 907 8573 29.76 29.93 929 30.11 
29.60 .908 0358 29.76 5) 29.93 .929 30.11 


29.61 1.908 2144 29.76 29.93 1.929 30.12 
29.61 908 3930 29.77 29.94 .929 30.12 
29.61 908 5716 29.77 29.94. .930 30.12 
29.61 908 7502 29.77 29.94 .930 30.13 
29.62 -908 9288 20771 29.94 .930 30.13 


29.62 1.909 1075 29.78 29.95 1.930 30.13 
29.62 -909 2862 29.78 29.95 930 30.13 
29.62 909 4648 29.78 29.95 931 30.14. 
29.63 -909 6436 29.78 29.96 931 30.14 
29.63 909 8223 29.79 29.96 931 30.14 


29.63 1.910 0010 29.79 29.96 1.931 30.15 
29.63 910 1798 29.79 29.97 -931 30.15 
29.04 910 3585 29.80 29.97 -931 30.15 
29.64 910 5373 29.80 29.97 -932 30.16 
29.64 910 7161 29.80 29.98 932. 30.16 
29.64 1.910 8949 29.80 29.98 1.932 30.16 
29.65 911 0738 29.81 29.98 932 30.17 
29.05 911 2526 29.81 29.98 932 8 30.17 
29.65 O11 4315 29.81 29.99 933 30.17 
29.66 -911 6104 29.82 29.99 -933 30.18 


29.66 1.911 7893 29.82 29.99 1.933 30.18 


— 857 


Tafel VL 
Die Barker’sche Tafel. 


= 


89°. 


86° 


log M. 


~ 


1.933 3853 
933 5664 
933 7475 
933 9287 
934 1098 


1.934 2910 
934 4722 
934 0533 
934 8346 
935 0158 

1.935 1971 
935 3784 
935 5597 
-935. 7410 
935 9223 

1.936 1037 
936 2851 
936 4665 
.936 6479 
936 8293 

1.937 0108 
937 1922 
937 3737 
937 5553 
-937 7368 

1.937 9184 
938 0999 
.938 2815 
-938 4632 
-938 6448 

1.938 8264 
939 O081 
-939 1898 
939 3715 
+939 5533 


1.939 7350 
939 9168 
.940 0986 
.940 2804. 
940 4623 

1.940 6441 
.940 8260 
.941 0079 
-941 1898 
9413717 


1.941 5537 
941 7357 
-941 9177 
942 0997 
942 2817 


1.942 4638 
.942 6459 
.942 8280 
943 O101 
943 1923 

1.943 3744 
943 5566 
943 7388 
943 9211 
944 1033 


1.944 2856 


COIS PWR OS 


Dit? 


30.18 
30.18 
30.19 
30.19 
30.19 
30.20 
30.20 
30.20 
30.21 
30.21 


30.21 
30.22 
30.22 
30.22 
30.22 


30.23 
30.23 
30.23 
30.24 
30.24 
30.24 
30.25 
30.25 
30.25 
30.26 
30.26 
30.26 
30.27 
30.27 
30.27 


30.28 
30.28 
30.28 
30.29 
30.29 
30.29 
30.30 
30.30 
30.30 
30.31 


30.31 
30.31 
30.32 
30.32 
30.32 


30.33 
30.33 
30.34 
30.34 
30.34 


30.35 
30.35 
30.35 
30.36 
30.36 
30.36 
30.37 
30.37 
30.37 
30.38 


30.38 


log M. 


4 2856 
4678 
6502 

4 8325 
0148 
1972 
37906 
5620 
7444 
9269 

) 1094 

9 2919 
4744 
6569 
8395 
0221 
2047 
3873 
5699 
7526 
9353 
1180 
3007 
4834 
6662 


8490 
0318 
2146 
3975 
5804 
7633 
9462 
1291 
3121 
4951 
6781 
8611 
0441 
2272 
4103 
§934 
7766 
9597 
1429 
3261 


5093 
6925 
8758 
0591 
2424. 


4257 
6091 
7924 
9758 
1592 
3427 
5262 
7096 
8931 
0766 


2602 


Dit ls, 


30.38 
30.38 
30.39 
30.39 
30.39 
30.40 
30.40 
30.40 
30.41 
30.41 


30.41 
30.42 
30.42 
30.42 
30.43 
30.43 
30.44 
30.44 
30.44 
30.45 
30.45 
30.45 
30.46 
30.46 
30.46 
30.47 
30.47 
30.47 
30.48 
30.48 


30.48 
30.49 
30.49 
30.50 
30.50 
30.50 
30.51 
30.51 
30.51 
30.52 


30.52 
30.52 
30.53 
30.53 
30.53 


30.54 
30.54 
30.55 
30.55 
30.55 
30.56 
30.56 
30.56 
30-57 
30.57 
30.57 
30.58 
30.58 
20.59 
30.59 


30.59 


log 


1.955 
955 
955 
955 
955 

1.956 
.956 
956 
.956 
956 

1.957 
957 
957 
957 
957 

1.958 
958 
958 
958 
958 


1.958 
959 


59 8561 


4 2814 


1.966 


M 


2602 
4438 
6274 
8110 
9946 
1783 
3619 
5456 
71294 
9131 
0969 
2807 
4645 
6483 
8322 
0160 
1999 
3839 
5678 
7518 


9358 
1198 
3038 
4879 
6720 


0402 
2243 
4085 
5927 
7769 
9612 
1454 
3297 
5140 
6983 
8827 
0671 
2515 
4359 
6203 
8048 
9893 
1738 
3583 
5429 
72°15 
9121 
0967 


4660 
6507 
8354 
0202 
2050 


3897 
5746 
7594 
9442 
1291 


3140 


Diff. 1”. 


30.59 
30.60 
30.60 
30.60 
30.61 


30.61 
30.61 
30.62 
30.62 
30.63 


30.63 
30.63 
30.64 
30.64 
30.64 
30.65 
30.65 
30.66 
30.66 
30.66 


30.67 
30.67 
30.67 
30.68 
30.68 


30.69 
30.69 
30.69 
30.70 
30.70 


30.70 
30.71 
30.71 
30.71 
30.72 
30.72 
30.73 
30.73 
30.73 
30.74 
30.74 
30.75 
30.75 
30.75 
30.76 
30.76 
30.77 
30.77 
30.77 
30.78 
30.78 
30.78 
30.79 
30.79 
30.80 
30.80 
30.80 
30.81 
30.81 
30.81 


30.82 


log M. 


1.966 
.966 
.966 
.966 
967 

1.967 
.907 
.967 
.967 
.967 

1.968 
.968 
.968 
.968 
.968 


1.969 
969 
969 
.969 
969 

1.970 
970 
970 
970 
970 

1.970 
971 
971 
971 
O71 

1.971 
972 
972 
972 


3140 
4990 
6839 
8689 
0539 
2389 
4240 
6090 
7941 
9792 
1644 
3496 
5347 
7200 
9052 
0905 
2757 
4610 
6464 
8317 
0171 
2025 
3879 
5734 
7589 
9443 
1299 
3154 
5010 
6866 
8722 
0578 
2435 
4292 
6149 
8006 
9864 
Wie2 
3580 
5438 
7297 
9156 
1015 
2874 
4734 
6593 
8454 
0314 
2174 
4035 
5896 | 
LDS 
9619 
1481 
3343 
5205 
7007 
8930 
0793 
2656 


4520 | 


vee 
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OMAGH LOWE C 


~ 


88° 


90° 


91 


log M. 


1.977 4520 
977 6383 
977 8247 
.978 0112 
978 1976 

1.978 3841 
978 5706 
978 7571 
978 9436 
979 1302 

1.979 3168 
979 5034 
979 6901 
979 8768 
980 0635 

1.980 2502 
980 4369 
-980 6237 
.980 8105 
980 9973 

1.981 1842 
981 3710 
981 5579 
981 7449 
981 9318 

1.982 1188 
982 3058 
.982 4928 
.982 6798 
.982 8669 


1.983 0540 
.983 2411 
-983 4283 
-983 6155 
.983 8027 


1.983 9899 
984 1772 
984 3644 
984 5517 
984 7391 

1.984 9264 
985 1138 
985 3012 
-985 4886 . 
985 6761 . 


1.985 8636 
986 O511 
986 2386 
986 4262 
.986 6138 


1.986 8014. 
-986 9890 
987 1767 
987 3644 
987 5521 

1.987 7398 
987 9276 
988 1154 
988 3032 
.988 4911 

1.988 6789 


Diff. 1/4 


31.06 
31.06 
31.07 
31.07 
31.08 


31.08 
31.08 
31.09 
31.09 


an 


Bie 
aie 
Bi. 
Bi 
Bie 
12 
aN 
ae 
ape 
319 


Bile 
Bue 
31. 
31. 
31. 
16 
ebln 
ail 
Bul 
18 
18 
31. 
31. 
31. 


31 


31 


31 
31 


10 


10 
11 
11 
ial 
12 


13 
13 
13 
14 


14 
15 
15 
16 
16 


17 
17 
18 


19 
19 
20 


31.20 
31.21 


31. 


21 


31.22 
31.22 
31.22 


B23 
31.23 
31.24 
31.24 
31.24 


31.25 
31.25 
31.26 
31.26 
Slee 


31.27 
31.28 
31.28 
31.28 
31.29 


31.29 
31.30 
31.30 
31.31 
B13 


31.31 


log M. 


1.988 6789 
.988 8668 
.989 0548 
989 2427 
989 4307 

1.989 6187 
989 8067 
989 9948 
990 1829 
.990 3710 


1.990 5591 
990 7473 
990 9355 
991 1237 
991 3119 

1.991 5002 
-991 6885 
991 8768 
.992 0651 
992 2535 


1.992 4419 
.992 6304 
.992 8188 
993 0073 
993 1958 


1.993 3843 
993 5729 
993 7615 
993 9501 
994 1387 


1.994 3274 
994 5161 
994 7048 
994 8936 
995 0823 


1.995 2711 
995 4600 
6488 
8377 
0266 


2155 
4045 
5935 
7825 
9710 
1606 
3497 
5389 
7280 
9172 


1064. 
2956 
4849 
6742 
8635 
0529 
2422 
4316 
6211 
8105 


0000 


Diff. 1%. log M. 


31.31 2.000 0000 
31.32 | 1895 
31.32 : 3790 
31.33 i 5686 
31.33 : 71582 


31.34 : 9478 
31.34 4 1375 
31.34 i 3272 
31.35 : 5169 
31.35 4 7066 


31.36 8963 
31.36 : 0861 
31.37 . 2759 
31.37 : 4658 
31.38 : 6557 
31.38 8456 
31.38 A 0355 
31.39 : 2254 
31.39 : 4154 
31.40 : 6054 
31.40 7955 
31.41 5 9855 
31.41 P 1756 
31.42 i 3658 
31.42 : 5559 


31.42 F 1461 
31.43 : 9363 
31.43 A 1265 
31.44 A 3168 
31.44 : 5071 
31.45 6974 
31.45 8878 
31.46 a 0781 
31.46 2685 
31.46 . 4590 


31.47 . 6494 
31.47 5 8399 
31.48 é 0304. 
31.48 2210 
31.49 : 4116 
31.49 6022 
31.50 4 7928 
31.50 . 9835 
31.51 d 1742 
31.51 : 3649 


31.51 5556 
31.52 A 7464. 
31.52 : 9372 
31.53 rl 1280 
31.53 : 3189 


31.54 0.009 5098 
31.54 -009 7007 
31.55 .009 8917 
31.55 .010 0826 
31.56 -010 2736 


31.56 2.010 4647 
31.56 .O10 6557 
31.57 -010 8468 
31.57 -O11 0380 
31.58 .Oll 2201 


31.58 2.011 4203 


Diff. 1!’ 


31.58 
31.59 
31.59 
31.60 
31.60 


31.60 
31.61 
31.61 
31.62 
31.62 


31.63 
31.63 
31.64 
31.64 
31.65 


31.65 
31.66 
31.66 
31.67 
31.67 


31.68 
31.68 
31.68 
31.69 
31.69 


31.70 
31.70 
31.71 
Sle 
31.72 


31.72 
31.73 
31.73 
31.74 
31.74 


31.75 
31.75 
31.76 
31.76 
Slerial 


31.77 
31.77 
31.78 
31.78 
31.79 
31.79 
31.80 
31.80 
31.81 
31.81 


31.82 
31.82 
31.83 
31.83 
31.84 


31.84 


log 


2.011 
O11 
-Oll 
-Oll 
-O12 


2.012 
O12 
O12 
012 
013 


2.013 
013 
013 
.013 
014 


2.014 
O14 
014 
014 
O15 


2.015 
015 
015 
015 
.016 


2.016 
.016 
016 
.016 
.016 


2.017 
O17 
-O17 
O17 
017 


2.018 
.018 
.018 
.018 
.018 


2.019 
019 
019 
019 
019 


2.020 
-020 
-020 
-020 
-020 


2.021 
-021 
-021 
-021 
-021 


2.021 
+022 
+022 
-022 
-022 


2.022 


M. 


4203 
6115 
8027 
9940 
1853 
3766 
5680 
7594 
9508 
1422 


3337 
5252 
7167 
9083 
0999 


2915 
4831 
6748 
8665 
0582 
2500 
4418 
6336 
8255 
0174 
2093 
4012 
5932 
7852 
9772 


1693 
3614 
BY) 
7456) 
9378 
1300 
3223 
5145 
7068 | 
8992 | 
0915 
2839 
4703 
6688 | 
8613 


0538 
2463 
4389 
6315 
8241 
0168 
2095. 
4022 
5949 
7877 
9805 
1734 
3662 
5591 
7521 


9450 


Ditisue 


31.87 
31.87 
31.88 
31.88 
31.89 


31.89 
31.89 
31.90 
31.90 
31.91 


31.91 
31.92 
31.92 
31.93 
31.93 


31.94 
31.94 
31.95 
31.95 
31.96 


31.96 
31.97 
31.97 
31.98 
31.98 


31.99 
31.99 
32.00 
32.00 
32.01 


32.01 
32.02 
32.02 
32.03 
32.03 


32.04 
32.04. 
32.05 
32.05 
32.06 
32.00 
32.07 
32.07 
32.08 
32.08 


32.09 
32.09 
32.10 
£32.50 
32.11 


32.11 
Bone 
32.12 
3213 
32.18 


32.14 
32.14 
32.15 
32.15 
32.16 


32.16 


85g) 


Tafel VI. 
‘ Die Barker’sche Tafel. 
93° 94° 


log M. log M. | Diffi1”] log M. | Diff.1”.| log M. 


2.022 9450 2.034 5797 32.48 2.046 3296 32.80 2.058 2005 
.023 1380 .034 7745 32.48 .046 5264 32.81 058 3994 
023 3311 .034 9694 32.49 .046 7233 32.82 058 5983 
.023 5241 .035 1644 32.49 .046 9202 32.82 .058 7973 
O23) (72 035 3593 32.50 047 1172 32.83 .058 9963 


2.023 9103 2.035 5543 32.50 2.047 3141 32.83 2.059 1953 
024 1035 035 7494 32.51 047 5111 32.84 2059 3944 
024 2967 035 9444 32.51 047 7082 32.84 -059 5935 
024 4899 036 1395 32.52 :047 9053 32.85 059 7927 
.024 6831 .036 3347 32.52 .048 1024 32.85 .059 9919 

2.024 8764 2.036 5298 32.53 2.048 2995 32.86 2.060 1911 
.025 0697 .036 7250 32.53 .048 4967 32.87 .060 3904 
:025 2630 -036 9202 32.54 .048 6939 32.87 = 5897 
1025 4564 .037 1155 32.54 .048 8912 32.88 j 7890 
.025 6498 .037 3108 32.55 .049 0884 32.88 ! 9884 


2.025 8432 2.037 5061 32.55 2.049 2857 32.89 : 1878 
.026 0367 .037 7015 32.56 .049 4831 32.89 ; 3872 
026 2301 .037 8969 32.57 .049 6805 32.90 : 5867 
.026 4236 038 0923 32.57 .049 8879 32.90 4 71862 
.026 6172 .038 2877 32.58 .050 0753 32.91 4 9857 


2.026 8108 2.038 4832 32.58 2.050 2728 32.92 : 1853 
.027 0044 .038 6787 32.59 .050 4703 32.92 4 3849 
.027 1980 038 8743 32.59 .050 6679 32.93 : 5846 
.027 3917 -039 0699 32.60 .050 8655 32.93 4 1842 

_ 027 5854 .039 2655 32.61 .051 0631 32.94 : 9840 


ZOo 7 719) 2.039 4611 32.61 2.051 2608 32.95 f 1837 
.027 9729 -039 6568 32.62 051 4585 32.95 : 3835 
.028 1667 .039 8525 32.62 .051 6562 32.96 : 5833 
.028 3605 .040 0482 32.63 .051 8539 32.96 f 71832 
028 5544 -040 2440 32.63 .052 0517 32.97 i 9831 


2.028 7483 2.040 4399 32.64. 2.052 2496 32.07 A 1831 
.028 9422 -040 6357 32.04 052 4474 32.98 x 3830 
.029 1361 .040 8316 32.605 052 6453 32.98 J 5830 
-029 3301 .041 0275 32.65 .052 8432 32.99 ; 7831 
.029 5241 .041 2234 32.66 .053 0412 33-00 : 9832 


2.029 7182 2.041 4194 32.67 2.053 2392 33.00 j 1833 
.029 9123 041 6154 32.67 053 4372 33-01 z 3834 
.030 1064 041 8114 32.08 053 6353 33-01 x 5836 
.030 3005 042 0075 32.08 053 8334 33.02 : 1839 
-030 4947 ‘ .042 2036 32.69 .054 0315 33.03 j 9841 


2.030 6889 2.042 3998 32.69 2.054 2297 33.03 : 1844 
.030 8831 .042 5960 32.70 054 4279 33-04 ; 3847 
.031 0774 .042 7922 32.70 .054 6262 33-04 4 5851 
.031 2717 .042 9884 32.71 .054 8244 33-05 4 1855 
.031 4660 .043 1847 32.71 .055 0227 33.05 4 9860 


2.031 6604 2.043 3810 32.72 2.055 2211 33-06 : 1865 
.031 8548 043 5773 32.73 055 4195 33.07 . 3870 | 
2032 0492 043 7137 32.73 055 6179 33.07 . 5875 
.032 2437 043 9701 32.74. .055 8163 33-08 4 7881 
.032 4382 .044 1665 B2uIA. .056 0148 33.08 s 9887 


2.032 6327 2.044 3630 32.75 2.056 2133 33.09 : 1894 
032 8272 044 5595 32.75 .056 4119 33-10 : 3901 
.033 0218 .044 7561 32.76 .056 6105 BONO : 5908 
.033 2164 .044 9526 32.76 .056 8091 33-11 3 7916 
-033. 4111 .045 1492 32.77 .057 0078 33.11 i 9924 


2.033 6058 2.045 3459 32.78 2.057 2065 33.12 4 1933 
.033 8005 .045 5426 32.78 .057 4052 Fo.12 .069 3942 
033 9952 045 7393 32.79 .057 6040 33.13 : 5951 
.034 1900 .045 9360 32.19 .057 8028 33.14 4 7960 
.034 3848 .046 1328 32.80 .058 0016 33.14 A 9970 | 


2.034 5797 2.046 3296 32.80 2.058 2005 33.15 070 1980 | 
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; 
Tafel VI. 
1 
. 


96° 97° 98° 99° 
log M. Diath Tee log M. | Diff. 1, log M. Dit. log M. Ditk sles 
QO’ | 2.070 1980 33-51 2.082 3282 33.88 2.094 5971 34.28 2.107 0109 34.69 


UW | 


1 .070 3991 33-51 082 5316 33.89 .094. 8028 34.29 -107 2190 34.70 | 
2 070 6002 33.52 082 7349 33.90 .095 0085 34.29 107 4272 34.70 
3 .070 8014 33.53 082 9383 33-90 .095 2143 34.30 .107 6355 34.71 : 
4 071 0025 30259 .083 1418 33-91 095 4201 34.31 -107 8437 34.72 
a 2.071 2037 33.54 2.083 3453 33.92 2.095 6260 34.31 2.108 0521 34.72 
6 .071 4050 33-54 .083 5488 33.92 .095 8318 34.32 -108 2604 |: 34.73 
Us .071 6063 33-55 083 7523 33-93 .096 0378 34.33 -108 4689 34.74 
8 071 8076 33-56 083 9559 33.94 096 2438 34.33 108 6773 34.75 
9 .072 0090 33.50 .084 1596 33.94 -096 4498 34.34 -108 8858 34.75 
10 2.072 2104 33-57 2.084 3633 33-95 2.096 6558 34.35 2.109 0944 34.76 
11 .072 4118 33-58 .084 5670 33-96 .096 8619 34.35 -109 3029 34.77 
12 .072 6133 33.58 .084 7707 38.96 .097 0681 34.30 «109 5116 34.77 
13 072 8148 | 33.59 .084 9745 | 33-97 097 2742 | 34.37 -109 7202 | . 34.78 
14, .073 0163 33.59 .085 1783 33-98 097 4804 34.37 -109 9289 34.79 
15 2.073 2179 33.60 2.085 3822 33.98 2.097 6867 34.38 2.110 1377 34.80 
16 073 4195 33.61 .085 5861 33.99 .097 8930 34.39 .110 3465 34.80 
17 073 6212 33.61 .085 7901 33-99 .098 0993 34.39 -110 5553 34.81 
18 .073 8229 33-62 .085 9941 34.00 .098 3057 34.40 -110 7642 34.82 
19 .074 0246 33.63 .086 1981 34.01 098 5121 34.41 -110 9731 34.82 
20 2.074 2264 33.63 2.086 4021 34.01 2.098 7186 34.41 2.111 1821 34.83 
21 O74 4282' 33.64 .086 6062 34.02 .098° 9251 34.42 -lLLL 3orm 34.84 . 
22 074 6301 33.64 .086 8104 34.03 099 1316 34.43 111 6001 34.85 
23 .074 8320 33-65 .087 0146 34.03 .099 3382 34.43 -111 8092 34.85 
24 075 0339 33.66 .087 2188 34.04 .099 5449 "34.44 -112 0184 34.86 
2d 2.075 2358 33-66 2.087 4231 34.05 2.099 7515 34.45 2.112 2275 34.87 
26 075 4378 33-67 .087 6274 34.05 099 9582 34.45 -112 4368 34.87 
27 .075 6399 33-67 .087 8317 34.06 .100 1650 34.46 -112 6460 34.88 
28 075 8419 33.68 088 0361 34.07 .100 3718 34.47 +112 8553 34.89 
29 .076 0440 33-69 .088 2405 34.07 | .100 5786 34.48 -113 0647 34.90 
30 2.076 2462 33-69 2.088 4449 34.08 2.100 7855 34.48 2.113 2741, | 34.90 
31 076 4484 33-70 088 6494 | 34.09 -100 9924 34.49 -113 4835 34-91 
32 076 6507 33.71 088 8540 34.09 -L01 1993 34.50 -113 6930 34.92 
33 076 8529 | 33.71 089 0586 34.10 -101 4063 34.50 113 9025 34.92 
34 077 0552 33°12 O89 2632 34.11 -101 6134 34.51 114 22 34.93 
30 PMO SIS) A SSMS 2.089 4678 34.11 2.101 8204 34.52 2104 3207 34.94 
36 077 4599 33-73 089 6725 34.12 .102 0276 34.52 .114 5313 34.95 
37 .077 6623 33-74 089 8772 34.12 -102 2347 34.53 114 7410 34.95 
38 .077 8647 33-74 .090 0820 34.13 .102 4419 34.54 -114 9508 34.96 
39 .078 0672 33.75 .090 2868 | 34.14 102 6492 34.54 -115 1605 34-97 
40 2.078 2697 33-76 2.090 4917 34.15 2.102 8564 34.55 2.115 3704 34.97 
41 078 4723 33.76 .090 6966 34.15 103 0638 34.56 115 5802 34.98 
42 078 6749 BBenT 090 9015 34.16 NOs 2Tt 34.56 .115 7901 34.99 
43 078 8775 33-78 091 1065 34.17 -103 4785 34.57 -116 0001 35.00 
44 079 O802 33-78 O91 3115 34.17 -103 6860 34.58 -116 2101 35.00 
45 2.079 2829 33.79 2.091 5165 34.18 2.103 8935 34.59 2.116 4201 35.01 
46 079 4857 33.80 091 7216 34.19 .104. 1010 34.59 .116 6301 35.02 
47 .079 6885 33.80 .091 9268 34.19 .104 3086 34.60 -116 8403 35.02 
48 079 8913 33.81 092 1319 34.20 104 5162 34.61 -117 0505 35.03 
49 O80 0942 33-81 092 3371 34.20 .104 7239 34.61 .117 2607 35.04 
50 2.080 2971 33.82 2.092 5424 34.21 2.104 9316 34.62 2.117 4710 35.05 
51 .080 5000 33-83 092 7477 34.22 105 1393 34.63 117 6813 35.05 
52 080 7030 33-83 092 9530 34.22 105 3471 34.63 117 8916 35.06 
53 080 9060 33.84 093 1584 34.23 105 5549 34.64 .118 1020 35.07 
54 .081 1091 33.85 093 3638 34.24 105 7628 34.05 118 3124 35.08 
55 2.081 3122 33.85 2.093 5692 34.25 2.105 9707 34.66 2.118 5229 35.08 
56 081 5153 33.86 093 7747 34.25 .106 1786 34.66 -118 7334 35.09 
Ot .081 7185 33.87 093 9803 34.26 .106 3866 34.67 118 9440 35.10 
58 081 9217 33.87 .094 1858 34.27 -106 5947 34.68 +119 1546 35.10 / 
59 .082 1249 33.88 094 3914 34.27 .106 8027 34.68 119 3652 35.11 


60 2.082 3282 33.88 2.094 5971 34.28 2.107 0109 34.69 2.119 5759 B52 | 


—= sol = 
Tafel VI. 
Die Barker’sche Tafel. 
100° 101° 102° 


log M, | Diff1”.] loge M. | Diffi1”.) log M. | Diff1”.| log M. 


0’ | 2.119 5759 35.12 2.132 2989 35.57 2.145 1866 36.03 2.158 2460 | 
-119 7867 35.13 6132 5123 35.57 145 4028 36.04. ; 4652 
-119 9974 35.13 132 7258 35.58 -145 6191 36.05 ‘ 6844 
-120 2083 35.14 -132 9393 35.59 +145 8354 36.06 .158 9036 
120 4191 35.15 .133 1529 35.60 146 0518 36.07 s 1229 

2.120 6301 35.16 -133 3665 35.61 2.146 2682 36.07 4 3423 
+120 8410 35.16 -133 5802 35.61 -146 4847 36.08 3 5617 
-121 0520 35.17 -133 7939 35.62 -146 7012 36.09 : 7811 
«121 2630 35.18 -134 0076 35.63 -146 9178 36.10 : 0006 
121 4741 35.19 134 2214 35.64 -147 1344 36.11 s 2202 


2.121 6853 35.19 -134 4352 35.04 2.147 3510 36.11 : 4398 
-121 8965 35.20 134 6491 35.65 147 5677 36.12 ; 6594 
.122 1077 35.21 134 8631 35.66 147 7845 36.13 : 8791 
.122 3190 35.21 +135 0770 35.67 -148 0013 36.14 ; 0989 
+122 5303 35.22 +135 2910 35.07 -148 2182 36.15 ‘ 3187 


2.122 7416 35.23 -135 5051 35.68 2.148 4351 36.15 : 5385 
.122 9530 35.24 +135 7192 35.69 .148 6520 36.16 , 7584. 
+123 1644 | 35.24 135.9334: | 35-70 -148 8690 36.17 : 9784 
.123 3759 35.25 .136 1476 35.71 -149 0861 36.18 ; 1984 
123 5875 35.26 136 3619 35.71 .149 3032 36.19 4 4185 


-123 7990 35.27 .136 5762 35.72 2.149 5203 36.19 ‘ 6386 
-124 0107 35.27 +136 7905 35.73 -149 7375 30.20 3 8587 
124 2223 35.28 -137 0049 35.74 -149 9547 36.21 : 0789 
.124 4340 35.29 -137 2193 35.74 .150 1720 36.22 4 2992 
124 6458 35.30 137 4338 35.75 -150 3893 36.23 : 5195 


124 8576 35.30 2.137 6484 35.76 2.150 6067 36.23 D, 7398 
125 0694 35.31 +137 8630 35.77 150 8242 36.24 3 9602 
125 2813 35.32 -138 0776 35.77 .151 0417 36.25 4 1807 
125 4933 35.33 138 2922 35.78 -151 2592 36.26 : 4012 
6125 7052 35.33 .138 5070 35.79 -151 4768 36.27 .164 6218 


125 9173 35.34 2.138 7217 35.80 .151 6944 36.28 164 8424 
.126 1293 35.35 -138 9365 35.81 +151 9121 36.28 ; 0630 
126 3414 35.35 -139 1514 35.81 -152 1298 36.29 : 2837 
-126 5536 | 35.36 +139 3663 35.82 152 3476 36.30 i 5045 
-126 7658 35-37 139 5813 35.83 152 5654 SXeH eH (a 7253 


.126 9780 35.38 2.139 7963 35.84. 152 7833 36.32 : 9462 
-127 1903 35.39 4140 0113 35.84 -153 0012 36.32 5 1671 
127 4027 35.39 .140 2264 35.85 +153 2192 36.33 : 3881 
127 6151 | 35.40 140 4415 35.86 -153 4372 30.34 : 6091 
.127 8275 35.41 .140 6567 35.87 -153 6552 36.35 5 8301 


2.128 0400 35.42 2.140 8720 35.88 153 8734 36.35 0513 
128 2525 35.42 .141 0873 35.88 +154 0915 36.36 : 2724 
+128 4650 35.43 141 3026 35.89 +154 3097 36.37 
128 6776 35.44 .141 5180 35.90 .154 5280 36.38 
-128 8903 35.45 +141 7334 35.91 154 7463 36.39 


2.129 1030 35.45 2.141 9489 35.92 154 9647 36.40 
-129 3157 35.46 142 1644 35.92 155 1831 30.41 
129 5285 35.47 -142 3799 35.93 +155 4015 36.41 
+129 7414 35.48 +142 5955 35.94 -155 6200 36.42 
129 9542 35.48 .142 8112 35.95 -155 8386 36.43 


2.130 1672 35.49 2.143 0269 35.96 -156 0572 36.44 
130 3801 35.50 143 2427 35.96 -156 2759 36.45 
+130 5931 35.51 143 4585 35.97 156 4946 36.46 
.130 8062 35.51 143 6743 35.98 156 7133 36.46 
+131 0193 35.52 .143. 8902 35.99 156 9321 36.47 

2.131 2325 35.53 2.144 1062 36.00 2.157 1510 36.48 
+131 4457 35.54 144 3222 36.00 -157 3699 36.49 
-131 6589 35.54 144 5382 36.01 .157 5889 30.50 
131 8722 35.55 -144 7543 36.02 -157 8079 36.50 
132 0855 35.506 144 9704 36.03 +158 0269 36.51 


2.132 2989 35.57 2.145 1866 36.03 2.158 2460 36.52 2.171 4844 
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Tafel VI. 
Die Barker’sche Tafel. 
0 0 
es 104° 105° 106 107 | 
log M. Dri TM, log M. Drie log M. Diff. 1”. log M. Diff. 1”. | 
O’ | 2.171 4844 37.03 2.184 9092 37.50 2.198 5282 38.11 2.212 3493 38.68 
il 171 7066 37.04 185 1346 37.57 198 7568 38.12 .212 5814 38.69 
2 171 9288 37.05 .185 3600 37.57 198 9856 38.13 .212 8136 38.70 
3 172 1511 37.05 -185 5855 37.58 -199 2144 38.14 +213 0458 38.71 
4 172° 3735 37.06 .185 8110 37.59 199 4432 38.14 ais ve7Sa 38.72 
5 2.172 5959 37.07 2.186 0366 37.60 2.199 6721 38.15 2.213 5104 38.73 
6 172 8184 37.08 -186 2622 37.61 -199 9010 38.16 213 7428 38.74 
2 173 0409 37.09 .186 4879 37.62 .200 1300 38.17 1213 9753 38.75 
8 173 2634 37.10 .186 7137 37.03 .200 3591 38.18 .214 2078 38.76 
9 173 4860 37-11 186 9395 37.64 .200 5882 38.19 214 4404 38.77 
10 2.173 7087 ele 2.187 1653 37.65 2.200 8174 38.20 2.214 6730 38.78 
11 173 9314 37.12 .187 3912 37.66 .201 0467 38.21 214 9057 38.79 
12 174 1542 27213 187 6172 37.67 .201 2760 38.22 215 1385 38.80 
13 174 3770 37.14 187 8432 37.67 .201 5053 38.23 215 3713 38.81 
14 174. 5999 B75 188 0693 37.68 -201 7347 38.24 .215 6042 38.82 
15 2.174 8228 37.16 2.188 2954 37.69 2.201 9642 38.25 2.215 8371 38.83 
16 175 0458 37-17 .188 5216 37.70 .202 1937 38.26 -216 O701 38.84 
17 175 2688 37.18 188 7478 37.71 .202 4233 38.27 .216 3032 38.85 
18 175 4919 37.18 .188 9741 37.72 .202 6529 38.28 -216 5363 38.86 
19 175 7150 37.19 189 2005 37.73 .202 8826 38.29 216 7694 38.87 
20 2.175 9382 37.20 2.189 4269 37.74 2.203 1123 38.30 2.2177 0027 38.88 
21 176 1615 BPP .189 6533 37.75 -203 3421 38.31 .217 2360 38.89 
22 176 3848 37.22 189 8798 37.76 203 5720 38.31 217 4693 38.90 
23 176 6081 37.23 -190 1064 37.77 .203 8019 38.32 -217 7027 38.91 
24 176 8315 | 37.24. 190 3330 | 37.77 204 0319 | 38.33 .217 9362 | 38.92 
25 2.177 0550 37.25 2.190 5597 37.78 2.204 2619 38.34 2.218 1697 38.93 
26 177 2785 BPS .190 7864 | 37.79 204 4920 | 38.35 218 4033 38.94 
27 177 5020 37.26 191 0132 37.80 .204 7222 38.36 -218 6369 38.95 
28 177 7256 37.27 «191 2401 37.81 -204. 9524 38.37 .218 8706 38.96 
29 177 9493 37.28 .191 4670 37.82 .205 1826 38.38 .219 1044 38.97 
30 2.178 1730 37.29 2.191 6939 37.83 2.205 4129 38.39 2.219 3382 38.98 
31 178 3968 37.30 -191 9209 37.84. .205 6433 38.40 219 5721 4 38.99 
32 178 6206 37.31 .192 1480 37.85 205 8737 38.41 .219 8061 39.00 
33 178 8445 37.32 192 3751 37.86 .206 1042 38.42 .220 0401 39.01 
34 179 0684 37.33 -192 6023 37.87 -200 3348 38.43 .220 2741 39.02 
35 2.179 2924 2738 2.192 8295 37.88 2.206 5654 38.44 2.220 5082 39.03 
36 179 5164 37.34 193 0568 37.88 .206 7961 38.45 220 1424 39.04 
37 179 71405 37.35 193 2841 37.89 .207 0268 38.46 .220 9767 39.05 
38 179 9646 | 37.36 193 5115 | 37.90 207 2575 | 38.47 .221 2110 | 39.06 
39 180 1888 | 37.37 .193 7389 | 37.91 .207 4884 | 38.48 1221 4453 | 39.07 
40 2.180 4131 37.38 2.193 9664 37.92 |: 2.207 7193 38.49 2.221 6797 39.08 
41 180 6374 37.39 -194 1940 37.93 .207 9502 38.50 .221 9142 39.09 
42 180 8617 37.40 194 4216 37.94. .208 1812 38.51 .222 1488 39.10 
43 181 0861 37.41 194 6493 37.95 -208 4123 38.52 .222 3834 39.11 
44. 181 3106 37.41 -194 8770 37.90 -208 6434 38.53 .222 6180 39.12 
45 2.181 5351 37.42 2.195 1048 37.97 2.208 8746 38.54. 2.222 8528 39.13 
46 181 7597 37.43 195 3326 37.98 .209 1058 38.54 -223 .0876 39.14 
AQ -181 9843 37.44 -195 5605 37.99 -209 3371 38.55 223 3224 39.15 
48 182 1089 37.45 195 7885 38.00 -209 5685 38.56 -223 5573 39.16 
49 182 4337 37.46 .196 0165 38.00 .209 7999 38.57 223 1923 39.17 
50 2.182 6584. 37.47 2.196 2445 38.01 2.210 0314 38.58 2.224 0273 39.18 
51 182 8833 37.48 196 4726 38.02 .210 2629 38.59 224 2624 39.19 
52 183 1082 37.49 196 7008 38.03 -210 4945 38.60 .224 4975 39.20 
53 183 3331 37.49 -196 9290 38.04. -210 7261 38.61 224 7327 39.21 
54 183 5581 37.50 197 1573 38.05 .210 9578 38.62 .224 9680 39.22 
5b 2.183 7831 37.51 2.197 3856 38.06 2.211 1896 38.63 2.225 2033 39.23 
56 184 0082 37.52 -197 6140 38.07 -211 4214 38.64. -225 4387 39.24 
57 184. 2334 37.53 197 8425 38.08 211 6533 38.65 .225 6741 39.25 
58 184 4586 37.54 -198 0710 38.09 211 8852 38.66 .225 9096 39.26 
59 184 6839 37.55 198 2995 38.10 -212 1172 38.67 226 1452 39.27 
60 2.184 9092 37.56 2.198 5282 38.11 2.212 3493 38.68 2.226 3808 39.28 
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Tafel VI. 
Die Barker’sche Tafel. 


108° 109° 110° 


Disk, 1”. log M. Diff. 1”. : Dif, 1". 


238 9573 
-239 1962 


2.239 4353 
-239. 6744 
-239 9135 
-240 1528 
.240. 3921 


2.240 6314 
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Tafel VI. 
Die Barker’sche Tafel. 


112° 113° 114° 


log M. | Diff.1".} log M. | Diff1%| log M. | Diff.1” 


log M. 


2.284 7878 41.91 2.300 0067 42.64 2.315 4927 43.40 2.331 2564 44.18 
1 285 0393 41.93 .300 2626 42.05 OES IS Silke 43.41 +331 5216 44.20 
2 -285 2909 41.94 +300 5186 42.07 -316 0136 43.42 +331 7868 44.21 
3 -285 5425 41.95 +300 7746 42.68 -316 2742 43.44 0332 0521 44.22 
4 285 7943 41.96 +301 0307 42.69 316 5348 43.45 332 3175 44.24 
5 2.286 0461 41.97 2.301 2869 42.70 2.316 7956 43.46 2.232 5830 44.25 
: 280 2979 41.99 301 5431 42.72 31710504. | 43.47 232 8485 44.26 
8 
9 


286 5499 | 42.00 301 7995 42.73 Rodd a hs 43.49 +333 1141 44.28 


.286 8019 42.01 +302 0559 42.74 317 5782 43.50 +333 3799 44.29 
.287 0540 | 42.02 +302 3123 42.75 +317 8393 43.51 +333 6456 44.31 
10 2.287 3062 42.03 2.302 5689 42.76 2.318 1004 43.53 2.333 9115 44.32 
11 287 5584 42.04 4302 8255 42.78 318 3616 43.54 334 1775 44.33 - 
12 -287 8107 42.06 +303 0822 42.79 2318 622 43.55 +334 4435 44.34 


13 .288 0631 42.07 +303 3390 42.80 -318 8842 43.56 +334 7096 44.36 
14 .288 3155 | 42.08 303 5958 | 42.81 319 1456 | 43.58 334 9758 | 44.37 


15 2.288 5680 42.09 2.303 8528 42.83 2.319 4072 43.59 2.335 2421 44.39 
16 288 8206 42.10 304. 1098 42.84 319 6687 43.60 335 5084 44.40 
1% 289 0733 42.12 «304 3668 42.85 +319 9304 43.62 +335 7749 44.41 
18 -289 3260 | 42.13 304 6240 42.86 +320 1921 43.63 +336 0414 44.43 


19 289 5788 | 42.14 2304 8812 42.88 320 4540 43.64 +336 3080 44.44 


20 2.289 8317 42.15 2.305 1385 42.89 2.320 7159 43.66 2.330 5747 44.45 
21 .290 0847 42.16 +305 3959 42.90 .320 9778 43.67 -336 8414 44.47 
22 290 3377 42.18 305 6533 42.91 321 2399 43.68 337 1083 44.48 
23 290 5908 42.19 +305. 9109 42.93 +321 5020 43.69 +337 3752 44.49 
24 290 8440 42.20 306 1685 42.94 321 7642 43.70 337 6422 44.51 
25 2.291 0972 42.21 2.306 4261 42.95 2.322 0265 43.72 2.337 9093 44.52 
26 -291 3505 42.22 +306 6839 42.96 .322 2889 43.73 +338 1765 44.53 
27 291 0039 | 42.24 «306 9417 | 42.98 322 5513. | 43.75 338 4437 | 44.55 
28 291 8574 42.25 .307 1996 42.99 322 8139 43.76 338 7111 44.56 
29 1292 1109 42.26 +307 4576 43.00 323 0765 43.77 338 9785 44.58 


30 2.292 3645 42.27 2.307 7157 43.02 2.323 3391 43.79 2.339 2460 44.59 


31 .292 6182 42.29 307 9738 43.03 +323 6019 43.80 339° 5135 || 44.60 
32 .292 8719 42.30 +308 2320 43.04. 323 8647 43.81 339 7812 44.62 
33 293 1258 42.31 308 4903 43.05 324 1277 43.83 .340 0490 44.63 


34 293 3797 42.32 .308 7486 43.07 +324 3907 43.84 +340 3168 44.64 


35 2.293 6336 42.33 2.309 0071 43.08 2.324 6537 43.85 2.340 5847 44.66 
36 -293. 8877 42.35 309 2656 | 43.09 324 9169 | 43.87 +340 8527 44.67 
37 294 1418 42.36 309 5242 43.10 325 1801 43.88 341 1207 44.69 
38 1294 3960 | 42.37 309 7828 | 43.12 325 4434 | 43.89 341 3889 | 44.70 
39 294 6503 42.38 «310 0416 43.13 325 7068 43.91 341 6571 44.71 


40. | 2.294 9046 | 42.40 | 2.310 3004 | 43.14 | 2.325 9703 | 43.92 | 2.341.9255 | 44.73 
41 1295 1590 | 42.41 310: 5593 | 43.15 1326 2339 | 43.93 1342 1939 | 44.74 
42 .295 4135 | 42.42 .310 8182 | 43.17 326 4975 | 43.94 1342 4623 | 44.75 
43 | 1295 6680 | 42.43 311 0773 | 43.18 326 7612 | 43.96 1342 7309 | 44.77 
44 2959227 | 42.44 +311 3364 | 43.19 327 0250 | 43.97 342 9995 44.78 


45 2.296 1774 42.46 2.311 5956 43.21 2.327 2889 43.98 2.343 2683 44.80 
46 290 4321 42.47 +311 8549 43.22 327 5528 44.00 343 5371 44.81 
47 296 6870 | 42.48 312 1142 | 43.23 327 8168 | 44.01 343 8060 | 44.82 
48 296 9419 | 42.49 312 3736 | 43.24 328 0809 | 44.02 344 0750 | 44.84 
49 .297 1969 42.51 312 6331 43.26 |° .328 3451 44.04 -344 3440 44.85 


50 2.297 4520 42.52 2.312 8927 43.27 2.328 6094. 44.05 2.344 6132 44.86 
51 297 7071 42.53 313. 1524 43.28 328 8737 44.06: 344 8824 44.88 
52 -297 9623 42.54 313 4121 43.29 329 1382 44.08 2345 1517 44.89 
53 .298 2176 42.55 2313 6719 43.31 +329 4027 44.09 0345 4211 44.91 
54 -298 4730 42.57 +313 9318 43.32 329 6672 44.10 +345 6900 44.92 


55 | 2.2908 7284 | 42.58 | 2.314 1917 | 43.33 | 2.329 9319 | 44.12 | 2.345 9601 | 44.93 
56 298 9839 | 42.59 314 4518 | 43.35 .330 1967 | 44.13 346 2298 | 44.95 
57 .299 2395 | 42.60 .314 7119 | 43.36 .330 4615 | 44.14 346 4995 | 44.96 
58 299 4952 42.61 314 9721 43.37 +330 7264 | 44.16 +346 7693 44.97 
59 .299 7509 | 42.63 0315 2323 | 43.38 330 9914 | 44.17 .347 0392 | 44.99 


2.300 0067 42.64 | 2.315 4927 43.40 2.331 2564 | 44.18 2.347 3092 45.00 
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Tafel VI. 
Die Barker’sche Tafel. 
0 0 0 0 
116 W17 118 119 

log M. Diff. 1”. log M. Diff. 1”, log M. Diff. 1”. log M. Ditties 
2.347 3092 45.00 2.363 6626 45.86 2.380 3290 46.74 2.397 3210 47.66 
+347 5792 45.02 +363 9378 45.87 380 6095 46.76 +397 6070 47.08 
347 8494 45.03 304 2131 45.88 -380 8901 46.77 397 8931 47.70 
+348 1196 45.04 364 4885 45.90 .381 1708 46.79 +398 1794 ered 
+348 3899 45.06 364 7039 45.91 381 4515 46.80 398 4657 47.73 
2.348 6603 45.07 2.365 0394 45.93 2.381 7324 46.82 2.398 7521 AG[itA 
348 9308 45.09 +365 3150 45.94 382 0133 46.83 399 0386 47.76 
+349 2014 45.10 365 5907 45.96 +382 2044 46.85 +399 3252 47.77 
+349 4720 | 45.11 +305 8665 45.97 382 5755 40.86 399 6119 47.79 
349 7428 45.13 366 1423 45.99 .382 8567 46.88 -399 8987 47.81 
2.350 0136 45.14 2.366 4183 46:00 2.383 1380 46.89 2.400 1856 47.82 
+350 2845 45.16 .366 6944 46.01 -383 4194 46.91 .400 4725 47.84 
350 5554 | 45.17 306 9705 46.03 -383 7009 | 40.92 400 7596 | 47.85 
+350 8265 45.18 .367 2467 46.04 +383 9825 46.94 .401 0468 47.87 
-351 0977 45.20 +307 5230 46.06 384 2642 46.95 401 3340 47.89 
2.351 3689 45.21 2.367 7994 46.07 2.384 5460 46.97 2.401 6214 47.90 
+351 6402 45.23 2368 0759 46.09 -384 8278 46.98 .401 9088 47.92 
-351 9116 45.24 2308 3525 46.10 385 1098 46.99 402 1964 47.93 
-352 1831 45.25 +368 6291 46.12 385 3918 47.01 .402 4840 47.95 
352 4547 | 45.27 +368 9059 46.13 385 6739 47.03 402 7718 47.97 
2.352 7263 45.28 2.369 1827 46.15 2.385 9562 47.05 2.403 0596 47.98 
352 9981 | 45.30 -369 4596 46.16 386 2385 47.06 -403 3475 48.00 
+353 2699 45.31 -369 7367 46.18 .386 5209 47.08 .403 6356 48.01 
353 5418 45.33 +370 0138 46.19 386 8034 47.09 403 9237 48.03 
353 8138 45.34 +370 2909 46.21 .387 0860 47.11 404 2119 48.04 
2.354 0859 45.35 2.370 5682 46.22 2.387 3687 A712 2.404 5002 48.06 
354 3581 45.37 370 8456 40.24 387 6514 | 47.14 .404 7886 | 48.08 
354 0303 45.38 371 1230 46.25 387 9343 47.15 405 0771 48.09 
+354 9027 45.40 -371 4006 46.20 388 2173 Meine] 405 3657 48.11 
O55 L752 45.41 371 6782 46.28 -388 5003 47.18 405 6544 48.12 
2.355 4476 45.42 2.371 9559 46.29 2.388 7835 47.20 2.405 9432 48.14 
355 7202 45.44 372 2337 46.31 389 0667 47.21 406 2321 48.16 
2355 9928 45.45 .372 5116 46.32 .389 3500 47.23 406 5211 48.17 
356 2656 45.47 372 7896 46.34. 389 6335 47.24 406 8102 48.19 
356 5385 45.48 +373 0677 46.35 389 9170 47.26 -407 0993 | 48.20 
2.356 8114 45.50 2.373 3459 46.37 2.390 2006 47.28 2.407 3886 48.22 
357 0844 45.51 373 6241 46.38 390 4843 47.29 .407 6780 48.24 
“351 3575 45.52 373 9024 46.40 390 7681 47.31 407 9074 48.25 
357 6307 | 45.54 374 1809 | 40.41 391 0519 ] 47.32 408 2570 } 48.27 
357 9040 | 45.55 374 4594 | 46.43 391 3359] 47.34 408 5467 | 48.28 
2.358 1773 45.57. 2.374 7380 40.44 2.391 6200 47.35 2-408 8364 48.30 
358 4508 45.58 375 0167 46.46 +391 9042 47.37 -409 1263 48.32 
358 7243 45.60 375 2955 46.47 +392 1884 47.38 409. 4162 48.33 
358. 9979 45.61 375 5744 46.49 392 4728 47.40 409 7063 48.35 
+359 2716 45.62 375 8533 46.50 392 7572 47.41 409 9964 48.37 
2.359 5454 | 45.64 | 2.376 1324 | 46.51 | 2.393 0417 | 47.43 | 2.410 2866 | 48.38 
+359 8193 | 45.05 376 4115 | 46.53 393 3204 | 47.45 410 5770 | 48.40 
360 0933 | 45.67 376 6908 | 46.55 393 6111 | 47.46 410 8674 } 48.41 
+300 3073 45.68 376 9701 46.56 393 8959 47.48 411 1579 48.43 
300 6415 45.70 +377 2495 46.58 +394 1808 47.49 411 4486 48.45 
2.360 9157 45.71 2.377 5290 46.59 2.394 4658 47.51 2.411 7393 48.46 
361 1900 45.72 377 8086 46.60 +394 7509 47.52 .412 0301 48.48 
3601 4644 45.74 378 0883 46.62 395 0361 47.54 .412 3210 48.49 
361 7389 45.75 378 3681 46.64 395 3214 47.55 .412 6120 48.51 
+362 0134 45.77 378 6479 46.65 395 6067 47.57 412 9031 48.53 
2.362 2881 45.78 2.378 9279 46.67 2.395 8922 47.59 2.413 1944 | 48.54 
.362 5628 | 45.80 379 2079 | 46.68 396 1778 | 47.60 413 4857 | 48.56 
.362 8376 | 45.81 379 4881 | 46.70 396 4634 | 47.62 413 7771 | 48.58 
363 1126 45.82 379 7683 46.71 396 7492 47.63 .414 0686 48.59 
+363 3876 45.84 +380 0486 46.73 -397 0350 47.65 414 3602 48.61 
2.3603 6626 | 45.86 2.380 3290 | 46.74 2.397 3210 47.66 2.414 6519 48.62 
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Tafel VL 
Die Barker’sche Tafel. 


120° 121° 122° 123° 

log M. Ditte gs log M. Diff. 2 log M. Dita log M.., | Dif. 1”. 
2.414 6519 48.62 2.432 3356 49.62 2.450 3868 50.07 2.468 8205 51.75 
+414 9437 48.64 432 6334 49.04 +450 6908 50.68 469 ISIS Seat 
415 2356 48.66 +432 9313 49.66 +450 9950 50.70 469. 4418- | 51.79 
415 5276 48.67 +433 2293 49.68 451 2992 50.72 469 7526 51.81 
415 8197 48.69 433 5274 49.69 451 6036 | 50.74 470 0634 | 51.82 
2.416 1119 48.71 2.433 8257 49.71 2.451 9081 50.75 2.470 3744 51.84 
416 4042 48.72 434 1240 49.73 452 2127 50.77 470 6856 | 51.86 
416 6965 48.74 434 4224 49.74 452 5174 50.79 470 9968 | 51.88 
416 9890 48.76 434 7209 49.76 452 8222 50.81 471 3081 51.90 
417 2816 48.77 +435 0195 49.78 +453 1271 50.83 471 6196 | 51.92 
2.417 5743 48.79 2.435 3182 49.80 2.453 4321 50.84 2471 9311 51.94 
417 8671 48.81 +435 6177 49.81 453 7372 | 50.86 472.2428 51.95 
.418 1600 48.82 -435 9160 49.83 +54 0424 | 50.88 472 5546 51.97 
418 4529 48.84 436 2150 | 49.85 +454 3477 50.90 -472 8665 | 51.99 
418 7460 48.85 436 5141 49.86 454 0532 50.92 473 1785 52.01 
2.419 0392 48.87 2.436 8134 49.88 2.454 9587 50.93 2.473 4906 52.03 
419 3325 48.89 oT A127 49.90 455 2044 50.95 473 8028 | 52.05 
419 6258 48.90 437 4122 49.92 +455 5701 50.97 A74 W525) 52:07 
419 9193 48.92 437-7117 49.93 455 8700 50.99 474 4276 | 52.09 
420 2129 48.94 438 O114 49.95 -456 1820 | 51.00 474 7402 52.10 
2.420 5066 | 48.95 2.438 3111 49.97 2.450 4881 51.02 2.475 0529 Bone 
420 8003 48.97 438 6110 49.98 456 7943 51.04 475: 3057) See! 
.421 0942 48.99 -438 9109 50,00 457 1006 51.06 475 6786 | 52.16 
421 3882 49.00 -439 2110 50.02 457 4070 | 51.08 475 9916 52.18 
.421 6822 49.02 439 5112 50.04 +457 7135 } 51.09 476 3047 52.20 
2.421 9764 49.03 2.439 8114 50.05 2.458 0201 51.11 2.476 6180 52.22 
422 2707 49.05 440 1118 50.07 458 3268 51.13 470 9313 52.23 
.422 5650 49.07 440 4123 | 50.09 458 0337 51.15 477 2448 52.25 
422 8595 49.09 440 7129 50.11 458 9406 51.17 477 5584 52.27 
423 1541 49.10 441 0136 50.12 459 2477 51.18 477 8721 52.29 
2.423 4488 49.12 2.441 3143 50.14 2.459 5548 51.20 2.478 1859 52.31 
423 7435 49.14 441 6152 50.16 459 8621 51.22 478°4998''| 52.33 
424 0384 49.15 441 9162 50.18 460 1695 51.24 478 8138 52.35 
424 3334 49.17 442) 2173 50.19 400 4770 51.26 479 1280 52.37 
424 6284 | 49.19 442° 5185 50.21 460 7840 51.28 479 4422 52.39 
2.424 9236 49.20 2.442 8199 50.23 2.461 0923 51.29 2.479 7566.| 52.40 
425 2189 49.22 443 1213 50.24 461 4001 51.31 .480 O711 52.42 
425 5142 49.24 443 4228 50.26 -461 7080 51.33 480 3857 52.44 
.425 80907 49.25 443 7244 50.28 462 0161 51.35 ~480 7004 52.46 
426 1053 49.27 1444 0261 50.30 462 3242 51.37 .481 0152 52.48 
2.426 4010 49.29 2.444 3280 50.31 2.462 6325 51.38 2.481 3301 52.50 
-426 6967 49.30 1444 6299 50.33 462 9408 51.40 481 6452 52.52 
426 9926 49.32 444 9320 §0.35 463 2493 51.42 481 9604 §2.54 
-427 2886 49.34 445 2341 50.37 463 5579 51.44 482 2750 52.50 
427 5847 49.35 445 5364 50.38 .463 8666 51.46 482 5910 52.58 
2.427 8808 49.37 2.445 8387 50.40 2.464 1754 51.48 2.482 9065 52.59 
428 1771 49.39 446 1412 50.42 464 4843 51.49 483 2222 52.61 
428 4735 49.40 446 4437 50.44 464 7933 51.51 483 5379 52.63 
428 77700 49.42 446 7464 50.45 465 1024 51.53 483 8537 52.65 
429 0665 49.44 447 0492 50.47 465 4116 51.55 484 1097 52.67 
2.429 3632 49.46 2.447 3521 50.49 2.465 7210 51.57 2.484 4858 52.69 
.429 6600 49.47 447 0551 50.51 -460 0305 51.59 .484 8020 Loupt 
429 9569 49.49 447 9582 §0.53 466 3400 51.60 .485 1183 52.73 
+430 2539 49.51 448 2614 50.54 466 6497 51.62 485 4347 52.75 
430 5510 | 49.52 448 5647 50.56 466 9595 51.64 485 7513 52.77 
2.430 8482 49.54 2.448 8681 50.58 2.467 2694 51.66 2.486 0679 52.78 
-431 1455 49.56 1449: 1716 50.60 467 5794 51.68 .486 3847 52.80 
431 4428 49.57 449 4753 50.61 4607. 8895 51.70 486 7016 52.82 
431 7403 49.59 449 7790 50.63 468 1997 51.71 .487 0186 52.84 
432 0379 49.61 450 0828 50.65 468 5101 51.73 487 3357 52.86 
2.432 3356 49.02 2.450 3868 50.67 2.468 8205 51.75 2.487 6529 52.88 
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Tafel VI. 
Die Barker’sche Tafel. 
0 0 = 
124° 125 126 127° 

log M. Ditk 1/4 log M. Diff. 1/, log M. Diath. We log M. (Ditteete 
2.487 6529 52.88 2.506 9006 54.06 2.526 5813 55.29 2.546 7135 56.57 
487 9702 52.90 .507 2251 54.08 526 9131 55.31 -547 0530 56.59 
488 2877 | 52.92 507 5496 54.10 -527 2450 55.33 547 3926 56.61 
488 6053 52.94 507 8742 54.12 527 5771 55.35 547 71323 56.63 
.488 9230 52.96 .508 1990 54.14 -527 9092 55.37 548 0722 56.65 
2.489 2408 52.98 2.508 5239 54.16 2.528 2415 55.39 2.548 4122 56.08 
489 5587 53.00 .508 8489 54.18 528 5739 55.41 548 7523 56.70 
489 8767 53.02 +509 1741 54.20 -528 9065 55.43 -549 0926 56.72 
490 1949 53.03 +509 4993 54.22 +529. 2391 55.45 +549 4330 BOLT 
490 5132 $3.05 -509 8247 54.24 529 5719 55.48 549 7735 56.76 
2.490 8315 53.07 2.510 1502 54.26 2.529 9048 55.50 2.550 1141 56.79 
-491 1500 53.09 510 4758 54.28 +530 2379 55.52 +550 4549 56.81 
-491 4686 53.11 .510 8016 54.30 +530 5710 55.54 550 7958 56.83 
491 7874 $3.13 511 1274 54.32 +530 9043 55.56 -551 1369 56.85 
492 1063 $3.15 511 4534 $4.34 SM e8 788) 155-50 551 4781 56.87 
2.492 4252 53.17 2.511 7795 54.36 2.531 5713 55.60 2.551 8194 56.90 
492 7443 53.19 +512 1057 54.38 +531 9050 55.62 -552 1608 56.92 
493 0635 53.21 +512 4321 54.40 532 2388 55.64 +552 5024 56.94 
493 3828 53.23 +512 7586 54.42 2532 5727 | 55.07 552 8441 56.96 
493 7023 §3-25 +513 0852 54.44 -532 9068 |} 55.69 553 1859 56.98 
2.494 0218 53.27 2.513 4119 54.46 2.533 2410 55.71 2.553 5279 57.01 
494 3415 §3.29 513. 7387 54.48 +533 5753 55-73 -553 8700 57.03 
494 6613 $3.31 514 0657 54.50 +533 9097 55.75 ae 222 57.05 
494 9812 53-33 +514 3927 54.52 534 2443 BS 554 5546 57.07 
495 3012 53.35 -514 7199 54.54 +534 5790 55.79 -554 8971 57.10 
2.495 6213 §3-37 2.515 0473 54.56 2.534 9138 55.81 2.555 2398 57.12 
-495 9416 $3.39 515 3747 54.58 535 2487 55.84 555 5825 57-14 
496 2619 53.41 515 7023 54.60 +535 5838 55.86 +555 9254 57.16 
496 5824 53.42 -516 0300 54.63 +535 9190 55.88 +556 2085 57.18 
496 9030 53.44 -516 3578 54.65 +536 2543 55.90 556 6116 57.21 
2.497 2238 53.46 2.516 6857 54.67 2.536 5898 55.92 2.556 9549 57.23 
497 5446 53.48 2517 0138 54.69 0536 9254 55.94 557 2984 57.25 
497 8656 53.50 -517 3420 54.71 537 2611 55.96 -557 6420 57.27 
498 1867 53.52 517 6703 54.73 +537 5970 55.98 +557 9857 57.29 
498 5079 53-54 517 9987 54.75 537 9329 56.01 558 3295 57.32 
2.498 8292 53.56 2.518 3273 54.77 2.538 2690 56.03 2.558 6735 57.34 
499 1506 53.58 +518 6559 54.79 538 6052 56.05 +559 0176 57.30 
499 4721 53.60 +518 9847 54.81 538 9416 56.07 -559 3618 57.38 
499 7938. | 53.62 519 3137 54.83 539 2781 56.09 +559 7062 57.41 
+500 1156 53.64 3519 6427 54.85 539 6147 56.11 .560 0507 57.43 
2.500 4375 53.66 2.519 9719 54.87 2.539 9514 56.13 2,560 3953 57-45 
»500 7595 53.68 .520 3012 54.89 +540 2883 56.15 .560 7401 57.47 
+501 O817 53.70 .520 6306 54.91 +540 6253 56.18 -561 O850 57.50 
+501 4039 53.72 .520 9601 54.93 +540 9625 56.20 -561 4301 57.52 
501 7263 53.74 +521 2898 54.95 «541 2997 56.22 501 7753 57.54 
2.502 0488 53.76 2.521 6196 54.97 2.541 6371 56.24 2.562 1206 57.50 
502 3714 53.78 +521 9495 54.99 -541 9746 56.26 .562 4660 57.59 
+502 6942 53.80 +522 2795 55.02 +542 3123 56.29 -562 8116 57.601 
+503 0170 53.82 +522 6097 55.04 -542 6500 56.31 563 1574 57.63 
+503 3400 53.84 +522 9400 55.06 -542 9880 56.33 . 563 5032 57.05 
2.503 6631 53.86 2.523 2704 55.08 2.543 3260 56.35 2.563 8492 57.68 
2503 9863 53.88 +523 6009 55.10 +543 6641 56.37 +564 1953 57.70 
+504 3096 53-90 523 9316 55.12 544 0024 56.39 564 5416 Seg, 
504 6331 §3.92 524 2024 55.14 +544 3409 56.42 -564 8880 57.74. 
+504 9507 53.94 +524 5933 55.16 +544 6794 56.44 565 2345 57.77 
2.505 2804 53.96 2.524 9243 55.18 2.545 O181 56.46 2.565 5812 57.79 
«505 6042 53.98 0525 2555 55.20 -545 3569 56.48 -565 9280 57.81 
2505 9282 54.00 +525 5867 55.22 -545 6959 56.50 -566 2750 57.84 
2506 2522 54.02 525 9181 55.24. -546 0350 56.52 .566 6221 57.86 
-506 5763 54.04 526 2497 55.20 -546 3742 56.55 566 9693 57.88 
2.506 9006 54.06 2.526 5813 55.29 2.546 7135 56.57 2.567 3166 57.90 


— 868 — 
Tafel VI. 
Die Barker’sche Tafel. 
i 0 QT0 

2 128° 129° * | 130 131 

log M. Dither log M. Diff. 1’. | log M. Dif 1% log M. Diff. 1’ 
0! 2.567 3166 57.90 2.588 4112 59.30 2.610 0188 60.75 2.632 1622 62.28 

567 6641 57.93 -588 7670 59.32 610 3834 60.78 -632 5360 62.30 
2 .568 0117 57.95 .589 1230 59.35 610 7481 60.80 -632 9099 62.33 
3 -568 3595 57.97 .§89 4792 59.37 O11 1130 60.83 .633 2839 62.35 
4 .568 7074 57-99 589 8355 59.39 611 4781 60.85 .633 6581 62.38 
5 2.509 0554 58.02 2.590 1919 59.42 2.611 8433 60.88 2.634 0325 62.41 
6 569 4036 58.04 6590 5485 | 5S9.44 .612 2086 60.90 634 4070 | 62.43 
« 569 7519 58.06 590 9052 59.47 612 5741 60.93 634 7817 62.46 
8 .570 1004 58.09 591 2620 59.49 612 9397 60.95 635 1565 62.48 
9 »570 4490 58.11 +591 6190 50.51 -613 3055 60.98 635 5315 62.51 
10 2570 P1097 58.13 2.591 9762 50.54 2.613 6715 61.00 2.635 9066 62.54 
11 571 1465 58.15 +592 3335 59.56 614 0376 61.03 .636 2819 | 62.56 
12 571 4955 58.18 2592 6909 59.58 614 4038 61.05 .636 6573 62.59 
13 571 8447 58.20 -593 0485 59.61 614 77702 61.08 -637 0329 62.61 
14 572 1939 58.22 -593 4062 59.63 615 1368 61.10 .637 4087 62.64 
15 2.572 5434 58.25 2.593 7641 59.66 2.615 5035 61.13 2.637 1846 62.67 
16 2572 8929 58.27 504 1221 59.68 615 8703 61.15 .638 1607 62.69 
ily 5713 2426 58.29 594 4803 59.70 616 2373 61.18 .638 5369 62.72 
18 573 5924 58.32 594 8386 59.73 .616 6045 61.20 -638 9133 62.75 
19 573 9424 | 58.34 »595 1970 59.75 616 9718 61.23 .639 2899 62.97 
20 2.574 2925 58.36 2.505 5556 59.78 2.017 3392 61.25 2.639 6666 62.80 
21 574 6427 58.38 595 9143 59.80 .617 7068 61.28 640 0435 62.82 
22 574 9931 58.41 596 2732 59.82 .618 0746 61.30 -640 4205 | 62.85 
23 575 3430 58.43 596 6322 59.85 618 4425 61.33 640 7977 62.88 
24 6575 6043 58.45 590 9914 59.87 .618 8105 61.36 .641 1750 62.90 
2 2.576 O451 58.48 2.597 3507 59.90 2.619 1787 61.38 2.641 5525 62.93 
26 570-3960 58.50 597 7102 59.92 619 5471 61.41 641 9302 62.96 
27 576 7471 | 58.52 598 0698 | 59.95 619 9156 | 61.44 .642 3080 | 62.08 
28 .577 0983 58.55 598 4295 59.97 620 2843 61.46 .642 6860 63.01 
29 577 4496 | 58.57 598 7894 | 59.99 620 6531 | 61.48 .643 0641 | 63.04 
30 2.577 8011 58.59 2.599 1494 60.02 2.621 0220 61.51 2.643 4424 63.06 
31 578 1528 58.62 599 5096 60.04 .621 3911 61.53 -643,8209.,| 63.09 
32 578 5045 58.64 -599 8699 60.07 .621 7604 61.56 644 1995 63.12 
33 578 8564 58.66 .600 2304 60.09 622 1208 61.58 644 5783 63.14 
34 .579 2085 58.69 .600 5910 60.12 .622 4994 61.61 644. 9572 63.17 
35 2.579 5607 58.71 2.600 9518 60.14 2.622 8691 61.63 2.645 3363 63.19 
36 579 9130 58.73 601 3127 60.16 623 2390 61.66 645 7155 63.22 
37 580 2655 58.76 601 6738 60.19 623 6091 61.68 646 0949 63.25 
38 580 6181 58.78 .602 0350 60.21 623 9793 61.71 646 4745 63.27 
39 .580 9708 58.80 602 3963 60.24. .624 3496 61.74 646 8542 63.30 
40 2.581 3237 58.83 2.602 7578 60.26 2.624 7201 61.76 2.647 2341 63.33 
41 581 6768 | 58.85 603 1195 | 60.29 625 0907 | 61.79 647 6142 | 63.35 
42 .582 0299 | 58.87 603 4813 | 60.31 625 4615 | 61.81 647 9944 | 63.38 
43 582 3832 58.90 .603 8432 60.34 625 8325 61.84 048 3748 63.41 
44 582 8267 58.92 604 2053 60.36 626 2036 61.86 648 7553 63.44 
45 | 2.583 0003 | 58.94 | 2.604 5675 | 60.38 | 2,626 5748 | 61.89 | 2.649 1360 | 63.46 
46 583 4440 58.97 604 9299 60.41 626 9462 61.91 649 5168 63.49 
Aq 583.7979 | 58.99 605 2924 | 60.43 627 3178 | 61.94 649 8978 | 63.52 
48 584 1519 59.01 605 6551 60.46 627 6895 61.97 650 2790 63.54 
49 584 5061 59.04 .606 0179 60.48 628 0614 61.99 .650 6603 63.57 
50 2.584 8604 59.06 2.606 3809 60.51 2.628 4334 62.02 2.651 0418 63.60 
51 6585 2148 59.09 .606 7440 60.53 628 8056 62.04 651 4235 63.62 
52 2585 56904 59.11 607 1073 60.56 629 1780 62.07 651 8053 63.65 
53 2585 9241 59.13 607 4707 60.58 629 5505 62.09 .052 1873 63.68 
54 .586 2790 59.16 .607 8343 60.61 629 9231 62.12 .052 5695 63.70 
55 2.586 6340 59.18 2.608 1980 60.63 2.630 2959 62.15 2.652 9518 63-73 
56 +586 9891 59.20 .608 5618 60.66 .630 6689 62.17 653 3342 63.76 
57 587 3444 50.23 608 9258 60.68 .631 0420 62.20 653 7168 63-79 
58 .587 6999 59.25 .609 2901 60.70 -631 4152 62.22 .654 0996 63.81 
59 -588 0555 59.27 609 0544 60.73 .631 7887 62.25 654 4826 63.84 
60 2.588 4112 59.30 2.610 0188 60.75 2.632 1622 62.28 2.654 8657 63.87 


—— ——— 
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adie l: Vik. 
Die Barker’sche Tafel. 


132" 133° 34 | 135° 


log M. | Diff.1’.] log M. | Dif.i”.] log M.. | Dif.” | log M. | Diff.1",. 


2.654 8657 63.87 2.678 1547 65.53 2.702 0562 67.27 2.726 5990 69.09 
-655 2490 63.89 .678 5480 65.56 .702 4600 67.30 727 0137 69.12 
655 6324 63.92 678 9414 65.59 -702 8638 67.33 727 4285 69.15 
.656 0160 63.95 679 3350 65.61 .703 2679 67.36 :727 8435 69.19 
656 3998 63.97 679 7288 65.64 .703 6721 67.39 -728 2587 69.22 


2.656 7837 64.00 2.680 1227 65.67 ».704 0766 67.42 .728 6741 69.25 
.657 1678 64.03 .680 5168 65.70 -704. 4812 67.45 -729 0897 69.28 
657 5521 64.06 .O80 9111 65.73 704 8860 67.48 .729 5055 69.31 
657 9365 64.08 .681 3056 65.76 “705 2909 67.51 +729 9215 69.34 
658 3211 64.11 -O81 7002 65.79 -705 6961 67.54 -730 3376 69.37 


2.058 7058 64.14 2.682 0950 65.81 -706 1014 67.57 -730 7539 69.40 
659 0907 O47 .682 4900 65.84 -700 5069 67.60 SiMe AGIOS 69.44 
659 4758 64.19 682 8851 65.87 +706 9126 67.63 731 5872 69.47 
-659 8611 64.22 -683 2804 65.90 707 3184 67.66 -732 0041 69.50 
660 2465 64.25 683 0759 65.93 “107 7244 | 67.69 132 4212 69.53 


2.660 6320 64.28 2.684 0716 65.96 .708 1307 67.72 732 8385 69.56 
.661 0178 64.30 .084 4674 65.99 -708 5371 67.75 °733 2559 69.59 
-661 4037 64.33 684 8634 66.01 -708 9436 67.78 +733 6736 69.62 
.661 7897 64.36 .685 2596 66.04 -709 3504 67.81 £734 0914 69.66 
.662 1760 64.38 685 6559 66.07 -709 7573 67.84 *734 5094 69.69 


2.662 5623 64.41 2.686 0524 66.10 -710 1645 67.87 +734 9277 69.72 
.662 9489 64.44 .686 4491 66.13 -710 5718 67.90 -735 3461 69.75 
663 3356 64.47 686 8460 66.16 -710 9792 -| 67.93 +735 "7047 69.78 
663 7225 64.49 687 2430 66.19 -711 3869 .| 67.96 £7360 1835 69.81 
.664 1096 64.52 .687 6402 66.22 TLIO FT 67.99 -736 6025 69.85 


2.664 4968 64.55 2.688 0376 66.25 .712 2028 | 68.02 7377 0216 69.88 
664 8842 64.57 688 4352 66.27 -712 6110 68.05 -737 4410 69.91 
665 2717 64.60 688 8329 66.30 +713 0194 |- 68.08 -737 8605 69.94 
605 6594 64.63 .689 2308 66.33 +713 4279 68.11 -738 2803 69.97 
666 0473 64.66 .689 6289 66.36 -713 8367 68.14 -738 7002 40.00 


2.666 4354 64.69 2.690 0272 66.39 2.714 2456 68.17 2.739 1203 70.04 
666 8236 | 64.72 690 4256 | 66.42 714 6547 | 68.20 739 5406 | 10.07 
.667 2120 64.74 690 8242 66.45 “715 0640 68.23 7139 9612 70.10 
.667 6005 64.77 691 2230 66.48 -715 4735 68.26 “140 3819 70.13 
667 9892 64.80 691 6219 66.51 715 8832 68.29 740 8027 70.16 


2.668 3781 64.83 2.692 0210 66.54 -716 2930 68.32 2.741 2238 10.20 
668 7672 64.86 692 4203 66.56 -716 7031 68.35 -741 6451 70.23 
669 1564 64.88 .692 8198 66.59 cafalig fn alee} 68.38 -742 0666 70.26 
669 5457 64.91 .693 2194 66.62 719 5237 68.41 .742 4882 70.29 
.669 9353 | 64:94- 693 6193 66.65 -717 9342 68.44 742 9101 710.32 


2.670 3250 64.97 2.694 0193 66.68 .718 3450 68.48 -743 3321 10.36 
670 7149 | 65.00 694 4194 | 66.71 718 7560 | 68.51 743.7543 | 40,39 
-671 1050 65.02 .694 8198 66.74 -719 1671 68.54 -744 1768 70.42 
671 4952 65.05 695 2203 66.77 “719 5784 | 68.57 . 5994 70.45 
.671 8856 65.08 695 6210 66.80 .719 9899 68.60 x 0222 70.48 


2.672 2761 65.11 2.696 0219 66.83 -720 4016 68.63 : 4452 70.52 
.672 6668 65.13 .696 4229 66.86 .720 8135 68.66 .745 8684 70.85 
673 0577 65.16 .696 8242 66.89 -721 2255 68.69 .746 2918 70.58 
673 4488 65.19 697 2256 66.92 721 6377 68.72 : 1154 70.61 
.673 8400 65.22 697 6272 66.95 .722 0502 68.75 : 1391 70.65 


2.074 2314 65.25 2.698 0289 66.97 -722 4628 68.78 oe 5631 70.68 
674 6230 65.28 698 4308 67.00 .722 8756 68.81 747 9873 70.711 
075 0147 65.30 .698 8330 67.03 -723 2885 68.84 j 4116 70.74 
675 4006 65.33 699 2353 67.06 1123 FOV 68.88 : 8362 70.78 
075 7987 65.36 699 6377 67.09 -724 1150 68.91 5 2609 70.81 


2.670 1909 65.39 2.700 O404 67.12 .724. 5286 68.94 ; 6859 70.84 
076 5833 65.42 “700 4432 67.15 .724 9423 68.97 ; 1110 70.87 
616 9759 | 65.44 | .700 8462 | 67.18 | .725 3562 | 69.00 | .750 5364 | 70.04 
677 3087 | 65.47 | .701 2494 | 67.21 | .725 7703 | 69.03 | .750 9619 |. poo) 
.677 7616 65.50 “101 6527 67.24 126 1846 69.06 3876 : 


70.97 
2.678 1547 65.53 2.702 0562 67.27 2.720 5990 69.09 8135 71.00 
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Patel le 
Die Barker’sche Tafel. 


136%) S| eeng7 138° 139° 


log M. | Diff.i” | log M. | Dif.” ] log M. | Dif”. ] log M. | Diff, 1”, 


8135 71.00 2.777 "1322 73.01 2.804 3895 75.11 2.831 8224 Cue 
2396 71.03 .778 1703 73.04 -804 8403 75.14 .832 2864 1 77.35 
6659 41.07 .778 6087 43.07 .805 2912 45.18 032 7500) i Eso 
0925 71.10 .7179 0472 73.11 805 7424 75.21 .833 2151 ihe G3 
5192 71.13 :779 4859 73.14 .806 1938 75.25 833 6798 7747 


3 9461 (Alen! -779 9249 73.18 2.806 6454 75.29 2.834 1447 77.50 q 
4 3732 71.20 -780 3641 73.21 -807 0973 75.32 -834 6098 TSS: 

8004 |} 71.23 780 8034 | 73.24 807 5493 75.36 835 0752 77.58 
5 2279 71.26 -781 2430 73.28 .808 0016 75.40 -835 5408 77.62 
5 6556 41.30 .781 6828 73.31 808 4541 75.43 -836 0066 77.66 


0835 71.33 2.782 1228 93.35 2.808 9068 75.47 2.836 4727 77.69 
5116 71.36 +782 5630 73.38 +809 3597 75.50 -836 9390 71.13 
9399 71.40 +783 0034. 73.42 809 8128 75.54 837 4055 eld 
3683 71.43 -783 4440 73.45 .810 2662 75.58 .837 8722 77.81 
7970 71.46 +783 8848 73.49 810 7197 75.61 838 3392 77.85 


2259 71.49 2.784 3258 13.53 2.811. 1735 75.65 2.838 8064 77.89 
6549 71.53 £784 7671 73.56 811 6275 75.69 839 2738 11.92 
0842 71.56 +785 2085 73.59 .812 0817 15.72 839 7414 17.96 
5137 71.59 +785 6502 93.63 +812 5362 75.76 .840 2093 78.00 
9433 71.63 -786 0920 73.66 812 9908 15.79 :840 6774 78.04 


3732 1.66 2.786 5341 73.70 2.813 4457 75.83 2.841 1458 78.08 
8032 471.69 -786 9764 73.73 +813 9008 75.87 .841 6144 7a 
2335 71.73 -787 4189 13.16 814 3561 75.90 -842 0832 78.15 
6639 71.76 -787 8615 73.80 814 8117 15.04 .842 5522 48.19 
0946 71.79 -788 3044 73.83 6815 2674 75.98 -843 0215 78.23 


5255 71.83 2.788 7476 73.87 2.815 7234 76.01 2.843 4909 78.27 
9565 71.86 -789 1909 73.90 .816 1796 76.05 -843 9607 78.31 | 
3. 3878 71.89 -789 6344 73.94 .816 6360 76.09 .844 4306 78.35 
8192 |. 71.93 -790 0781 73.97 817 0927 |} | 76.12 .844 9008 | 178.38 


2509 71.96 +790 5221 74.01 817 5495 76.16 .845 3712 78.42 


4 6827 71.99 2.790 9662 14.04. 2.818 0066 76.20 2.845 8419 78.46 
1148 12.03 -791 4106 74.08 818 4639 16.23 .846°3128''| 78.50 
5470 72.06 -791 8552 MALY .818 9214 76.27 .846 7839 98.54 
9795 72.09 -792 3000 74.15 819 3792 76.31 847 2553 78.58 

5 4121 42.13 -792 7450 14.18 819 8371 16.34 .847 7268 | 78.62 


8450 72.16 2.793 1902 14.22 2.820 2953 46.38 2.848 1986 78.66 
2781 PANE +793 6356 14.25 820 7537 76.42 .848 6707 78.69 
Galas) OR .794. 0813 14.29 Foo 223 76.46 849 1430 | 78.73 
1448 42.20 -794 5271 44.32 -821 6712 76.49 -849 6155 78.77 
5784 912.29 194 9731 714.36 822 1302 76.53 .850 0882 78.81 


0123 42.33 2.795 4194 74.40 2.822 5805 16.57 2.850 5612 78.85 
4464 72.30 795 8659 74.43 823 0491 76.60 851 0344 78.89 
8806 92.39 -7196 3126 4A.Ay .823 5088 16.64 «851 5079 78.93 
3151 42.43 :796 7595 74.50 -823 9688 76.68 -851 9816 | 78.97 
7498 72.46 197 2066 14.54 824 4289 70.712 852 4555 79.01 


1846 72.50 2.797 6539 74.58 2.824 8804 76.75 2.852 9297 70.05. \ 
6197 42.53 -798 1015 74.61 +825 3500 16.79 853 4041 79.08 
0550 72.506 -798 5492 14.04 825 8108 |} 76.83 -853 8787 49.12 
4905 42.60 -798 9972 714.68 .826 2719 716.87 854 3535 | 79.16 
9262 72.63 -799 4454 "4.71 826 7332 76.90 .854 8286 79.20 


3 3621 72.07 2.799 8938 14.75 2.827 1947 16.94 2.855 3040 79.24. 
71982 72.70 .800 3424 74.719 .827 6565 76.98 855 7795 | 179.28 

4 2344 12.73 .800 7912 14.82 .828 1185 77.01 2856 2553 719.32 
6709 bite «801 2402 74.86 .828 5807 17.05 .856 7314 | 79.36 
1077 42.80 .801 6895 74.89 .829 0431 17.09 857 2077 | 79.40 
5446 12.84 2.802 1390 74.93 2.829 5058 Haels 2.857 6842 "9.44. 
9817 72.87 .802 5886 14.06 -829 9686 771.16 -858 1609 79.48 
4190 72.90 -803 0385 75.00 -830 4317 47.20 858 6379 | 79.52 
8565 72.94 .803 4886 75.04 -830 8951 noe: 859 1151 FOSOCune vv 
2942 72.97 -803 9390 75.08 .831 3586 17.28 -859 5926 19.60 
rape 13.01 2.804 3895 75.11 8224 44.32 2.860 0703°‘} 79.64 


140° 
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Tafel VI. 
Die Barker’sche Tafel. 


141° 


142° 


143° 


log M. Datos 


2.860 0703 
.860 5482 
.861 0264 . 
-861 5048 . 
-861 9835 


2.862 4624 
.862 9415 . 
863 4209 
.863 9005 
.864 3803 


2.864 8604 
865 3408 . 
.865 8213 . 
.866 3021 | 
.866 7832 - 


2.867 2645 
.8607 7460 
.868 2278 
.868 7098 
.869 1921 


2.869 6746 
870 1573 | 
870 6403 | 
-871 1235 
871 6070 | 


2.872 0907 
872 5747 4 
-873 0589 
873 5433 
.874 0280 


2.874 5129 
874 9981 
875 4835 
.875 9692 
876 4551 


2.876 9413 
877 4277 | 
877 9143 | 
.878 4012 
878 8883 | 


2.879 3757 
879 8633 
.880 3512 
880 8393 | 
881 3277 


2.881 8163 
.882 3052 
882 7943 
-883 2837 . 
883 7733 | 

2.884 2631 
884 7532 
885 2436 
885 7342 
.886 2251 | 

2.886 7162 
-887 2075 
.887 6991 
.888 1910 
-888 6831 


2.889 1754 


_ 79.04 


79.68 
79.72 
79.76 
79.80 


79.84 
79.88 . 
79.92 
79.96 
80.00 
80.04. . 
80.08 
80.12. 
80.16 
80.20 


80.24. 
80.28 
80.32 
80.36 
80.40 


80.44 
80.48 
80.52 
80.56 
80.60 


80.64. 
80.68 
80.72 
80.76 
80.80 


80.84 
80.88 
80.92 
80.96 
81.01 


81.05 
81.09 
81.13 
81.17 


S221 


81.25 
81.29 
81.33 
81.37 
81.42 
81.46 
81.50 
81.54 
81.58 
81.62 


81.66 
81.70 
81.75 
81.79 
81.83. 
81.87 
81.91 
81.95 
81.99. 
82.04 


82.08 


¢ M 


1754 
6680 


1609 


6540 . 


1473 
6409 
1348 


6289 . 


1233 


6179 . 


1127 


4 6078 | 


1032 


5989 | 
0948 . 


5909 


0873 | 
5839... 


0808 


5780 | 


0754 


5730 4 


0709 


5691 » 
0675 . 


5662 
0651 
5643 
0638 
5635 
0635 
5637 
0642 
5649 
0659 
5672 
0687 


5704 | 


0725 


5748 | 


0773 
5801 
0832 


5865 . 
OgOl . 


5940 
0981 
6024 
1070 
6119 
1171 
6225 
1282 


6341 | 
1403. | 


6468 
1535 
6605 
1678 
6753 


2.919 1831 


Diff: a" 


82.08 
82.12 
82.16 
82.20 
82.25 
82.29 
82.33 
82.37 
82.41 
82.46 
82.50 
82.54 
82.58 
82.63 
82.67 


82.71 
82.75. 
82.79 
82.84. 
82.88 


82.92 
82.96 
83.01 
83.05 
83.09 
83.13 
83.18 
83.22 
83.26 
83,31 


83.35 
83.39 
83.43 
83.48 
83.52 
83.56 
83.61 
83.65 
83.69 
83.74 
83.78 
83.82 
83.87 
83.91 
83.95 


83.99 
84.04 
84.08 
84.13 
84.17 
84.22 
84.26 
84.30 
84.34 
84.39 
84.43 
84.48 
84.52 
84.56 
84.61 


84.65 


log 


2.919 
919 
.920 
.920 
921 

2.921 
922 
922 
923 
923 

2.924 
924 
925 
925 
.926 

2.926 
927 
927 
.928 
928 


2.929 
929 
930 
.930 
.931 


2.931 
932 
932 
933 
934 


2.934 
935 
935 
.936 
936 

2.937 
937 
.938 
.938 
939 


2.939 
.940 
.940 
O41 
941 


2.942 
942 
943 
943 
944 


2.944 
945 
+945 
946 
947 


2.947 
948 
948 
949 
949 


2.950 


M 


1831 
6911 
1994 


7080 . 


2169 
7260 
2353 


7450 . 


2549 
7650 


2755 


7862 | 
2OT2.. 
8084. . 
3199 . 


8317 


3437 
8560 . 


3686 
8814 


3945 
9079 


4216 | 


9355 


4497 


9641 
4788 


9938 . 


5091 
0247 


§405 
0565 


5729 | 


0895 
6064. 
1236 
6410 


1587 . 
6767 . 


1950 


7135 
2323 


7514 | 
2708. . 
7904 | 


3103 
8305 
3510 
8717 
3927 


9140 
4355 
9574 
4795 
0019 


5245 
0475 
5707 
0942 
6180 


1420 


Dates 


84.65 
84.70 
84.74 
84:78 
84.83 


84.87 
84.92 
84.96 
85.01 
85.05 


85.10 
85.14 
85.18 
85.23 
85.27 


85.32 
85.36 
85.41 
85.45 
85.50 


85.54 
85.59 
85.63 
85.68 
85.72 


85.77 
85.81 
85.86 
85.91 
85.95 
85.99 
86.04 
86.08 
86.13 
86.17 


86.22 
86.26 
86.31 
86.35 
86.40 


86.45 
86.49 
86.54 
86.58 
86.63 


86.67 
86.72 
86.77 
86.81 
86.86 


86.90 
86.95. 
87.00 
87.04 
87.09 
87.13. 
87.18 
87.23 
87.27 
87.32 


87.37 


log 


2.950 
950 
951 
951 
952 

2.952 


M 


1420 
6664 
1910 
7159 
2411 
7605 
2923 
8183 
3446 
8711 
3980 


9251 . 
4525 
9802 . 


5082 
0365 


Osa, 


0939 
6230 
1524 
6821 
2120 
7423 
2728 
7036 
3347 
8661 
3978 
9297 
4620 


9945 
5273 
0604 
5938 


V27 5%: 


6615 
1957 
7303 
2651 
8002 
3356 
8713 
4073 


9436 | 
4801 | 


0170 
5541 
0916 
6293 
1673 
7056 
2442 
7831 


e2208 
8618 } 


4015 
9416 
4820 
1226 
6636 


1048 


Irate ales, 
87.37 
87.41 
87.46 
87.50 
87.55 
87.60 
87.65 
87.69 
87.74 
87.79 
87.83 
87.88 
87.93 
87.97 
88.02 


88.07 
88.11 
88.16 
88.21 
88.26 


88.30 
88.35 
88.40 
88.45 
88.49 


88.54 
88.59 
88.64 
88.68 
88.73 


88.78 
88.83 
88.87 
88.92 
88.97 
89.02 
89.07 
89.12 
89.17 
89.21 


89.26 
89.31 
89.36 
89.40 
89.45 
89.50 
89.55 
89.60 
89.65 
89.69 


89.74 
89.79 
89.84. 
89.89 
89.94 
89.99 
90.03 
90.08 
90.13 
90.18 


90.23 
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Tafel VI. 


VU. 


Cc 


ETSY on 


(lele ot Forde)! 


144" 


145° 


146° 


147° 


bo to to 
xe) Ke) \ xe) 
Ne) co ioe) 
oy x t 


i) 
) 


to 
Ne) 
xe) 
n 


@ M. 


2 1048 
2 6463 


1882 
7303 
2724 
8154 
3584 


5 9017 


naoureat 
(oe) 
XNWOUO b& O-~ 


8977 


90.48 
90.53 
90.58 
90.63 
00.67 
90.72 
90.77 
90.82 
90.87 
90.92 
90.97 
91.02 
91.07 
91.12 
91.17 


Q1.22 
Q1.27 
91.32 
91.37 
91.42 
91.47 
Q1.52 
91.57 
91.62 
91.67 


91.72 
91.77 
91.82 
91.87 
91.93 


91.98 
92.03 
92.08 
92.13 
92.18 
92.23 
92.28 
92.33 
92.38 
92.44 


92.49 
92.54 
92.59 
92.64 
92.69 


92.74 
92.79 
92.85 
92.90 
92.95 
93.00 
93-05 
93.10 
93.16 
93.21 


93.20 


log M. Diff, 1%. log M. Diff. 1!" log M. Distt. 
3.015 1281 93.26 3.049 2733 06.47 3.084 6070 99.87 
.015 6878 93.31 .049 8522 06.52 .085 2064 99.92 
.016 2478 93.36 050 4315 96.58 085 8061 99.98 
.016 8082 93.42 .O51 O112 96.63 .086 4062 100.04 
.017 3688 93.47 O51 S911 96.69 .087 0066 100.10 
3.017 9298 93.52 3.052 1714 96.74 3.087 6073 100.16 
.018 4911 93.57 .052 7520 96.80 .O88 2085 100.22 
.019 0526 93.62 053 3329 96.85 .088 8099 100.28 
.0O19 6145 93.68 .053 9142 06.91 .089 4118 100.33 
.020 1768 93.73 .054 4959 96.96 .090 0140 100.39 
3-020 7393 93-78 3-055 0778 97.01 3.090 6165 100.45 
021 3021 93.83 .055 6601 97.07 .O91 2194 100.51 
.021 8653 93.89 .056 2427 97.13 .091 8226 100.57 
.022 4288 93-94 .056 8256 97.19 .092 4262 100.63 
.022 9926 93.99 .057 4089 97.24 .093 0302 100.69 
3.023 5567 94.04 3-057 9925 97.30 3.093 6345 100.75 
.024 1211 94.10 .058 5765 97.35 .094. 2392 100.81 
.024 6859 94.15 -059 1608 97.41 094 8442 100.87 
025 2509 94.20 1059 7454 97.47 095 4496 100.93 
.025 8163 94.26 .060 3304 97.52 .096 0553 100.98 
3.026 3820 94.31 3.060 9157 97.58 3.0906 6614 101.04 
.026 9480 94.36 .061 5013 97.63 .097 2678 101.10 
.027 5143 94.41 .062 0873 97.69 .097 8746 101.16 
.028 0810 04.47 .062 6736 97.75 .098 4818 101.22 
.028 6479 94.52 .063 2602 97.80 .099 0893 101.28 
3.029 2152 94.57 3.063 8472 97.86 3.099 6972 101.34 
.029 7828 94.63 .064 4345 97.91 -100 3054 101.40 
.030 3507 94.68 .0605 0222 97.97 .100 9140 101.46 
.030 9190 94.73 .065 6101 98.03 -l01 5230 | 101.52 
.031 4875 94.79 .066 1985 98.08 .102 1323 101.58 
3.032 0564 94.84 3.066 7872 98.14 3.102 7420 101.64 
032 6256 94.89 .067 3762 98.20 103 352d'| 101.70 
.033 1951 94.94 .067 9655 98.25 103 9624 101.76 
.033 7650 95.00 .068 5552 98.31 -104 5732 101.82 
.034 3351 95.05 .069 1453 08.37 .105 1843 101.88 
3-034. 9056 95.11 3.069 7357 08.42 3-105 7958 101.94 
.035 4764 95.16 070 3264 98.48 -106 4076 102,00 
.036 0475 95.22 .0O70 9174 98.54. .107 0198 | 102.07 
-036 6190 95.27 .071 5088 98.60 .107 6324 | 102.13 
.037 1908 95.32 .072 1006 98.65 108 2454 | 102.19 
3.037 7629 95.38 3.072 6927 98.71 3.108 8587 102.25 
.038 3353 95.43 .073 2851 08.77 109 4723 102.31 
.038 9080 95.48 .073 8779 98.82 110 0864 102.37 
.039 4811 95.54 074 4710 98.88 -110 7008 | 102.43 
.040 0545 95.60 075 0645 98.94. ala aie Salis 102.49 
3.040 6282 95.65 3.075 6583 99.00 3.111 9306 102.55 
.041. 2023 95.70 076 2524 99.05 .112 5461 102.61 
.041 7767 95.76 .076 8469 99.11 .113 1620 102.67 
0042 3514 95.81 077 4418 99.17 113 7782 102.73 
1042 9264. 95.86 .078 0370 99.23 114 3948 102.80 
3.043 5017 95.92 3.078 6325 99.28 3.115 0118 102.86 
.044 0774 95.97 .079 2284 909.34 +115 6291 102.92 
.044 6534 96.03 .079 8246 99.40 116 2468 102.98 
.045 2297 96.08 .080 4212 | 99.46 116 8649 | 103.04 
.045 8064 96.14 .081 O181 99.52 117 4833 103.10 
3.046 3834 96.19 3.081 6154 99.57 3.118 1022 |, 103.16 
.046 9607 96.25 -082 2130 99.63 118 7213 103.23 
047 5383 96.30 .082 8110 99.69 119 3409 | 103.29 
048 1163 96.36 .083 4093 99.75 +119 9608 | 103.35 
.048 6946 96.41 .084 0080 99.81 .120 5811 103.41 
3.049 2733 96.47 3.084 6070 99.87 3.121 2018 103.48, 
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148° 


149° 


150° 


~ 16L 


UV. 
log M. Diff. 1”. log M. Die, log M. Diff. 1”. log M. Diff. 1”. 
Q’ | 3.121 2018 103.48 3.159 1367 107.31 3.198 4984 111.41 3.239 3820 115.77 
a .121 8228 103.54 -159 7808 107.38 -199 1671 111.48 .240 0768 115.85 
2. 122 4442 103.60 -160 4253 107.45 199 8361 111.55 .240 7722 115.92 
3 .123 0660 103.66 .161 0702 107.51 +200 5056 111.62 .241 4680 116.00 
4 .123 6882 103.72 -161 7154 107.58 -201 1755 111.69 242 1642 116.08 
5 3-124 3107 103.79 3.162 3611 107.65 3.201 8459 TO 3.242 8608 116.15 
6 -124 9336 103.85 .163 0072 107.71 -202 5166 111.83 -243 5580 116.23 
a -125 5569 103.91 .163 6536 107.78 -203 1878 111.90 244 2556 116.30 
8 -126 1805 103.97 .¥64 3005 107.85 -203 8594 111.97 -244 9536 116.38 
9 -126 8045 104.04 -164 9478 107.91 -204 5315 112.04 .245 0521 116.45 
10 3-127 4289 104.10 | 3.165 5955 107.98 | 3.205 2040 112.11 3.246 3511 116.53 
11 128 0537 104.16 166 2435 108.04. .205 8769 LISS) .247 0505 116.61 
12 128 6789 | 104.22 166 8920 | 108.11 .206 5502 | 112.26 247 7503 116.68 
13 129 3044 104.29 +167 5409 108.18 -207 2239 112.33 -248 4507 116.76 
14 129 9303 104.35 -168 1901 108.25 -207 8981 112.40 -249 1515 116.84 
15 3.130 5566 104.41 3.168 8398 108.31 3.208 5727 112.47 3.249 8527 116.91 
16 algo see 104.48 169 4899 | 108.38 209 2478 | 112.54 250 5544 | 116.99 
17 131 8103 104.54 170 1404 | 108.45 209 9232 112.61 .251 2566 117.07 
18 -132 4377 104.60 .170 7913 108.51 +210 5991 112.69 -251 9592 117.14 
19 -133 0655 104.67 +171 4426 108.58 ee 7h Ss 112.76 .252 6623 TS Ue? 
20 3-133 6937 104.73 3.172 0942 108.65 3.211 9522 112.83 3-253 3658 117.30 
21 nLGA: 3223) 104.79 172 7463 108.72 .212 62904 112.90 -254 0698 W737 
22 134 9512 | 104.86 -173 3988 | 108.78 213 30702 | 112107 254 7743 117.45 
23 -135 5805 104.92 -174 0517 108.85 -213 9851 113.05 -255 4792 117.53 
2 -136 2102 104.98 174 7051 108.92 -214 6636 113.12 -256 1846 117.60 
25 3.136 8403 105.05 3.175 3588 108.99 3.215 3425 113.19 3.256 8905 117.68 
26 -137 4708 105.11 .176 0129 109.06 -216 0219 113.26 -257 5968 11776 
20 -138 1016 105.17 176 6674 109.12 -216 7017 113.34 258 3036 117.84. 
28 -138 7329 105.24 7 GezA 109.19 +217 3819 113.41 .259 0109 117.91 
29 -139 3645 105.30 177 9777 109.26 :218 0626 113.48 -259 7186 117.99 
30 3.139 9965 105.36 3.178 6335 109.33 3.218 7437 113.55 3.260 4268 118.07 
31 .140 6289 105.43 179 2897 109.40 .219 4252 113.63 .261 1354 118.15 
32 -141 2616 105.49 179 9462 109.46 .220 1072 113.70 .261 8446 118.23 
33 -141 8948 105.55 .180 6032 109.53 .220 7896 113.77 -2602 5542 118.30 
34 142 5283 105.62 .181 2606 109.60 -221 4724 113.84 -263 2642 118.38 
35 3-143 1622 105.68 3.181 9184 109.67 3.222 1557 113.92 3-263 9747 118.46 
36 -143 7965 105.75 -182 5766 109.74, .222 8395 113.99 .264 6857 118.54 
37 144 4312 105.81 183 2353 109.81 223 52306 114.06 265 3972 118.62 
38 +145 0663 105.87 -183 8943 109.87 .224 2082 114.14 .266 1091 118.70 
39 145 7018 105.94 184 5538 | 109.94 .224 8933 114.21 .260 8216 118.77 
40 3-146 3376 106.00 | 3.185 2136 110.01 3.225 5788 114.28 3-267 5345 118.85 
41 146 9739 | 106.07 185 8739 | 110.08 226 2647 114.36 .268 2478 118.93 
42 147 6105 | 106.14 186 5346 } 110.15 226 9511 114.43 .268 9616 | 119.01 
43 +148 2475 106.20 187 1957 110.22 227 6379 114.51 .269 6759 119.09 
44 .148 8849 106.27 187 8572 110.29 .228 3252 114.58 -270 3907 119.17 
45 | 3.149 5227 | 106.33 }| 3.188 5192 | 110.36 | 3.229 0129 | 114.65 | 3.271 1060 | 119.25 
46 -150 1609 106.40 .189 1815 110.43 +229 7010 114.73 Wl teva] 119.33 
47 -150 7995 106.46 189 8443 110.50 .230 3896 | 114.80 272 5379 | 119.41 
48 +151 4385 106.53 «190 5075 110.57 -231 0786 114.88 273 2546 119.49 
49 +152 0778 | 106.59 -191 1711 | 110.64 231 7681 114.95 273007 Te |) 19:57 
50 3.152 7176 106.66 3.191 8351 110.71 3.232 4581 115.03 3.274 6894 119.65 
51 aL Se SO) 106.72 .192 4996 110.77 .233 1484 115.10 -275 4075 119.73 
52 153 9983 106.79 -193 1644 110.84. .233 8392 ay) 276 1261 119.81 
53 -154 6392 106.85 -193 8297 110.91 -234 5305 115.25 -270 8452 119.89 
54 -155 2805 106.92 +194 4954 110.98 .235 2222 1B ey? -277 5647 119.97 
55 3.155 9222 106.99 3.195 1615 111.05 3.235 9144 115.40 3-278 2848 120.05 
56 +156 5643 107.05 -195 8281 np a ey +236 6070 115.47 .279 0053 120.13 
57 +157 2068 | 107.12 196 4950 | 111.19 -237 3001 115.55 279 1263 120.21 
58 +157 8497 107.18 -197 1624 111.26 .237 9936 115.62 -280 4477 120.29 
59 +158 4930 107.25 197 8302 111.34 .238 6876 115.70 -281 1697 120.37 
| 60 3-159 1367 107.31 3-198 4984 111.41 3.239 3820 115.77 3.281 8921 120.45 
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Tafel VI. 


= 


~ 


ROMERO 


(lole oh corse) 


155° 


152° 153° 154° 

log M. Dift. 1 log M. Diff. 14, log M. Diff", log M. | Diff 1". 
3.281 8921 120.45 3.326 1448 125.46 3.372 2684 130.85° | 3.420 4064 136.66 
.282 6151 120.53 326 8978 125.55 +373 0538 130.94 421 2266 136.76 
.283 3385 120.61 327 6513 125.63 +373 8397 131.04 422 0475 136.86 
.284 0624 120.69 328 4054 125.72 .374 6262 131.13 .422 8690 136.96 
.284 7868 120.77 +329 1600 125.81 375 4133 131.22 -423 6910 137.06 
3.285 5116 120.85 3.329 9151 125.89 3-376 2009 131.32 3.424 5137 137.16 
.286 2370 | 120.93 330 ©6707 | 125.98 +376 9890 | 131.41 425 3370 | 137.26 
.286 9628 121.01 +331 4268 126.07 377 7778 131.50 426 1609 IB 7.8%7 
.287 6891 121.10 +332 1835 126.16 378 5671 131.60 426 9854 137.47 
.288 4160 121.18 -332 9407 126.24 2379 3570 131.69 427 8105 137.57 
3.289 1433 121.26 3.333 6984 126.33 3.380 1474 131.79 3.428 6362 137.67 
.289 8711 121.34 +334 4567 126.42 «380 9384 131.88 429 4626 137.77 
-290 5993 121.42 +335 2154 126.51 381 7300 131.98 -430 2895 137.88 
291 3281 121.50 +335 9747 126.59 382 5221 132.07 431 1171 137.98 
292 0574 121.59 336 7346 126.68 383 3148 132.16 431 9452 138.08 
3.292 7872 121.67 3-337 4949 126.77 3.384 1081 132.26 3-432 7740 138.18 
.293 5174 2175 338 2558 126.86 +384 9019 132.35 433 6034 138.29 
204 2481 121.83 +339 0172 126.95 385 6963 132.45 434 4334 138.39 
294 9794 121.91 339 7792 127.03 386 4913 132.54 -435 2041 138.49 
-295 7111 122.00 +340 5417 | 127.12 .387 2869 132.64 .436 0953 138.59 
3.296 4433 122.08 3.341 3047 127-21 3.388 0830 132.73 3.436 9272 138.70 
.2907 1761 122.16 .342 0682 127.30 .388 8797 132.83 437 7597 138.80 
-297 9093 122.24 342 8323 127.39 -389 6770 132.93 438 5928 138.90 
.298 6430 122.33 +343 5969 127.48 390 4749 133-02 -439 4266 139.01 
+299 3772 122.41 +344 3620 127.57 +391 2733 133.12 -440 2609 139.11 
3.300 1119 122.49 3.345 1277 127.66 3.392 0723 133.22 3.441 0959 139.22 
2300 8471 122.58 +345 8039 127.75 +392 8719 133.31 441 9315 139.32 
2301 5828 | 122.66 346 6606 | 127.84 +393 6720 | 133.41 -442 7677 139.42 
302 3190 | 122.74 347 4279 | 127.93 394 4728 | 133.50 -443 6046 | 139.53 
2303 0557 122.83 2348 1958 128.02 395 2741 133.60 444 4421 139.63 
3.303 7929 122.91 3.348 9641 128.11 3.396 0760 133.70 3.445 2802 139.74 
+304 5306 122.99 +349 7330 128.19 2396 8785 133.79 -446-1189''| 139.84 
«305 2688 123.08 +350. 5024 128.28 2397 6815 133.89 446 9583 139.95 
+306 0075 123.16 +351 2724 128.37 *398 4852 133-99 447 7983 140.05 
2306 7468 123.24 +352 0429 128.46 3399 2894 134.09 448 6389 140.16 
3.307 4865 123.33 3.352 8140 128.55 3.400 0942 134.19 3.449 4802 140.26 
308 2267 123.41 +353 5856 128.65 .400 8996 134.28 450 3221 140.37 
308 9674 123.50 354 3577 128.74 .401 7056 134.38 451 1646 140.47 
2309 7086 123.58 +355 1304 128.83 402 5122 134.48 -452 0077 140.57 
-310 4504 123.66 +355 9037 128.92 -403 3193 134.57 452 8515 140.68 
3-311 1926 123.75 3.350 0774 129.01 3.404 1270 134.67 3-453 6959 140.79 
+311 9354 123.83 +357 4517 129.10 404 9354 134-77 -454 5410 140.90 
-312 6786 123.92 358 2266 129.19 405 7443 134.87 -455 3867 141.00 
+313 4224 124.00 +359 0020 129.28 406 5538 134.97 456 2330 141.11 
314 1067 124.09 359 7780 129.37 407 3639 135.07 457 O800 141.21 
3.314 9115 124.17 3.360 5545 129.46 3.408 1746 135.16 3.457 9276 141.32 
0315 6567 124.26 361 3316 129.56 .408 9859 135.20 458 7759 141.43 
6316 4025 124.34 +362 1092 129.65 -409 7977 135.36 -459 6248 141.54 
+317 1489 124.43 ~.362 8873 129.74 .410 6102 135.46 460 4743 141.64 
2317 8957 124.51 .363 6660 129.83 411 4233 135.56 461 3245 141.75 
3.318 6430 124.60 3.364 4453 129.92 3.412 2369 135.66 3.462 1753 141.86 
+319 3909 124.68 -365 2251 130.01 413 0512 135.76 .463 0268 141.97 
320 1392 TNs by) 2366 0055 130.11 .413 8660 135.86 -463 8789 142.07 
-320° 8881 124.86 .306 7864 130.20 414 6815 135.96 404. 7317 142.18 
+321 6375 124,94 367 5679 130.29 415 4975 136.06 .465 5851 142.29 
3.322 3874 125.03 3.368 3499 130.38 3.416 3142 136.16 3.466 4392 142.40 
+323 1379 125.11 +309 1325 130.48 .417 1314 136.26 467 2939 142.51 
-323 8888 125.20. 1369 9156 130.57 .417- 9492 136.36 .468 1492 142.61 
+324 6403 125.29 1370 6993 130.66 .418 7677 136.46 .469 0052 142.72 
+325 3923 125.37 371 4836 130.76 .419 5867 136.56 .469 8619 142.83 
3.326 1448 125.46 3.372 2684 130.85 3.420 4064. 136.66 3.470 7192 148,084 


i see 


— 875 


= 


~ 


SCHIOOM POW OS 


dhadek Val. 
Die Barker’sche Tafel. 
0 0 
156 157 158° 159° 

log M. Dit log M. Diff. 1”. log M. Witie U log M. Diff. 1”. | 
3.470 7192 142.94 3-523 3875 149.75 3-578 6154 157.17 3.636 6351 165.28 
ATI 5772 143.05 .524 2864 149.87 579 5588 157.30 637 6272 165.42 
472 4358 143.16 -525 1860 149.99 .580 5030 157.43 -638 6202 165.56 
-473 2951 143.27 -526 0863 150.11 -581 4480 157.56 .639 6140 165.71 
474 1550 143.38 526 9873 150.23 582 3937 157.69 640 6087 165.85 
3-475 0156 143.49 3.527 8890 150.35 3-583 3403 157.82 3.641 6042 165.99 
475 8769 143.60 -528 7915 150.47 584 2876 157.95 642 6006 166.13 
476 7388 143-71 -529 6047 150.59 -585 2357 158.08 643 5978 166.28 
477 6014 143.82 -530 5985 150.71 -586 1846 Soro 644 5959 166.42 
-478 4646 143.93 +531 5031 150.83 587 1342 158.34 645 5948 166.56 
3.479 3285 144.04 3.532 4085 150.95 3.588 0847 158.47 3.646 5046 166.71 
.480 1931 144.15 533 3145 151.07 -589 0359 158.61 647 5933 166.85 
-481 0583 144.26 534 2213 151.19 -589 9880 158.74 648 5968 166.99 
.481 9242 144.37 -535 1288 151.31 -590 9408 158.87 649 5992 167.14 
-482 7907 144.48 -536 0370 151.43 -591 8944 159.00 650 6025 167.28 
3-483 6579 144.59 3-536 9459 P5155. 3.592 8488 159.13 3-651 6066 167.42 
.484 5258 144.70 537 8556 151.67 -593 8040 159.26 652 6116 167.57 
485 3944 144.81 -538 7660 | .151.79 -594 7600 159.40 653 6175 167.72 
486 2636 144.93 -539 6771 151.91 595 7167 159.53 654 6242 167.86 
.487 1335 145.04 -540 5890 152.04 -596 6743 159.66 655 6318 168.01 
3.488 0040 145.15 3:541 5015 152.16 3.597 6327 159.79 3.656 6403 168.15 
488 8752 145.26 542 4148 152.28 598 5919 159.93 -657 6497 168.30 
.489 7472 145.37 -543 3289 152.40 -599 5518 160.06 658 6599 168.45 
-490 6198 145.49 -544 2436 152.52 .600 5126 160.19 .659 6710 168.59 
-491 4930 145.60 “545 1591 152.05 601 4742 160.33 .660 6830 168.74 
3.492 3670 145.71 3.546 0754 152.77 3.602 4365 160.46 3.661 6959 168.89 
.493 2416 145.82 -540 9924 152.89 -603 3997 160.60 .662 7096 169:03 
494 1168 145.94 .547 9101 153.01 -604 3637 160.73 663 7243 169.18 
.494 9928 146.05 -548 8285 153.14 .605 3285 160.87 664 7398 169.33 
-495 8695 146.16 549 7477 153.26 606 2941 161.00 605 7562 169.48 
3.496 7468 146.28 3.550 66077 153.38 3.607 2605 161.14 3.666 7735 169.62 
497 6248 | 146.39 551 5883 | 153-51 .608 2277 | 161.27 667 7917 | 169.77 
498 5035 146.50 -552 5007 153.63 .609 1957 161.41 .668 8108 169.92 
.499 3828 146.62 -553 4319 153.75 -610 1646 161.54 .669 8308 170.07 
-500 2629 146.73 554 3548 153.88 611 1342 161.68 .670 8516 170.22 
3.501 1436 146.85 3.555 2785 154.00 3.612 1047 161.81 3.671 8734 170.37 
-502 0250 146.96 -556 2029 154.13 .613 0760 161.95 .672 8961 170.52 
-502 9071 147.08 -557 1280 154.25 614 0481 162.09 -673 9196 170.07 
-503 7899 147.19 -558 0539 154.38 615 0210 162.22 674 9441 170.82 
-504 6734 ¥4-7.31 +558 9806 154.50 .615 9948 162.36 675 9694 170.97 
3-505 5570 147.42 3-559 9080 154.63 3-616 9693 162.50 3.676 9957 171.12 
-500 4425 147.54 -560 8361 154.75 :617 9447 162.63 .678 0228 igen) 
.507 3280 147.65 .561 7650 154.88 .618 9209 162.77 679 0509 171.42 
.508 2143 147.77 -562 6947 155.01 .619 8980 162.91 .680 0799 171.57 
.509 1012 147.88 +563 6251 155.13 .620 8758 | 163.05 .681 1098 171.72 
3.509 9889 148.00 3.564 5562 155.26 3.621 8545 163.18 3.682 1406 171.87 
.510 8772 148.11 .565 4882 155.38 .622 8340 163.32 .683 1723 172.03 
.511 7662 148.23 -566 4209 155.51 623 8144 163.46 .684. 2049 172.18 
.512 6560 148.34 567 3543 155.64 624 7956 163.60 685 2384 172.33 
-513 5464 | 148.46 -568 2885 155.76 625 7776 | 163.74 686 2728 172.48 
3-514 4375 148.58 3.569 2235 155.89 3.626 7604 163.88 3.687 3082 172.64 
-515 3294 148.70 .570 1592 156.02 .627 7441 164.02 688 3445 172.79 
.516 2219 148.81 +571 0957 156.15 .628 7287 164.16 689 3817 172.94 
-517 1151 148.93 -572 0330 156.27 .629 7140 164.30 .690 4198 173.10 
-518 0090 149.05 .572 9710 156.40 .630 7002 164.44 691 4588 173.25 
3-518 9037 | 149.17 | 3.573 9098 | 156.53 | 3.631 6873 | 164.58 | 3.692 4988 | 173.40 
-519 7990 149.28 574 8494 156.66 632 6751 164.72 693 5397 173.56 
+520 6951 149.40 -575 7897 156.79 -633 6638 164.86 694 5815 173.71 
.521 5918 149.52 .576 7308 156.92 .634 6534 165.00 695 6243 173.87 
.522 4893 149.64 577 6727 157.04. 635 6438 165.14 .696 6680 174.02 
3.523 3875 149.75 3.578 6154 157.17 3.636 6351 165.28 3-697 7126 174.18 
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Tafel VI. 
Die Barker’sche Tafel. 
0 0 
160° 162 163° — 
log M. Diff. 1/. $ log M. rtheal {4 log M. Diff. 1’. 
3.697 7126 174.18 3.830 3147 194.87 3.902 6107 207.00 
.698 7581 174.34 831 4845 195.06 903 8534 207.21 
699 8046 174.49 832 6554 195.25 905 0973 207.43 
-700 8520 174.65 -833 8275 195.44 -906 3425 207.64 
-701 9003 174.80 -835 0008 195.64 907 5890 207.86 
3-702 9496 174.06 3.836 1752 195.83 3.908 8368 208.08 
.703 9999 175.12 837 3508 196.02 910 O859 208.29 
.705 O511 175.28 838 5275 196.22 911 3363 208.51 
-706 1032 175.43 .839 7054 196.41 912 5880 208.72 
.707 1562 175.59 -840 8844 196.60 913 8410 208.94. 
3.708 2102 175.75 3-842 0646 196.80 3.915 0953 209.16 
-709 2652 175.91 .843 2460 196.99 916 3509 | 209.38 
.710 3211 176.07 1844 4286 197.19 917 6078 209.60 
-711 3780 176.22 845 6123 197.38 918 8661 209.81 
712 4358 176.38 4 .846 7972 197.58 920 1256 210.03 
3-713 4946 176.54 3-778 8303 186.60 3.847 9833 197.78 3.921 3865 210.25 
714 5543 176.70 “779 9505 186.78 .849 1705 197.97 .922 6487 210.48 
-715 6150 176.86 .781 O717 186.96 “850 3589 198.17 923.9122 210.70 
-716 6766 177.02 .782 1940 187.14 851 5486 198.37 9251770 210.92 
77" 7392 UT FAS 183 3174 187.31 +852 7394 198.57 926 4432 211.14 
3-718 8028 177.34 3.784 4418 187.49 3.853 9314 198.76 3.927 7107 211.36 
-719 8673 177.50 -785 5672 187.67 -855 1245 198.96 -928 9795 211.58 
.720 9328 177.66 -786 6938 187.85 .856 3189 199.16 930 2497 211.81 
-721 9993 177.83 .787 8214 188.03 857 5145 199.36 931 5212 212.03 
-723 0668 178.00 -788 9501 188.21 .858 7112 199.56 +932 7940 212.25 
3.724 1352 178.15 3.790 0799 188.39 3.859 90902 199.76 3.934 0682 212.48 
725 2045 178.31 -791 2108 188.57 -861 1084 199.96 935 3438 212070 
-7260 2749 178.47 7192 3427 188.75 .862 3087 200.16 936 6207 212.93 
“127 3462 178.63 +193: 4757 188.93 863 5103 200.36 937 8989 213.15 
.728 4185 178.80 -794 6098 189.11 .864 7131 200.56 939 1785 213.38 
3-729 4918 178.96 3-795 7450 189.29 3.865 9171 200.77 3-940 4595 213.61 
-730 5661 179.13 -796 8812 189.47 867 1223 | 200.97 .941-7418''| 213.83 
72 TNOA TS 179.29 -798 0186 189.65 .868 3287 201.17 943 0254 214.06 
732 7176 179.45 -799 1571 189.83 869 5363 201.37 944 3105 214.29 
-733 7948 179.62 .800 2966 190.01 870 7452 201.58 945 5969 214.52 
3-734 8730 | 179.78 | 3.801 4372 | 190.20 | 3.871 9552 | 201.78 | 3.946 8847 | 214.74 
-735 9522 179.95 .802 5790 190.38 -873 1665 201.98 .948 1738 214.97 
.737 0324 180.11 .803 7218 190.56 874 3791 202.19 949 4644 215.20 
-738 1136 180.28 -804 8657 190.65 875 5928 202.39 950 7563 215.43 
-739 1957 180.45 .806 0108 190.93 -876 8078 202.60 .952 0496 215.66 
3-740 2789 180.61 3.807 1569 191.11 3.878 0240 202.80 3.953 3443 215.90 
:741 3631 180.78 -808 3041 191.30 879 2414 203.01 954 6403 216.13 
.742 4482 180.94 .809 4525 191.48 .880 4601 203.22 955 9378 216.36 
-743 5344 181.11 .810 6020 191.67 -881 6800 | 303.42 957 2366 | 216.59 
.7144 6216 181.28 811 7525 191.86 .882 9012 203.63 958 5369 216.82 
3.745 7097 | 181.45 | 3.812 9042 | 192.04 | 3.884 1236 | 203.84 | 3.959 8385 | 217.06 
-746 7989 181.61 .814 0570 192.23 885 3473 204.05 961 1416 217.29 
-747 8891 181.78 .815 2110 192.41 .886 5722 204.26 962 4460 | 217.53 
-748 9803 181.95 .816 3660 192.60 887 7983 204.46 963 7519 | 217.76 
-750 0725 182.12 817 5222 192.79 .889 0257 204.67 .965 0592 218.00 
3.751 1657 182.29 | 3.818 6795 192.98 | 3.890 2544 | 204.88 | 3.966 3678 | 218.23 
-752 2599 182.46 819 8379 193.16 -891 4843 205.09 -967 6779 218.47 
75303552 182.63 .820 9974 193.35 892 7155 205.31 -968 9895 218.70 
“754 4514 182.80 .822 1581 193.54 -893 9480 205.52 970 3024 218.94 
755 5487 182.97 .823 3199 193.73 .895 1817 205.73 971 6168 | 219.18 
3.756 6470 183.14. 3.824 4829 193.92 3.896 4167 205.94. | 3.972 9326 219.42 
-757 7404 183.31 -825 6470 194.11 897 6529 206.15 974 2498 219.66 
-758 8467 183.48 .826 9122 194.30 -898 8905 206.36 975 5684 | 219.90 
-759 9481 183.65 827 9785 194.49 900 1293 206.57 .976 8885 220.13 
-701 O505 183.82 .829 1460 194.68 901 3694 206.79 .978 2100 220.37 
3-762 1539 183.99 "| 3.830 3147 194.87 3.902 6107 207.00 3.979 5330 220.61 
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Tafel VI. 
Die Barker’sche Tafel. 


~ 164° 165° i66°|._—«167" 


log M. Dye Ae log M. Iria WAG log M. iti log M. Ditty 


3.979 5330 220.61 4.061 6673 236.01 4.149 7198 253.57 4.244 5537 273.78 


980 8574 220.86 -063 0842 236.28 151 2422 253.88 -246 1975 ZITA. 
.982 1833 221.10 .064 5027 236.56 152 7664 254.19 247 8434 274.51 
.983 5106 221.34 .065 9229 230.83 “154 2925 254.51 .249 4916 274.87 
.984 8394 221.58 .067 3447 237.11 155 8205 254.83 .251 1419 275.24 
3.986 1696 221.83 4.068 7682 237.39 4.157 3504 55.14 4.252 7944 5.60 

5.97 
988 8345 222.31 O71 6201 237.94 .160 4159 55.78 256 1061 6.34 


.990 1691 222.56 .073 0486 238.22 161 9515 256.10 257 7652 270.71 
-991 5051 222.80 074. 4787 238.50 163 4891 256.42 259 4266 277.08 


3.992 8427 223.05 4.075 9106 238.78 4.165 0285 256.74 4.261 0902 277-45 

-994 1817 223.29 077 3441 239.06 -166 5699 257.06 .262 7560 277.82 

12 -995 5222 223.54 078 7792 239.34 168 1132 257.38 .264 4240 278.20 
13 996 8642 | 223.79 080 2161 | 239.62 169 6585 | 2 

14 998 2077 | 224.03 .081 6546 | 239.90 171 2056 | 258.02 267 7669 | 278.95 
2 


15 3.999 5527 224.28 4.083 0948 240.18 4.172 7547 es : 
16 4.000 8991 224.53 .084 5368 240.46 174 3058 258.07 ab sila teyy| 279.70 
17 .002) 2471 224.78 .085 9804. 240.75 175 8588 259.00 272 7981 280.08 
18 003 5965 225.03 087 4257 241.03 177 4138 259.33 274 4797 280.46 
19 004 9474 | 225.28 .088 8728 | 241.32 178 9707 | 259.65 276 1635 | 280.84 


20 4.006 2999 225.53 4.090 3215 241.60 4.180 5296 259.98 4.277 8497 281.22 
21 .007 6538 | 225.78 091 7720 | 241.89 .182 0905 | 260.31 279 5381 281.60 
.009 0093 226.04 .093 2242 242.08 183 6534 260.64. .281 2289 281.98 
23 .010 3663 226.29 .094 6781 242.56 185 2182 260.97 .282 9219 282.36 
24 .Oll 7248 226.54 096 1337 242.75 .186 7850 261.30 .284 6173 282.75 


25 4.013 0848 226.79 4.097 5911 243.04 4.188 3538 261.63 4.286 3149 283.14 
26 014 4463 2277.05 .099 0502 243.33 -189 9246 261.96 .288 0149 283.52 
27 .015 8093 | 227.30 .100 5110 | 243.62 191 4974 | 262.30 .289 7172 | 283.91 
28 O17 1739 | 227.55 -101 9736 | 243.91 193 0722 | 262.63 291 4218 | 284.30 
29 .018 5400 227.81 +103 4379 244.20 .194 6490 262.97 .293 1288 284.69 


30 4.019 9077 228.06 | 4.104 9040 244.49 4.196 2278 263.30 | 4.294 8381 285.08 
31 .021 2769 228.32 -106 3718 244.78 .197 8086 263.64 .296 5498 285.47 
32 1022 6476 | 228.58 107 8414 | 245.08 199 3915 | 263.98 .298 2638 | 285.87 
33 024 0199 228.84 .109 3127 245.37 .200 9764 264.32 .299 9802 286.26 
34 :025 3937 229.09 -110 7858 245.67 .202 5633 264.66 2301 6990 286.66 


35 4.026 7691 229.35 4.112 2607 245.96 4.204 1523 265.00 4.303 420] 287.05 
36 .028 1460 229.62 -113 7374 | 246.26 -205 7433 265.34 305 1436 | 287.45 
37 0029 5245 229.88 -115 2158 246.55 207 3363 265.68 -306 8695 287.85 
38 .030 9045 230.14 -116 6960 246.85 -208 9314 266.02 308 5978 288.25 
39 .032 2861 | 230.40 118 1780 | 247.15 210 5286 | 266.37 310 3285 | 288.65 


40 4.033 6693 230.66 4.119 6618 247.45 LP NAGS) 266.71 4.312 0616 289.05 
41 .035 0540 | 230.92 121 1474, | 247.45 .213 7291 | 267.06 313 7971 289.45 
42 .036 4404 231.18 122 6348 248.05 215 3325 267.40 +315 5350 289.86 
.037 8283 231.45 .124 1239 248.35 216 9379 267.75 317 2753 290.26 
.039 2177 Zone 7 a 125 6149 248.65 218 5455 268.10 319 0181 290.67 


43 
44 
rn 4.040 6088 231.97 4.127 1077 248.95 4.220 1551 268.44 | 4.320 7633 291.07 
4 


0’ 
1 
2 
3 
4 
5 2 271 
6 987 5013 222.07 070 1933 237.66 .158 8822 255.46 254 4491 Dy 
7 25 | 
8 
9 
10 
11 


.042 0015 232.24 128 6023 249.25 .221 7668 268.79 +322 5110 291.48 
7 043 3957 232.51 -130 0988 249.56 .223 3806 269.14 +324 2611 291.89 
48 .044. 7915 eet .131 5970 249.86 .224 9965 269.50 2326 0137 292.30 
49 046 1890 | 233.04 133 0971 | 250.17 .226 6146 | 269.85 327 7688 | 292.71 


50 4.047 5880 233-31 4.134 5990 250.47 4.228 2347 270.20 4.329 5263 293.13 
51 048 9887 233.57 -136 1028 250.78 .229 8570 | 270.55 331 2863 293.54 
52 .050 3909 233.84. -137 6084. 251.08 .231 4814 270.91 +333 0487 293.95 
53 051 7948 234.11 139 1158 251.39 .233 1079 Paleeny 334 8137 204.37 
54 .053 2003 234.38 -140 6251 251.70 234 7366 271.62 336 5812 204.79 
55 4.054 6074 |) 234.65 4.142 1362 252.01 4.236 3674 271.98 4.338 3511 295.20 
56 .056 0161 234.92 143 6492 252.32 -238 0003 272.34 340 1236 295.02 
57 057 4264 235.19 145 1641 252.63 -239 6354 272.70 +341 8986 296.04 
58 .058 8384 235.46 -146 6808 252.94 Hayate feng 273.00 343 6762 296.47 
59 .060 2520 235.73 -148 1994 253.25 242 9121 | .273.42 345 4562 296.89 


60 | 4.061 6673 | 236.01 | 4.149 7198 | 253.57 | 4.244 5537 | 273.78 | 4.347 2388 | 297.31 
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Tafel VI. 
Die Barker’sche Tafel. 
0 0 Re | 

7 168° | 169° 170 171" 
log M. Diff. 1” log M. Diff. 1’. log M. Ditka" log M. | Dit 
0 4.347 2388 297.31 4.459 1242 325.07 4.581. 9445 358.31 4.717 9835 398.87 
1 349 0240 | 207.74 461 O761 325.57 584 0962 358.92 .720 3790 | 399.62 
2 350 8117 208.16 .463 O311 326.08 »586 2516 359.53 .722 7790 400.38 
3 2352 6019 298.59 464 9801 326.59 .588 4106 360.15 .725 1835 401.14 
4 2354 3948 299.02 466 9501 327.10 “590 5734 360.76 -727 5926 401.90 
5 4.356 1902 200.45 4.468 9142 327.61 4.592 7398 361.38 4.730 0063 402.66 
6 -357 9882 209.88 470 8814 328.12 -594. 9100 362.00 0132 4245 403.43 
mG 359 7888 300.31 472 8517 328.64 597 0838 302.62 734 8474 | 404.19 
8 361 5919 | 300.75 474 8250 .| 329.15 599 2615 | 363.25 737 2149 | 404.06 
9 363 3977 301.18 476 8015 329.67 601. 4428 363.88 +739 ‘1070 405.74 
10 4.365 2061 301.62 | 4.478 7811 330.19 | 4.603 6280 | 364.50 | 4.742 1438 | 406.52 
11 307 O17 302.05 480 7637 330.71 605 8169 365.14 744 5852 407.30 
12 +368 8308 302.49 482 7405 331,23 .608 0006 365.77 747 0314 408.08 
13 -370 6470 302.93 484 7385 331.75 O10 2061 366.40 749 4822 408.87 
14 372 4659 | 303.37 486 7306 .| 332.28 612 4064 | 367.04 “751 9378 409.66 
15 4.374 2875 | 303.81 | 4.488 7258 | 332.81 | 4.614 6106 | 367.68 | 4.754 3081 410.45 
16 Bo 7TOeLLL7 304.26 490 7242 333-33 616 8186 368.32 :7560 8632 411.24 
17 2377 9386 304.70 492 7258 333.86 619 0304. 368.96 -759 3330 412.04 
18 2379 7681 305.15 494. 7306 334.40 621 2461 369.61 ‘701 8077 412.84 
19 .381 6003 305.59 .496 7386 334.93 623 4657 370.26 764. 2872 413.05 
20 | 4.383 4352 | 306.04 | 4.498 7498 | 335.46 | 4.625 6892 | 370.91 | 4.766 7715 | 414.46 
21 385 2728 306.49 .500 7642 336.00 627 9166 | 371.56 -169 2606 | 415.27 
22 387 1131 3006.94 .502 7818 336.54. .630 1480 S221 V7L 154i 416.08 
23 .388 9561 | 307.39 504 8026 | 337.08 632 3832 | 372.87 .714 2536 | 416.90 
24 390 8019 | 307.85 506 8267 | 337.62 634 6224 | 373.53 776 7574 +) A4u7sg2 
25 4.392 6503 | 308.30 | 4.508 8541 | 338.16 | 4.636 8656 | 374.19 |] 4.779 2662 | 418.54 
26 394 5015 | 308.76 -510 8847 | 338.71 .639 1127 | 374.86 +781 7799 |. 419.37 
27 396 3554 | 309.21 512 9186 | 339.26 641 3639 | 375.52 184 2986 | 420.20 
28 2398 2121 309.67 -514 9558 339.80 .643 6190 376.19 .786 8222 421.03 
29 400 0715 | 310.13 516 9962 | 340.35 645 8781 | 376.86 789 35090 | 421.86 
30 4.401 9337 | 310.59 | 4.519 0400 | 340.91 | 4.648 1413 | 377.53 | 4.791 8846 | 422.70 
31 403 7986 311.06 +521 O871 341.46 .650 4085 378.21 +794 ‘4233 423.54 
32 405 6663 | 311.52 523 1376 | 342.02 652 6798 | 378.80 :190 9671 | 424.39 
33 407 5368 311.99 525 1913 342.57 654 9552 379.57 -7199 5160 | 425.24 
34 .409 4102 | 312.45 527 2484 | 343.13 657 2346 | 380.25 802 0700 | 426,09 
35 4.411 2863 | 312.92 | 4.529 30890 | 343.69 | 4.659 5182 | 380.903 | 4.804 6291 | 426.95 
36 413 1652 313.39 -531 3728 344.26 .661 8059 381.62 807 1934 | 427.81 
34 415 0469 | 313.86 533 4400 | 344.82 664 0977 | 382.31 809 7628 | 428.67 
38 416 9315 | 314.33 535 5106 | 345.39 | .666 3936 | 383.00 | .812 3374 | 429.53 
39 418 8189 314.80 537 5846 345.95 -668. 6937 383.70 814 9172 430.40 
40 4.420 7091 315.28 4.539 6620 346.52 4.670 9980 384.39 4.817 5022 431.28 
41 422 6022 | 315.75 541 7429 | 347.09 673 3064 | 385.09 820 0925 | 432.15 
42 .424 4982 | 316.23 543 8272 | 347.67 675 6191 385.80 822 6881 | 433.03 
43 .426 3970 | 316.71 545 9149 | 348.24 677 9360 | 386.50 825 2889 | 433.91 
44 .428 2987 317.19 .548 0061 348.82 .680 2571 387.21 -827 8950 | 434.80 
45 4.430 2033 317.67 4.550 1007 349.40 4.682 5825 387.92 4.830 5065 435.69 
46 -432 1108 318.16 -552 1989 349.98 .684 9121 388.63 .833 1234 436.59 
47 434 0212 | 318.64 554 3005 | 350.56 .687 2460 | 389.34 835 7456 | 437.48 
48 435 9345 319.13 «550 4056 351.15 689 5842 390.06 838 3732 438.38 
49 437 8507 319.61 558 5143 351.73 691 9268 390.78 .841 0062 439.29 
50 4.439 7698 320.10 4.560 6264 352.32 4.694 21736 391.50 | 4.843 6446 | 440.20 
51 441 6919 | 320.59 562 7421 352.91 .696 6248 392.23 846 2886 | 441.11 
52 .443 6169 | 321.08 564 8614 | 353.50 698 9803 | 3092.96 848 9380 | 442.03 
53 445 5449 | 321.58 566 9842 | 354.10 “701 3402 393.68 851 59029 | 442.05 
54 447 4758 | 322.07 569 1106 | 354.69 +703 1046 394.42 854 2533. | 443.87 
5D | 4.449 4097 | 322.57 | 4.571 2405 | 355.29 | 4.706 0733 | 395.15 | 4.856 9193 | 444.80 
56 451 3466 | 323.06 573. 3741 355.89 708 4464 | 395.80 859 5909 | 445.73 
57 -453 2865 323.56 575 5113 356.49 -710 8240 | 396.63 .862 2680 | 446.66 
5 455 2204 | 324.06 577 0521 357.10 +713 2060 | 397.38 864 9508 | 447.60 
59 457 1753 324.56 579 1905 357.70 “715 5925 398.12 867 6392 | 448.54 
60 4.459 1242 | 325.07 | 4.581 9445 358.31 4.717 9835 398.87 | 4.870 3333 | 449.49 
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Tatel VI. 
Die Barker’sche Tafel. 

: 172° 173° 174° 
log M. Ditt..1/’. log M. Dita log M. Ise wae log M. Dit wins 
0’ 4.870 3333 449.49 5.043 3285 514.47 5.243 3165 601.00 5.480 1373 722.00 
1 873 0331 450.44 .046 4191 515.71 -246 9276 602.69 -484 4765 24.42 
2 875 7386 | 451.39 049 5171 | 516.96 250 5488 | 604.38 .488 8304 | 726.87 
3 -878 4499 452.35 .052 6226 518.21 .254 1802 606.08 -493 1989 729.33 
4 .881 1668 453-31 .055 7356 519.47 257 8218 607.80 4907 582: 731.80 
5 4.883 8896 *| 454.28 | 5.058 8562 | 520.73 | 5.261 4738 | 609.53 | 5.501 9806 | 734.30 
6 -886 6182 455.25 .061 9843 522.00 -265 1361 611.26 +506 3939 736.81 
7 889 3526 456.23 .065 1202 523.28 .268 8089 613.00 .510 822 739.33 
8 -892 0929 457.20 .068 2637 524.56 .272 4922 614.75 -515 2659 741.87 
9 894 8391 458.19 .071 4149 525.85 .276 1860 616.52 -519 7248 744.44 
10 | 4.897 5912 | 459.17 | 5.074 5738 | 527.14 | 5.279 8904 | 618.29 | 5.524 1992 | 747.02 
11 900 3492 | 460.16 077 7406 528.44 .283 6055 620.08 -528 68900 | 749.61 
12 .903 1132 461.16 080 9151 529.75 -287 3313 621.87 -533 1946 452.23 
13 -905 8831 462.16 .084 0976 531.06 .291 0680 623.67 537 7158 754.86 


14 .908 6591 463.16 .087 2879 532.38 -204 8154 625.49 542 2529 757.51 


15 4.911 4411 464.17 5.090 4862 533.71 §.298 5738 | 627.31 5.546 8060 | 760.18 
16 914 22901 | 465.18 093 6924 | 535.04 302°3432- | 620.15 Sh Sag 762.87 
17 917 0233 | 466.20 .096 9067 | 536.38 306 1237 | 631.00 555.9605 | 765.58 
18 919 8235 467.22 -100 1290 537.73 +309 9152 632.85 -560 5621 768.31 
19 .922 6299 468.25 -103 3594 539.08 Buh yplyfe) 634.72 .565 1802 771.05 


20 4.925 4425 469.28 5.106 5980 540.44 5-81, 53 L9 636.60 5.569 8148 173.82 
21 |. .928 2612 470.31 -109 8447 541.81 +321 3571 638.49 -574 4661 770.01 
22 .931 0862 | 471.35 113 0997 | 543.18 325 1938 | 640.30 579) 1341 | 770.41 
23 933 9174 472.39 -116 3629 544.56 +329 0418 642.30 -583 8190 782.24 
24 936 7549 | 473.44 119 6344 | 545.95 332 9014 | 644.23 -588 5210 | 785.08 


@ | 4.939 5987 | 474.49 | 5.122 9143 | 547.34 | 5.336 7726 | 646.16 | 5.503 2401 | 787.95 
‘ 942 4489 | 475.55 .126 2026 | 548.74 -340 6554 | 648.11 597 9764 | 790.84 
27 945 3053 | 476.61 | .129 4992 | 550.15 | -344 5499 | 650.07 | .602 7302 | 793.75 
28 .048 1682 | 477.68 132 8044 | 551.57 348 4562 | 652.04 607 5014 | 796.68 
29 951 0375 | 478.75 -136 1181 552.99 352 3744 | 654.02 612 2903 799.63 


30 4.953 9132 479.83 5.139 4403 554.42 5.356 3045 656.01 5.617 0970 802.60 
31 -956 7954 480.91 LAD ere 555.86 .360 2466 658.02 -621 9216 805.60 
32 .959 6841 | 481.99 1461106 | 557.30 .364 2007 | 660.04 626 7642 | 808.62 
33 .962 5793 | 483.08 149 4588 | 558.75 368 1671 | 662.07 631 6250 | 811.66 
34 965 4811 484.18 152 8157 560.21 -372 1456 664.11 -636 5041 814.72 


35 | 4.068 3804 | 485.28 | 5.156 1813 | 561.68 | 5.376 1364 | 666.17 | 5.641 4017 | 817.81 -|]/ 


36 O71 3044 | 486.38 159 5558 | 563.16 .380 1396 | 668.24 .646 3179 | 820.92 
37 .974 2260 487.49 -162 9392 564.64 384 1553 670.32 .651 2528 824.05 
38 977 1543 488.61 -166 3315 566.13 388 1834 672.41 -656 2065 827.21 
39 980 0893 489.73 1169 7328 567.63 +392 2242 674.52 661 1793 830.39 
40 4.983 0311 490.85 5.173 1431 569.13 5-390 2777 676.64 | 5.666 1713 833-60 
41 -985 9795 491.98 176 5624 570.65 -400 3439 678.77 -671 1825 836.83 


42 988 9348 | 493.12 179 9908 | 572.17 .404 4229 | 680.92 676 2132 | 840.08 
43 -991 8970 494.26 -183 4284 573-70 -408 5149 683.08 -681 2635 843.36 
44 994 8659 495.40 .186 8752 575.24 -412 6199 685.25 686 3336 846.67 


45 | 4.907 8418 | 496.55 | 5.190 3312 | 576.78 | 5.416 7379 | 687.44 | 5.691 4236 | 850.00 
46 5.000 8246 | 497.71 -193 7966 | 578.34 .420 8692 | 680.64 696 5337 | 853.36 
47 .003 8143 498.87 OWN 2713 579.90 425 0136 691.85 -701 6640 856.75 
48 006 8111 | 500.04 200 7554 | 581.47 .429 1714 | 604.08 106 8147 | 860.16 
49 009 8148 | 501.21 204 2489 | 583.05 433 3427 | 696.33 711 9860 | 863.60 


50 5.012 8256 | 502.39 | 5.207 7520 | 584.64 | 5.437 5274 | 698.59 | 5.717 1779 | 867.06 


51 015 8435 | 503.57 211 2046 | 586.23 441 7258 | 700.86 722 3908 | 870.56 
52 .018 8685 504.76 .214 7868 587.84 445 9378 403.15 727 0247 874.08 
53 .021 9006 505.95 .218 3186 580.45 .450 1636 705.45 732 8798 877.63 
54 .024 9399 507.15 -221 8602 591.07 454 4032 407.77 -738 1563 881.21 
Bb | 5.027 9864 | 508.36 | 5.225 4116 | 5092.71 | 5.458 6568 | 710.10 | 5.743 4544 | 884.82 
56 -031 0402 509.57 .228 9727 594.35 .462 9244 712.45 148 7742 888.46 
DY .034 1013 510.79 232 5437 596.00 .467 2062 714.81 -754 1159 892.13 
58 .037 1697 512.01 -236 1247 597.66 471 5022 717.19 -759 4798 895.83 
59 040 2454 | 513.24 239 7156 | 599.32 475 8125 | 719.59 -764 8659 | 899.56 
GO | 5.043 3285 | 514.47 | 5.243 3165 | 601.00 | 5.480 1373 | 722.00 | 5.770 2745 | 903.31 
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Tafel VI. 
Die Barker’sche Tafel. 


= 
176° W7 178° 179° 
log M. Dit log M. TWD, NG log M. Diff. 1”. log M. 

5.770 2745 903.3 6.144 6289 1205.3 6.672 5724 1808.8 7.575 4640 3619 
775 7058 907.1 .151 8807 1212.0 -683 4709 1824.0 +597 3596 3680 
-781 1599 910.9 HIS). 37/8333 1218.8 694 4613 1839.5 619 6295 3744 
-786 6370 914.8 .166 5070 1225.7 705, 5454 1855.3 .642 2868 3809 
7192 1374: 918.7 173 8823 Wwee27) 716 7248 1871.3 665 3452 3877 
5.797 6612 922.6 6.181 2997 1239.8 6.728 0010 1887.5 7.688 8192 3948 
.803 2086 026.6 188 7597 1246.9 -739 3758 1904.1 -712 7239 4021 
.808 7798 930.6 196 2628 1254.1 -750 8509 1921.0 -737 0756 4097 
.814 3751 934.6 -203 8095 1261.4 -762 4279 1938.2 761 8913 4176 
819 9946 938.6 -211 4002 1268.8 -774. 1090 1955.60 .787 1889 4257 
5.825 6386 942.7 6.219 0354 1276.3 6.785 8958 1973.4 7.812 9876 4343 
.831 3073 946.8 .226 7158 1283.8 “797 7904. 1991.5 -839 3075 4431 
-837 0008 951.0 234 4419 1291.5 .809 7946 2010.0 .866 1702 4524 
.842 7195 955.2 QAR Ae 1299.2 -821 9106 2028.8 .893 5986 4620 
-848 4634 959.5 .250 0333 1307.1 .834 1404 2048.0 .921 6170 4720 
5.854 2329 963.7 6.257 8997 1315.0 6.846 4863 2067.5 7.950 2513 4825 
.860 0282 968.0 .265 8139 1323.0 .858 9503 2087.3 7.979 5292 4935 
.865 8495 9072.4 273 7766 1331.1 -871 5348 2107.6 8.009 4802 5050 
.871 6970 976.8 .281 7884 1339.4 -884 2422 2128.3 .040 1361 5170 
.877 5710 981.2 .289 8499 1347.7 .897 0749 2149.4 .O71 5309 5206 
5.883 4717 985.7 6.297 9617 1356.2 6.910 0353 2170.9 8.103 7O11 5428 
-889 3993 990.2 .306 1244 1364.7 923 1261 2192.8 .136 6857 5568 
895 3542 994.8 314 3387 1373-3 936 3498 2215.2 170 5274 $714 
901 3365 999.4 322 6052 1382.1 949 7093 2238.0 205 2717 5869 
907 3465 1004.0 330 9247 1391.0 963 2073 2261.4 -240 9679 6032 
5.913 3845 1008.7 6.339 2977 1400.0 6.976 8466 2285.2 8.277 6700 6204 
919 4507 1013.4 +347 7249 1409.1 6.990 6304 | 2309.6 315 4361 6387 
925 5454 1018.1 +356 2072 1418.3 7.004. 5616 2334.3 +354 3298 6580 
-931 6688 1022.9 +364 7451 1427.6 018 6437 2359.7 +394 4205 6786 
937 8213 1027.8 373 3395 1437.1 032 8796 | 2385.7 435 7842 71004 
5.944 0030 1032.7 6.381 9910 1446.7 7.047 2729 24122 8.478 5044 7238 
950 2144 1037.6 +390 7005 1456.4 .061 8271 2439.4 -522-6731''| 7488 
956 4556 1042.6 2399 4687 1466.2 076 5458 2467.1 .568 3920 4485 
.962 7269 1047.7 408 2965 1476.2 091 4329 2495.4 615 7739 8042 
.969 0287 1052.9 .417 1846 1486.4. -106 4921 2524.5 .664 9442 8352 
5.975 3613 1058.0 6.426 1337 1496.7 FA2ZL 7276 2554.2 8.716 0431 8686 
.981. 7249 1063.2 435 1449 1507.0 .137 1434 2584.6 -769 2286 9048 
-988 1198 1068.4 444 2191 1517.6 152 7440 2615.8 .824 6779 9441 
5.994 5464 | 1073.7 453 3569 | 1528.3 168 5336 | 2647.6 882 5925 9870 
6.001 0050 1079.1 462 5594 1539.2 184 5171 2680.4. 943 2018 10340 
6.007 4958 1084.5 6.471 8275 1550.2 1.200 6993 2713.9 9.006 7690 10857 
.014 0192 1089.9 .481 1620 1561.3 -217 O850 2748.3 .073 5974 11429 
.020 5756 1095.4 .490 5641 1572.6 -233 6796 2783.5 -144 0401 12064 
.027 1652 1101.0 .500 0346 1584.1 -250 4884 2819.7 218 5102 12773 
.033 7885 1106.7 .509 5746 1595.8 .267 5170 2856.8 -297 4963 13572 
6.040 4457 111274 6.519 1850 1607.7 7.284 7712 2894.8 9.381 5820 14476 
.047 1372 1118.1 .528 8669 1619.6 .302 2571 2934.1 47l Aye 15510 
-053 8634 1123.9 -538 6216 1631.8 +319 9810 2074.2 -568 0247 16704 
.060 6246 1129.8 -548 4499 1644.2 337 9494 3015.6 672 3106 18096 
.067 4212 1135.7 .558 3530 1656.8 -356 1692 3058.1 -785 6758 19741 
6.074 2535 | 1141.7 | 6.568 3320 | 1669.6 | 7.374 6475 | 3101.7 | 9.909 8535 | 21715 
.081 1219 1147.7 578 3881 1682.4. 393 3918 3146.8 | 10.047 1256 24127 
.088 0269 1153.8 588 5227 1695.6 -412 4099 3193.0 .200 5829 27144 
094 9687 1160.0 598 7368 1708.9 -431 7097 3240.7 374 5584 31023 
-101 9479 1166.3 .609 0317 1722.6 .451 2999 3289.9 -575 3986 36197 
6.108 9647 1172.6 6.619 4086 1730.4 4.471 1892 3340.3 | 10.812 9421 43450 
.116 0196 1179.0 .629 8689 1750.3 .491 3870 3392.6 | 11.103 6719 

-123 1131 1185.4 -640 4141 1764.5 .511 9029 3446.5 |11.478 4880 

SON 2455 1192.0 -651 0455 1779.0 +532 7472 3502.1 |12.006 7617 

137 4173 1198.6 661 7645 1793-8 +553 9305 3559.6 }12.909 8516 

6.144 6289 1205.3 6.672 5724 1808.8 7.575 4640 3618.7 
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Tafel VII. 


Erganzung der Barker’schen Tafel fir grosse Werthe von v. 


w ) Diff. 
fe} , , ” ’” 
155 0 3 23.09 
5 19.74 3-35 
10 16.43 3-31 
15 13.17 3.26 
20 9.95 3.22 
25 6.77 3.18 
155 30 Bu 3168 os 
35 0.54 3-09 
40 2 57.49 3-05 
45 54.48 3-01 
50 51.51 2.97 
55 48.58 2.93 
2.89 
156 0 2 45.69 
5 42.84 2.85 
10 40.03 2.81 
15 37.26 2.717 
20 34.53 2.73 
25 31.83 2.710 
2.606 
156. 30 2 20.17 
35 26.55 2.62 
40 23.97 2.58 
45 21.43 2.54 
50 18.92 2.51 
55 16.44 2.48 
157 0 2 14.00 aa 
5 11.59 2.41 
10 9.22 2.37 
15 6.89 2.33 
20 4.58 2.31 
95 2.31 2.27] 
157 30 2 0.08 tig 
85 1 57.89 2.19 
40 55.72 2.17 
45 53.57 2.15 
50 51.46 2.11 
55 49.39 2.07 
158 0 1 47.35 es: 
5 45.34 2.01 
10 43:35 1.99 
15 41.39 1.96 
20 39.47 1.92 
25 37.57 1.90 
1.87 
158 30 1 35.70 
Dor 33.87 1.83 
40 32.06 1.81 
45 30.28 1.78 
50 28.52 1.76 
55 26.80 1.72 
159 0 1 25.10 ES 
5 23.43 1.67 
10 21.78 1.65 
15 20.16 1.62 
20 18.57 1.59 
25 17.00 1.57 
159 30 11545 ee 
35 13.94 1.51 
40 12.44 1.50 
45 10.97 1.47 
50 9.53 1.44 
55 8.10 yi 
160 0 1 6.70 i 
Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 


w | OF Diff. w | d | Diff. 

° ' | ’ w ” ° ’ ” ”" 
160 0 1 6.70 165 0 15.85 

5 5.33 1.37 10 14.98 0.87 

10 3.07 1.36 20 14.16 0.82 

15 2.64 1.33 30 13.38 0.78 

20 633 1.31 40 12.63 0.75 

25 0.04 1.29 50 11.91 0.72 

. 1.26 0.69 

160 30 O 58.78 166 0 Hee? 

85 57.54 1.24 10 10.57 0.65 

40 56.31 1.23 20 9.95 0.62 

45 55.11 1.20 30 9.36 0.59 

50 53.93 1.18 40 8.80 0.56 

55 52.77 1.16 50 8.26 0.54 
161 0 O 51.63 ere 167 0 71.45 oe 

5 50.50 1.13 10 7.25 | 0.48 

10 49.40 1.10 20 6.81 0.46 

15 48.32 1.08 30 6.37 0.44 

20 47.26 1.06 40 5.06 0.41 

25 46.21 1.05 50 S57 0.39 

161 30 0 45.19 ee 168 0 5.20 ee 

35 44.18 1.01 10 4.84 0.36 

40 43.19 0.99 20 4.51 0.33 

A5 42.22 0.97 30 4.20 0.31 

50 41.26 0.96 40 3.90 0.30 

55 40.33 0.93 50 3.62 ee 
162 0 O 39.41 pA 169 0 3.36 4 
5 38.51 0.90 10 2211 0.25 

10 37.62 0.89 20 2.88 0.23 

15 36.75 0.87 30 2.66 0.22 

20 35.90 0.85 40 2.46 0.20 

25 35.06 es 50 2.24 eee 
162 30 O 34.24 re 170 0 2.09 Se 
35 33-43 0.81 10 1.92 0.17 

40 32.64 0.79 20 1.76 0.16 

45 31.86 0.78 30 1.62 0.14 

50 31.10 0.76 40 148 | 014 

55 30.35 0.75 50 1.35 | O13 

| 3 

163 0 0 20.62 ae 171 0 moon | te 
5 28.90 0.72 10 1.12 O.11 

10 28.20 0.70 20 1.02 0.10 

15 27.51 0.69 30 0.93 0.09 

20 26.83 0.68 40 0.84 0.09 

25 26.16 ae 50 0.76 ee 
163 30 © 25.51 ai 172 0 0.68 oo 
35 24.88 0.63 10 0.61 0.07 

40 24.25 0.63 20 0.55 0.06 

45 23.64 0.61 30 0.49 0.06 

50 23.04 0.60 40 0.44 0.05 

55 22.45 0.59 50 0.39 0.05 

164 0 9 21.88 sia 173 0 0.35 | rae 
5 21.31 0.57 10 0.31 0.04 

10 20.76 0.55 20 0.27 0.04, 

15 20:22 0.54 30 0.24 0.03 

20 19.69 0.53 40 0.21 0.03 

25 19.18 ae 50 0.19 0.02 

164 30 0 18.67 ay 174 0 0.16 Ae 
35 18.17 0.50 1% 0 0.07 0.09 

40 17.69 0.48 176 0 0.02 0.05 

45 17.21 0.48 vet 0.01 0.01 

50 16.75 0.46 178 0 0.00 0.01 

55 16.29 | 0-46 179 0 0.00 0.00 
165 0 O 15.85 sd 180 0 0.00 Loe 
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Tafel VIII. 


Zur Berechnung der seit dem Periheldurchgang verflossenen Zeit 
in der Parabel. 


v log NV Diff. 
° ' “ 
0 0 0.025 5763 
380 .025 5749 14 
1 0 .025 5707 ae 
30 1025 5638 69 
2 0 025 5542 96 
30 025 5418 — 
3.0 0.025 5266 ~ 
30 025 5087 179 
4 0 025 4881 206 
30 025 4647 234 
5. 0 025 4386 201 
30 .0285 4007 oy 
6 0 0.025 3781 3 
30 .025 3437 344 
Ho 025 3066 371 
30 .025 2668 398 
8 0 025 2243 425 
30 025 1791 oS 
9 0 0.025 1311 * 
30 1025 0805 506 
10 0 025 0271 534 
30 .024 9711 560 
11 0 .024 9124 587 
30 024. 8510 oa 
12 0 0.024 7869 is 
30 .024 7201 608 
13 0 024 6507 Oe 
30 1024 5786 721 
14 0 .024 5039 747 
30 .024 4266 eS 
15 0 0.024 3466 i 
30 024 2641 825 
16 0 024 1789 | . 852 
30 .024 0911 878 
1710 .024 0008 903 
30 .023 9079 929 
18 0 0.023 8125 ee 
30 023 7145 980 
19 0 .023 6140 1005 
30 1023) 5109) jmtO3t 
20 0 023 4054 | 2055 
30 023 2973 wae 
21 0 0.023 1868 
30 023 0738 1130 
220 0 022 9584 1154 
30 022 8405 1179 
23 0 .022 7202 1203 
30 022 5975 Sa 
24 0 0.022 4724 = 
30 022 3449 1275 
25 0 022 2151 1298 
30 .022 0829 ae 
26 0 021 9484 
30 .021 8116 ee 
27-0 0.021 6726 ve 
30 021 5312 1414 
28 0 021 3876 | 1436 
30 021 2418 | 1458 
29 0 021 0938 me 
30 .020 9436 ieee 


v log NV Diff. 
; | 
fe} , 
30 0 0.020 7913 
30 .020 6368 1545 
31 0 020 4802. | 1566 
30 3020 3215 1587 
By 0) .020 1607 1608 
30 019 9979 Be 
33. 0 0.019 8330 cae 
30 019 6662 | 1068 
34 0 019 4974 | 1688 
30 019 3267 107 
35 0 019 1540 | 1727 
30 018 9795 te 
36-0 0.018 8030 : 
30 .018 6248 | 1782 
37 (0 018 4448 1800 
30 018 2629 | 1819 . 
38 0 018 0794 | 1835 
30 .017 8041 
39 0 0.017 7072 9 
30 017 5186 | 1886 
40 0 017 3283 1903 
30 017 1365 | 1918 
41 0 016 9432 1933 
30 016 7483 Bd 
42 0 0.016 5520 203 
30 016 3542 1978 
43 0 016 1550 1992 
30 £015 9545 | 2005 
44 0 015 7526 2019 
30 OUS 5495-28 e 
45 0 0.015 3450 | ay 
30 015 1394 | 2050 
46 0 014 9326 | 2068 
30 014 7247 2079 
47 0 O14 5157 2090 
30 014 3057 ee 
48 0 0.014 0947 
30 013 8827 2120 
49 0 013 6698 2129 
80 013 4561 2137 
50 0 013 2416 2145 
30 013 0263 apr 
51 0 0.012 8103 
012 5936 | 2167 
52 0 012 3764 2172 
30 012 1585 2179 
53 0 O11 9402 2183 
30 .Oll 7215 eat 
54 0 0.011 5024 2 
30 011 2829 | 2195 
55 0 O11 0632 2197 
30 010 8432 2200 
56 0 010 6231 2201 
30 010 4029 | ea: 
bv 0 0.010 1827 
30 .009°9625 (52292 
58 0 009 7424 | 2201 
30 009 5225 2199 
59 0 .009 3028 eee 
30 009 0834 on 


v log N 
° / 
60 0 0.008 8644 
30 .008 6458 
61 0 .008 4277 
30 .008 2103 
62° 0 .007 9934 
30 .007 774 
63 0 0.007 5621 
30 .007 3477 
64 0 007 1343 
30 .006 9220 
65 0 .006 7108 
30 .006 5008 
66 0 0.006 2922 
30 .006 0849 
67 0 .005 8792 
30 -005 6750 
68 0 .005 4725 
30 .005 2717 
69 0 0.005 0729 
30 .004 8760 
70 O .004 6811 
30 .004 4884 
20 .004. 2980 
30 .004 1100 
72. 40 0.003 9245 
30 .003 7416 
73 0 .003 5613 
30 .003 3839 
4 0 003 2094 
30 .003 0380 
1O 0 0.002 - 8698 «| 
30 .002 7049 
Kon 002 5433 
30 .002 3854 
VG, 2) 002 2317 
30 .002 0806 
78 0 0.001 9341 
30 .001 7917 
79 0 £001 6535 
30 .OO1 5196 
80 0 001 3903 
30 -001 2656 
81 0 0.001 1458 
30 .OO1 0309 
82 0 .000 9211 
30 .000 8166 
83. 0 000 7175 
30 .000 6240 
84 0 0.000 5364 
30 .000 4546 
85 0 .000 3790 
30 .000 3096 
86. 0 .000 2468 
80 .000 1906 
87 0 0.000 1413 
30 -000 0990 
88 0 .000 0639 
30 .000 0363 
89 0 .000 0163 
30 000 0041 


0000 
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Tafel VIIL 


Zur Berechnung der seit dem Periheldurchgang verflossenen Zeit 
in der Parabel. 


| v log NN’ Diff. v log .N’ Diff. v log NN’ Diff. 
° , fe} / ° , 
90 0 | 0.000 0000 120 0 | 9.963 1069 — 150 0 .889 0321 
| 30 | 9.909 9876 dae 30 962 074 | 19995 30 ane 3738 11583 
91 0 |. .999 9507 369 | 121 0 .960 8971 | 14193 | 151 Oo 886 7259 | 11479 
B01 909 8893. | OF 30 | .959 7764 | 11207 30 | 885 5887 | 11372 
92 0 999 8039 854-1 1227 0 058 6454 | 11310 1 162. :0 884 4627 | 11200 
30 999 6944 ea 30 957 5046 | er 30 '883 3481 | 11146 
93 0 | 9.999 5613 : 123 0. | 9.956 3542 : i 15300 | kan 24k 11026 
Bue -999"4040 | 1507 SONI) O85 1045 )-| 41597 BON 1-881. 15520 | 20903 
94 0 099 2246 1800 | 424 0 934 0258 | 11687 | 154 0 880 0775 | 10777 
30 999. 0215 2031 30 952 8483 | 11775 3 879 0129 | 10046 
9 0 | 098 7935 | 226 | 125 0 | 951 6624. | 11859 | 155 0 | 1877 9616 | 10513 
30 .998 5468 ae 30 .950 4684 ee 30 1876 9242 || 10374 
96 0 9.998 2757 : 126 0 9.949 2666 ae 156 0 9.875 9010 ge 
30 997 9824 | 2933 30 5948. 0575 | 22093 30 1874 8922 | 10088 
97 0 997 6669 | 3155 | 127 0 946 8408 | 12105 | 157 0 873 8984 | 9938 
30 997 3297 | 3372 30 045 6174 | 12234 30 872 9198 | 9786 
98 0 .996 9708 3589 | 428 0 044, 3875 | 12299 | 158 0 871 9569 9620 
30 996 5906 ee 30 1043 1513 | eC? 30 .871 0099 9470 
a) 909° 1891 f= 1 129 0 | 9.941 9092 | -* | 150 0 | 9.870 0192 | 37 
30 | .995 7666 | 4225 0 | © 940 6615, | 12477 30 | .869 1652 | 9140 
100 0 995 3234 4432 | 130 0 039 4085 | 12539 | 160 0 1868 2683 8969 
30 994 8596 | 4638 30 | .938 1506 | 12579 30 867 3886 | 8797 
101 0 994 3755 | 4841 | 131 0 936 8881 | 12625 | 161 0 866 5266 | 8620 
30 | 993 8712 nee BOP nos Gig | 12008 30, 1° 1.865.6827- | 2439 
WO] 9993: 3440 ep mo gosasce! | 5! 1162 07) o.86, acre |S! 
30 | .992 8031 | 5439 30 | .933 0763 | 12743 30 | 864 og00"| - 8070 
103 0 992 23907 | 534 | 133 0 931 7087 | 12770 | 163 0 | 1863 2620 | 7880 
30 991 6570 5827 30 930 5183 | 12804 30 | .862 4932 7088 
104 0 991 0553 | 017 | 134 0 029 2353 | 12830 | 164 0 861 7439 | 1493 
0 990 4347 pos 30 927 9501 a 30) 861 0145 | 1294 
105 0 9.989 7956 oe 135, 0 9.926 6630 ee 165 0 9.860 3053 es 
30 989 1380 | 0576 30 023 3745 | 12885 30 1859 6164 | 0889 
106 0 988 4622 | ©758 | 136 0 924 0848 | 12897 | 166 0 1858 9482 | 00682 
30 987 7685 0937 30 .922 7943 | 12995 30 .858 3010 0472 
107 0 987 0571 7114 | 437 0 921 5035 | 12908 | 167 0 857 6750. | ©2060 
30 .986 3281 pee 30 920 2126 | 12909 30 857 O704 6040 
108 0 9.985 5819 ia 138 0 9.918 9220 oe 168 0 9.856 4875 a 
ero) .984 8186 | 7633 30 | .917 6321 | 12899 30 | 855 9266 | 5009 
109 0 984-0385. 7801 + 139 0 016 3433 | 12888 | 169 0 855 3878 5388 
30 983 2418 | 7907 30 ‘915 0559 | 12874 30 854 8714 | 5104 
110 0 982 4288 | 8130 | 140 0 913 7703 | 12850 | 170 0 854 3775 | 4939 
30 981 5996 ae 30 912 4870 | 12833 30 1853 9065 4710 
pecs es | | 141 0 | 9911 2002 | 7? | ati 0: 9953 4584 | “4% 
30 979 8938 | 8607 30 .909 9283 | 12779 30 853, 0935. 4042 
112 0 979 O177 8761 | 142 0 .908 6538 | 12745 | 172 0 1852 6319 | 4016 
30 978 1264 8913 30 907 3831 | 12707 30 852 2538 3781 
113 0 977 2202 | 9002 | 148 6 906 1164 | 12667 | 173 0 851 80904 | 3544 
30 | .976 2993 | 9209 3 cog eb42) | 12022 30 £851 5687 | 3307 
Mees 60 | > | 144 0 | 0.903 5069 |? | 174 0 | 0.851 2620 | 20°! 
30 974 4145 9495 30 902 3449 |. 12520 30 850 9794 2826 
115)0))) -973 4510° | 9935 | 145 0 | 901 0985 | 12454 | 175 0 .850 7209 |, 2585 
30 72 4739 | OT7t 30 .899 8582 | 12403 30 .850 4868 23h 
116 0 971 4833 | 9990 | 146 0 898 6243 | 12339 | 1%6 0 850 2770. | 2098 
Se 4196 | 10037 209| “sorigon2 || 12272 30 | 850 0917 | 1853 
117 0 9.909. 4629 bm 147 0 | 9.896 1774 | ee 177 0 | 9.849 9309 Hes 
30) 968 4337 10292 30) (804. 9652 | 12122 30 '849 7948 | 1361 
118 0 967 3920 | 10417 | 148 0 E805 O10) eee an] TS 0 .849 6833 _| 4115 
30 966 3382 | 10538 30 892 5652 | 11958 30 849 5966 807 
119 0 | 905 2726 | 10656 | 449 0 | 801 3782 | 11879 | 179 0 | 849 5346 620 
30 £964 1954 pis 30 .890 2004 eee 30 | 849 4974 372 
120 0 9.963 1069 > | 450 0 9.889 0321 he 180 0 9.849 4850 | ey 


itl 
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Tafel IX. 
Fur nahezu parabolische Bahnen. 
ee ey eer ee) ae eat a : eit 
Brereton ie i 


i} 
Hyperbel «zc? log C Differenz log D Differenz 
— 0.300 9.060 89005 9.893 4503 
— 0.299 9.961 0382 oe 9.893 7364 ae 
0.208 0.961 1858 eo 9.804 0218 ae : 
one aes 14753 ie ee . 
6290 901 ss oS 1471 9.894 59 2837 4 
0.295 9.961 6276 ve 9.894 8748 sgh3 
= ses ae 1146 les ee oe 2826 . 
pe os er 1466 4 l 2814 | 
0.291 9.962 2 48 1464 9.896 0040 2809 
0.290 9.962 3612 y 9.8906 2849 i ae 
: Be 1463 280 
wes | SS sat | | ae es | ae 
0.287 9.962 7908 ees 9.897 1246 oe 
aS 062 TA 1459 0.8 7 (e) 7ies 
Bees 9.902 9457 1458 097 4034 i 2783 
0.285 9.963 0915 9.8907 6817 
— 0.284 9.963 2371 nee 9.8907 9594 ae 
Hee se Tae M454 boned 2766 | 
0.281 9.963 6732 ae 0.808 7803 fie | 
i ne wie 1451 2755 
0.280 9.963 8183 i 9.899 0648 hy 
— 0.279 9.963 9633 ca 9.899 3399 oe ; 
ee seaeasae 1447 6.890. 8885 pe 
0.276 0.064 Sond ae 9.900 1620 Ace 
a sat 19 1444 : 2729 
275 9.964 5418 9.900 4349 ee 
| — 0.274 9.964 6861 er: 9.900 7073 ae 
0.273 9.964 8303 t pe 9.900 9792 ee 
need ee Be : 1439 9.901 2506 27109 
1.27 9.965 1182 1438 9.901 5215 2703 
0.270 9.965 2620 a 9.901 7918 
9 9.963 4037 ie 9.902 0617 Be 
; ee 1434 eee 2680 
9.9 S oe 1432 Oe Sad Bae 2683 
9.905 8358 | 1431 9.902 8682 2670 
9.965 9789 9.903 1361 6 
1430 267 
ee 1429 ee 2068 
oe - me 1427 9.903 Pe } 2663 
oe p 4075 1426 9.903 93 : 2687 
9.966 5501 1425 9.904 2022 2653 
9.966 6926 a 9.904 4675 here 
9.966 8350 ae 9.904 7323 aba 
2.906 9772 1421 9.904 eed 2638 
ee, ae 1420 9.905 soe 2034. 
9.907 2013 1418 9.905 523 2628 
9.967 4031 ete 9.905 7867 eh 
0.967 S448 1416 9.906 0491 2618 
2001 ae. 1414 Be 3109 2614 
eee A 1413 a as ‘ 2608 
9.967 9691 1412 9.906 8331 2604 
9968 1103 9.907 0935 
6.068 Bei 1411 07, 3535 2600 
Spe ae 8 Sot 2590 
9.968 673 1) Ocenia 2585 
SES! 1406 OD Se ce 2581 
9.968 8145 sais 9.908 3885 
eed, oi 40. 2575 
pets ole 1403 Bete 2m 
eae 95 1402 9.90 DOst 2366 
pa ek es 1401 ae 2361 
9.909 S55 309 O, 09 415! 2356 
9.969 5154 9.909 


at Fe 


ee en re tees 
een et jek x9 
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Tafel IX. 
Fir nahezu parabolische Bahnen. 


M = 


Dt 


q% Vite 


Hyperbel «7? 


— 0.240 


— 0.239 
0.238 
0.237 
0.236 
0.235 


— 0.234 
0.233 
OE? 
0.231 
0.230 


— 0.229 
0.228 
0.227 
0.226 
0.225 


— 0,224 
0.223 
0.222 
0.221 
0.220 


— 0.219 
0.218 
0.217 
0.216 
0.215 


— 0.214 
0.213 
0.212 
0.211 
0.210 


— 0.209 
0.208 
0.207 
0.206 
0.205 


— 0.204 
0,203 
0,202 
0.201 
0.200 

— 0,199 
0,198 
0.197 
0.196 
0.195 


— 0.194 
0.193 
0,192 
0.191 
0.190 

— 0.189 
0.188 
0.187 
0.186 
0.185 

— 0.184 
0.183 
0.182 
0.181 
0.180 


log C 


9.969 5154 


9.969 6552 
9.969 7949 
9.969 9345 
9.970 0740 
9.970 2133 


9.970 3525 
9.970 4916 
9.970 6306 
9.970 7694 
9.970 9081 
9.971 0467 
9.971 1852 
9.971 3236 
9.971 4619 
9.971 6000 
9.971 7380 
9.971 8759 
9.972 0137 
9.972 1513 
9.972 2888 
9.972 4262 
9.972 5635 
9.972 007 
9.972 8377 
9.972 9747 


9.973 1115 
9.973 2481 
9-973. 3847 
9.973 5211 
9.973 6575 


9-973 7938 
9.973 9299 
9.974 0659 
9.974 2018 
9.974. 3376 


9.974 4733 
~9.974.-6088 
9.974 7442 
9.974 8795 
9.975 0147 
9.975 1498 
9.975. 2848 
9.975 4196 
9.975. 5543 
9.975 6890 


9.975 8235 
9.975 9578 
9.976 0921 
9.976 2263 
9.976. 3603 
9.976 4942 
9.976 6281 
9.976 7618 
9.976 8954 
9.977 0289 


9.977 1623 
9.977 2955 
9.977 4287 
9.977 5017 
9.977 6946 


Differenz 


1398 
1397 
1396 
1395 
1393 


1392 
1391 
1390 
1388 
1387 


1386 
1385 
1384 
1383 
1381 
1380 
1379 
1378 
1376 
1375 


1374 
1373 
1372 
1370 
1370 


1368 
1366 
1366 
1364 
1364 
1363 
1361 
1360 
1359 
1358 


1357 
1355 
1354 
1353 
1352 


1351 
1350 
1348 
1347 
1347 


1345 
1343 
1343 
1342 
1340 
1339 
1339 
1337 
1336 
1335 


1334 
1332 
1332 
1330 
1329 


9.924 2041 


Differenz 


Fiir nahezu parabolische Bahnen. 
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Tafel IX. 

a Dit 
me gq yi es 


1 1 
==} igip w= C ig-piw. 


Hyperbel «7? 


— 0.180 


— 0.179 
0.178 
0.177 
0.176 
0.175 


— 0.174 
0.173 
0.172 
0.171 
0.170 


— 0.169 
0.168 
0.167 
0.166 
0.165 


— 0.164 
0.163 
0.162 
0.161 
0.160 


— 0.159 
0.158 
0.157 
0.156 
0.155 


— 0.154 
0.153 
0.152 
0.151 
0.150 


— 0.149 
0.148 
0.147 
0.146 
0.145 


— 0.144 
0.143 
0.142 
0.141 
0.140 


— 0.139 
0.138 
0.137 
0.136 
0.135 

— 0,134 
0:133 
0.132 
0.131 
0.130 


— 0.129 
0.128 
0.127 
0.126 
0.125 


— 0,124 
0.123 
0,122 
0.121 
0.120 


8862 


9 0180 


1408 


9 2814 


4129 
5443 
6756 
8068 
9379 
0689 
1998 
3305, 
4612 
5918 
4222 
8526 
9828 


1129 
2430 
3729 
50277 
6324 
7620 
89015 
0209 
1502 
2794 


4085 
5375 
6664 
7951 
9238 
0524 
1809 
3092 
4375 
5656 


6937 


3 8217 
3 9495 


0773 
2049 


4 3325 


4599 
5873 


4 7146 


8417 
9688 
0957 
2226 
3493 
4760 


Differenz 


1328 
1328 
1326 
1325 
1324 
1323 
1322 
1320 
1320 
1318 


1318 
1316 
1315 
1314 
1313 
1312 
1311 
1310 
1309 
1307 
1307 
1306 
1304 
1304 
1302 
1301 
1301 
1299 
1298 
1297 
1296 
1295 
12904 
1293 
1292 
1291 
1290 
1289 
1287 
1287 


1286 
1285 
1283 
1283 
1281 


1281 
1280 
1278 
1278 
1276 


1276 
1274 
1274 
1273 
1271 


1271 
1269 
1269 
1267 
1267 


5 8028 
0297 
2561 
4821 
7078 
9332 
1581 
3827 
6069 
8307 
0542 
27712 
4999 
1222 


8.9442 
1658 
3870 
6078 
8283 
0484 
2681 
4875 
7065 
9251 


1434 
3614 
5789 
7962 
0131 
2296 
4457 
6615 
8769 
0920 
3068 
5212 
7353 
9490 
1624 
3754 
5881 
8004 
0124 
2240 


4353 
6463 
8569 
0672 
2771 


4867 
6959 
9048 
1134 
3216 


Differenz 


2206 
2202 
2287 
2284. 
2280 


2216 
2272 
2269 
2264 
2260 


2257 
2254 
2249 
2246 
2242 
2238 
2235 
2230 
2227 
2223 


2220 
2216 
2212 
2208 
2205 


2201 
2197 
2194 
2190 
2186 
2183 
2180 
2175 
2173 
2169 


2165 
2161 
2158 
2154 
2151 
2148 
2144 
2141 
2137 
2134 
2130 
2127 
2123 
2120 
2116 


2113 
2110 
2106 
2103 
2099 
2096 
2092 
2089 


2086 
2082 
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Tafel IX. 
Fir nahezu parabolische Bahnen. 


Hyperbel « 7” 


= Onl) 


— 0.119 
0.118 
Onl 7 
0.116 
0.115 


0.114 
0.113 
Ozlie 
0.111 
0.110 


0.109 
0.108 
0.107 
0.106 
0.105 


0.104 
0.103 
0.102 
0.101 
0.100 


0.099 
0.098 
0.097 
0.096 
0.095 


0.094 
0.093 
0.092 
0.091 
0.090 
0.089 
0.088 
0.087 
0.086 
0.085 


0.084. 
0.083 
0.082 
0.081 
0.080 


0.079 
0.078 
0.077 
0.076 
0.075 


0.074 
0.073 
0.072 
0.071 
0.070 


0.069 
0.068 
0.067 
0.066 
0.065 


0.064. 
0.063 
0.062 
0.061 
0.060 


Differenz 


Differenz 
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Tafel IX. 
Fir nahezu parabolische Bahnen. 
1—e v Dt 1 
SS) tte ge ee aiesr: szv= Ctg 
Hyperbel et? log C Differenz log D Differenz 

— 0.060 9.992 8997 9.949 2390 
1209 1895 
— 0.059 9.993 0206 1208 9.949 4285 1892 
0.058 9.993 1414 1207 9.949 6177 1889 
0.057 9.993 2621 1207 9.949 8066 1887 
0.056 9.993 3828 1205 9.949 9953 1883 
0.055 9.993 5033 ee 9.950 1836 cs 
— 0.054 9.993 6238 1204 9.950 3717 1878 
0.053 9.993 7442 1202 9.950 5595 1875 
0.052 9.993 8644 1202 9.950 7470 1872 
0.051 9.993 9846 1201 9.950 9342 1869 

0.050 9.994 1047 9.951 1211 
1200 1867 
— 0.049 9.994 2247 1200 9.951 3078 1864 
0.048 9.994 3447 1198 9.951 4942 1861 
0.047 9.994 4645 1197 9.951 6803 1858 
0.046 9.994 5842 1107 9.951 8661 1856 
0.045 9.994 1039 Teo 9.952 0517 1853 
— 0.044 9.994 8235 1105 9.952 2370 1850 
0.043 9.994 9430 1194 9.952 4220 1847 
0.042 9.995 0624 1193 9.952 6067 1844 
0.041 9.995 1817 1192 9.952 7911 1842 
0.040 9.995 3009 mee 9.952 9753 1839 
— 0.039 9.995 4201 1190 9.953 1592 1837 
0.038 9.995 5391 1190 9.953 3429 1834 
0.037 9.995 6581 1188 9.953 5263 1831 
0.036 9.995 17169 1188 9.953 7094 1829 
0.035 9.995 8957 1187 9.953 8923 1826 
——0.034 9.996 0144 1187 9.954 0749 1823 
0.033 9.996 1331 1185 9.954 2572 1820 
0.032 9.996 2516 1185 9.954 4392 1818 
0.031 9.996 3701 1183 9.954 6210 1815 
0.030 9.996 4884 aes 9.954 8025 ae 
— 0.029 9.996 6067 1182 9.954 9838 1810 
0.028 9.996 7249 1181 9.955 1648 1807 
0.027 9.996 8430 1180 9.955 3455 1805 
0.026 9.996 9610 1179 9.955 5260 1802 
0.025 9.997 0789 Ai 9.955 7062 ee 
— 0.024 9.997 1968 1177 9.955 8861 1704 
0.023 9.997 3145 4177 9.956 0658 1794 
0.022 9.997 4322 1176 9.9560 2452 1791 
0.021 9.997 5498 1175 9.956 4243 1789 
9.020 9.997 6673 aan 9.956 6032 vier 
— 0.019 9.997 7847 1174 9.956 7819 1784 
0.018 9.997 9021 1172 9.956 9603 1781 
0.017 9.998 0193 1172 9.957 1384 1779 
0.016 9.998 1365 1171 9.957 3163 1776 
0.015 9.998 2536 ate 9.957 4939 173 
— 0.014 9.998 3706 1169 9.957 0712 Ural 
0.013 9.998 4875 1169 9.957 8483 1769 
0.012 9.998 6044 1167 9.958 0252 1166 
0.011 9.998 7211 1167 9.958 2018 1763 
0.010 9.998 8378 La 9.958 3781 pber 
— 0.009 9.998 9544 1165 9.958 5542 1758 
0.008 9.999 0709 1164 9.958 7300 1756 
0.007 9.999 1873 1164 9.958 9056 1754 
0.006 9.999 3037 1162 9.959 0810 1751 
0.005 9.999 4199 ae 9.959 2561 ie 
— 0.004 9.999 5361 1161 9.959 4309 1746 
0.003 9.999 6522 1160 9.959 6055 1743 
0.002 9.999 71682 1160 9.959 7798 1741 
0.001 9.999 8842 1158 9.959 9539 1738 

0.000 0,000 0000 9.960 1277 


== Be) = 
Datel xe 


nahezu parabolische Bahnen. 


Ellipse et” 


0.000 


+ 0.001 
0.002 
0.003 
0.004 
0.005 


++ 0.006 
0.007 
0.008 
0.009 
0.010 


+ 0.011 
0.012 
0.013 
0.014 
0.015 


+ 0.016 
0.017 
0.018 
0.019 
0.020 


+ 0.021 
0.022 
0.023 
0.024 
0.025 

+ 0,026 
0.027 
0.028 

- 9.029 
0.030 


+ 0.031 
0.032 
0.033 
0.034 
0.035 


+ 0.036 
0.037 
0.038 
0.039 
0.040 


+ 0.041 
0.042 
0.043 
0.044 
0.045 


+ 0.046 
0.047 
0.048 
0.049 
0.050 


+ 0.051 
0.052 
0.053 
0.054 
0.055 

+ 0.056 
0.057 
0.058 - 
0.059 
0.060 


0.000 


0.000 
9.000 
0.000 
0.000 
0.000 


0.000 
0.000 
0.000 
0.001 
0.001 


0.001 
0.001 
0.001 
0.001 
0,001 


0.001 
0.001 
0.002 
0.002 
0.002 


0.002 
0.002 
0.002 
0,002 
0.002 


~ 0.002 


0.003 
0.003 
0.003 
0.003 


0.003 
0,003 
0.003 
0.003 
0.004 


0.004 


0,00 | 


0.004 
0.004 
0.004 


0.004 
0.004 
0.004 
0.005 
0.005 


0.005 
0.005 
0.005 
0.005 
0.005 


0.005 
0.005 
0.006 
0.006 
0.006 


0.006 
0.006 
0.006 
0.006 
0.006 


. Differenz 


1158 
1157 
1156 
1155 
1155 
1153 
NY} 
1152 
1152 
1150 
1150 
1148 
1148 
1148 
1146 


1146 
1144 
1144 
1144 
1142 
1142 
1141 
1140 
1139 
1138 
1138 
LB Y4l 
1136 
1136 
1134 


1134 
1133 
Ee 
1132 
1130 


1130 
1129 
1129 
1127 
1127 


1126 
1125 
1125 
1124 
1123 


1122 
5 We) 24) 
1121 
1120 
1119 


1118 
1118 
7 
1116 
1116 


1114 
1114 
LTS 
1112 
1112 


8852 


0494 
2134 
3771 
5407 
7040 
8670 
0299 
1925 
3549 
5171 
6791 
8408 
0024 
1637 
3248 
4857 
6463 
8068 
9670 
1270 


Differenz 


1736 
1734 
1731 
1728 
1720 


1724 
1721 
1719 
1716 
1714 


WA 
1709 
1707 
LjOs 
1702 
1700 
1698 
1695 
1692 
1690 


1688 
1686 
1683 
1681 
1678 
1676 
1674 
1671 
1669 
1667 


1665 
1662 
1660 
1658 
1656 


1653 
1651 
1649 
1646 
1644 
1642 
1640 
1637 
1636 
1633 
1630 
1629 
1626 
1624 
1622 
1620 
1617 
1616 
1613 
1611 


1009 
1606 
1605 
1602 
1600 
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Tafel 1X. ; 
Fir nahezu parabolische Bahnen. 


Ellipse ¢ 7? Differenz Differenz 


7 { 6 970 1270 
-+ 0.060 0.006 8061 9.97 i 1508 


+ 0.061 0,006 9172 9.970 2868 1506 
0.062 0.007 0282 9.970 4464 1503 
0.063 0.007 1392 9.970 6057 1592 
0.064 0.007 2501 9.970 7649 1590 
0.065 0.007 3609 9.970 9239 eae 

+ 0.066 0.007 4716 9.971 0826 1584 
0.067 0.007 5823 9.971 2410 1583 
0.068 0.007 6929 9.971 3993 1581 
0.069 0.007 8034 9.971 5574 1578 
0.070 0.007 9138 9.971 7152 tere 


-+ 0.071 0.008 0242 9.971 8729 1874 
0.072 0.008 1344 9.9072 0303 1873 
0.073 0.008 2446 9.972 1876 1571 
0,074. 0.008 3548 9.972 3447 1568 
0.075 0.008 4648 9.9072 5015 1566 
0.076 0.008 5748 9.972 6581 1565 
0.077 0.008 6847 9.972 8146 1562 
0.078 0.008 7946 9.972 9708 1560 
0.079 0,008 9043 9.973 1268 1558 
0.080 0.009 0140 9.973 2826 tes 


+ 0.081 0.009 123 9.973 4382 1554 
0.082 0.009 2332 9.973 5936 1552 
0.083 0.009 3427 9.973 7488 1550 
0.084 0.009 4521 9.973 9038 1547 
0.085 0.009 5014 9.974 0585 rede 


-- 0.086 0.009 6707 9.974 2131 1544 
0.087 0.009 77799 9.974 3675 1541 
0.088 0.009 8890 9.974. 5216 1540 
0,089 0,009 9980 9.974 67506 1537 
0.090 0.010 1070 9.974 8293 a 

S) 


-+- 0.091 0.010 2159 9.974 9829 1534 
0.092 0.010 3247 9.975 1363 1531 
0.093 0.010 4335 9.975 2804 1530 
0.094 0.010 5422 9.975 4424 1528 
0.095 0.010 6508 9.975 5952 


++ 0,096 0.010 7593 9.975 7478 
0.097 0.010 8678 9.975 9002 
0.098 0.010 9762 9.976 0523 
0.099 0.011 0846 9.976 2043 
0.100 0.011 1928 9.976 3561 


+ 0.101 0.011 3010 9.976 5077 
0.102 0.011 4091 9.976 6591 
0.103 0.011 5172 9.976 8103 
0.104. 0.011 6252 9.976 9613 
0.105 0.011 7331 9.977 1120 


0.106 0.011 8409 9.977 2626 
0.107 0.011 9487 9.977 4130 
0.108 0.012 0564 9.977 5632 
0.109 0.012 1640 9.977 7132 
0.110 0.012 2716 9.977 8630 


+ 0.111 0.012 3791 9.978 0126 
0.112 0.012 4865 9.978 1621 1492 
0.113 0.012 5939 9.978 3113 1491 
0.114. 0.012 7012 9.978 4604 1488 
O.115 0.012 8084 9.978 6092 1487 


0.116 0.012 9156 9.978 7579 1485 
0.117 0.013 0227 9.978 9064 1482 
0.118 0.013 1297 9.979 0546 1481 
0.119 0.013 2366 9.979 2027 1479 
0.120 0.013 3435 9.979 3506 


1526 
1524 
1520s 
1520 
1518 
1516 
1514 
1512 
1510 
1507 
1506 
1504 
1502 
1500 
1498 
1496 
1495 


— $91 — 


Tafel IX. 
Fir nahezu parabolische Bahnen. 
(Zea > Me 


SS er) 
l+e? 


Differenz Differenz 


1068 
1068 
1066 
1066 
1065 


1065 
1064 
1064 
1062 
1062 


1061 
1061 
1060 
1059 
1058 


1058 
1058 
1056 
1056 
1055 


1055 
1054 
1053 
1053 
1052 
1051 
1050 
1050 
1050 
1048 


1048 
1047 
1047 
1046 
1045 
1045 
1044 
1043 
1043 
1042 
1042 
1041 
1040 
1039 
1039 


1039 
1037 
1037 
1036 
1036 


1035 
1034 
1034 
1033 
1033 
1031 
1031 
1031 
1030 
1029 
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Tafel IX. 
Fir nahezu parabolische Bahnen. 


Ny fe 


Dt 


a% Vite 


i C tg + w. 


Ellipse «2? 


-+ 0.180 


+ 0.181 
0.182 
0.183 
0.184 
0.185 


+ 0.186 
0.187 
0.188 
0.189 
0.190 


+ 0.191 
0.192 
0.193 
0.194 
0.195 


-++ 0.196 
0.197 
0.198 
0.199 
0.200 


+ 0.201 
0.202 
0.203 
0.204 
0.205 


-+ 0.206 
0.207 
0.208 
0.209 
0.210 


+ 0.211 


0.212 
0.213 
0.214 
0.215 


+ 0.216 
0.217 
0.218 
0.219 
0.220 


-++ 0.221 


0.222 
0.223 
0.224 
0.225 


-+ 0.226 
0.227 
0.228 
0.229 
0.230 


-+ 0.231 
0.232 
0.233 
0.234 
0.235 

+ 0.236 
0.237 
0.238 


0.239 
0.240 


0.019 


0.019 
0.019 
0.019 
0.020 
0.020 


0.020 
0.020 
0.020 
0.020 
0.020 


0.020 
0.020 
0.020 
0.021 
0.021 


0.021 
0.021 
0.021 
0.021 
0.021 


0.021 
0.021 
0.021 
0.022 
0.022 


0.022 
0.022 
0.022 
0.022 
0.022 


0.022 
0.022 
0.022 
0.023 
0.023 


0.023 
0.023 
0.023 
0.023 
0.023 


0.023 
0.023 
0.024 
0.024 
0.024 


0.024. 
0.024. 
0.024 
0.024 
0.024 


0.024 
0.024 
0.025 
0.025 
0.025 


0.025 
0.025 
0.025 
0.025 
0.025 


6340 


7369 
8397 
9424 
0451 
1477 
2503 
3528 
4552 
5575 
6598 
7620 
8642 
9663 
0684 
1704 


2723 
3742 
4760 
5777 
6794 
7810 
8826 
9841 
0855 
1869 


2882 
3804, 
4906 
5917 
6928 


71938 
8948 
9957 
0965 
1973 
2980 
3986 
4992 
5997 
1002 
8006 
9010 
0013 
1015 
2016 


3017 
4017 
5017 
6017 
7015 


8013 
9O11 
0008 
1004. 
2000 
2995 
3990 
4984 
5977 
6970 


Differenz 


ae es 


Tafel IX. 
a Fur nahezu parabolische Bahnen. 
‘3 =e wii sus M = Sia aS 1 i 
SABO 8 2 qd % Apae a” tg o (i) on te > We 
Ellipse ¢ 7? Neveu : a 
gu Differ 
ing log D Differenz 
+ 0.240 0.025 6970. ie poe ake 
+ 0.241 O.a2s) 7062 992 9.995 8346 
0.242 0.025 8054 992 9.995 9623 sale 
0.243 6.025 9045 991 9.996 0898 nals 
eas 0.026 0935 990 9.996 2171 1273 
0.245 0.026 1925 990 9.996 3443 Bee 
+ 0.246 ae ee 990 9.996 4714 2A 
0.247 0.026 3004 989 9.996 5983 Bee 
0.248 0.026 4802 088 9.996 7251 La 
0.249 0.026 5879 987 9.996 8517 oe 
0.250 0.026 6866 987 720-9182 ae 
+ 0.251 0.026 7853 987 oe ae 
0.252 0.026 8839 986 9.997 2307 ae 
0.253 0.026 9824 985 9.997 3567 ae 
0.254 0.027 0809 985 9.997 4826 ae 
0.255 0.027 1793 984 9.997 6084 es 
eee <n ae ae 9.997 1340 
0.257 0.027 3759 983 9.997 8504 ee 
0.258 0.027 4742 983 9.997 9847 1253 
0.259 0.027 5724 082 9.998 1099 ied 
0.260 0.027 6705 981 9.998 2349 _ 
Be o061 Sods os 9.998 3598 ae 
0.262 0.027 8666 980 9.998 4846 1248 
205 0.027 9645 979 9.998 6092 a0 
0.264 0.028 0624 979 9.998 7330 at 
0.205 0.028 1603 Uae eee 1242 
+ 0.266 osneet 978 9.998 9821 BAG 
0.267 0.028 3558 977 9.999 1062 1241 
0.268 0.028 4535 977 9.999 2301 Sah 
0.269 0.028 5511 976 9.999 3538 aed 
0.270 0.028 6486 975 9.999 4774 | ee 
+0271 0.028 7461 975 ES As 
0.272 0.028 8436 ie 9.999 1242 nae 
0.273 0.028 9410 O74 9.999 8474 ee 
0.274. 0.029 0383 973 9.999 9705 1231 
0.275 0.029 1356 973 0.000 0934 ee 
ere? 0.029 2328 972 0.000 2162 
0.277 0.020 3300 972 0.000 3388 eee 
0.278 0.029 4271 971 0.000 4613 ee 
0.279 0.029 5241 970 0.000 5837 ae, 
0.280 0.029 6211 970 Oa? eS 
++ 0.281 0.029 7181 970 0.000 8280 
0.282 0.029 8150 969 0.009 9499 ae 
0.283 0.029 9118 968 0.001 0717 1218 
0.284 2 0.030 0086 968 0,001 1934 ae 
0.285 0.030 1053 907 Sed oe 
++ 0.286 0.030 2020 907 poe 
0.287 0.030 2087 907 0.001 5575 eee 
0.288 0.030 3052 965 0.001 6786 L211 
0.289 0.030 4917 065 0.001 7996 1210 
0.290 0.030 5882 965 0.001 9204 rs 
Be e201 ea ses ce 0,002 0411 i 
O202 0.030 Wee 064 0.002 1617 ed 
0.293 0.030 8773, 063 0.002 2821 ee 
0.204 0.030. 9735 062 0.002 4024 oon 
0.295 0.031 0607 962 Ce te 
+ 0.296 0.031 1658 961 0.002 6426 
0.297 0.031 2618 960 0,002 7625 1199 
0.298. 6.031 3578 960 0,002 8823 A 
0.031 4538 p60 Sees 1198 
-300 0.031 54 959 0.003 121 
31 5497 ie te 1194 
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IXa. 
Erlauterungen zu Tafel IX. 


Die in Tafel IX gegebenen Gréssen log C und log D wurden zuniachst siebenstellig mit 
dem Argumente w = et® fiir die Werthe: 


— 0,300 — 0,290 — 0,280 ... + 0,290 -L 0,300 


berechnet. Hieraus wurden die Werthe yon Tausendstel zu Tausendstel des Argumentes 
durch Interpolation gewonnen. Man kann in Folge dessen annehmen, dass die in der Tafel IX 
enthaltenen Gréssen auf eine Kinheit der siebenten Decimale genau sind. Im Foleenden wollen 
wir die Tafel an einigen Stellen durch Beispiele priifen, wodurch gleichzeitig ihr Gebrauch 
klarer wird. 

Wir betrachten zunichst zwei hyperbolische Bahnen, fiir welche v = 90° ist. Dann 
wird t = tg'/,v = 1. Nun setzen wir fiir diese beiden Bahnen: 


6 = — 0,30 und ¢« = — 0,29.- 


Dann ist: 


eaeét* oder «=— 0,30 und « = — 0,29. 


Wir setzen nun: 


s 
es 


no Et 


1 


& 


und erhalten: 


ig',F = Vn tg Yo; 


Mod.k V1 + m(t — T) 
(— ay'le 5) 


(e Mod.) tg F — log tg (45° + YI") = 


wo Mod = [9,637 7843] ist. ; 
Weiter setzen wir jetzt m= 0, d.h. wir betrachten zwei masselose Kometen und 
setzen schliesslich fiir beide Bahnen: 


(—-a=+1. 
(Da niimlich die Bahnen hyperbolisch sind, so ist @ selbst negativ und — a also positiv.) 


So erhalten wir: = : fn 
fg Ye KV 4 


und bestimmen hieraus J’, Hs ist: 


(—a)=+41, 


Hieraus berechnen wir (t — T') mittelst: : 
Mod. & (f -- 1) = (e Mod.) tg F — logtg (49 a +). 


Ferner ist: 


2% 
1—7 


q=(ae—-)= 


Die Gréssen log D und log C entnehmen wir nun Tafel TX mit dem Argumente ¢7’, 
welches in diesem Ialle gleich ¢ ist. So kénnen wir M finden: 
_Dt—T)a=% 
ia (2 )'l2 
und hieraus mit der Barker’schen Tafel w bestimmen. 
Aber andererseits ist: 


M 


tg'/,v = C tg /oW, 


also im vorliegenden Falle: 


aL: 
ip AOR = oC’ 


Iieraus ergiebt sich ein anderer Werth von w, welcher mit dem oben gefundenen nahezu 
iitbercinstimmen muss, was eine directe Controle fiir log C und log D bildet. Die Rechnung 


gestaltet sich wie folet: | 


Xa. 
Erlauterungen zu Tafel IX. 


ie SS & 5 3 Rae hee — 0,30 — 0,29 
| Se + 0,30 + 0,29 
Mecca, + 0,700 0000 + 0,710 000 0 
1 oI Saar -L 1,300 000 0 + 1,290 0000 
i, a ae 9,845 098 0 9,851 258 3 
eo es 0,113 943 4 0,110 5897 ' 
on jae ey 9,477 1218 9,462 398 0 
eee ies 9,738 560 7 9,731 199 0 
ei) A a 28° 42 37”,86 28° 18’ 11",51 
[00S 2. ¢ Se 57° 25" 15,72 56° 36’ 23”,02 
45 4 Z Ry eee ta 739 49! 37,86 73° 18" 11,51 
DeeAP A ck 2 het .. i 0,268845 4 0,259 331 4 
Meee ka 9,637 7843 9,637 784 3 
uo) Oe oi ore | 0,194 492 6 0,180 9707 
eMbinggh. oc i. s. Ras 0,101 1223 0,078 086 4 
CCS ma en ere els) Git saw, % 1,262 182 9 1,196 9785 
log ty (45° vi =.) bs sega pee ete 0,534 288 3 0,522 946 0 
Miter, . 23s. x. el ey 0,797 804 6 0,674 0325 
coo. 9,862 068 5 9,828 680 8 
PM ec ns doe 7,873 365 7 7,873 365 7 
aa 1,988 702 8 1,955 315 1 
hoy Ly AROS anaes oe 9,893 450 3 9,896 284.9 
i: haar 9,845 098 0 9,851 258 3 
Lor cs Cae Ge ean 1,727 2511 1,702 858 3 
ole > ere 9,667 227 0 9,645 1420 
a) (re 2,060 024 1 2,057 716 3 
Oe aes 95° 9 9,70 94° 57! 337,90 
4 anh 0,039 109 5 0,037 638 8 
Sait os aaa ae 47° 34’ 34"",85 47 28" 46",97 
We 5 5 ta rn | 95° 9! 9.70 94° 57! 33/94 


Die Uebereinstimmung der beiden Werthe von w ist so gut, als man dies nur 
erwarten konnte. In fhnlicher Weise priifen wir die beiden dussersten Grundintervalle fir 
die Ellipse. Wir setzen wiederum: 


v 
— 909 as wih itt 
pi 90) w—t¢ oe il 
0 tg, =Ve 
und erhalten so #. Es ist ferner: 
l—e 
eee i rs 
Wir setzen wiederum a = ++ 1. Damn ist: 
¢~—- pa Fa=esmk Ath ae Q¢ 


k ie 2% 
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Xa. 
Erlauterungen zu Tafel IX. 


Nun entnehmen wir log D und log C mit dem Argumente e aus Tafel IX und berechnen 
dann: 
Dt Dt + 8) 
M = - = 3 : 
gaVite « (28) 


Hieraus finden wir w mittelst der Barker’schen Tafel. Andererseits ist aber: 


1 
tg'/2v = C? 


woraus sich ein anderer Werth von w ergiebt, der mit dem vorhergehenden tibereinstimmen 
muss. Die Rechnung gestaltet sich wie folgt: 


Sai can ee + 0,30 + 0,29 

18 + eee + 0,700 0000 + 0,710 0000 
1s Ae oe + 1,300 0000 + 1,290 0000 
log (Le), 9,845 098 0 9,851 256 3 
loy (1-18) | 2: Ge: 0,113 943 4 0,110 589 7 
Loge sh cs tt oe A ee eee 9,477 121 8 9,462 398 0 
log Vie Ma ae 0 ee 9,738 560 7 9,731 199 0 

1 i ey eco ae eee | 98° 42! 37,86 28° 18’ 11,51 
Ware ree aE odd 57" 25! 15,72 56° 36! 23,02 
OU Sia BAe os cl Len eae 25° 59! 49/48 26° 19 43/56 
Mittlere Anomalie. ........ B19 25) 2624 30216391046 
LOG Chae oes Uae ern 9,731 1546 9,740 668 6 
OGG Ae Tease nye Gite DU 5,045 579 7 5,055 093 7 
BN LS, AR ais ig gel ae eae 9,925 647 8 9,921 639 3 
Loge siete |, om op ee 4,971 227 0 4,976 733 0° 
CU SNe Hi atics oe eae ae ee 93 589,40 94 783,56 
(Ee Si) Vann ae 113 126,24 108 999',46 
log (Ee 51 Ly" ee, ee 5,053 563 4 5,037 424 4 
Kit sb Be Eat ea 3,550 006 6 3,550 006 6 
(og (eo Dia eee 1,503 556 8 1,487 4178 
169 Doe te ee 0,003 240,8 0,002 041 1 
(09: (isa ©) See psn ae 0,118 943 4 0,110 589 7 
lof DGS eT) la eee 1,620 741 0 1,600 048 6 
(Qe Ras Wie eee 9,667 227 0 9,645 1420 
LOG ILS Wem AS Se ee ee 1,953 5140 1,954 906 6 
ee PAM PLAS She SPR 85° 50! 28",89 85° 58! 4” 41 
a == tyt/ Wie et Gees 9,968 450 8 9,969 411 8 
5 G.- gis She ete  aee e 42° 55! 14!,43 429 59/ 9/18 
WD aig Re eg RE 85° 50! 28,86 85° 58’ 4,36 


Auch hier stimmen die beiden Werthe von w in gentigender Weise tiberein. 


Wir behandeln schliesslich noch die beiden von Gauss in der Theoria motus geeebenen 


Beispiele. 


Fir den Halley’schen Kometen war: 


— 


logg= 


0,967 645 67 
9,765 650 0 


(¢ — T) = 634,544 00 
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; Xa. 
Erlauterungen zu Tafel IX. 


Hieraus folgt: 
log A — e) 8,509 9324 
log (1 + e) 0,293 946 9 
log é€ 8,215 985 5 
Wir betrachten nun den yonGauss und Oppolzer gefundenen Werth v=100° 0' 0,00, 
- als erste Naherung, aus welcher wir einen anderen Werth von v mittelst der in Vorlesung (7) 
gegebenen Rechnungsvorschriften ableiten wollen. Es wird: 


100° 0! 0”,00 1,767 193 2 
50° 0! 0,00 9,652 016 6 
0,076 1865 


2,115 176 6 
0,152 373 0 99° 39’ 4,60 
8,215 985 5 49° 49/ 32/30 
0,078 503 8 


8,368 358 5 i 0,002 682 7 
+ 0,023 353 85 


0,076 186 5 
9,964 1187 i 50° Of 0,00 
1,803 0745 100° 0’ 0,00 


9,648 475 0 
0,003 541 6 


in volliger Uebereinstimmung mit obigem Ausgangswerthe. 
Tir das zweite der Gauss’schen Beispiele ist: 


e = 1,261 8820 


log q = 0,020 1657 
(t — T) = 654,41 236. 


Wir nehmen als Naherungswerth an: 


67° 2 59,96 1,766 627 9 
33° 31! 29,98 0,003 528 5 


9,821 1945 | 1,763 099 4 

67° 46! 48,35 
9,642 389 0 33° 58! 24/18 
9,063 635 7n 


8,706 024 7n 9,827 188 3 


0,050 818 84 9,994 006 4 
9,994 006 4 


9,950 968 1 9,821 1947 


1,815 659 8 33° 81/ 30,02 
67° 3! 0",04 


0,030 248 5 
9,973 280 0 


Dieser letztere Werth weicht etwas mehr von dem oben gegebenen ab, doch ist die 
Uebereinstimmung fiir siebenstellige Rechnung noch immer eine geniigende. Die Rechner 
kénnen sich also ohne Bedenken zur Berechnung der wahren Anomalie v in nahezu para- 
bolischen Bahnen der Tafel IX in Verbindung mit der Barker’schen bedienen. 
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Tafel X. 
Enckes u-Tafel. 


oS 
Bs 


log u 


0.000 2617 
.000 2661 
.000 2705 
.000 2750 
.000 2795 


0.000 2841 
.000 2886 
.000 2933 
<000 2979 
-000 3026 


0.000 3074 
.000 3121 
.000 3169 
-000 3218 
.000 3267 


0.000 3316 
.000 3365 
.000 3415 
-000 3466 
.000 3516 


0.000 3567 
-000 3619 
000 3671 
.000 3723 
-000 3775 


0.000 3828 
.000 3882 
000 3935 
.000 3989 
.000 4044 

0.000 4099 
-000 4154 
-000 4209 
.000 4265 
.000 4322 


0.000 4378 
2000 4435 
000 4493 
:000 4551 
000 4609 


0.000 4668 
.000 4726 
.000 4786 
.000 4846 
.000 4906 

0.000 4966 
.000 5027 
«000 5088 
.000 5150 
.000 5212 


0.000 5274 
-000 5337 
.000 5400 
.000 5464 
.000 5528 

0.000 5592 
.000 5657 
.000 5722 
-000 5787 - 
.000 5853 


0.000 5919 
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Tafel X. 
Enckes u-Tafel. 


113* 


— 900 — 
Tafel X. 
Enckes u-Tafel. 


y log uw Diff. 
0.360 0.002 4399 
361 002 4540 141 
362 002 4682 142 
363 002 4824 ig2 
364 ,002 4967 oe 
0.365 0.002 5110 
366 002 5254 144 
367 ,002 5398 at 
368 .002 5543 145 
369 .002 5688 oe 
0.370 0.002 5834 
371 .002 5980 146 
372 002 6126 146 
373 002 6273 147 
374 .002 6421 148 
147 
0.375 0.002 6568 
376 .002 6717 149 
371 .002 6866 yee 
378 002 7015 149 
379 ,002 7165 25 
0.380 0.002 7315 
381 002 7466 151 
382 002 7617 151 
383 002 7769 152 
384. .002 7921 ee 
0.385 0.002 8073 ¥ 
386 .002 8226 153 
387 .002 8380 154 
388 ,002 8534 154 
.389 .002 8689 
0.390 0.002 8844 
391 .002 8999 ee 
302 002 9155 15 
.393 .002 9311 156 
304 ,002 9468 ie 
0.395 0.002 9626 8 
396 .002 9784 ae 
397 ,002 9942 15 
398 .003 O101 159 
399 .003 0260 oe 
0.400 | 0.003 0420 
.401 .003 0580 a 
402 .003 O741 ‘es 
403 .003 0903 ae 
.404 003 1064 es 
0.405 0.003 1224 
406 .003 1389 47 
.407 003 1553 oe 
.408 003 1716 ae 
409 .003 1881 te 
0.410 | 0.003 2045° 
411 .003 2211 106 
412 .003 2376 oe 
413 003 2543 | 32) 
Al4 ,003 2709 a 
0.415 0.003 2877 
416 .003 3044 a 
417 .003 3213 i 4 
418 ,003 3381 oe 
419 £003 3550 4 
0.420 | 0.003 3720 


y log, u Diff. 
0.420 0.003 3720 
421 .003 3890 170 
1422 .003 4061 71 
423 003 4232 ut 
424 003 4404 le 
0.425 0.003 4576 
426 003 4749 | 173 
427 003 4923 | 174 
.428 ,003 5096 173 
429 6003 5271 i 
0.430 0.003 5445 
431 ,003 5621 we 
432 £003 5797 ee 
433 :003 5973 
434 .003 6150 oe 
0.435 0.003 6327 
436 .003 6505 178 
437 003 6683 | 178 
.438 ,003 6862 179 
439 .003 7042 | 180 
0.440 | 0.003 7222 
AAL .003 7402 180 
442 003 7583 | 187 
443 £003 7765 ne 
44 «003 7947 183 
0.445 0.003 8130 
446 003 8313 183 
447 .003 8496 183 
448 .003 8680 184 
.449 .003 8865 ae 
0.450 0.003 9050 
451 003 9236 186 
452 003 9422 186 
453 003 9609) 187 
454 .003 9797 a 
0.455 0.003 9984 
456 004 0173 189 
457 004 0362 189 
458 004, O551 189 
.459 004 0741 ee 
0.460 | 0.004 0932 
.461 004 1123 191 
462 004 1315 Wee 
.463 004 1507 192 
.464 |  .004 1700 ae 
0.465 | 0.004 1893 
466 004 2087 194 
467 004 2281 194 
468 004 2476 195 
469 004. 2672 ee 
0.470 0.004 2868 
AT 004 3064 | 190 
472 004 3261 197 
473 | 004 3459 a 
474 |  .004 36057 a 
0.475 0.004. 3856 
476 .004 4055 199 
ATI eosmess = ices 
478 004 4456 201 
479 £004 4657 oan 
0.480 0.004 4858 


0.65 


0.70 


0.75 


0.80 


0.85 


0.90 


log u 


0.004 4858 
.004 5061 
.004 5263 
004 5467 
004 5670 

0.004 5875 
.004. 6080 
.004 6285 
.004 6492 
.004 6698 


0.004. 6906 
004. 7113 
004 7322 
.004 7531 
.004 7740 


0.004 7951 
.004 8161 
004 8373 
.004. 8585 
.004 8797 

0.004 9010 
.005 1173 
:005 3397 
.005 5681 
.005 8029 


0.006 0441 
.006 2919 
.006 5464 
.006 8079 
.007 0765 


0.007 3525 
007 -6361 
.007 9274 
008 2268 
.008 5345 

0.008 8508 
2009 1759 
.009 5103 
.009 8542 
.010 2081 

0.010 5723 
:010 9473 
.O11 3336 
-Oll 7316 
.012 1419 


0.012 5652 
.013 0022 
013 4536 
013 9202 
014 4031 


0.014 9033 
.O15 4219 
.015 9603 
.016 5202 
017 1033 


0.017 7120 
.018 3486 
-019 0165 
-019 7195 
.020 4629 


0.021 2529 


Diff. 


203 
202 
204 
203 
205 


205 
205 
207 
206 
208 


207 
209 
209 
209 
211 
210 
212 
212 
212 
213 

2163 

2224 

2284 

2348 

2412 


2478 


2545 ° 
| 2615 


2686 
2760 


2836 
2913 
2994 
3077 
3163 
3251 
3344 
3439 
3539 
3642 
3750 
3863 
3980 
4103 
4233 


4370 
4514 
4666 
4829 
5002 
5186 
5384 
5599 
5831 
6087 
6366 
6679 
7030 
7434 
7900 


; 
: 
q 
. 
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Tatel XI. 
Zur Berechnung des Verhaltnisses ae in parabolischen Bahnen. 
2k(¢—t. . . sin lg p 8 |p 
v= rey = 28 a9 — Yasin feo; 1 = 3A AE — Oe 
log Diff. | y log Diff. y | log 4 
0.000 0.0000000 0.060 9.9994776 176 0.120 9.9978951 356 
1 9.9999999 5 1 4600 170 1 8595 350 
2 9994. "7 2 4421 189 2 8236 361 
3 9987 10 3 4239 185 3 7875 365 
4 9977 13 4 4054 188 4 7510 368 
5 9964 16 5 3866 190 5 7142 371 
6 9948 6 6 3676 oa 6 6771 ae 
7 9929 BS 7 3482 ie 7 6396 377 
8 9907 24 8 3286 Gas 8 6019 380 
9 9883 28 9 ct 203 9 5639 384 
0.010 9855 0.070 2883 0.130 5255 
1 9825 30 1 2678 fe 1 4869 a2 
2 9792 - 2 2469 oe 2 4479 one 
3 9755 30 3 2258 215 3 4086 306 
4 9716 42 4 2043 217 4 3690 300 
5 9674 45 5 1826 aan 5 3291 IES 
6 9629 7 6 1605 223 6 2889 408 
a 9582 a 7 1382 oe 7 2484 408 
8 9531 54 8 1156 229 8 2076 412 
9 9477 56 9 0927 232 9 1664 415 
0.020 9421 0.080 0695 0.140 1249 
1 9361 eS 1 0460 en 1 0832 yes 
2 9299 65 B 0222 241 2 0411 42 
3 9234 68 3 9.9989981 244 3 9.9969987 427 
4 9166 7 4 9737 247 4 9560 431 
§ 9095 14 5 9490 ONG 5 9129 433 
6 9021 ” 6 9240 pas 6 8696 437 
4 8044 80 7 8987 256 7 8259 440 
8 8864 82 8 8731 259 8 7819 443 
9 8782 86 9 8472 68 9 a 466 
0.030 8696 0.090 8210 0.150 930 
1 8608 . 1 pore |i oe 1 SOU oe 
2 8517 ag 2 7678 on 2 6029 456 
3 8422 97 3 7407 274 3 5573 450 
4 8325 ae 4 7133 277 4 5114 462 
5 8225 103 5 6856 B86 5 4652 465 
6 8122 66 6 6576 283 6 4187 468 
7 8016 ae 7 6293 286 ij 3719 472 
8 7908 it 8 6007 280 8 3247 475 
9 77197 115 9 5718 2092 9 2772 478 
0.040 7682 0.100 5426 0.160 2204 81 
1 7504 a 1 5131 ee 1 1813 hee 
2 7443 123 2 4833 301 2 1329 488 
3 7320 oe 3 4532 304 3 0841 401 
4 7194 130 4 4228 307 4 0350 404 
5 7004 a 5 3921 310 5 9.9959856 407 
6 a ee 6 S011 Mays 6 03594" Biron 
7 6797 137 ff 3298 316 7 8859 504. 
8 6660 141 8 2982 319 8 8355 507 
9 6519 144 9 2663 322 9 7848 510 
0.050 6375 0.110 2341 0.170 7338 : 
1 6228 ma 1 2015 Bs 1 6824 ay 
2 6078 ea 2 1687 331 2 6308 520 
3 5926 156 8 1356 335 3 5788 aA 
4 5770 158 4 1021 337 4 5264 526 
5 5612 161 5 0684 341 5 4738 $30 
6 5451 165 6 0343 343 6 4208 533 
eu 5286 167 7 0000 346 “i 3675 537 
8 5119 170 8 9.9979654 350 8 cee 539 
9 4949 173 9 9304 353 9 599 543 
.060 4776 8951 2056 
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Tafel XI. 


Zur Berechnung des Verhaltnisses 2c in parabolischen Bahnen. 
wi aay aebatey ear en sin pp ___ Beos 
Swe ee ae 7 EN a re ea og aera ry aS 
y | log 4 Diff. | y log 7 | Diff. y | log | Diff. | 
cae sake 546 Pee 9.9913257 154. 0.300 9.9861279 988 
2503 u l 0291 
fo) 8 
ae ee ee | 
a | 99040881 Se 4 Ba oe : mee 
5 2 ee 5 9.9909450 ie 5 6209. ee 
ae eee eee 
8 7593 ae 8 7122 ey 8 3261 ml 
9 7020 576 9 6338 787 9 2240 ee 
0.190 6 0.250 1 : k 
2 | at Tay | ae | is | nn | oe | a 
2 5282 586 2 3966 a 2 9.9849150 1034 
3 4696 3 3167 9 3 112 | 1038 
4 4106 590 4 2365 aoe 4 7070 tOne 
5 3514 oe 5 1559 Hoe 5 602 fee 
2 597 809 3 aes 
2017 ae 6 0750 814 6 4972 one 
1 2317 ; 7 9.9899936 7 3916 : 
8 1714. ne 8 9119 a 8 2856 ioe 
9 1108 610 9 8298 825 9 Tie Ae 
0.200 0498 0.260 7473 0.320 0723 
1 9.9939885 a 1 6645 as 1 9.9839650 a 
ae ee eee 
4 8025 623 4 4136 840 ; Bi 1086 
5 7398 | 027 5 3292 | 844 5 ssi (eee 
6 6768 630 6 2445 S47 6 319 | 2098 
7 oe Ve 7 isos, | eee 7 3120 | 1099 
8 5497 va 8 0738 ae 8 2016 sa 
9 4856 ful 9 9.9889879 863 9 0908 a 
0.2 - ch 647 eae ie 867 0.330 estes eet 
651 mis 871 : OTe Tees 
2] Se Pe] 2 | we | eet 2 | as Le 
4 1602 657 4 oe 879 ; a 3 
: aces 662 : ae 882 - 529 
6 0275 665 6 Dee sou 3 a 
1 | 9.9929607 | 98 7 hes Pe i878 
8 Eaceogs en Wols 8 eos H ae 
9 8260 675 9 ie 2 898 8 ore 
679 7 902 9 9.9819575 
0.220 7581 0.280 0170 0.340 8417 
i 809 oe 1 9.9879264 ae 1 7254. 
: Se 690 2 8353 014 2, 6087 
7 1830 693 3 pase 918 3 4914 
; s 696 4 521 922 4 3738 
: 4134 “00 5 5599 926 5 2556 
: ae 704 . Be 931 6 1370 
i ae 707 374 934 i one 
3 711 8 2808 938 8 9.9808983 
9 1312 714 9 1870 043 9 7783 
0.230 0598 0.290 0927 0.350 6577 
1 9.9919860 Oe 1 9.9869981 aa 1 5368 
3 B4z4 | 725 5 gore | 954 : ge 
7 peak 720 3 a 950 3 2934 
5 6073 732 ; hiss | 983 : oat 
5 Gas 736 5 154 966 5 0481 
4 are! 740 ae 972 6 9.9799247 
4 ee Were i os 975 ; pies 
147 hbo 979 2 6765 
9 4007 750 9 2262 983 9 5516 
0.240 3257 0.300 1279 0.360 4263 
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Tafel XI 
Zur Berechnung des Verhaltnisses !Dtiee®) ; 
— Sector 10 parabolischen Bahnen. 
CT, = 28In 9 “fe sin? Yo g3 y = B—4 AE Boop 
v ~~ 24 cos gp” 
vy log 4 | Diff. v ] 
og 7 Diff. y lo 
0.360 9.9794263 = 
: es 125g | 0.420 9.9709544 0.48 
2 1742 1263 M 7963 15eh sy ee 
3 o474 | 1268 2 6375 | 1588 s ee hes 
3 none ve : ea 1504 2 9.9599294 1991 
5 7924 «| (1277 4 3181 1600 y 7296 | 606 
6 6641 1283 5 1576 1605 f ie 2013 
7 Basan |e’? 6 | 9.9609064 | 1012 5 27 | 20a 
7 5353 ie 8346 1618 6 1256 2021 
9 2762 1298 8 6722 1624 i OD529721 a6 
sage oe 9 5092 1630 8 7191 2036 
1460 0 ae : Se ro32 
e 400 oe .430 3455 ne 
: sa ees 1313 if 1813 1642 0.490 3095 
3 Pee czas 2 e164) | 102 : 1035 | 5068 
4 6198 1323 3 | 99688509 | 1655 ee lee 
5 4870 | 1328 4 CC Pak : Osan | 083 
6 4536 | 1334 5 5181 1667 4808 |. 2063 
7 zi08 | 1338 6 gear | 20 5 ane | 2099 
8 0854. 1344 7 1827 ORO : ae 2108 
: gu eee: 1348 8 0141 1686 7 9.9568509 2108 
0.38 1354 9 9.9678448 1093 j tae 2124 
380 8152 : 213 
: : ee. 1609 4270 4 
ais ie Dae 4 2132 
2 549g | 1305 1 Boag | 17S. | OEY oe 
3 4oso | 1369 2 3332. | i712 1 | 9.959998 | 3149 
: ey 1375 3 1614 1718 2 7849 2149 
5 1304 1380 4 9.9669889 eie5 : ae 2165 
2 speceere 1386 5 8158 1731 4 3528 2165 
Fi 8528 1390 6 6420 | 1738 ; 1355 | ia 
8 bigs jula06 7 4676 «| 1744 6 | 99549173 | 2160 
3 on 1401 8 2925 TSE 7 6983 2190 
a? a ci 9 1168 1757 4785 oe 
1 ae 1412 0.450 9.9659404 ae sits 221 
2 1494 1418 1 7633 ae eee 3138 
3 co72 | 1422 2 §855) |x1028 Pee near 
. She 1420 3 4071 1784 2 5906 2232 
5 7210 1433 4 2280 1791 2 yo 2250 
6 syn | 2439 5 OY Tay Neel ale : ait | 238 
7 4326 | 1445 6 9.9648678 1805 ; 9.952915 | 2263 
8 2876 | 1450 7 6807 | 33 " oo | 2210 
9 1420 | 1456 8 5049), | 2828 g 4012 | bs 
0.400 1461 - 9 3224 1825 ° At a 
99139959 es ee eee 1831 9 0033 2204 
Po 
2 Boo. |.1472 so Gl opleta tye lanl Mee | RE ASIN hee 5 
: tap tee & 7708 1846 1 5418 2312 
4 4059 1483 3 5856 1852 = SOOTHE Ia 
5 2570 | 1489 4 3996 | 1860 : O77 | 2339 
6 forse 21495 5 2130 | 1866 : 99508428 | 2348 
popalct 1495 ; eae 1874 5 6080 2348 
8 B08 | 1506 7 | .9.9628375 | 1882 7 a2 | 2366 
9 6556 1512 8 6488 168) 3 oe 2316 
0.410 1517 9 4592 1896 : Poa08 984 oe 
5039 0 1902 a 0595 | 230s 
1 3516 | 1523 ae Age Be 
2 1087 | 1529 - Ow a ceed Ravn 1706 
3 Gaze |. 1535 2 9.9618864 | 1917 : Bee 
4 9.9718911 1541 3 6940 1924 yi 9.9489382 sen 
4 = or 4 5009 1931 3 6960 2421 
5 7305 oe 5 3071 1938 4 4527 2433 
7 gasa ~ | 1558 6 TH25° 1) |yt24e é 2085 | 2452 
8 2690 | 1564 7 | 9.9600172 | 1953 6 | 99470633 | 3761 
eee eee 
1576 z i 2219 
0.4.20 9.9709544 0.480 a ate : aa 201 
0.540 9.9469728 a | 
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Tafel XI. 


Z 
ur Berechnung des Verhdltnisses 222i) j 
Svaee i9te psy (Sector) 11 parabolischen Bahnen. 
Ea iene 2sin '/, 9p —*/, 510? 3 Nn = 3 — 4 nae _ 8e0s9 
vy cosy 
M log n Diff. y 
logy | Dit. |» | : 
0.540 9.9469728 = Diff. 
L 7228 2500 0.600 9.93001 48 Lee et 
2 4717 2511 1 9.9296946 3202 .000 9.9080219 
3 2106 2521 2 3730 3216 z 9.9076006 4213 
4 9.9459665 2531 3 0500 3230 2 1772 4234 
5 7124 2541 4 9.9287256 3244 3 9.9067518 4254 
¢ asrawil 255° 5 3908 | 3258 4 3242 | 4276 
7 2012 2562 6 0726 3272 - 9.9058946 | 4290 
8 9.9449440 2572 7 9.927439 3287 4628 4318 
9 6859 2581 8 4138 3301 A 028g ~=«|:« 4340 
ee 2592 9 0823 3315 9.9045927 43061 
; 4207 0.6 3329 9 1544 | 4383 
1 166 2602 ‘010 9.92674094 440 
2 5 1 0.670 a 
9.9439052 2613 4149 3345 9.9037140 
3 6428-1. 7024 2 0790 3359 i 2713 4427 
4 3794 2634 3 9.9257416 | 3374 2 9.9028264 | 4449 
5 1150 2644 4 4027 3389 3 3792 4472 
6 9.9428404 2656 5 0624 3403 4 9.9019298 4494 
7 582g | 2006 6 9.9247205 | 3419 5 4781 | 4547 
8 3151 2077 7 3771 3434 6 0241 4540 
9 0463 2688 8 0321 3450 7 9.9005678 4563 
0.560 2698 9 9.9236857 3464 8 1092 4586 
: ete ano | 9-620 et 3480 9 9.8996482 fe 
O 
2 sa 2721 1 9.9220881 3496 0.680 1848 4034 
3 9.9409603 2731 2 6370 3511 1 9.8987190 4658 
- 6860 | 2743 3 2842 | 3528 2 2503 | 4082 
5 4106 2784 4 9.9219299 3543 3 9.8977802 4706 
6 1341 | 2765 5 5740 | 3959 4 2072 ee 
7 9.9398564 2777 6 2165 3575 5 9.8968316 4756 
S 5776 | 2788 7 9.9208574 |. 329} 6 3530 | 4780 
9 2976 | 2800 C 4966. | 3008 7 9.8958731 | 4805 
fe) 2811 9 1342 3624 8 3000 4831 
570 016 9 ae 
5 0.630 3640 9.8949044 485s 
L 9.9387343 2822 9.9197702 is 4881 
"2 4509 | 2834 : 404s | S0ot pn po 4163 , 
3 1663 2846 z 0371 3674 1 9.8939255 4908 
4 9.9378805 2858 3 9.9186680 3091 2 4321 4934 
5 5935 2870 4 8072 3708 3 9.8929361 4960 
6 3084 | 7883 5 9.9179847 | 3725 4 4374 | 4987 
7 0161 2893 6 5505 3742 5 9.8919360 5014 
8 9.9367255 2906 7 1746 3759 6 4320 5040 
9 4338 Lice! 5 9.9167970 | 3776 7 9.8909252 | 5068 
0.580 igs 9 A116 i eae : ‘ie ae 
1 9.9358466 | 294? ose rea yee) bes 98809033 | S151 
Z 5512 2954 9.9156534 3829 TOO, 3882 
3 2545 2967 2 2686 3848 1 9.8888702 5180 
4 9.9349566 2979 3 9.9148820 3866 “ 3494 5208 
5 657 | 1222" 4 4937 3883 3 9.8878257 5231 
e 3570 3004 5 1035 3902 4 2002 5265 
d 0553. «| 3017 6 9.9137114 | 3922 5 9.8867697 | 5295 
8 9.9337524 | 3079 7 3175 | 3939 6 2373 | (5324 
9 4481 | 3043 ° 9.9129217 | 3958 7 9.8857019 | 5354 
0.590 3055 9 ga41__ | 3976 8 1635 | 5394 
1 ie 0.650 3995 9 9.8846221 5414 
9.9328358 3068 1246 - 5445 
2 5277 | 3081 : 9.9117231 4015 710 0776 
3 2182 3095 2 3107 4034 1 9.8835300 5476 
a 9.9319075 3107 3 9.9109144 4053 2 9.8829793 5507 
5 5954 | 3122 "4 so72 | 4072 3 goes | 15538 
6 2820 | 3134 5 0979 «|: 4093 4 9.8818686 | 5509 
7 9.9309672 | 3148 6 9.9096867 | 4122 5 3083 5603 
8 6511. | 3101 7 2736 «| 4131 6 9.8807448 | 5035 
9 3336 3175 8 9.9088584 4152 7 1782 5666 
3188 9 4411 4173 8 9.8796082 5700 
0148 4192 9 0349 | 3/33 
0219 5766 
9.8784583 
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Tafel XI. 


Zur Berechnung des Verhaltnisses Ge** in parabolischen Bahnen. 
2 HOSS é : t AS sinleP __ B8cosyp 
5, 2sin Yop — */, 8,9; y= 3-4 —S = Secor 
y | log | Diff. | Vv log Diff. y | log Diff. 

0.720 9.8784583 0.780 9.8362172 0.840 9.7685379 
1 78782 peor 1 53533 8039 1 70327 poe 
2 os 5834 8705 15226 
72948 2 44828 2 55101 
6 5868 8772 15405 
3 7080 3 36056 3 39696 
4 61177 5903 4 27216 8840 4 24108 15588 
5939 8910 15773 
5 Bee | 5 9.8318306 8070 5 C8565. Wazeee 
6 4o264.. | 27/4 6 09327 ee Obahi99592373) 0 
| 43254 6046 7 00277 9121 7 70215 1635 
8 37208 Bons 8 9.8291156 919 8 59860 ree 
9 31126 6120 9 eto0e 9268 9 43303 ures 
0.730 see 6156 | 79° tee cane bad ee 16977 
2 686 lees 2 che soe 2 | 97492367 | ris 
6233 9495 3 74052 7415 
3 06423 6271 3 44439 9572 17642 
4 00152 6309 4 34867 6652 4 57310 17874 
5 | 9.8693843 | S258 5 252180) | ono 5 39436 - | e112 
6 87495 6 15484 3 6 21324 
7 81107 ps 7 05671 9813 7 02968 eS 
1860 
8 74619 | 0428 8 9.8195776 9895 8 9.7384363 a 
6469 9979 6 abs 
9 68210 | 6209 9 85797 | 6064 9 5502” | 10122 
0.740 9.8661701 6550 0.800 715733 10150 roe ae 
1 55151 6502 1 65583 | 19237 | 0.860 0.5427977 | 24181 
2 48559 6638 2 Oe eee 1 5403796 
3 41924 | 6676 3 45021 GAG 2 5379380 cee 
b | 38 | Go| | HOS [ice] 3 | seer | 288 
6763 409 10899 4 5329830 oe 
6 21705 | Egon 6 13499 | 10604 5 5304686 | 22309 
H ae 6851 8 Pat 10790 6 221028) 25056 
9 01211 pave . ae 10886 | : 5253033 | ds919 
6941 ? 9 | 10985 : eh 26i80 
0.750 9.8594270 6087 0.810 9.8070144 Rae 9 5201525 26465 
1 87283 1 59058 8 0.870 0.5275060 
2 ~ 80250 ae 2 47871 soe 1 5148315 pes 
3 73170 oe 3 SOSEIE aos 2 5121282 Ze 
4 66042 178 4 25185 11502 3 5093954 27628 
5 58867 isk 5 13683 9 ls ieay 4 5006326 | O46 
2 51644 oe 6 02072 pie 5 5038390 28252 
44371 732 di 9.7990350 18 6 5010138 8 
8 8 8 851 2s Shon i 
3704 eee TOS T. Vi iicag 7 4981563 | 2800s 
9 20675 ) 9 66569 8 4952658 3 
7423 12064 9 4023414 29244 
0.760 9.8522252 7474 0.820 54505 12182 Been 0.4803823 29591 
2 orae | 26] scot (22802 | a || aseaero | 20047 
3 | 9.8499673 | 1329 3 VI597 ~| peas : ae 30687 
4 92041 768s 2 05049 078 : aed 30072 
5 84356 7730 5 9.7892374 12804 31468 
6 76617 6 79570 5 4740336 18 
Beye 3795 66635 | 12935 6 4708462 ; 7 oe 
8 60971 ae 8 53507 on Z ee 32720 
, 53005 | 1964 2 APSO A) lingo 9 4610287 ee 
0.770 45101 eons 0.830 27021 13484 | 0.890 0.4576668 s3019 
4 37078 8078 13537 13627 1 4542582 | 34086 
: see 8199 ye 13023 3 4472944 | 35068 
: au 8250 = ri as 14075 4 4437362 35582 
f* -|8320 39 | 14229 : 4401249 | 30113 
6 9.8396084 6 43910 88 6661 
8383 14388 6 43645 3 
7 87701 8446 7 290522 14549 4 4327360 37228 
8 79255 8 14973 781 
8501 1471 8 4289545 37815 
9 70746 9 00260 3 
sd 8574 9 14881 9 4251123 38422 
0.780 9.8362172 0.840 9.7685379 0.900 0.4212072 39051 
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Zur Berechnung des Verhaltnisses 


2k@!—t) __ 


y= 


me has 


eo BGR Ba 


Tafel XI. 
@reieck) 
(Sector) 
in L 
= Qvin',p—th sin Yep; 9 = 8-444 = 


3 cos Pp 


2+ cos p 


in parabolischen Bahnen. 


9 
Ne) 
le) 
fe) 


0.4212072 
4172368 
4131988 
4090904 
4049089 
4006514 
3963146 
3918951 
3873894 
3827935 


0.3781032 


Omran wW NH 


OmO~rAMNR WHY 


2 
‘Oo 
to 
(eo) 


7) 


0.3781032 
3733140 
3684210 
3634190 
3583022 
3530043 
3476985 
3421973 
3365526 
3307552 


0.3247952 


47892 Piano 
48930 2 
50020 

51168 : 
52379 5 
53658 2 
55012 4 
56447 8 
57974 9 
59600 


0.930 


0.3247952 
3186614 
3123412 
3058208 
2990843 
2921138 
2848887 
2773854 
2695764 
2614294 


0.2529063 


' 
| 
: 
\ 
: 
| 
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Tafel XII. 


Zur Berechnung des Verhiltnisses °°" in elliptischen Bahnen. 


log 7? log 7? 


0.0000000 Ml 0.0057298 0.0120 0.0113417 
0965 8243 2) 4343 
1930 0.0059187 22 5268 
2894 0.0060131 23 6193 
3858 1075 24 7118 
4821 2019 25 8043 


5784 2962 26 8967 
6747 3905 27 0.0119890 
7710 4847 28 0.0120814. 
8672 5790 29 1737 
0.0009634. 6732 30 2660 


0.0010595 7673 31 3582 
1556 8614 32 4505 
2517 0.0069555 33 5427 
3478 0.0070496 34 6348 
4438 1436 35 1209 
5398 2370 36 8190 
6357 3316 Sri 0.0129111 
7316 4255 38 0.0130032 
8275 5194 39 0952 
0.0019234 6133 40 1871 
0.0020192 7071 41 2791 
1150 8009 42 3710 
2107 8947 4629 
3064 0.0079884. 5547 
4021 0.0080821 6465 


4977 1758 7383 
5933 2694 4 8301 
6889 3630 0.0139218 
7845 4566 0.0140135 
8800 5502 1052 


0.0029755 6437 1968 
0.0030709 1372 2884 
1663 8306 3800 
2617 0.0089240 ; 47106 
3570 0.0090174. 5631 


4523 1108 6546 
5476 2041 7460 
6428 ; 2974 8374 
7380 3906 0.0149288 
8332 4838 0.0150202 


0.0039284. 5770 ) 1115 
0.0040235 6702 2028 
1186 7633 2941 
2136 8564 3854 
3086 0.0099495 4766 


- 4036 0.0100425 5678 
4985 1356 6589 
5934 2285 7500 
6883 3215 8411 
7832 4144 0.0159322 
8780 5073 0.0160232 

0.0049728 6001 1142 
0.005067 5 6929 2052 
1622 z 7857 2961 
2569 8785 3870 


Sous 0.0109712 4779 
4462 0.0110639 5688 
5407 1565 6596 
6353 2491 1504 
0.0057298 0.0113417 0.0168412 
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Tafel XII. 


Zur Berechnung des Verhaltnisses 


(Sector) 


Dreieck 


in elliptischen Bahnen. 


log 7? 


0.0168412 
0.0169319 
0.0170226 
1133 
2039 
2945 


3851 
4757 
5662 
6567 
7471 
8376 
0.0179280 
0.0180183 
1087 
1990 
2893 
3796 
4698 
5600 
6501 


7403 
8304 
0.0189205 
0.0190105 
1005 


1905 
2805 
3704 
4603 
5502 
6401 
7299 
8197 
9094 
0.0199992 


0.0200889 
1785 
2682 
3578 
4474 
5369 
6264 
7159 
8054 
8948 

0.0209842 

0.0210736 
1630 
2523 
3416 
4309 
5201 
6093 
6985 
7876 
8768 

0.0219659 

0.0220549 
1440 

0.0222330 


log 72 


0.0222330 


3220 
4109 
4998 
5887 
6776 


_ 1664 
8552 
0.0229440 
0.0230328 
1215 


2102 
2988 
3875 
4761 
5647 
6532 
7417 
8302 

0.0239187 

0.0240071 
0956 
1839 
2723 
3606 
4489 
5372 
6254 
7136 
8018 
8900 

0.0249781 

0.0250662 
1543 
2423 
3303 
4183 
5063 
5942 
6821 
1700 


8579 
0.0259457 
0.0260335 

1213 

2090 


2967 


3844 . 


4721 
5597 
6473 
7349 
8224 
9099 
0.0269974 
0.0270849 


1723 
2597 
3471 
4345 
0.0275218 


0.0279580 


0.0280452 
1323 
2194 
3065 
3936 


4806 
5676 
6546 
7415 
8284 
0.0289153 
0.0290022 
0890 
1758 
2626 


3494 
4361 
5228 
6095 
6961 
1827 
8693 
0.0299559 
0.03004.24 
1290 


2154 
3019 
3883 
4747 
5611 


6475 
7338 
8201 
9064. 
0.0309926 
0.0310788 
1650 
2512 
Some 
4234 
5095 
5956 

- 6816 
1670 
8536 


0.0319396 
0.0326255 
1114 
1973 
2831 


3689 
4547 
5405 
6262 
0.0327120 
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Tafel XII. 


Zur Berechnung des Verhaltnisses 


‘_ Gector) 


(Dreieck) 


in elliptischen Bahnen. 


log 7? 


0.0327120 
71976 
8833 

0.0329689 

0.03 30546 
1401 


2257 
3112 
3967 
4822 
5677 
6531 
7385 
8239 
9092 
0.0339946 
0.0340799 
1651 
2504 
3356 
4208 
5059 
5911 
6762 
7613 
8464 
0.0349314 
0.0350164 
1014 
1864 
2713 
3562 
4411 
5259 
6108 
6956 
7804 
8651 
0.0359499 
0.03603 46 
0.0361192 
0.0369646 
78075 
86478 
0.0394856 
0.0403 209 


11537 
19841 
28121 
36376 
44607 
52814 
60997 
69157 
77294 
85407 
0.0493496 
0.0501563 
09607 
17628 
25626 


log 7? 


0.0525626 
33602 
41556 
49488 
57397 
65285 


73150 
80994 
88817 
0.0596618 
0.0604398 


12157 
19895 
27612 
35308 
42084 
50639 
58274 
65888 
713483 
81057 
88612 
0.0696146 
0.0703661 
11157 
18633 


26090 
33527 
40945 
48345 
55725 
63087 
70430 
777154 
85060 
92348 
0.0799617 
0.0806868 
14101 
21316 
28513 


35693 
42854 
49999 
57125 
64235 
71327 
78401 
85459 
92500 
0.0899523 
0.09065 30 
13520 
20494 
27451 
34391 
41315 
48223 
55114 
61990 
0.0968849 


log 7” 


0,0968849 
75692 
82520 
89331 

0.0996127 

0,1002907 


09672 
16421 
23154 
29873 
30576 


43264 
49936 
56594 
63237 
69865 


70478 
83076 
89660 
0.1096229 
0.1102783 


09323 
15849 
22360 
28857 
35340 
41809 
48264. 
54704 
61131 
67544 
713943 
80329 
86701 
93059 
0.1199404. 


0.1205735 
12053 
18357 
24649 
30927 


37192 
43444 
49682 
55908 
62121 


68321 
74508 
80683 
86845 
92994 
0.1299131 
0.1305255 
11367 
17466 
23553 
29628 
35690 
41740 
47778 
0.1353804 
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Tafel. XII. 
Zur Berechnung des Verhaltnisses 


h 


0.180 
0.181 
0.182 
0.183 
0.184. 
0.185 


0.186 
0.187 
0.188 
0.189 
0.190 


0.191 
0.192 
0.193 
0.194. 
0.195 


0.196 
0.197 
0.198 
0.199 
0.200 


0.201 
0.202 
0.203 
0.204 
0.205 


0.206 
0.207 
0.208 
0.209 
0.210 


0.211 
0.212 
0.213 
0.214 
0.215 


0.216 
0.217 
0.218 
0.219 
0.220 


0.221 
0.222 
0.223 
0.224 
0.225 


0.226 
0.227 
0.228 
0.229 
0.230 


0.231 
0.232 
0.233 
0.234 
0.235 


0.236 
0.237 
0.238 
0.239 


log 7 


0.1353804 
59818 
65821 
71811 
77789 
83755 
89710 

0.1395653 

0.1401585 
07504. 
13412 


19309 
25194 
31068 
36931 
42782 
48622 
54450 
60268 
66074. 
71869 


77653 
83427 
89189 
0.1494940 
0.1500681 


06411 
12130 
17838 
23535 
29222 


34899 
40565 
46220 
51865 
57499 
63123 
68737 
74340 


79933 
85516 


91089 
0.1596652 
0.1602204. 

07747 

13279 

18802 

24315 

29817 

35310 

40793 

46267 

51730 

57184 

62628 

68063 


73488 
78903 
84309 
89705 
0.1695092 


(Sector) 


Dreieck 


log 7? 


0.1695092 
0.1700470 
05838 
11197 
16547 
21887 


27218 
32540 
37853 
43156 
48451 
53736 
59013 
64280 
69538 
74788 
80029 
85261 
90484 
0.1795698 
0.1800903 


06100 
11288 
16467 
21638 
26800 


31953 
37098 
42235 
47303 
52483 
57594 
62696 
67791 
72877 
77955 
83024 
88085 
93138 
0.1898183 
0.1903220 


08249 
13269 
18281 
23286 
28282 


33271 
38251 
43224 
48188 
53145 


58094 
63035 
67968 
72894 
77811 
82721 
87624 
92518 
0.1997406 
0.2002285 


in elliptischen Bahnen. 


log 7? 


0.2002285 
07157 
12021 
16878 
21727 
26569 


31403 
36230 
41050 
45862 
50667 


55464 
60254 
65037 
69813 
74581 


79342 
84096 
88843 
93582 
0.2098315 
0.2103040 
07759 
12470 
17174 
21871 
26562 
31245 
35921 
40591 
45253 


"49909 
54558 
59200 
63835 
68464 
73085 
77700 
82308 
86910 
91505 

0.2196093 
0.2200675 
05250 
09818 
14380 


18935 
23483 
28025 
32561 
37090 
41613 
46130 
50640 
55143 
59640 
64131 
68615 
73093 
77505 
0.2282031 
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Zur Berechnung des Verhaltnisses 


h 


0.360 
0.361 
0.362 
0.363 
0.364. 
0.365 


0.366 
0.367 
0.368 
0.369 
0.370 


0.371 
0.372 
0.373 
0.374 
0.375 


0.376 
0.377 
0.378 
0.379 
0.380 


0.381 
0.382 
0.383 
0.384. 
0.385 
0.386 
0.387 
0.388 
0.389 
0.390 


0.391 
0.392 
00393 
0.394 
0.395 
0.396 
0.397 
0.398 
0.399 
2.400 
0.401 
0.402 
0.403 
0.404. 
0.405 
0.406 
0.407 
0.408 
0.409 
0.410 
0.411 
0.412 
0.413 
0.414 
0.415 


0.416 | 


0.417 
0.418 
0.419 
0.420 


log 7° 


0.2282031 
86490 
90943 
95390 

0.2299831 

0.2304265 


08694 
13116 
17532 
21942 
26346 


30743 
35135 
39521 
43900 
48274 
52642 
57003 
61359 
65709 
70053 


74391 
78723 
83050 
87370 
91685 


0.2395993 
0.2400296 
04594 
08885 
13171 


17451 
21725 
25994 
30257 
34514 
38766 
43012 
47252 
51487 
» 55716 


59940 
64158 
68371 
92578 
76779 


80975 
85166 
89351 
93531 
0.2497705 
0.2501874. 
06038 
10196 
14349 
18496 
22638 
26775 
30906 
35032 
0.2539153 


Tafel XII. 
ecto” in elliptischen Bahnen. 
h log 7? h log 7? 

0.420 0.2539153 0.480 0.2777272 
0.421 43269 0.481 81096 
0.422 47379 0.482 84916 
0.423 51485 0.483 88732 
0.424 55584 0.484 92543 
0.425 59679 0.485 0.2796349 
0.426 63769 0.486 0.2800151 
0.427 67853 0.487 03949 
0.428 71932 0.488 07743 
0.429 76006 0.489 11532 
0.430 80075 0.490 15310 
0.431 84139 0.491 19096 
0.432 88198 0.492 22872 
0.433 92252 0.493 26644 
0.434 0.2596300 0.494. 30411 
0.435 0.2600344. 0.495 34173 
0.436 04382 0.496 37932 
0.437 08415 0.497 41686 
0.438 12444 0.498 45436 
0.439 16467 0.499 49181 
0.440 20486 0.500 52023 
0.441 24499 0.501 56660 
0.442 28507 0.502 60392 
0.443 32511 0.503 64121 
0.444 36509 0.504. 67845 
0.445 40503 0.505 71565 
0.446 44492 0.506 75281 
0.447 48475 0.507 78992 
0.448 52454 0.508 82700 
0.449 56428 0.509 86403 
0.450 60397 0.510 90102 
0.451 64362 0.511 93797 
0.452 68321 0.512 0.2897487 
0.453 72276 0.513 0.2901174. 
0.454 76226 0.514 04856 
0.455 80171 0.515 08535 
0.456 84111 0.516 12209 
0.457 88046 0.517 15879 
0.458 91977 0.518 19545 
0.459 95903 0.519 23207 
0.460 0.2699824. 0.520 26864 
0.461 0.2703741 0.521 30518 
0.462 07652 0.522 34168 
0.463 11559 0.523 37813 
0.464. 15462 0.524 41455 
0.465 19360 0.525 45092 
0.466 23253 0.526 48726 
0.467 27141 0.527 52355 
0.468 31025 0.528 55981 
0.469 34904 0.529 59602 
0.470 38778 0.530 63220 
0.471 42648 0.531 66833 
0.472 46513 0.532 70443 
0.473 50374 0.533 74049 
0.474 54230 0.534 77650 
0.475 58082 0.535 81248 
0.476 61929 0.536 84842 
0.477 65771 0.537 88432 
0.478 69609 0.538 92018 
0.479 73443 0.539 95600 
0.480 0.2777272 0.540 0.2999178 
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Tafel XII. 


Zur Berechnung des Verhaltnisses 


(Sector) 


Dreieck 


in elliptischen Bahnen. 


log 1? 


0.2999178 
0.3002752 
06323 
09889 
13453 
17011 
20566 
24117 
27604 
31208 
34748 
38284. 
41816 
45344 
48869 
52390 


55907 
§9420 
62930 
66436 
0.3069938 


log 7? 


0.3069938 
73437 
76931 
80422 
83910 
87394 
90874. 
94350 

0.3097823 

0.3101292 
04758 
08220 
11678 
15133 
18584 
22031 


25475 
28915 
32352 
35785 
0.3139215 


0.3139215 
42641 
46064 
49483 
52808 
56310 
59719 
63124 
66525 
69923 
73338 
76709 
80096 
83481 
86861 
90239 
93612 

0.3196983 

0.3200350 
03714 

0.3207074 
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Tafel XIII. 
Erganzungstafel zu Tafel XII. 


Ellipse Hyperbel Ellipse Hyperbel 


0.0000000 0.0002131 0.0001988 
0001 2204. 2054 
0002 2278 2121 
0005 2354 2189 
0009 2431 2257 
0014. 2509 2327 
0021 2588 2398 
0028 2669 2470 
0037 2751 2543 
0047 2834. 2617 
0057 2918 2091 


0070 3004 2707 
0083 3091 2844 
0097 3180 2922 
0113 3269 3001 
0130 3360 3081 


0148 3453 3162 
0167 3546 3244 
0187 3641 3327 
0209 3738 3411 
0231 3835 3496 


0255 3934 3582 
0280 4034 3669 
0306 4136 3757 
0334 4239 3846 
0362 4343 3936 


0392 4448 4027 
0423 4555 4119 
0455 4663 4212 
0489 4773 4306 
0523 4884 4401 


0559 4996 4496 
0596 5109 4593 
0034 5224 4691 
0674 5341 4790 
0714 5458 4890 


0756 SYST 4991 
0799 5697 5092 
0844 » $819 5195 
0889 5942 5299 
0936 6066 5403 


0984 6192 5509 
1033 6319 5616 
1084. F 6448 5723 
1135 6578 5832 
1188 6709 5941 


1242 6842 6052 
1208 6976 6163 
1354 7111 6275 
1412 7248 6389 
1471 7386 6503 


1532 7526 6618 
1593 7067 6734 
1656 7809 6851 
1720 : 7953 6969 
1785 8098 7088 
1852 | 8245 7208 
1920 8393 7329 
1989 8542 7451 
2060 8693 7574 
0.0002131 0.0008845 0.0007698 


‘) w ist fiir die Ellipse positiv, fir die Hyperbel negativ. 
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Tafel XIII. 


Erganzungstafel zu Tafel XII. 


Ellipse Hyperbel 
w —_——SSS SS, ee 
é 

0.120 0.0008845 0.0007698 
0.121 8999 7822 
0.122 9154 7948 
0.123 9311 8074. 
0.124. 9469 8202 
0.125 9628 8330 
0.126 9789 8459 
0.127 0.0009951 8590 
0.128 0.0010115 8721 
0.129 0280 8853 
0.130 0447 8986 
0.131 0615 9120 
0.132 0784 9255 
0.133 0955 9390 
0.134 1128 9527 
0.135 1301 9665 
0.136 1477 9803 
0.137 1654 0.0009943 
0.138 1832 0.0010083 
0.139 2012 0224 
0.140 2193 0366 
0.141 2376 0509 
0.142 2560 0653 
0.143 2745 0798 
0.144 2933 0944 
0.145 3121 1091 
0.146 3311 1238 
0.147 3503 1387 
0.148 3696 1536 
0.149 3891 1686 
0.150 4087 1838 
0.151 4285 1990 
0.152 4484 2143 
0.153 4684 2296 
0.154 4886 2451 
0.155 5090 2607 
0.156 5295 2763 
0.157 5502 2921 
0.158 5710 3079 
0.159 5920 3238 
0.160 6131 3398 
0.161 6344 3559 
0.162 6559 3721 
0.163 6775 3883 
0.164 6992 4047 
0.165 7211 4211 
0.166 7432 4377 
0.167 7054 4543 
0.168 7878 4710 
0.169 8103 4878 
0.170 8330 5047 
0.171 8558 5216 
0.172 8788 5387 
0.173 9020 5558 
0.174 9253 5730 
0.175 9487 5903 
0.176 9724 6077 
0.177 0.0019961 6252 
0.178 0.0020201 6428 
0.179 0442 6604. 
0.180 0.0020685 0.0016782 


Ellipse 


Hyperbel 


a 


0.0020685 
0929 
IAS 
1422 
1671 
1922 


2174 
2428 
2683 
2941 
3199 
3460 
3722 
3985 
4251 
4518 
4786 
5056 
5328 
5602 
5877 


6154 
6433 
6713 
6995 
7278 


7564 
7851 
8139 
8429 
8722 
9015 
9311 
9608 
0.0029907 
0.0030207 


0509 
0814 
1119 
1427 
1736 
2047 
2359 
2674 
2990 
3308 
3627 
3949 
4272 
4597 
4924 
5252 
5582 
5914 
6248 
6584 
6921 
7260 
7601 
7944 
0.0038289 


g 


0.0016782 
6960 
7139 
7319 
7500 
7681 


7864. 
8047 
8231 
8416 
8602 


8789 
8976 
9165 
9354 
9544 
9735 
0.0019926 
0.0020119 
0312 
0507 
0702 
0897 
1094 
1292 
1490 
1689 
1889 
2090 
2291 
2494 
2697 
2901 
3106 
3311 
3518 


3725 
3932 
4142 
4352 
4562 


4774 
4986 
5199 
5412 
5627 


5842 
6058 
6275 
6493 
6711 


6931 
T1GL 
AS TL 
7593 
7816 


8039 
8263 
8487 
8713 
0.0028939 


= ee 
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Tafel XIII. 


Erganzungstafel zu Tafel XII. 


Ellipse 


Hyperbel 


EY 


0.0038289 
8635 
8983 
9333 

0.0039685 

0.0040039 


0394 
0752 
sohaa! 
1472 
1835 
2199 
2566 
2934 
3305 
3677 


4051 
4427 
4804 
5184 
5566 


5949 
6334 
6721 
7111 
7502 
7894 
8289 
8686 
9085 
0.0049485 


0.0028939 
9166 
9394 
9623 

0.0029852 

0.0030083 


0314 
0545 
0778 
1001 
1245 
1480 
1716 
1952 
2189 
2427 
2666 
2005 
3146 
3387 
3628 


3871 
4114 
4358 
4603 


4848 


§094 
5341 
5589 
5838 
0.0036087 


Ellipse 


Hyperbel 


Se 
g 


0.0049485 
0.0049888 
0.0050292 
0699 
1107 
1517 


1930 
2344 
2760 
3178 
3598 
4020 
4444 
4870 
5298 
5728 
6160 
6594 
1030 
7468 
7908 


8350 
8795 
9241 
0.0059689 
0.0060139 


0591 
1045 
1502 
1960 
0.0062420 


0.0036087 
6337 
6587 
6839 
7091 
7344 
7598 
7852 
8107 
8363 
8620 


8877 
9135 
9394 
9654 
0.0039914 
0.0040175 
0437 
0700 
0963 
1227 
1491 
1757 
2023 
2290 
2557 
2826 
3095 
3364 
3635 
0.0043906 
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CHOY LS) (OVO) LOMO} 


9000000000 


O9000000000 


9000000000 


90000000000 


Qn221 
On221 
On221 
Qn221 
On221 
Qn221 
On221 
On221 
Qn221 
Qn221 


849 
847 
843 
837 
828 
816 
802 
785 
765 
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Tafel XIV. 
Oppolzer’s N-Tafel. 
| 


log {Ni (m)}. 


—4| +n N 4 tn N —4) in N —d 
0.000 |8,920 819 0.050|8,918 642 0.100]8,912 045 0.150/8,900 822 O. 200/888 7 
0.001 |8n920 818 : 0.051/8,918 554 - O.101/8,911 867 ue O.151 ee 548 214 0.201 37884 oe 379 
0,002, |8n920 815 4 0.052/8,918 464 e 0.102/8,911 687 Be 0.152|8,900 272 2716 0. 202|8n883 847 381 
0.003 |8n920 811 6 10-053 82918 372 eae ton 103/8n911 505 ie O.153}8n899 995 210 O. 203|8n883 464 383 
0.004 |8n920 805 8 0.054]8n918 279 - O.104/8,911 321 ee O.154/8n8909 715 88 0. 204|8n883 078 386 
0.005 ;8n920 797 ie 0.055/8n918 183 & 0.105}8,911 135 es 0.15518n899 433 282 0. 205)8n882 691 387 
0.006 |8n920 787 Be 0 .056/8n918 O86 2 0. 106/8,910 948 ro O.156)/8n899 149 284 0. 206/8y,882 301 390 
0.007 |8n920 776] +, ]0.057/8n917 988 ae 0.107|8,910 759| 2 : 0.157|8n808 863 ae ©. 207/8881 909] 39? 
0.008 |8,920 763 15 0.058/8,917 887 102 0.108]8,910 568 2 0.158)]8n898 575 Z O. 208/8,881 514 395 
O .009 | 87920 748 0 .059}8,917 785 0. 109]8,910 375 3 lo. 159/8n898 285 ct O.209|8,881 117 397 
16 104 195 292 399 
0.010 |8n920 732 0. 060)/8,917 681 O.110/8,910 180 O.160}8897 993 O.210/8,880 718 
0.011 |8,920 714] 38 Jo.061]8n917 575] 108 |o. 111|8,909 983] 197 Jo. 161]8n807 699] 394 |o: 211]8,880 317) 401 
0.012 |8,920 694 So 0.062|8n917 467 109 [0° 112 8,909 784 99 10.162 8n897 403 eS O.212/8n879 914 403 
0.013 |8n920 672] 57 |0..063|8n917 358 se 0.113}8,000 584| 20° Jo. 163/8n807 105] 22° |o.213/8,879 sos} 42° 
0.014 |8,920 648 25 0.064/8n917 246 af 0.114/8,909 381 203-4 6. 164|8,896 805 BoD O.214/8879 100 408 
0.015 |8n920 623 24 0.065}8917 133 ae 0.115]8909 177 ies 0.165)|8n896 503 302 O. 215|8878 689 cia 
0.016 |8n920 596] 34 |0.066}8n917 019 a 0.116]8,908 971 eee 0. 16682896 199| 994 10. 216|/8,878 277| 412 
0.017 |8n920 568 31 0-067|8n916 902 119 [O° 117 8n908 763 22210.) 167 8n895 893 a O.217|8877 862 415 
0.018|8n920 537 32 0.068}8,916 784 Ve 0.118]8n908 553 spe 0.168/8n895 585 30 O.218/8,877 444 we 
0.019 |8n920 505 0.069/8,916 664 0.119/8,908 341 e! 0.169/8n895 274 one O. 2191/8877 025 aid 
34 122 214 312 422 
0.020 /8,920 471 0.070/8,916 542 O.120/8,908 127 O.170/8n894 962 O.220/8,876 60 
0.021 |8,920 436 3 0.071/8,916 418 ee O.121]8,907 912 a O.171/8n894 647 ate O. 221|8876 8 ge 
0.022 |8,920 398 30 0.072/8,916 292 127 0.122|8,907 694 0.172|8894 331 3 0. 22218875 752 426 
© .023 |8,920 350] 47 |0.073|8n916 165] 152 |0.123|8n907 475 219 10.173/8n894 012| 329 Jo. 223|8,875 323| 42 
0.024 18,920 318 42 0 .074/8,,916 036 ; 4 0.124/8,907 254 eet 0.174/8n893 692 p20 O. 224)/8n874 891 432 
0.025 |8n920 276] 4° 10.075|8n915 905 aes 0.125|8n907 030| 224 |0.175|8n803 369) 373 |o. 22518,874 458] 433 
0.026|8n920 231 a6 0.076|8n915 773 O.126|8n906 805 225 10.176 8n893 044 325 O. 226|8n874 022 436 
0.027 |8n920 185] 43 |0-077/8n915 638 ee 0. 127|8,906 578| 227 10.177|8n802 717| 327 10.227|8n873 583] 439 
0.028 |8n920 137] 4) |0.078)8n915 502 ak 0. 128]8n906 349] 229 |o.178]8n802 388] 229 |o. 28/8873 142| 442 
0.029 |8n920 088 ©.079|8n915 364| 13° |o.129/8,906 119] 28° Jo. 179/8n802 057/33! 10. 220/8,872 609| 443 


52 140 233 334 446 


0.030 |8,920 036 0.080/8n915 224 O.130)87905 886 0.180|8,891 723 ~ 10. 230/8,872 25 
0.031 |8n919 983 e 0 .081|8,915 082 te 0.131/8,905 651 ae 0. 181]8n891 388 <3 0. 231|8,971 aes 448 
0.032 18,919 928 56 0. 082]8n914 939 fae 0.132/8,905 414 ae 0. 182|/8n891 O50 33 O. 23218871 355 100 
0.033 |8n919 872 58 0. 083/8n914 793 147 0.133/8n905 176 a 0.183}/8,890 711 37 O. 233}8n870 902 453 
0. 034|8n919 814] 2, ]0.084/8n914 646] 177 |. 134|8n904 935] 54, [0 - 184|8n890 369 342 |. 234/8,870 447 Be 
0.035 /8n919 754] 6> ]0.085]8n914 497) 127 |. 135]8n904 693] 277 [0 - 185|8n890 025 bp: 0. 23518869 989 He 
0.036 |8n919 692 64 0.086/8,914 347 153 0.136)8n904 449 2 0. 186)|8n889 679 3 8 O. 236|8n869 529 BO 
0.037 |8n919 628 65 0 .087|8n914 194 1 O.137/8n904. 202 47 0.187/8n889 331 34 0. 237|8n869 066 463 
0.038 /8n919 863] G2 |0.088/8,914 040 Pe 0. 13818903 954| 248 |. 188|8n888 980| 352 }0. 238/8n868 601| 405 
0.039 |8n919 496 0. 089]8n913 884 0. 139|8n903 704| 75° |o. 189/8n888 628/35? Jo. 239|/8,868 134] 4°7 
69 158 252 : 355 470 
0.040/8,919 427 0.090/8,913 726 0.140]8,903 452 0.190/8888 273 O.240|8,867 664] ,,_ 
0.041 |8,919 356 ie 0.091/8n913 566 oe 0.141/8,903 198 ae © .191|8887 916| 397 |o. 24118,867 191| 473 
0.042 |8,919 284 74 0.092/8n913 404 163 O.142/8,902 942 os O.192}8n887 557 oy O.242/8,866 716 475 
0.043 |8n919 210 6 0.093/8n913 241 166 12: 143 8n902 684 Pree) (OP 193|8,887 196 a3 O. 243/8n866 239 pee 
0.044 |8,919 134 78 0.094) 8913 075 167 0.144/8,902 424 Cee 0.194/8n886 833 oe O. 244|8n865 759 pees 
0.045 |8,919 056 79 0.095/8,912 908 169 0.145/8,902 162 DY a Oe 195|8n886 467 ae O. 245|8,865 277 Bs é 
0.046 8,918 977| gy |0.096/8n912 739| 177 10. 146/8n901 898 262 | 0+ 196|8n886 100] 37" 10. 246|8n864 792 485 
0.047 |8n918 806] 9, 10.097|8n912 568) 17, |0.147|8n901 632| 259 |0- 197/8n885 730 370 | 6. 247|/8n864 304| 488 
0.048 |8,918 813 85 0.098/8,n912 306 7 0.148|8,901 364 0.198] 8885 357 373 O. 248/8,863 814 a) 
0.049 |8n918 728] g2 |0.099|8n912 221 ie 0.149|8,901 094} 77° |. 1909/8884 983| 374 |. 249/8,863 322| 492 
0.050|8,018 642 0. 100/8,012 045| 27° Jo. 150/8n900 822] 27? 10. 200/8,884 607| 37° |o. 250/8,862 827| 495 
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Tafel XIV. 
Oppolzer’s NV-Tafel. 


log {N}(n)}. 


aed We ee ae | i 
N —dA4j tn 
. = seer N —d4) tn | 8 000 579 tee 
tn y [os Ne 0 ..150/8 .020 789) ,,, et 8 .000 107) a. 
0. 100|8 .034 795] 5, O.151/8 .0204471 314 0. 202}7 . 999 632) Va 
4 0 .050]8 . 043 037 W116 101 8 .034 573 225 0.152|8.020 103 346 0. 203|7.999 155 480 
O.000 8.045 up 1 0.051/8 .042 926 112 0.102/8 .034 348 227 0.153/8.019 757 349 0 . 204 7.908 675 482 
0.001 |8 .045 75 3 lo 052|8 . 042 814 15 Jo 103)8 .034 121 229 0.154 8.019 408 352 0. 205 7.998 193 486 
0 .!002 co > 10.053/8 . 042 699 116 | 47 104/8 .033 802 232 14115518 .019 056 354 | 9 | 206|7.997 707 488 
©, 003 18-045 Bells eee 4 9831 110 0. 105]8 .033 660) 55, 0. 156]8 .018 702 356 | 6) 207/71 .997 219 491 
0.004 |8 .045 sb 19 [0055/8 .042 464 122 10. 106|8 .033 426 236 0.157 8.018 346 359 16 208 7.996 728 404 
0.005 |8.045 ia 12 19.056|8 . 042 342 123 10. 107/8 .033 190 239 19. 158/8.017 987 362 16" 209 7.996 234 
0.006 /8.045 71 14 0.057/8 .042 219 126 O.108/8 .032 951 241 0.159 8.017 625 4 407 
0.007 |8 . 045 Da 16 | 4058/8 042 093 128 | 4; 109/8 .032 710 : 364 
Bee | 39 0.0598 .041 965 243 0. 210]7..998 737]. 
0. 009 8 . 045 130 0. 160|8 .017 261} .66 0. 211]7.995 237] 26, 
20 ve 0. 110]8 .032 467} 946 ©. 161/8 .016 895] 30 0.21217 994735) 35. 
649 ee ian pet See Ol eee Beare |e 213]7 994.230) 208 
0.010 ak yi 23 0.061/8 .041 703 134 0.112/8.031 973 250 0.163/8.016 154 374 0. 214/7.993 722 511 
0.Oll apace = 25 0.062/8.041 569 137 0. 113/8.031 723 253 0.164]8.015 780 377 0. 215/7.993 211 514 
0.012 ]8.045 ; 27 0.063/8.041 432 139 0.114/8 .031 470 255 0.165/8.015 403 370 0.21617 . 992 607 517 
0.013 ae 20 0.06418 .041 293 141 0.115/8.031 215 257 0.166/8.015 024 382 0.217|7 .992 180 510 
Bact 1s O85 a 34 |©-065|8-o41 152 144 |0.116]8 030.958 200 1 .167|8 .014 642 384 19 218}7.991 661 522 
0.015 |8.045 513] 37 0 .066)8 .041 008] 17, ee 202 Levaes ee eae 219|7.991 139 
Ce ce AEE eet uae 4 8 . 030 436) 565 0. 169|8 . 013 871 526 
0.017 Bee 38 | 6 068|8 1040 715 150 19.119]8 .030171 ‘ 389 
0.018 pee 4° | 0.069|8 . 040 565 266 ©. 220/7.990613] 54g 
0.019 |8 . 0453 153 0.170/8 .013 482 302 0.221 7.990 085 531 
43 3 0.120 eee 269 J 9.1718 .013 090 395 | 6. 22217 989 554 534 
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Tafel XIV. 


Oppolzer’s N-Tafel. 


log { N}(m)}- 
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Tafel XIV. 


Oppolzer’s N-Tafel. 
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Tafel XIV. 


Oppolzer’s N-Tafel. 


log {N}°(n)}. 


zn 
= Staion N 
0.000 |6.501 6 7 N rq 
0.001 |6. 501 oe 1 0.05016. 498 591 A sAlin N 
6.002 6. 501 684. 4 0.051/6. 408 466 125 ee 6 . 489 208 we 
0.003 |6. 501 678 6 |°- 052 6 . 408 338 128 101|6. 488 955 253: It 5016. 473 269 Saale 
0.004 |6. 501670] 8 0..053|6 . 498 207| 13 0. 102|6 . 488 699] 25° |o 151|6.472 880| 389 |o. 201 Roy tee 
0.005 |6.501 659) 1) 0..054|6 . 498 074| 139 0. 103|6.488 440] 229 Jo 15216..472 480| 39! |o. 202 6. 4407748 
1] 0.006 |6. 501 645 14 0.055|6.497 939 135 O.104/6.488 179 2601 ae 6.472005 304 eee 6 . 449 209 
© .007 |6. 501 629 16 12: 050)6 - 497 801 ee ican 6.487915 264 Loree 6.471 698 397 Ree ee 
eg) 10.10 ere eee 138 }0.106]6. 487 649| 26° [0 Planes Lo acclo arse 
0.00916. 501 589] 77 0,088(6.407 $171 143 Jo 108 6. 487 380| 209 Se 89> Pie ee fate a 
3 0.059|6 . 497 371| 14° 0. 108|6 . 487 108) 27? "157/16. 470 490| 495 Jo. 2 . 447 020 
23 0.1096 . 486 834| 274 a 158|6 470 081 | 409 seis 6.446 465 
| O.010/6. 501 566 148 . 159|6. 469 670 411 eee see cba 
0.01116. 501 540] 20 0.060|6 . 497 223 277 - 209] 6.445 345 
0.012/6.501511| 29 0. 0611/6 .407 072| 152 aes 6.486 557 ae 414 
Be elo |G ceslesoetos 18g [O- 112|6. 480 277] 250 0 Or a) ae |e 
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Tafel XV. 


log. {M3 (m)}. 
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Tafel XV. 
Oppolzer’s M-Tafel. 


log. {M}(m)}. 
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Tafel XV. 
Oppolzer’s M-Tafel. 


log {M?(m)}. 
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Tafel XV. 
Oppolzer’s M-Tafel. 


+ m | M | M | | M 


- 648 165 
- 648 070 
- 647 974 
. 647 877 
- 647 779 
- 647 680 
- 647 580 
. 647 479 
- 047 377 
- 647 274 


8.652877 
8.652 877 
8.652 875 
- 652 873 
. 652 870 
- 652 866 
. 652 860 
- 052 854 
- 652 847 
. 652 839 


. 651 702 
- 651 655 
. 651 606 
-651 557 
. 651 507 
- 651 455 
- 651 403 
. 651 350 
- 651 206 
- 651241 


. 642 224 
. 642 O81 
- 641 936 
- 641 790 
. 641 644 
- 641 496 
. 641 347 
- 641 198 
- 641 047 
- 640 895 


- 633 813 
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- 633 424 
. 633 228 
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- 632 634 
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. 632 030 
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- 052 830 
- 652 820 
-652 810 
- 652 798 
-652 785 
652 772 
652 757 
. 052 741 
-652 725 
. 652 708 


- 651 185 

651128 
. 651 070 
. 651 O11 
650951 
. 650 890 
650 829 
. 650 766 
. 650 702 
. 650 638 
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. 647 066 
. 646 960 
- 646 854 
. 646 746 
- 646 637 
- 646 528 
. 646 417 
. 646 306 
- 646 193 


- 631 826 
. 631 622 
- 631 417 
. 631 210 
8 . 631 003 
. 630 794 
. 630 585 
- 630 374 
. 630 162 
- 629 950 


- 640 743 
. 640 589 
- 640 434 
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- 652 670 
- 652650 
- 652 629 
. 652 607 
- 652 584 
- 652 560 
- 652 535 
- 652 509 
. 652 482 


650 572 
- 650 506 
- 650 439 
- 650 370 
. 650 301 
. 650 231 
. 650 160 
- 650 087 
650014 
- 649 940 


. 646 080 
- 645 966 
-645 850 
- 645 734 
645 617 
. 645 498 
- 645 379 
- 645 259 
645 138 
645 016 


- 639 161 
- 638 998 
- 638 833 
. 638 668 
- 638 501 
- 638 333 
. 638 165 
- 637 995 
- 637 824 
- 637 653 


. 629 736 
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- 629 305 
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- 637 480 
- 637 306 
- 637 132 
- 636 956 
- 636 779 
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- 636 423 
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- 636 062 
+ 635 880 
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- 052 426 
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649 789 
. 649 712 
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- 649 556 
. 649 476 
649 395 
- 649 314 
- 649 231 
- 649 147 


. 644 893 
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. 644 643 
644.517 
- 644 390 
. 644 262 
. 644 133 
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- 643 872 
. 643 740 


627 541 
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Tafel XV. 


Oppolzer’s M-Tafel. 


log {My(m)}. 


.050|6n828 344 
-05116n827 719 
.052/6n827 O81 
-053|6n826 429 
.054|67825 765 
-055}6n825 086 
-056}6n824 395 
.057|6n823 690 
.058]6n822 971 
.059|6n822 239 


.100]6n779 6 
. 101|6778 
. 102|6n776 
- 103]6n775 
- 104|6n774 
- 105) 6n772 
-106|6n771 
. 107|6n769 
- 108]67768 
. 109 | 6,766 


- 150]6n685 855 
-151|6n683 357 
- 152|6n680 829 
-153}6,678 271 
.154/6,675 682 
- 155|6n673 062 
-156|/6n670 411 
- 157|6,667 728 
. 158]67,665 012 
- 159|6,662 264 


. 200|6n513 122 
- 201|6y508 316 
. 202|6n503 436 
- 203|6n498 480 
+ 204|6n493 446 
- 205|6n488 331 
- 20516n483 134 
. 207167477 852 
- 208]6n472 484 
- 209|6n467 026 
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6n842 

6n842 846 
6842 707 
6n842 557 
6n842 395 
67842 220 
6n842 034 
6n841 835 
6n841 625 
6n841 402 


.060]6n821 494 
. 061167820 734 
.062|/6n819 961 
.063}6n8L9 174 
.064}6n818 373 
.065|6n817 559 
. 066] 67816 730 
.067]6n815 887 
. 068] 67815 030 
.069]67814 159 


.110]6n765 
- 111]6n763 
.112|/6,761 
- 113] 6,760 
- 114]67758 
-115|6n757 
-116]6y755 
«117167753 
.118/6,752 
+ 119}6,750 


. 160167659 482 
. 161162656 667 
. 162|6n653 817 
. 163}6n650 932 
.164]67,648 O11 
- 165}6n645 O55 
. 166]67642 062 
. 167|6n639 032 
- 168}67n635 964 
- 169|6,632 858 


+ 210|6461 477 
-211]6n455 833 
« 212|}6n450 093 
- 213|6n444 253 
- 214167438 310 
- 215|6n432 261 
- 216]6n426 103 
- 217|6n419 833 
- 218]6n413 446 
- 219|6,%406 940 
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67841 167 
67840 919 
6n840 660} ° 
6n840 388 
6n840 105 
6n839 808 
6n839 500 
6n839 179 
6n838 846 
67838 501 


-070/67813 274 
.071|6n812 374 
. 07216811 460 
.073|6n810 531 
.074|6n809 588 
.075|6n808 630 
.076]|6n807 657 
.077|6n806 669 
.078|6n805 667 
-079| 6804 649 


. 120/6n748 
- 121]6n746 
+ 122167745 
-123]6n743 
-124)6n741 
- 12516739 
- 126] 62737 
-127)/6n735 
. 128 | 67734 
-129|6n732 


-170]6629 713 
-171|6626 528 
.172]6,623 303 
-173|67620 037 
-17416,616 729 
- 175167613 378 
. 176|6,609 985 
.177|6,606 547 
- 178|6,603 064 
-179|6n599. 536 


+ 220|67400 309 
- 22116n393 551 
« 22216n386 661 
- 223|6n379 633 
- 224|6n372 464 
+225 16n365 148 
- 226|6n357 680 
+ 227|6n350 054 
- 228|6n342 264 
- 229|6n334 304 
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6n838 143 
6n837 773 
6n837 391 
6n830 996 
6836 588 
67836 169 
6n835 736 
6n835 291 
6n834 833 
6n834 363 


- 080] 6,803 616 
-081]6n802 568 
.082|6n,801 505 
.083|6n800 427 
-084]6n799 333 
-085]6n798 223 
-086]6n797 098 
-087]6n795 957 
- 088]6n794 800 
- 089|6n793 627 


. 130]6n730 
-131|6,728 
- 132|6,726 
+ 133|6n724 
+ 134|6,722 
-135|6n720 
- 136|6,717 
+ 137/6n715 
- 138}6n713 
+ 139]6n711 


. 180]6595 961 
- 181]6n592 339 
- 182]6,588 669 
+ 183]6n584 950 
- 184]6,581 180 
-185]6n577 359 
- 186]6n573 486 
- 187]6n569 560 
- 188]6n565 580 
- 189}6n561 543 


230|6n326 166 
+ 231|6n317 844 
+ 23216309 330 
- 233|6n300 616 
- 234167291 693 
+ 235|6n282 551 
+ 23616273 182 
+ 237|6n263 574 
- 238|6n253 714 
+ 239|6n243 594 
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6n833 880 
6n833 384 
6n832 876 
6n832 355 
6831 821 
6n831 274 
6n830 714 
67830 141 
6n829 555 
67828 956 
67828 344 


- 140]6,709 
. 141]6707 
- 142|6,704 
- 143|6,702 
- 144]6,700 
- 145|6n097 
- 146]6n695 
- 14767693 
- 148]6,690 
- 149|6n688 
- 150]6,685 


. 090|6n792 438 
.091]6n791 233 
. 092|6n790 012 
-093|6n788 774 
-094|6n787 519 
-095|6n786 248 
-096]6n784 960 
-097|6n783 655 
-098|6n782 333 
-099|6n780 994 
- 100]6n779 638 


-190}6n557 451 
-191]6n553 300 
-192]6n549 091 
-193|6n544 821 
-194]6n540 489 
«19567536 095 
- 196]6n531 635 
-197|6n527 110 
-198}6n522 517 
-199|6n517 855 
. 200|6n513 122 


- 240|6n233 197 
- 24116n222 511 
+ 242|/6n211 518 
- 243|6n200 205 
+ 244|6n188 551 
- 245|6n176 538 
- 24616n164 144 
-247|On151 345 
- 248|6n138 116 
- 249|6n124 430 
- 250|6n110 254 
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Tafel XY. 
Oppolzer’s M-Tafel. 


log { M?(m)}. 


Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 


+m | M -4 +m M 4 +m | M —d|im M —dA\}+m M —A 
©.000|8,000 457 5 0.050}7n999 129 54 0.100}72995 129 108 |°: 150]7n988 413 abe 0. 200}7n978 908 S 
©. 001 |8n000 457) 5 |0.051|7n999 075 0.101] 7995 021] 34 }O+151]7n988 251 64 |0: 202 978 689| 729 
© .002 |8,000 455 ; 0.052!7n999 020 2 0.102}72994 912 ie O.152|7n988 087 aoe 0. 202|7n978 468 228 
0.003 |8n000 453] 4 |0.053]7n998 964 7 [2+ 103|7994 803] 177 | 0.153] 70987 922 125 [0.203|7n978 247| 522 
©..004|8,000 449]  |0.054|7n998 907} 24 10. 104|7994 692] 112 10. 154]7n987 757| 1¢> |0-204|'7n978 024| 3°3 
© .005 |8n000 444] 2 |0.055]7n998 849] 25 |0.105|7n994 580] 172 10.155|7n987 590] 164 |0.205|7m977 800] >>4 
0.006 |8n000 438} 7 |0.056)/7n998 790] 22 |. 106)7n994 467] 113 [O-156]7n987 422| 18° |. 206|7977 575| 35° 
© 007 |8n000 431] § |0.057/7n998 730] Gy |. 107|7n994 353] 174 [O- 1577987 253] 15° |0.207| 7977 349] 35 
0.008 |8,000 423 9 0 .058]7n998 669 rae ek 108} 77994 238 116 |°° 158]7n987 082 ak 0. 208]'1n977 122 Be 
Q.CO09|8,000 414 0.059/7n998 607} ~~ |0.109/7n994 122 0.159}7n986 911 0. 209!7n976 893 ae) 
10 64. 117 £73 230 
0.010/8,000 404 oe 0 .060}7n998 543 64 O.110|7%994 005 119 0.160}7n986 738 0. 210|'7n976 663 ban 
0.011 |8,000 393 e 0.061}77998 479 65 O.111]7n993 886 1 O.161/7n986 565 173 19.211 7970 432 a 
© .012 |8n000 381] 1, ]0.062|7n998 414) 62 |0.112/7n993 767 a 0. 162|7n986 390] 275 |o.212/7n976 200] 73? 
©.013|8n000 368] 13 |0.063)7n998 347 oe 0.113]7n993 646] 15, |O-163|7n986 214 176 | 6913/7978 967| 233 
0.014/]8,000 353 15 0 .064!7n998 279 68 {0-114 7993 524 fee 0.164]7n986 037 ae O. 214/'7n975 733 see 
0.015 |8,000 338] 17 |0.065)7n998 211] 78 [0.115] 7993 402| 127 |O.165| 7985 859 178 | 9. 215/7n078 497 ms 
©.016|8,000 321] 1, |0.066]7n998 141] f° 10.116) 7n993 278 ae 0. 166]7n985 680 ae 0. 216|7n975 261 oS 
0.017 |8,000 304 19 0. 067}7n998 070 2 0.117)7n993 153 ie 0.167/7n985 499 ae 0.217|7n975 023 i 
0.018|8,000 285 19 0 .068|7n997 998 73 0.118}7n993 027 127 0.168}7n985 318 183 O.218|7n974. 784 ee 
0.019 |8,,000 266 0. 06917997 925 0.119|7n992 900 O.169|7n985 135 O. 219|7n974 543 a 
21 14 128 184 241 
0.020]8,000 245 99 |O+070|7n997 851 75 O.120!17n992 772 120 12" 170|7n984 951 8 O. 220|'7n974 302 
0.021 18,000 223 23 0 .071/7n997 776 6 JO: 121 7992 642 oa O.171)7n984 766 a O. 22117974. O59 243 
©. 022 |8n000 200} 52 |0.072|7n997 700) 42 |0.122)7n992 512 es 0.172|7n984 580 a 0. 222|7n973 815| 244 
© .023 |8n000 177] 5° |0.073|7n997 622) Jo |0.123|7n992 381 0.173|7n984 393 a 0. 223|7n973 570 eh 
| 0.024 18,000 152 26 0 .074|7n997 544 " 0.124|/77n992 248 oe 0.174/'71n984 205 i O.224|7n973 324 27 
0.025 |8n000 126] 52 |0.075)7n997 465} ¢? 10.125]7n992 114| ;3¢ |0.175|7n984 015] 12> 10. 225|7n973 077) 347 
© 026 |8n000 098] 5 |0.076)7n997 384] 9) }0.126|7n991 979 a 0.176|7n983 825 ae 0.226/7%972 828| 749 
0.027 |8n000 070] 54 ]0.077|7n997 303| 33 |O.127|7n991 843 137 |0-177] 7983 633) 122 |0.227|'7972 878] 350 
0.028 |8,000 041 30 0.078}77n997 220 84 0.128)7n991 706 oe 0.178}7n983 440 se 0. 228)7n972 328 ae 
0.029 |8,000 O11 0.079|7n997 136 0.129}77%991 568 O.179|7n983 246 0.229/7n972 076 
32 85 139 195 254 
0.030 |77n999 979 2 0 .080}7n997 O51) 96 [2+ 130|7991 429] 45 ]O- 180] 7983 O51 106 12+ 230 7n971 822 * 
©..031|7n999 947] 3, |0.081|7n996 965] go | 0.131]7n991 289 ue 0.18117n982 855 ae 0. 231172971 568 eS) 
0.032 |7n999 914 35 0 .082|7n996 879 89 0.132)7n991 147 4D O.182/7n982 657 i O. 232/'7n971 312 ee 
© 033 |7n909 879] 32 |0.083]70996 790] 39 JO. 133]7n991 005) 144 |O. 183) 7982 459] 58° [0.233] 70971 O55 ae 
0.034 |7n999 843 36 0 .084}7n996 701 90 | 2° 134]'7n990 861 Sl 0. 184]|7n982 259 0. 2347970 797| 7° 
0.035 |7n999 807] 33 ]0.085|7n906 611} Oy 10. 135]7n990 717 144 Jo. 185] 7982 058] 50 10. 235|7n970 538| 329 
©..036|7n999 769] 3, ]0.086/7n996 520] 3) ]0.136]7990 571] 177 |. 186|7n981 856] 2°" |0.236|7n970 277| 361 
0.037 172999 730 40 0. 087/7n996 428 94 O.137|7n990 424 ae 0. 187|7n981 653 A O. 237|'7n970 016 263 
0 . 038 |7n999 690 41 0. 088}7n996 334 o4 0. 138|7n990 276 149 0. 188/7n981 449 poe O. 238|7n969 753 264 
0.039 |7n999 649 0.089) 7n996 240 0.139! 7n990 127 0.189|7n981 244 0. 239|7n969 489 
42 96 151 207 265 
0.040 |'7n999 607 43 © .090)7n996 144 97 0. 140|7n989 976 181 0.190}7n981 037 208 O. 240/7n969 224 26 
0.041 |7n999 564 44 0.091!7n996 047 07 O.141}7,989 825 152 0.191}7n980 829 oA O. 241|7n968 957 268 
0.042 |7n999 520 45 0 .092|7n995 950 99 0.142|7,989 673 154 0.192|7n980 620 gic O. 242|7n968 689 Oe 
0.043 |7n999 475] 42 |0.093]7n995 851] 199 10. 143|7989 519] 154 [0.193] 7980 410] 21° 10. 243/ 70968 420] 2-0 
0.044 |7n999 429 48 0.094}7n995 751 101 | 2: 144 7n989 364 155 ©.194|7n980 199 212 O. 244|7n968 150 271 
0.045 |7n999 381 48 0.095}7n995 650 102 0.145|7n989 209 157 0.195|7nu979 987 21 0. 245|7n967 879 272 
0 .046]7n999 333 49 0.096)7n995 548 104 0.146) '7n989 052) p29 |0-196|7n979 773 at 0. 246|’7n967 607 27 
0.047 |7n999 284 51 [2-097)7n995 444] 144 0.147 7n988 894 ren 0.197|'7n979 559 Sie 0. 247|'7n967 333 fe 
0.048 }7n999 233 51 0. 098}7n995 340 105 0.148)7n988 735 161 0.198}7n979 343 217 0. 248|7n967 058 276 
0.049 |'n999 182 53 0.099}7n995 235 106 |2:149 7n988 574 161 0.199|7n979 126 218 0. 249|7n906 782 278 
0.050|7n999 129 0.100]7%995 129 0.150|7988 413 0. 200|77978 908 10. 250| 7966 504 
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Oppolzer’s M-Tafel. 


930 


Tafel XV. 


log (Bf? (a)}. 


+m M —Aj t+ m 
0.000/6 .074 376 4 0.050 
0.001/]6 .074 369 18 0.051 
0.002|6.074 351 9 | 0: 052 
0 .003| 6.074 321 43 0.053 
0 .004|6.074,278 55 0.054 
0.005|6.074 223 6y 0.055 
0.006/6.074 156 80 0.056 
0.007/6.074 076 91 0.057 
0.008/6.073 985 104 0.058 
0 .009/6.073 881 0.059 
116 
0.010]6.073 765 129 0.060 
0.011/6.073 636 140 0.061 
0.012/6.073 496 153 0.062 
0.013/6.073 343 168 0.063 
0.014/6.073 178 178 0.064 
0.015/6.073 000 190 0.065 
0.016|6.072 810 BAS 0.066 
0.017/6.072 608 214 0.067 
0.018/6.072 394 224 0.068 
@.019|6.072 1607 0.069 
239 
0.020|6.071928 252 0.070 
O.021|6.071 676 264 0.071 
0.022/6.071 412 216 0.072 
0.023|/6.071 136 280 0.073 
0 .024/6 .070 847 302 0.074 
O.025/6.070 545 313 0.075 
0.026/6.070 232 327 0.076 
0.02716 .069 905 330 On077 
0.02816 .069 566 5 0.078 
0.029/6.069 215 35 0.079 
364, 
0.030/6.068 851 "7 0.080 
0 .031/6.068 474 a 0.081 
O .032|6.068 085 402 0.082 
O . 033|6. 067 683 418 0. 083 
O.03416.067 268 427 0.084 
O.035|/6. 066 841 is 0.085 
0. 0366. 066 401}44° | 0. 086 
0.037|6. 065 948 408 0.087 
0. 038/6. 065 482 7 0.088 
0 .039|6. 065 003 479 0.089 
491 
0.04016. 064 512 505 0.090 
0.04116. 064 007 517 0.091 
0. 0421/6. 063 490 531 0.092 
0.04316. 062 959 543 0.093 
0.04416. 062 416 557 0.094 
0 .045|6.061 859 570 0.095 
0.046/6.061 289 8 0.096 
0.047|6 .060 706|° : 0.007 
O .048/6 .060 110 ne 0.098 
0 .049|6.059 501 623 0.099 
0 .050/6 .058 878 0.100 


DANDAANWANAAO DANDNDAAAAAA 


ADAADANDAAWADWN 


ADADAANANAWAAA 


DANDANAAAAWAAWAD OW 


M |-4]+ M 4 to | M 4 £m |  M | 
.058 878 O.100]6. 009 301 0.150/5.913 792 0. 200|5 . 737 483 | 
. 058 242 = 0. 101/6.007 903 ce O.151/5.911 247 pee 0. 201/5.732 567 pe ( 
-057 592 663 0. 102/6.006 486 1434 0.15215.908671 2607 0. 202|5.727 574 5072 
056 929 677 O.103/6.005 052 1453 0.153]5 . 906 064 2638 0. 203/5.722 502 5153} 
. 056 252 690 O.104}6.003 599 1471 0. 154]5 . 903 426 2670 0. 204|5.717 349 5236 
055 562 704 0.105/6.002 128 1490 0.155/5.900 756 2702 0. 205|5.712 113 5321 
. 054 858 "14 0. 106/6.000 638 1508 0.156]5 .898 054 2735 0. 206|5 . 706 792 5409 
.054141 732 O.1071}5 .999 130 1527 0.157/5.895 319 2768 0. 207|5. 701 383 5499 If 
-053 409 745 O.108]5 .997 603 1546 0.158]5.892 551 801 0. 208/5. 695 884 5501 : 
. 052 664 O.109]5 .996 057 0.159/5 .889 750 O. 209|5 . 690 293 

459 1565 2836 5686 
. 051905 0.110/5.994 492 0.160]5. 886914 O.210|5 .684 607 
. 051 132 Le O.111}5.992 907 ee 0.161]5. 884044 ae O.211/5.678 822 ae 
. 050 346 801 | 0+ 122]5 - 992 303 1623 0.162/5.881 138 2041 O.212/5 .672 938 TOF i 
. 049 545 815 0. 113]5.989 680 1644 O.163]5.878 197 2077 O. 213|/5 .666949 6095 
048 730| 9,010. 114)5 .088.036|; 6630. 164|5 . 875 220] 2) 4] 0. 214)5 .660854| 6506 | 
. 047 900 843 0.115|5.986 373 an 0.165]5.872 206 Sore 0. 215|5.654 648 63191 
- 047 057 858 O.116|5.984 689 1704 0.1665 . 869 154 3090 O. 216|5. 648 329 6136 |) 
. 046 199 872 0.117/5.982985 1725 0.167 5 . 866 064) 7158 0. 217|5.641 893 6587 1 
.045 327 887 O.118]/5.981 260 1745 0.168]5. 862 936 3168 0. 218]5 .635 336 6682 
. 044 440 0.119/5.979 515 0. 169]5. 859 768 0.219|5.628 654 

901 1766 3208 6811 i 
- 043 539 O.120|5.977 749 0.170|5,.. 856 560 0. 220|5.621 843 
. 042 623 an O.121)5.975 961 tes 0.171]5. 853 312 ae 0.22115 .614 897 ee 
. 041 693 046 0.12215.974152 1831 0.172/5.850022 3332 0.222|5.607 814 1226 1 
. 040 747 960 O.123/5.972 321 1852 0.173|5. 846 690 3374 O . 223 5.600 588 7374 |) 
- 039 787 975 O.124|5.970 469 1875 0.174/5 .843 316 3410 0.22415 .593 214 7529 | 
. 038 812 990 0.125/5.968 594 1807 0.175|5 . 839 897 3462 0.225/5.585 685 7688 | 
. 037 822 1005 0.126/5 .966 697 1919 0.176/5 .836 435 3508 0.226|5 .577 997 78541 
036 817] 102) |. 127|5 964 778] 19,510+177|5 .832927|32-7 | 0. 227/15 . 570 143 Bie 
+035 796) 153610: 128] 5 . 962 836] 1965 |0- 178/5 . 829 373) 260, 0. 228)/5. 562117) goo5f 
- 034 760 0.129|5.960871 0.179|5 .825 773 0. 229]/5. 553912 1] 

1050 1989 3649 8392 | | 
- 033 710 0.130/5.958 882 0.180|5. 822124 0. 230]5.545 520 ] 
. 032 643 ay 0.131]5.956 870 oe 0.181/5. 818 428 er 0. 23115. 536 934 oan 
. 031 5601 1098 0.13215 .954 835 ieee 0.182/5.814681 3797 0. 232|5.528 146 on 
. 030 463 1113 | °° 133 5.952775 2084. 0. 183]5. 810 884 3849 0. 233|5. 519 146 9222| 
- 029 350 1130 0.134/5.950691 2100 0. 184]5 .807 035 3001 0. 234)5 . 509 924 9451 | 
- 028 220 1145 0.13515 .948 582 2133 0.185|5.803 134 3055 0. 235|5 . 500473 9693 
-027 075|1 14> ]O- 1365 - 946 449) 125 | 0 - 186)5 .799 179] 7095 0. 236|5 .490 780 oon} 
.025 913 u77 0.13715 .944 290 2184 0.18715 .795 169 4065 0. 2371/5 . 480 833 10213 
. 024 736 1194 0.138]5 .942 106 oat 0.188]5.791 104 4123 0. 238|/5. 470620 10492 
.023 542 0.139]5 .939 896 0.189|5. 786 981 0. 239|5 . 460128 

1210 2236 4181 _ 110786 
. 022 332 0.140|5 .937 660 0.190]5.782 800 O.240|5. 449 342 X|, 
. 021 105 yA O.141]5.935 398 Ae 0.191|5.778 560 peek O. 24115. 438 246 oe 
- 019 861 1260 O.142]5 .933 109 2316 0.192|5.774 258 4363 0. 24215. 426 823 i 
. 018 601 1274 0.143/5 .930 793 2344 0.193]5. 769 895 4427 O. 24315. 415 056 12133 | 
-O17 324 1204 0.14415 .928 449 2371 0.194/5.765 468 4492 0. 2244/5. 402 923 280m 
- 016 030 1311 0.145|5.926078 2400 0.195|5. 760976 4850 O. 245]5. 390 404. pe 
014719 1328 0.14615 .923 678 2428 0.1965. 756417 4624 O. 246|5 . 377 473 13367 | 
- 013 391 1346 0.147/5.921 250 2456 0.197|5.751 790 4607 O.247/5 . 364 106. 13833 | 
+012 045] 1363 10+ 148]5. 918 794) 0 19610-19815 . 747 093) 1768 0. 248|5 . 350 273 14330 | 
. 010 682 1381 0.149/5.916 308 2516 0.19915 .742 325 4842 0. 249|5 .335 943 14866 | 
- 009 301 0.150/5.913 792 0. 2C0/5 .737 483 O.250|5 .321 077 


.Tafel XV. 
Oppolzer’s M-Tafel. 


log {M}° (m)}- 


0.000 |7 «357 193 0.050|7.355772| cg O. 351 494] 116 0.150|7 - 344313} yu4 ©, 200|7 . 334 152} 936 
0.001 |7 . 357 192 0.051|7- 355 714| 5g |o: - 351 379| 316 |° 151|7 . 344 139] p44 0. 201|7 - 333 917) 235 
09.002 |7 .357 190 0.052 4. 355 656 60 oO. . 351 263 118 0.152 4.343.965 116 0. 202|7 . 333 682 237 
0.0087 +884 288] 4 JO O87 Ses 595) 01 103)7- 351245} 138 |S" 15317 343 ou| 278 0 post. 333.207] 238 
© 008 |7. 387 179 oO oesl7 1385473) o- |e- » $50,907| 22 (0.158 |7 343.433 178 | 6" 208)7 332 968| 534 
9.006 |7 » 357 172 0 .086|7 . 385 410 63 |. gi7| 120 617 . 343 25: 180 | 6" 90}7 . 332 727| 245 
fs . c 64 : . 350 787 122 0. 156|7- 343 253] 19) : 332 727 242 
0.007 |7.357 165 0..087|7 - 355 346 66 oO. . 350 665 123 0.157|7 - 343 072) 195 0. 207|7- 332 485 243 
0.008 |7 . 357 156 0.058|7 «355 280 67 Ol, . 350 542) 98 0.158|7 - 342 890 183 0. 208|7 . 332 242 DAA 
| 0.009 |7.357 147 0.059|7 . 355 213 O. . 350 417 0.159|7 - 342 107 0. 209|7 -331 998 
| }] 0.010 |7 «357 136 0 .060|7 . 355 146 O. 7. 350 292 0.160|7- 342 522 0. 210|7 331 752 
0.011 )7.357 124 0.061)7- 355077 es oO. 7.350165 ae 0.161|7 - 342 337 a 0. 211)7. 331 506 Be 
0.012 |7 -357 111 0.062|7- 355007) 4 OF 7 . 350.037) 3 98 0.162|7- 342 150] 38g |° 212|7. 331 258 250 
0° 013 |7.357 097 0 .063|7 - 354.936 73 O. 7 349 909| 136 0. 163|7 . 341 962 189 0. 213|7 «331 008 240 
0.014 7.357 082 0 . 064 4.354 863 73 oO. 7.349779 132 0.164|7- 341773 191 0.214 7.330758 252 
0.015 |7 «357 005 0.065|7- 354799) 7. O. 7.349 647 132 0.165|7. 341 582 192 0.215|7 «330 506 253 
0.016 |7 . 357 047 0.066|7 + 354715) 7s |°- 7.349 515| 134 |° 166|7 «341 390| 192 |° 216|7 «330 253) 924 
0.017 |7. 357 029 0.067|7 - 354 640 44 (o) 4.349 381 135 0.167|7- 341 198 194 0.217|7 . 329 999 256 
0.018 |7 . 357 009 0 .068|7 - 354 563 "8 O. 7.349 246) 156 0.168|7 . 341 004} 196 0. 218|7-329 743) p24 
0.019 4.356988 0.069|7 - 354.485 @R 7.349110 3° 10.169 7 , 340 808 0.219 4, 329-480 


0.020 }7 «356.966 0.070|7 - 354.495| gq |: 12° 7.348973) 138 0.170|7 - 340612) 10g ©. 220|7. 329 228) ne 
0.021 |7. 356 942 0.071|7- 354 325| go 0. 121|7. 348 835 139 0.171|7- 340414) 199 0. 221|7- 328 909| 61 
0.022 |7- 356918 0.072|7- 354 243) 95 0.122|7. 348 696 141 0.172\7- 340 215} 590 0. 222\7 . 328 708 ee 
0.023 |7- 356 892 0.073 4.354161 84 0.123\7.348 555 142 0.173|7- 340015) 901 0.223 4, 328 440 
0 .024|7 . 356 866 0.074|7-354077) ge 0.124)7. 348413 143 0.174|7- 339 814 593 0. 224|7 . 328 183 
0.028 |7. 356 838 0. 075|7+353992| 96 0.125|7. 348 270 5 0.175|7- 339 611 203 0. 225\7.327 919 
6.026 |7 «356 809 0 -076|7 353.906] gz {2-126 7,348 126 ue 0. 116)7 - 339 408] aos {9° 226 7.321 653 
0.027 |7 . 350779 0.077|7 - 353819) go 0.127|\7. 347 981 147 0.177|7 - 339 203| 296 1° 22'1\1 . 3271 386 
0.028 |7 . 356747 0.078|7 «353 730 89 0.128\7 . 347 834 147 0.178|7 - 338 997) 508 0. 228\7-327 118 
0.029 |7 - 356715 0.079|7 «353 641 0.12917 . 347 687| 147 |o.179|7 - 338.789 9. 229|7 «320849 


Q. + 353 550 92 0.130|7 . 347 538 150 0. 180]7. 338 581 210 Oo. 230 4.326578 
O. 353 458 93 0. 131|7- 347 388 181 0.181|7- 338371) 531 0. 231|7 . 326306 
Or. . 353 3605 04 0. 132\7. 347 237 153 0. 182|7 - 338 160 213 0. 232|7 «326 033 
QO. - 353 271| 95 0.133)7 - 347 084 153 0. 183|7 - 337947) 913 0. 2337 - 325 758 
O. - 353.176) 97 0 .134|7- 346931] ioe 0. 184|7 - 337 734] 9165 0. 234|7 - 325 483 
oO. . 353 079 07 0 .135}7 «346776 156 0.185)7 - 337 519| 516 0. 235\7-325 205 
Oe . 352 982 99 0 .136]7 - 346.620] 54 0.186|7 «337 303) 544 0. 236|7 - 324.927 
O. . 352 883| 400 0.137\7 «346 463 153 0.187|7- 337 086] 438 0 . 237|7 - 324 648 
oO. - 352 783) 01 0. 138)7 . 346 305] 160 0. 188|7 . 336 868} 455 0 . 238|7 - 324 307 
Ors . 352 682 0.139\7 .346 145 0.189|7 - 336 648 0. 239|7 . 324 084 
oO. 7 «352 580} yo4 0. 140|7- 345 985) 162 0.1907 . 336.427] 595 |° 240|7 . 323 801 
oO. 4.352470 104 0.141|7. 345 823 163 0.191|7 . 336 205 223 0. 241|7. 323 516 
Os 7.352 372) 106 0. 142\7. 345 660 164 0.192|7.335 982 224 0. 242|7 .323 230 
oO. 7.352 266 107 0.143 7.345 490 166 0.193 7.335 758 226 0. 243|\'7 . 322 943 
oO. 7.352159] 308 0. 144|7 «345 339) 166 0.194| 7-335 532| 297 0. 244|7 . 322 054 
oO. 4.352051 109 0.145|7- 345 104 168 0.195|\7- 335 395} o98 0. 245\7- 322 304 
oO. 7.351942) 10 0.146|7 . 344.996 160 0.196|7 - 335077 230 0. 246|7 . 322 073 
OF 7.351 832| 342 0.147|7 . 344 827| 345 0.197|\7 «334 847 230 0.247|7. 321 780 
O's 7.351 720] 110 0. 148|7 .344 657 171 0.198|7 - 334 617 232 0. 248\7 321 486 
oO. 7 «351 608} 114 0.149|7 . 344 486 113 0.1997 . 334 385 233 0.249|7. 321191 
01. 4.351 494 0.150|7 -344 313 0 .200|7 . 334 152 0. 250|7 . 320 895 


— 932 — 


Tafel XVI. 


Leuschner’s Erweiterung von Oppolzer’s + Tafel zur Bestimmung der 
geocentrischen Distanz bei ersten Bahnbestimmungen. 


y 40° at 10° a 10° ws 10° 

V) vA “ Z 

0.01 — 3.013 11 O.51 — 13.213 2 1.01 | —182, 288 al a sat — 3.250 53 
0.02 — 3.073 73 Deseo — 13.819 1 1.02) e775), 280; Ws 52 — 3.035 48 
0.03 — 3.136 41 0.53 — 14.466 0 1.03 | — 167.091 1.53 — 2.835 52 
0.04 | — 38.201 22 0.54 — 15.157 3 1.04 | —157.993 1.54 — 2.649 41 
0.05 — 3.268 24 0.55 — 15.896 9 1.05 | — 148.297 1.55 — 2.476 03 
O7:00) | —+ 3.39% 6011 0.56 — 16.689 0 1.06 | —138. 289 1.56 | —2.314 38 
0.07 | — 3.409 39 | 0.57 | — 17.538 3 1.07 | —128.223 1.57 | —2.163 53 
0.08 — 3.483 74 0.58 — 18.449 9 1.08 | —118. 309 1.58 — 2.022 65 
On CO —— sis 500870 0.59 — 19.429 5 1.09 | —108. 714 1.59 —1.890 98 
0.10 | — 3.640 59 | 0.60 | — 20.483 4 1.10 | — 99.561 0 1.60 | —1.767 82 
(O}n,, Alf —= 3.5729 38 0.61 — 21.618 6 Do Le OO OSS nieacapl — 1.652 53 
Oradh2: — .3.809 24 0.62 — 22.842 6 1.12 | — 82.881 1 IPO2 —1.544 53 
0.13 | — 3.898 35 | 0.63 — 24.163 9 L134) —= 4S Aes 7 09) —1.443 29 
0.14 | — 3.990 87 0. 64 — 25.591 9 1.14 | — 68.568 o 1.64 — 1.348 31 
Ok S — 4.086 97 0.65 — 27.1370 1.15 | — 62.2093 4 1.65 —1.259 16 
O.16 | — 4.18684 ‘1 0%.66 | =" 2ersio: 5 1.16 | — 56.5760 1.66 | —1.175 41 
(on ty — 4.200 68 0.67 — 30.6250 Le —— 8 8834: eeu — 1.096 69 
0.18 — 4.398 70 0.68 — .32.594 5 1.18 | — 46.678 9 1.68 —1.022 65 
On lO Wi 4s 5 wy 0.69 — 34.734 2 1.19 | — 42.424 3 1.69 —0.952 978 
0.20 | — 4.628 17 0.70 — 37.060 9 1.20 | — 38.581 6 1.70 —0O.887 368 
Omer == 4 RO 2) O71 — 39.592 9 abe N= nests Gatley ls ela — 0.825 550 
Ores — 4.877 24 On72 — 42.3501 1.22 | — 31.984 6 Nan — 0.767 272 
Onee" — 5.009 82 0.73 — 45.354 2 $23) | 2016253 Mews — Of 712" 908 
0.24 | — 5.148 17 0. 74 — 48.628 6 ¥.24 | — 26..615°7 1.74 | —0.660 426 
0.25 — 5.202 62 0.75 — 52.198 0 1.25 | — 24.317 2 Ween —0O.611 444 
©.26 | — 5.443 53 | 0.76 |) — 56.088°2 [91.26. |>— 22), 2ar 2 1.976°|) ososnun 
O27 — 5.601 28 havahal — 60.326 6 1.27 | — 20.364 8 ie aly —0O.521 436 
0.28 | — 5.766 28 0.478 — 64.940 6 We28) a COTe a 1.78 —oO.480 081 
0.29 — 5.938 98 O79 — 60.957 2 Mie Sa) on nes Once 1A KS) —0.440 959 
0.30 | — 6.119 8&4 0.80 SP HOLD rok BESO n | te RE STE 1.80 — 0.403 933 
0.31 — 6.309 38 | 0.81 — 81..205 4 1.31 | — 14.473 12 alensnh — 0.368 875 
QO. 32 — 6.508 13 0.82 — 87.656 6 Ty 3201) — US), Body. Lee — 0.335 667 
0.33 — 6.1716 69 | 0.83 —) On 402 aF 1533. |= 1270280) 2 1.83 — 0.304 199 
0.34. 1 == 6.935 71 0.84 — 101.801 ba 34 -|5— 1.32010 1.84 — 0.274 368 
oO. 35 — 7.165 86 0.85 — 109. 564 eos ls On aO lS NU tsi) —0. 246 078 
0.36 | — 7.407 88 oO. 86 — 117.741 L236 N*— 97670) 2 fale. 86 —0O.219 240 
0.37 — 172662 58 0.87 — 126. 271 Lh. 37 | 8...904646Ul A a8 —0O.193 770 
0.38 | — 7.930 82 0.88 — 135.056 BO lie BO a sods TOUe anes —0O.169 591 
0.39 | —- 8.213 54 | 0.89 — 143.970 ES Oni | eC OE Soro — 0.146 630 
0.40 | — 8.511 76 0.90 — 152.845 40) ee ia ee. OS ale OO —0O.124 817 
0.41 — 8.826 58 0.91 — 161.476 Tdi ln) 465 O1N! 2301 Ui sor — 0.104 O91 
0.42 — 9.159 20 On. 92 — 169.623 Ved 2 i — Ona a SOM POs —o.084 389 
0.43 | — 9.510 93 | 0.93 — 177.020 1243) |= 35.709" S85] 1-203 —0.065 658 
0. 44 | —= -9..883 18 | 0. 94 — 183.386 1.44 |— 5.311 O01] 1.04 | —0. 047 843 
0.45 — 10.279 5 0.95 | —188.449 BAS | Mars lee afoyatgy MSVoyal (ile ys —0.030 896 
0.46 | — 10.695. 6 0.96 — 101.962 1.46 |— 4.604 24] 1.96 —0.014 771 
0.47 } —11.139 3 0.97 | —103. 733 1.47 | — 4.200 54] 1.07 | --o.coors%s 
©..48-))/ 11 610) 6 0.98 — 193. 639 1.48 | -—— 4.000 25 | 1.98 +0.015 185 
0.49 — 42.111 0.99 — 191. 646 1.49 |— 3.731 33 1.99 + 0.029 096 
©.50 | —12.645 0 1.00 | — 187.813 150) | =) 348 Ovals 200 + 0.042 344 
0.51 | —13.213 2 01 — 182.288 TSl lies) 3250) 535 Sor + 0.054 963 
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Tafel XVI. 


Leuschner’s Erweiterung von Oppolzer’s + Tafel zur Bestimmung der 
geocentrischen Distanz bei ersten Bahnbestimmungen. 


pt 15° 20° | 25° 30° 35° 
0.56 —14.218 9 —11.595 4 — 9.161 87 — 7.078 38 = OnLO) 
0.57 — 14.822 2 —11.978 8 — 9.380 86 —7.188 17 —5.419 41 
0.58 —15.459 5 —12.376 1 — 9.602 86 —7.296 49 — 5.460 11 
0.59 — 16.132 6 — 12.787 3 — 9.827 49 — 1.403 00 — 5-498 ol 
0.60 — 16.843 7 —13.212 6 — 10.054 3 SOL 134 — 5.532 90 
0.61 —17.594 9 — 13.652 0 — 10.282 9 — 7.609 13 — 5.564 61 
0.62 — 18.388 4 — 14.105 3 — 10.512 6 — 7.707 96 — 5.502 94 
0.63 — 19.226 6 Ae d — 10.742 9 — 7.803 43 — 5.617 69 
0.64 — 20.111 6 —15.053 1 — 10.973 1 — 7.895 10 OS On UE 
0.65 — 21.045 8 —15.546 7 —11.202 5 — 17.982 54 = Foy ele 
0.66 227 OS — 16.052 6 — 11.430 2 — 8.065 31 —— 5) 0080. 
0.67 — 23.070 5 — 16.570 2 —11.655 4 — 8.142 95 OT ao 
0.68 — 24.165 1 — 17.008 3 —11.877 1 — 8.215 Ol — 5.681 97 
0.69 — 25.317 1 — 17.635 7 — 12.004 3 — 8.281 03 — atisnk 2h 
0.70 — 26.527 9 —18.181 0 — 12.306 0 — 8.340 57 == ateyiyy TA 
0.71 — 27.798 7 318732 4 ==) al ee. == (, Aoeh TG) —5.667 64 
On72 — 29.130 2 — 19.287 9 — 112708) 2 —8.438 47 5 oO3). SY 
O73 — 30.5224 —19.845 3 — 12.806 3 — 8.476 00 — 5.634 24 
0.74 — 31.974 5 — 20.401 7 — 13.074 2 — 8.505 40 — 5.610 20 
0.75 — 33.484 9 — 20.954 5 — 13.240 4 8.526 33 — 5.581 22 
0.76 — 35.050 9 — 21.500 2 — 13.393 8 — 8.538 46 Di SA os 
On i — 36.668 4 — 22.035 4 — 13.533 1 — 8.541 51 = Ha kis) Hl 
0.78 — 38.331 9 — 22.556 3 —13.657 1 —8.535 24 — 5.464 84 
0.79 — 40.034 3 23), 058.8 — 13.764 5 — 8.519 46 —5.416 36 
0.80 — 41.766 3 231.5385 — 13.854 2 — 8.494 02 — 5.363 18 
0.81 — 43.5169 — 235901 © — 31025) 1 — 8.458 84 S105) 40 
0.82 Se — 24.411 7 — 13970 3 —8.413 89 — 5.243 14 
0.83 — 47.018 1 — 24.795 8 — 14.006 9 — 8.359 17 yal) iy) 
0.84 — 48.735 2 == 75130) 1 — 14.016 1 —-8. 204 75 aoe LOS O4, 
0.85 — 50.404 0 — 25.436 8 — 14.003 6 —8.220 81 — 5.031 16 
0.86 — 52.002 5 — 25.684 8 — 13.968 7 — 8 5 137. 51 — 4.952 72 
0.87 — 53.507 0 — 25.879 1 —13.911 3 — 8.045 10 A OORIS 
0.88 — 54.8093 0 — 26.016 5 — 13.831 3 — 7.943 91 =e 185043 
0.89 == Ones! — 26.093 8 — 13.728 8 — 7.834 26 — 4.697 06 
0.90 — 57.208 7 — 26.108 8 — 13.604 1 st i PLOn SY — 4.605 88 
0.91 — 58.,.090.1 — 26.060 0 Saleh Zisys ts —7.591 28 —— 4 ten Sl el 4: 
0.92 — 58.758 1 — 25.946 5 — 13.290 6 —7.458 88 —— AOL 
0.93 — 59.194 O — 25.708 2 — 13.103 2 — 17.319 88 — 4.318 06 
0.94 — 59.383 7 — 25.526 1 — 12.806 6 — 17.174 83 — 4.218 24 
0.95 ON RS AS) — 25 221.6 — 12.6720 — 7.024 28 —4.116 92 
0.96 — 58.992 4 — 24.857 2 — 12.430 9 — 6.868 83 —4.014 39 
0.97 — 58.408 9 — 24.436 0 —12.174 5 — 6.709 06 — 3.910 89 
0.98 a 514) 7 = 1237001, 9 —11.904 2 —6.545 56 — 3.806 68 
0.99 — 56.502 6 — 23.439 1 — 11.621 6 — 6.378 93 — 3.702 Ol 
1.00 — 55.210 4 — 22,872 6 — 11.328 2 — 6.209 77 — 3.507 11 
Heo 53 e110! 9 — 22.267 1 —11.025 7 —6.038 64 — 3.492 22 
1 O2 — 52.056 5 — 21.628 7 — 10.715 6 — 5.866 10 — 3.387 56 
1.03 — 50.247 2 — 20.962 4 — 10.399 5 — 5.692 70 — 3.283 34 
1.04 — 48.320 7 — 20.273 8 — 10.079 O — 5.518 96 — 3.179 76 
1.05 — 46.305 3 ——1OlN568 3 — 9.755 44 = Hoey So — 3.076 99 
1.06 — 44.228 7 —18.8511 — 9.430 30 55 ol 2098 —2.975 21 
107 —42.1170 19. 127 2 — 9.104 90 — 5.000 44 — 2.874 58 
1.08 — 39.9904 4 — 17,401 2 — 8.780 46 —4.829 95 == Metts, 4 
1.09 —— 37 882.1 — 16.677 4 — 8.458 14 — 4.661 2 — 2.677 33 
1.10 1355198 9 = WS GOO? 25) — 8,138 98 — 4. 494 78 — 2.580 96 
LPL ='33'.,700 5 Abe 251, 1 — 7.823 92 — 4.330 72 — 2.486 25 
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Leuschner’s Erweiterung von Oppolzer’s S. Tafel zur Bestimmung der 
geocentrischen Distanz bei ersten Bahnbestimmungen. 


y 

Z 

aad — 33.760 § —15.251 1 — 7.823 92 — 4.330 72 — 2.486 25 
1.12 BN BO — A555 1 — 7.513 80 — 4.169 40 — 2.393 28 
ne ate) — 29.866 8 — 13.874 0 —'7. 209 36 = 4 011506 =}, FOR AG 
Vea — 28.029 § — 13.210 1 —6.911 26 — 3.855 91 — 2.212 89 
125 — 26.273 2 —12.565 1 — 6.620 02 — 3.704 12 — 2.125 61 
1 J 16 — 24.601 § —11.940 4 — 6. 336 13 —3.555 84 — 2.040 33 
Eely — 23.016 1 —— oo ies: — 6.059 93 — 3.411 21 — TOR ae 
LS = 21.517 5 —10.755 9 —5.791 75 — 3.270 33 Sed tei 96 
1.19 — 20.104 7 — 10.197 4 —5.531 77 — 3.133 27 —1.790 91 
1.2 == ke OO — 9.661 73 — 5.280 18 — 3.000 08 IO Re 
ated — 17.529 3 — 9.149 03 — 5.037 05 — 2.870 81 —1.645 16 
Lixo — 16.361 3 — 8.659 12 —4.802 44 — 2.745 46 — Teese en 
meee — 15.268 8 — 8.191 72 — 4.570 31 — 2.624 04 —1.501 88 
Were! = 145-248) 1 — RAG Ae — 4.358 64 a 500) 54: Asse 
WS — 13.295 6 == 11322 69 —— 4 14933 — 2.392 92 —1.367 Ol 
Be — 12.407 4 — 6.919 93 — 3.948 25 — 2. 283 15 — 1.302 67 
127 —11.579 6 — 6.537 49 — 3.755 26 —2.177 18 — 1.240 37 
1.28 — 10. 808 6 — 6.17463 — 3.570 19 — 2.074 94 — 1.180 07 
1.29 — 10.090 9 — 5.830 63 — 3.392 84 —1.976 37 —1.121 74 
1.5.30 — 9.422 79 — 5.504 72 — 3.223 02 —1.881 40 — 1.0605 35 
1.31 — 8.800 96 — 5.196 12 — 3.060 50 —1.789 94 —1.010 86 
Ta32 — 8.222 25 — 4.904 05 — 2.905 06 —1.701 92 — 0.958 220 
Le33 — 17.683 64 — 4.627 73 — 2.756 47 —1.617 24 — 0.907 AGO 
1.34 — 17.182 30 — 4.366 42 — 2.614 49 —1.535 82 — 0.858 352 
1 35) — 6.715 58 — 4.119 36 — 2.478 88 —1.457 56 — 0.811 036 
1430 — 6.280 96 — 3.885 82 — 2.349 41 — 1.382 37 — 0.765 402 
sy — 5.876 13 — 3.665 11 — 2.225 83 — 1.310 15 — 0.1721 408 
1.38 — 5.498 93 — 3.456 53 — 2.107 92 — 1.240 81 — 0.679 005 
1.39 = 5.147) 33 — 3.259 45 —1.995 44 —1.174 25 ~~ 0. 688 155 
1.40 — 4.819 48 — 3.073 23 — 1.888 16 —1.110 38 — 0.598 805 
1.44 — 4.513 64 — 2.897 27 —1.785 86 —1.049 11 — 0.560 912 
Wiggs — 4.228 20 — 2.731 00 —1.688 33 — 0.990 346 —0O.524 431 
1.43 — 3.961 68 — 2.573 88 — 1.595 36 — 0.933 992 — 0.489 317 
1.44 — 3.11270 12). 425630 ——i1 500) 74 —0.879 963 = 07455) 525 
1.45 — 3.480 00 — 2.285 05 —1.422 28 —o.828 170 — 0.423 017 
1.46 — 3.262 40 — 2.152 38 —1.341 78 —0.778 529 —0.391 744 
Ws 49 — 3.058 82 — 2.026 95 — 1.265 06 —0.730 957 — 0.361 668 
1.48 — 2.868 26 — 1.908 35 —1.191 95 -- 0.685 372 — 0.332 746 
1.49 — 2.689 78 — 1.796 18 =] 122 28 —0.641 698 — 0.304 937 
WSO — 2.522 54 — 1.690 07 — 1.055 88 —0O.599 858 — 0.278 207 
2 51 — 2.365 75 — 1.589 67 — 0.992 612 — Ol. 550) tau — 0.252 507 
1. 52 — 2.218 67 — 1.494 66 — 0.932 312 —0O.521 384 — 0.227 820 
1.53 — 2.080 63 — 1.404 72 —0O.874 840 — 0.484 613 — 0. 204 094 
1.54 — 1.951 02 — 1.319 57 — 0.820 062 —0.449 304 —o0O.181 295 
1.55 — 1.829 24 ale 2o GOs —0.767 851 — 0.415 664 — 0.159 393 
1.56 — 1.714 78 — 1.162 54 —0o.718 078 — 0.383 361 — 0.138 353 
1:57 = AE OOT Eds —— 1). GOOrA; — 0.670 629 — 0.352 428 —0.118 144 
1.58 — 1.505 84 — 1.021 57 — 0.625 301 — 0.322 804 — 0.098 734 
59 = W410 48 —= 10.956 547 — 0.582 261 — 0.204 436 —o.080 094 
1.60 — 1.320 67 — 0.894 888 —0O.541 129 —0.267 271 — 0.062 196 
1.61 — 1.236 04 — 0.836 407 — 0.501 904 — 0.241 256 — 0.045 010 
IOP — 1.156 25 — 0. 780" O25 — 0.464 492 — 0.216 348 —o.028 511 
1.63 — 1.081 00 = Oa 26 — 0.428 807 —0.192 496 —0.012 670 
1.64 — 1.009 98 — 0.678 301 — 0.394 764 —0.169 655 +0.002 535 
1.65 — 0.942: 943 — 0.630 853 — 0.362 286 — 0.147 783 + 0.017 130 
1.66 — 0.879 624 — 0.585 792 — 0.331 2094 — 0.126 838 + 0.031 138 
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Leuschner’s Erweiterung von Oppolzer’s 2. Tafel zur Bestimmung der 
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1.66 | —0.879 624 — 0.585 792 — 0.331 294 —0.126 838 0.031 138 
07) —o.819 795 —0.542 987 — 0.301 719 —0.106 782 0.044 581 
1.68 —0. 763 238 —0oO.502 316 — 0.273 495 — 0.087 576 0.057 482 
1.69 —0.709 752 — 0.463 663 — 0.246 555 —0.069 185 0.069 861 
T7O —0.659 151 —0O.426 918 — 0.220 838 —0.051 572 0.081 738 
We 7al —0O.611 258 — 0.391 979 —0O.196 285 —0.034 707 0.093 133 
V4 —0.565 912 —0. 358 749 —0.172 842 —0.018 556 0.104 065 
A WR —0O.522 962 — 0.327 138 —0.150 458 — 0.003 090 0.114 551 
1.74 —0.482 263 —0O. 297 059 —0.129 080 OO 721 0.124 608 
100 $45) —0.443 686 — 0.268 433 —0O.108 663 0.025 904 0.134 254 
LO — 0.407 106 —0O.241 182 — 0.089 161 0.039 486 +0.143 503 
ayy — 0.372 407 —0.215 236 —0.070 531 0.052 492 Ons 20375 
7s — 0.339 481 —0.190 527 — 0.052 732 0.064 947 0.160 876 
IU fhe) —0.308 232 —0O.166 991 — 0.035 725 0.076 874 + 0.169 028 
1.80 — 0.278 558 —0O.144 569 —0.019 475 0.088 295 +- 0.176 841 
1.81 — 0.250 374 — 0.123 202 —0O.003 947 0.099 231 + 0.184 330 
1.82 — 0.223 599 —0O.102 839 0.010 893 0.109 703 0.191 507 
1.83 —0.198 152 — 0.083 428 0.025 076 0.119 729 0.198 382 
1.84 — O73 903 — 0.064 922 + 0.038 633 0.129 330 0.204 970 
TA zels) —— Oi 150) 00d — 0.0479 275 + 0.051 592 0.138 521 0.211 280 
1.86 —0O.1329 084 — 0.030 446 + 0.063 979 + 0.147 321 leit 324 
12.87 —0O.108 270 —0O.014 393 + 0.075 820 70-155 745 On 223 lO 
1.88 —0.088 465 0.000 921 + 0.087 140 + 0.163 809 aoe 650 
1.89 —0.069 613 0.015 532 0.097 963 0.171 529 O. 233 953 
1 GO) —0O.051 665 0.029 474 0.108 310 0.178 917 + 0.239 029 
VAOU — 0.034 575 0.042 781 0.118 203 +o.185 988 +o. 243 884 
1.92 —o0.018 296 0.055 480 0.127 661 + 0.192 755 ieee 528 
1.93 —0.002 790 0.067 603 0.136 705 Tie 199 230 0.252 970 
1.94 +0.011 985 0.079 176 0.145 351 ©. 205 425 +-0.257 217 
1.95 + 0.026 066 0.090 226 0.153 619 5 ON ERO 0.261 276 
1.96 0.039 487 0.100 776 0.161 523 Oil OL) +0.265 155 
eG 7; 0.052 282 0.110 849 0.169 080 = 0.222 442 + 0.268 860 
1.98 0.064 480 0.120 469 0.176 304 0.227 626 fot 398 
1.99 0.076 113 0.129 657 0.183 210 0/232 582 0.275 776 
2.00 0.087 207 0.138 431 0.189 812 0. 237 320 + 0.278 991 
BX oy sa 097 789 +0.146 810 +0.196 122 4-0. 241 849 + 0.282 073 
2EIO2 0.107.883 +0.154 814 +0.202 154 +0. 246 175 + 0.285 005 
2.03 +0.117 513 +0.162 458 +0.207 918 | +0. 250 309 + 0.287 799 
2.04 ee 126 701 + 0.169 759 +0.213 426 + 0.254 256 +- 0.290 460 
25.05 0.135 469 + 0.176 733 + 0.218 690 + 0. 258 025 + 0.292 987 
2.06 +0.143 836 + 0.183 393 0.223 718 +0. 261 623 +0. 295 405 
2.07 + 0.151 824 +0.189 754 ©. 228 522 +- 0.265 056 + 0.297 699 
2.08 aR 159 443 +0.195 829 O. 233 110 0. 268 332 + 0.299 878 
2.09 0.166 712 + 0.201 631 0.237 491 0.271 455 + 0.301 949 
2.10 +0.173 652 + 0.207 170 0.241 674 + 0.274 433 7 0.303 914 
peal +0.180 276 +0.212 460 0.245 667 0.277 270 +0.305 778 
Pane + 0.186 599 1 ies 511 0.249 478 0.279 973 0.307 540 
2.13 +0.192 633 0.222 332 0.253 114 0. 282 546 0. 309 216 
2.14 +0.198 392 +0. 226 934 0.256 582 0.284 994 0.310 798 
2.15 + 0.203 887 + 0.231 327 0.259 889 0. 287 323 0.312 294 
216 +0. 209 132 +0.235 518 0. 263 O41 O. 289 537 ORO 3105 
2017 +0.214 137 + 0.239 517 0.266 046 0.291 641 0.315 036 
2.18 +o0.218 912 +0. 243 332 0.268 909 0. 293 638 0.316 289 
2 LO +0. 223 468 + 0.246 970 0.271 635 0.295 533 0.317 468 
2.20 + 0.227 814 + 0.250 439 0.274 231 0.297 329 0.318 574 
peel + 0.231 959 +.0253 746 +0. 276 701 + 0.299 031 +0.319 611 
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@, 

PPA + 0.231 959 + 0.253 746 On 276) FOU 0.299 031 0.319 611 
Dee +0.235 912 + 0.256 898 0.279 O50 0.300 642 0.320 581 
2.423 +0. 239 681 + 0.259 900 0.281 283 0.302 166 0.321 487 
Deed. +0.243 275 + 0.262 760 0. 283 405 O. 303 605 0. 322 332 
BOS +0. 246 700 + 0.265 483 0.285 419 0.304 964 0. 323 116 
2.26 +0.249 963 +0.268 074 0.287 331 0.306 244 0.323 844 
Dey + 0.253 073 +0.270 539 0.289 144 0.307 450 0.324 516 
2.28 + 0.256 034 + 0.272 884 0.290 862 0.308 583 0.325 134 
PE OO) +0.258 853 +0.275 112 0.292 488 0.309 648 0.325 702 
2) e0) SO Zonl 5347 +0.277 229 0.294 027 0.310 645 0.326 220 
Pe + 0.264 091 + 0.279 239 0.295 482 02311 578 0.326 691 
2.32 + 0.266 518 + 0.281 146 0.296 855 0.312 450 0.327 115 
2.33 +0.268 827 + 0.282 955 0.298 151 -+ 0.313 262 0.327 496 
2.34 +0.271 021 + 0.284 669 0.299 372 0.314 016 0.327 834 
SENS + 0.273 104 + 0.286 293 0.300 521 0.314 716 O. 328 132 
2.36 +0.275 082 +o. 287 829 0.301 601 0.315 362 0.328 390 
ae +0. 276 959 + 0. 289. 281 0.302 614 0.315 957 0.328 610 
2238 +0.278 738 + 0.290 653 0.303 563 0.316 504 0.328 794 
2.39 + 0.280 424 + 0.291 947 0.304 451 0.317 003 0.328 942 
2.40 + 0.282 021 +0. 293 167 + 0.305 279 0.317 456 0.329 057 
2.4) +0. 283 531 + 0.294 315 ie ee 050 0.317 866 0.329 135 
2.442 + 0.284 959 + 0.295 395 0.306 766 0.318 233 0.329 189 
2.43 +0. 286 307 + 0. 296 408 0.307 430 0.318 560 0.329 210 
2.44 -Lo. 287 579 + 0.297 359 {0-308 043 0.318 847 0.329 201 
2.45 +0. 288 778 + 0.298 248 +0. 308 607 0.319 097 0.329 164 
2.46 + 0.289 907 +0. 299 078 + 0.309 124 0.319 311 0.329 101 
2.47 + 0.290 968 + 0.299 853 T2309 596 0.319 490 0.329 O11 
2.48 +0.291 965 + 0.300 572 O. 310 02 0.319 635 0.328 897 
3. 49 + 0.292 898 + 0.301 240 + 0.310 411 0.319 748 + 0.328 758 
27.50 + 0.293 772 + 0.301 858 + 0.310 757 0.319 830 0.328 597 
De Ks +o. 294 589 ++ 0.302 427 ++ 0.311 064 + 0.319 881 +0.328 413 
DoF +0.295 351 + 0.302 950 + 0.311 334 + 0.319 904 ce 208 
2.53 -- 0.296 058 + 0. 303 428 + 0.311 568 -- 0.319 900 0. 327 982 
Bana. +0.206 713 +0. 303 863 + 0.311 768 + 0.319 868 + 0.327 736 
255 + 0.297 321 + 0. 304 257 + 0.311 934 +0.319 811 + 0.327 471 
2.56 -+0.207 881 +o. 304 611 + 0.312 068 +0.319 729 0.327 188 
257 + 0.298 396 + 0.304 9247 iene 172 + 0.319 623 0. 326 888 
2.58 +0.298 867 + 0.305 206 0.312 246 + 0.319 495 + 0.326 570 
2.59 +0. 209 295 +0. 305 449 + 0.312 291 +0.319 344 +0.326 236 


60 + 0.299 681 + 0.305 659 + 0.312 309 +0. 319 172 + 0.325 887 


OL + 0.300 033 +0. 305 836 + 0.312 301 +0.318 980 +0.325 522 
. 62 + 0.300 345 +0.305 981 + 0.312 267 +o0.318 768 Lee 144 
2. 620 + 0.306 096 + 0.312 209 +0.318 537 0.324 752 
2.64 + 0.300 862 + 0.306 182 nha 127 + 0.318 288 Tee 345 


bo dvo tw vd 
oO 
os) 
fe) 
w 
re) 
(2) 


2.05 + 0.301 069 +0. 306 239 0.312 022 + 0.318 021 0. 323 926 
2.66 + 0.301 245 +0. 306 270 ues 896 sos 317 738 + 0.323 495 
2.67 + 0.301 390 + 0.306 274 0.311 748 +0.317 439 +0. 323 052 


vo 
fon 
ea) 

a 
(e} 

w 
[e) 
a 


505 0.306 254 ++ 0.311 580 ee 124 + 0.322 599 
. 69 + 0.301 591 0. 306 209 Ne 393 0.316 794 + 0.322 133 
- 70 + 0.301 651 O. 306 141 0.311 187 + 0.316 450 +0.321 657 


vil ee 683 + 0.306 051 iene 953 + 0.316 092 + 0.321 172 

0.301 691 --o. 305 940 ©. 310 722 + 0.315 721 ine. 677 
73 +0.301 674 + 0.305 808 +0.310 465 0.315 338 0.320 173 
BTA. + 0.301 633 +0.305 656 + 0.310 192 nee 314 942 +0.319 660 
eS + 0.301 569 + 0.305 485 + 0. 309 903 + 0.314 534 + 0.319 139 


484 + 0.305 295 + 0.309 599 0.314 115 + 0.318 610 
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Tafel XVI. 


Leuschner’s Erweiterung von Oppolzer’s = Tafel zur Bestimmung der 
geocentrischen Distanz bei ersten Bahnbestimmungen. 


ne 15° 200 | 250 | 30° 35° 
2.96 +0.301 484 +0. 305 205 + 0.309 599 + 0.314 115 + 0.318 610 
Denn +0. 301 378 +0. 305 088 + 0.309 281 + 0.313 686 +0.318 073 
278 + 0.301 252 + 0.304 864 + 0.308 950 + 0.313 246 +0.317 528 
2.79 + 0.301 106 + 0.304 623 + 0.308 606 +0.312 796 + 0.316 976 
2.80 + 0.300 939 +0. 304 367 +0. 308 249 +0.312 336 + 0.316 418 
27.81 +0.300 759 +0. 304 096 + 0.307 880 + 0.311 868 + 0.315 854 
Bee + 0.300 560 + 0. 303 810 + 0.307 499 + 0.311 391 + 0.315 286 
2.83 + 0.300 344 + 0.303 511 + 0.307 10 + 0.310 905 +0.314 710 | 
2.84 0.300 111 +0. 303 198 + 0.306 705 + 0.310 412 +0.314 128 | 
2.85 0.299 864 + 0.302 872 + 0.306 293 + 0.309 910 + 0.313 541 
2.86 + 0.299 602 + 0.302 533 eae 871 + 0.309 402 + 0.312 950 
2.87 + 0.299 325 + 0.302 183 0.305 439 + 0.308 886 + 0.312 353 
2.88 + 0.299 035 + 0.301 822 + 0. 304 998 +0. 308 364 0.311 752 
2.890 + 0.298 732 + 0.301 449 +0.304 548 + 0.307 835 ++ 0.311 146 
2.90 + 0.298 417 + 0.301 066 + 0.304 090 + 0.307 301 + 0.310 537 
2.00) + 0.298 089 + 0.300 673 + 0.303 624 + 0.306 760 +0.309 92 
2.92 + 0,297 749 + 0.300 270 + 0.303 151 + 0.306 214 + 0.309 307 
2.93 0.297 399 + 0.299 858 + 0.302 670 +0.305 663 + 0.308 687 | 
2.94 nee 038 + 0.299 436 + 0.302 183 0.305 106 + 0.308 063 
2.95 + 0.296 666 + 0.299 007 + 0.301 688 + 0.304 545 + 0.307 437 
2.96 + 0.296 285 + 0.298 569 + 0.301 187 + 0.303 979 + 0.306 807 
2.97 +0.295 894 +0.298 123 + 0.300 680 + 0.303 409 + 0.306 175 
2.98 0.295 494 + 0.297 670 + 0.300 168 + 0.302 835 + 0.305 540 
2.99 ice 085 + 0.297 210 + 0.299 650 =! 302) 256 + 0,304 902 
3.00 + 0.294 668 -+0.296 742 + 0.299 126 + 0.301 674 + 0.304 264 
3.01 +0.2094 243 +0. 296 269 + 0.298 597 + 0.301 089 + 0.303 622 
B02 +c, 293 811 + 0.295 788 + 0.298 064 + 0.300 500 + 0.302 980 
3.103 +0.293 371 +0.295 302 + 0.297 526 +0. 299 909 +0. 302 336 
3.04 + 0.292 924 + 0.294 810 ae 984 +o. 209 314 + 0.301 688 
3.05 + 0.292 470 + 0.294 313 0.296 437 +0. 298 716 + 0.301 041 
3.06 + 0.292 010 + 0.293 810 + 0.295 886 + 0.208 116 + 0.300 392 
3.07 0.291 543 0. 293 302 + 0.295 332 -+- 0.207 513 + 0.299 740 
3.08 0.291 O71 0.292 790 dee 174 + 0.296 909 + 0.299 090 | 
BoD) 0.290 592 Eee a 273 0.294 213 +0. 296 302 +0.2098 436 
2.10 0.290 109 0.291 751 + 0.293 649 +0.295 692 + 0.297 785 
201 +0. 2890 621 ae 226 + 0.293 082 +-0.205 082 +0.297 129 
BG 2 +0. 289 127 0.290 696 +0.292 512 +0.204 469 +0.296 473 
mnie) + 0.288 629 + 0.290 163 + 0.291 939 + 0.293 855 +0.295 817 
3.14 +0.288 127 + 0.289 627 +0.291 364 + 0.2093 239 +0.2095 162 
3.15 + 0.287 620 + 0.289 087 + 0.290 786 +0.292 622 +0.294 507 
3.16 + 0.287 109 +0. 288 543 + 0.290 206 +0. 292 004 + 0.293 850 
aly) Lae 594 see 997 + 0.289 624 +0.291 385 +0.203 194 
3.18 0.286 076 0.287 448 + 0.289 040 +0.290 764 + 0.292 536 
3:19 + 0.285 554 + 0.286 896 + 0.288 455 + 0.290 143 + 0.291 879 
3.20 + 0.285 029 +0. 286 342 + 0.287 868 +0.289 521 +0.2091 223 
2). 21 0. 284 501 + 0.285 786 + 0.287 279 + 0. 288 898 + 0.290 567 
Bee 0. 283 970 +0. 285 227 + 0.286 689 + 0.288 275 + 0.289 910 
3.23 ©. 283 436 + 0.284 666 + 0.286 007 + 0.287 651 + 0.289 254 
3,24 0.282 809 +0. 284 103 + 0.285 505, + 0.287 027 + 0.288 599 
Bo 25 + 0.282 360 + 0.283 539 +0. 284 911 +0. 286 403 +0. 287 943 
Banco + 0.281 819 sce 972 dee oe 316 +o0.285 778 + 0.287 287 
key + 0.281 275 0.282 404 0.283 720 +0. 285 153 + 0.286 633 
Bees. | eee 729 0.281 835 + 0.283 124 + 0.284 528 + 0.285 980 
8) 0.280 182 0.281 264 + 0.282 527 + 0.283 903 + 0.285 328 
2. 30 + 0.279 632 0.280 692 +o. 281 930 + 0. 283 27 + 0.284 674 
B31 + 0.279 081 + 0.280 119 JE yoy nl Se + 0.282 654 + 0. 284-023 
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Tafel XVI. 


Leuschner’s Erweiterung von Oppolzer’s 2 Tafel zur Bestimmung der 
geocentrischen Distanz bei ersten Bahnbestimmungen. 


DW WWwWWwWwW WWWWW WwWwWww WWWWW WWWWW WWWHW WWWWW WWWWW WWWWW WHWWWH WWWwWHw 
ee er eek ee ein La ira eM held late Cm uyle L/h ee a cae he . win See ay Be ee ne . A 


vg 15° 20° | 25° | 30° 35° 
3 +0.279 081 neuen 119 ~ thas 332 +0. 282 654 0.284 023 
132 +0.278 528 0.279 545 0.280 733 + 0.282 029 0.283 372 
533 +0.277 974 + 0.278 970 Tere 134 +0. 281 405 0.282 722 
34 +0.277 419 a Gee 394 0.279 535 + 0.280 781 BE O72 
£35 + 0.276 862 0.277 818 + 0.278 936 + 0.280 157 0.281 425 
. 36 + 0.276 304 0.277 241 0.278 337 +0.279 534 +o. 280 779 
37 + 0.275 746 0.276 663 On 277.937 + 0.278 912 Tee 133 
. 38 aie ee 186 0.276 085 Ones S: + 0.278 290 0.279 489 
- 39 0.274 625 0.275 506 + 0.276 539 0.277 668 +0.278 845 
. 40 + 0.274 062 0.274 927 +0.275 940 0.277 048 + 0.278 200 
-41 + 0.273 502 0.274 348 +0.275 341 +0.276 428 +0.277 560 
42 +0.272 939 0.273 769 +0.274 742 + 0.275 809 Tea 919 
- 43 + 0.272 376 0.273 189 +0.274 144 +0.275 190 0.276 282 
. 44 +0.271 813 + 0.272 610 +-0.273 546 BE eee 573 + 0.275 644 
45 + 0.271 249 + 0.272 031 + 0.272 949 0.273 956 + 0.275 007 
. 46 + 0.270 685 One niaasd bared 352 + 0.273 340 +0.274 374 
47 + 0.270 121 0.270 872 -O.271 756 alge er 726 Tee 738 
. 48 + 0.269 556 0.270 293 nee 160 OER aw 0.273 107 
49 + 0.268 992 0.269 715 0.270 565 rege 4s 499 Eee 478 
50 + 0.268 427 0.269 136 + 0.269 971 0.270 888 0.271 848 
or ante 863 + 0.268 558 + 0.269 378 +0.270 277 + 0.271 220 
52 0. 267 299 +0.267 981 + 0.268 785 +0. 269 668 + 0.270 595 
53 +0.266 733 + 0.267 404 +0. 268 193 BE es C60 + 0.269 969 
54 + 0.266 171 +0. 266 827 0.267 602 0.268 453 +0. 269 346 
55 0.265 608 +0. 266 252 ie ye oll +0. 267 848 + 0.268 724 
56 + 0.265 045 +0. 265 676 tee 422 + 0.267 243 + 0.268 105 
eS + 0.264 478 +0.265 102 0.265 834 ge Bee 640 +0.267 487 
58 +0. 263 919 ce 528 +0.265 247 0.266 039 + 0.266 871 
59 + 0.263 358 0. 263 955 + 0.264 660 + 0.265 438 +0.266 256 
. 60 + 0.262 796 + 0.263 382 + 0.264 075 +0. 264 839 + 0.265 644 
61 +0.262 236 eee 811 + 0.263 491 +0.264 242 + 0.265 031 
. 62 + 0.261 676 0.262 240 + 0.262 908 + 0.263 646 + 0.264 421 
63 + 0.261 116 +0.261 671 + 0. 262 326 + 0. 263 051 +0. 263 813 
64 + 0.260 560 + 0.261 102 0.261 746 + 0.262 458 + 0.263 208 
-65 + 0.259 999 + 0.260 534 Leap es 166 + 0.261 866 + 0.262 602 
66 0.259 442 +0. 259 967 + 0.260 588 +0.261 275 To 000 
67 aga 886 + 0.259 401 + 0.260 011 + 0.260 687 0.261 397 
68 + 0.258 330 +0.258 836 +0. 259 436 0.260 099 +0. 260 799 
69 + 0.257 776 +0. 258 273 + 0.258 861 0.259 514 +0. 260 202 
70 ++ 0.257 222 ++ 0.257 710 + 0.258 288 0.258 930 ++ 0.259 606 
71 isa 669 + 0.257 148 + 0.257 716 + 0.258 347 0.259 010 
2 0.256 117 + 0.256 588 +0.257 146 + 0.257 766 0. 258 420 
73 +0.255 566 + 0.256 029 + 0.256 577 pee ey 187 0.257 830 
74 +0.255 O17 cea 471 + 0.256 O10 0.256 609 + 0.257 241 
75 + 0.254 468 0.254 914 +0.255 444 + 0.256 033 + 0.256 655 
"6 + 0.253 920 +0.254 359 + 0.254 880 +0.255 458 + 0.256 070 
“ld + 0.253 373 +0.253 804 + 0.254 316 +0.254 885 + 0.255 486 
78 +0. 252 828 +0.253 251 +0.253 755 +0.254 314 + 0.254 906 
79 +0. 252 284 +-0.252 700 + 0.253 195 + 0.253 744 13a Rot 
80 + 0.251 740 + 0.252 149 + 0.252 636 + 0.253 176 0.253 749 
81 +0.251 198 + 0.251 600 oozes 079 +0. 252 610 0.253 174 
82 + 0.250 659 Le 053 0.251 523 +0. 252 046 0.252 600 
83 + 0.250 118 0.250 506 + 0.250 968 + 0.251 483 0.252 028 
84 + 0.249 580 + 0.249 961 fee 415 +0.250 922 + 0.251 458 
85 + 0.249 043 +0. 249 418 0.249 864 +0. 250 362 + 0.250 890 
86 + 0.248 507 + 0.248 876 +0. 249 315 + 0.249 804 +0. 250 324 
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Leuschner’s Erweiterung von Oppolzer’s = Tafel zur Bestimmung der 
geocentrischen Distanz bei ersten Bahnbestimmungen. 


y 

Z 

3.86 +0. 248 507 +0.248 876 +0.249 315 aE 249 804 ary 
By 87 flee 247 972 +0.248 335 + 0.248 767 0.249 248 O. 
3.88 0.247 439 0.247 795 + 0.248 220 +0. 248 694 +o 
3.80 + 0.246 907 1 0.247 258 +0.247 675 se 248 142 +o 
3-90 + 0.246 376 + 0.246 721 + 0.247 132 0.247 591 +o 
2 n01 +0.245 847 + 0.246 186 +0.246 590 +0.247 042 +o 
3.92 +0.245 319 +0.245 653 + 0.246 050 +0.246 494 +o 
3-93 + 0.244 792 + 0.245 121 + 0.245 512 ‘ey 245 949 +0 
3.94 + 0.244 267 +0. 244 590 + 0.244 975 0.245 405 +0 
3.95 + 0.243 744 +0. 244 061 +0.244 440 +0. 244 863 +o 
3.96 +0. 243 220 + 0.243 533 + 0.243 906 ee 244 322 +o 
3.97 + 0.242 701 ims 243 007 + 0.243 374 0.243 784 ako 
3.98 +0.242 179 0.242 483 alae 242 844 +0.243 247 +o 
3.99 + 0.241 663 ibe 241 960 0.242 315 + 0.242 712 +o 
4.00 + 0.241 148 0.241 438 +0.241 788 +0.242 179 +0 


. 248 638 
. 248 078 


- 247 522 
. 246 966 
- 246 413 
~ 245 864 
»245 313 


. 244 767 
. 244 221 
. 243 676 
. 243 136 
. 242 596 
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Tafel XVI 


Louschner’s Erweiterung yon Oppolzer’s + Tafel zur Bestimmung der 
geocentrischen Distanz bei ersten Bahnbestimmungen. 


— | 40° A5° | 50° | 55° 

0.36 — 3.542 72 — 2.905 55 — 2.323 88 —1.801 10 

0.37 — 3.577 23 — 2.919 76 — 2.323 76 —1.791 61 

0.38 — 3.611 13 — 2.933 03 — 2.322 68 —1.781 31 

0.3 — 3.644 35 — 2.945 30 — 2.320 60 —1.770 20 

oO. 40 — 3.676 80 — 2.956 52 — 2.317 52 —1.758 28 

O.41 — 3.708 41 — 2.966 63 —2). 81:3) 39. ae 14. Nee —1.256 08 

0.42 — 3 «739 09 —= 2975059 — 2.308 21 ——<\ 731 (99 —1.238 34 : 
0.43 — 3.768 76 — 2.983 35 — 2.301 96 aw WEL as! — 1.220 08 
0.44 1D TS — 2.989 85 — 2.204 61 —1.%702 46 —1.201 32 
0.45 — 3.824 71 — 2.995 05 — 2.286 15 — 1.686 50 — 1.182 08 
0.46 — 3.850 81 — 2.998 89 — 2.216 357 —1.:669 74 —1.162 36 ; 
0.47 —= 3.875 53 — 3.001 34 — 2.265 86 — 1.652 20 —1.142 20 

0.48 — 3.8098 78 — 3.002 34 — 2.254 Ol — 1.633 89 —1.121 60 

0.49 — 3.920 46 — 3.001 87 — 2.241 Ol —1.614 83 — 1.100 60 

0.50 — 3.940 48 — 2.999 87 — 2.226 87 —1.595 02 —1.079 20 

0.51 — 3.958 75 — 2.996 30 —2.211 58 — 1 57450 —1.057 44 

0.52 — 3.975 17 — 2.991 15 —2.195 14 —1.553 26 —1.035 33 

O58 — 3.989 64 — 2.984 37 — 2.177 56 —1.531 35 —1.012 89 

0.54 — 4.002 08 —2.975 94 — 2.158 85 —1.508 76 —0O.990 161 | 
0.55 — 4.012 40 — 2.965 83 — 2.139 Ol —1.485 55 —o.967 154 
0-5 Me : 
O57 — 4.026 32 — 2.940 52 — 2.096 03 Sh nZeyy 2D) —0O.920 412 § 
0.58 —4.029 77 — 2.925 30 — 2.072 93 —1.412 31 — 0.896 727 

0.59 —= 4.030 77/7 — 2.908 35 — 2.048 78 —1.386 80 —o.872 867 

0.60 —4.029 27 — 2.889 67 — 2.023 60 — 1.360 79 —o.848 856 

0.61 —4.025 20 — 2.869 28 —1.997 43 — 1.334 31 —0.824 721 

0.62 —4.018 50 — 2.847 17 — 1.970 29 — 1.307 39 —0.800 485 

0.63 — 4.009 12 — 2.823 36 —1.942 22 — 1.280 06 —0.776 175 

0.64 OO TMOS, — 2.797 88 —1.913 26 —1.252 36 —0.%751 814 

0.65 — 3.982 20 — 2.770 74 —1.883 44 —1.224 32 —0.727 428 

0. 66 — 219047950) 2 4 O7 — 1.852 80 —1.195 98 — 0.703 042 

0.67 — 31944 2 — 2.711 62 — 1.821 38 —1.167 37 — 0.678 677 
0.68 — 3.921 03 — 2.679 71 —1.789 23 —1.138 53 —0.654 358 

0. 69 — 3.8095 07 — 2.646 30 —1.756 40 —1.109 48 — 0.630 106 

0.70 — 3.866 34 OLAS —1.722 92 — 1.080 27 —0.605 945 

O. 71 SE Gey s — 2.575 15 Sil HORS SS —1.050 93 —0.581 897 
Ongi2 — 3.800 68 — 2.537 52 — 1.654 2 —1.021 49 —0.557 980 
Onis — 3.763 83 — 2.408 61 —1.619 14 —0.991 984 | —O0O.534 215 
0. 74 = Bn I. Be — 2.458 48 —1.583 59 — 0.962448 —0.510 623 ‘ 
0.75 — 3.682 36 — 2.417 18 —= 1.547 64 — 0.932 915 — 0.487 221 

On 70 = SY 187) —2.374-81 —1.511 36 — 0.903 415 —0O. 464 026 

Oni — 3.591 00 — 2.331 42 —— 144 78 — 0. 873 979 — 0.441 056 
0.78 — 3.541 82 — 2.287 10 — 1.437 96 —oO. 844 639 — 0.418 326 

0.79 — 3.4090 45 — 2.241 91 —1.400 96 —o0.815 419 —o0.395 851 

0.80 — 3.436 97 — 2.195 94 — 1.363 80 —0.786 356 — 0.373 645 

0.81 — 3.381 51 — 2.149 28 — 1.326 56 —0O->757 469 —0O.351 721 

0.82 — 3.324 19 —— oe LOL EO — 1.289 27 —O1. 728 187 — 0.330 093 | 
0.83 — 3.265 13 — 2.054 16 —1.251 98 — 0.700 334 — 0.308 770 : 
0.84 — 3.204 45 — 2.005 86 — 1.214 74 — 0.672 135 —0.287 764 

0.85 — 3.142 29 et Sel ® —1.177 59 — 0.644 213 —.0.267 083 

0.86 — 3.078 79 — 1.908 22 —1.140 57 —0.616 583 — 0. 246 737 

0.87 — 3.014 07 — 1 2859 01 Nie 1O3. 73 —o.589 271 —0. 226 734 

0.88 — 2.948 29 — 1.809 66 —1.067 10 —0.562 293 — 0.207 080 

0.89 — 2.881 58 —1.760 2 —1.030 72 — 0.535 668 — 0.187 782 

0.90 — 2.814.08 — ee PLOMCO — 0.994 632 — 0.509 410 —0.168 846 7 
0. — 2.745 91 —1.661 44 — 0.958 863 — 0.483 534 — 0.150 278 
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Leuschner’s Erweiterung von Oppolzer’s = Tafel zur Bestimmung der 


geocentrischen Distanz bei ersten Bahnbestimmungen. 
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Tafel XVI 


Leuschner’s Erweiterung von Oppolzer’s < Tafel zur Bestimmung der 
geocentrischen Distanz bei ersten Bahnbestimmungen. 


1.46 —0O.124 341 0.063 357 0.197 562 0.295 378 To 012 
1.47 — 0.105 o19 0.075 853 0.205 581 0.300 364 0.370 882 
1.48 — 0.086 404 0.087 899 0.213 304 0.305 151 On BU STONT 
1.49 —0.068 472 + 0.099 509 0.220 738 0. 309 743 0.376 219 
1.50 — 0,051 202 + 0.110 695 Tee 893 0.314 148 0.378 694 
SI — 0.034 571 0.121 471 | +0.234 777 + 0.318 370 0. 381 044 
1.52 —0.018 559 0.131 850 0.241 399 == 0.322 410 0.383 275 
1553 — 0.003 146 + 0.141 843 0.247 765 + 0.326 289 0.385 390 
1.54 + 0.011 688 + 0.151 464 0.253 886 +- 0.329 996 0.387 392 
55) 40.025 963 + 0.160 723 0.259 767 + 0. 333 542 0.389 284 
1.56 +0.039 698 0.169 634 0.265 416 + 0.336 933 ©. 391 072 
TS, + 0.052 911 0.178 206 0.270 841 + 0.340 172 0.392 757 
Lass + 0.065 620 ++ 0.186 450 0.276 048 0+ 343 264 0. 394 343 
1 SO) + 0.077 841 + 0.194 378 ©. 281 045 —- 0. 340 215 0.395 833 _ 
1.60 +0.089 593 +0. 202 000 0.285 83 + 0.349 028 0.397 230 
1.61 + 0.100 892 +0. 209 325 0.290 434 + 0.351 709 4-0. 398 538 
1.62 +0.111 752 0.216 365 0.294 838 =- 0. 354 260 + 0.399 759 
163 + 0.122 190 On 2238107, 0.299 058 + 0. 356 688 ++ 0.400 897 
1.64 + 0.132 220 +0.229 621 0. 303 099 =- 0.358 994 + 0.401 953 
1.65 + 0.141 858 + 0.235 857 0.306 967 = Ongolmno4: + 0.402 931 
1.66 +0.151 116 0.241 843 0.310 668 0. 363 261 + 0.403 832 
1.67 + 0.160 008 0.247 587 O.314 207 0.365 229 Toe 661 
WS +0.168 548 0.253 098 0.317 589 0. 367 O91 0.405 419 
1.69 SP OO RAO TG ++ 0.258 384 0.320 820 +- 0. 368 852 +0. 406 108 
1.70 0.184 619 +0. 263 451 0.323 905 +- 0.370 $13 +0. 406 732 
1.71 + 0.192 174 +0.268 309 0.326 848 + 0.372 079 + 0.407 291 
1.72 -- 0.199 425 +0.272 963 0.329 654 0.373 553 + 0.407 789 
Ae 13 0.206 382 + 0.277 421 ©. 332 320 0. 374 938 +0.408 228 
Te Wid +0. 213 055 + 0.281 689 0.334 875 0.376 237 0.408 609 
1.75 0.219 456 + 0.285 775 0.337 298 0.377 452 +0.408 934 
1.76 +0. 225 593 +0. 289 684 0.339 602 0.378 586 [ oaee 206 
Sy) + 0). 231 477 +0.293 422 0.341 791 0.379 644 0.409 426 
1.78 + 0.237 117 + 0.296 996 0. 343 868 0.380 625 + 0.409 596 
1.79 + 0.242 521 + 0.300 412 0.345 838 0.381 535 0.409 718 
1.80 + 0.247 698 + 0.303 673 0.347 703 + 0.382 374 0.409 794 
cist +0.252 656 + 0.306 787 0.349 469 0. 383 146 +0. 409 825 
1.82 +0.257 404 +0. 309 758 0.351 137 0. 383 852 0.409 813 
1.83 +O. 261 949 ©. 312 501 O. 3522 0. 384 496 70.409 759 
1.84 Bo 266 207 + 0.315 201 + 0.354 196 0.385 078 +- 0.409 666 
Ss +0.270 458 +0.317 862 + 0.355 593 0.385 602 + 0.409 533 
1. 86 +0.2%4 436 0.320 310 0.356 906 0.386 068 ie 364 
1.87 + 0.278 240 0.322 638 0.358 138 0.386 481 0.409 158 
1.88 + 0.281 874 + 0.324 851 0.359 201 0.386 840 7 0.408 918 
1.89 + 0.285 347 0.326 952 0. 360 368 + 0.387 148 0.408 645 
1.90 +0. 288 662 0.328 945 0.361 372 + 0. 387 408 0.408 340 
it ston +0.291 827 0.330 837 0.362 306 + 0.387 620 0.408 004 
1202 +0.204 846 0.332 628 0.363 171 0. 387 786 0.407 639 
1.93 SO Woy VAs 0. 334 322 0.363 970 0.387 908 0.407 245 
1.94 +0. 300 469 0. 335 923 0. 364 706 0.387 988 0.406 823 
1.95 ++ 0. 303 083 0.337 435 0.365 381 + 0.388 026 0.406 375 
1.96 +0.305 571 0. 338 860 0.365 997 0. 388 026 0.405 902 
1.97 Ole 807930 “0.340 202 0. 366 556 0. 387 987 0.405 404 
1.98 + 0.310 190 0. 341 463 0.367 060 + 0.387 911 0. 404 883 
1.99 + 0.312 329 O. 342 646 0.367 511 0.387 800 0.404 340 
2.00 + 0.314 360 ue 343 754 0.367 910 0.387 655 0.403 775 
2.01 +0.316 287 +0. 344 798 +0.368 261 +0.387 475 + 0.403 189 
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Tafel XVL 


Leuschner’s Erweiterung von Oppolzer’s = Tafel zur Bestimmung der 
geocentrischen Distanz bei ersten Bahnbestimmungen. 


. 316 287 
- 318 113 
- 319 843 
«321 479 
. 323 026 


. 324 486 
- 325 862 
- 327 159 
- 328 378 
. 329 522 


330 594 
- 331 597 
+332 533 
+333 405 
- 334 215 


- 334 965 
- 335 057 
336 2094. 
- 336 878 
- 337 410 


- 337 892 
- 338 327 
- 338 715 
- 339 060 
- 339 361 


- 339 621 
- 339 841 
- 340 024 
- 340 169 
- 340 279 


» 340 355 
- 340 398 
- 340 409 
+340 390 
+340 341 


-340 264 
- 340-160 
+ 340 030 
- 339 875 
- 339 695 


+339 492 
+ 339 266 
+ 339 019 
- 338 751 
338 463 


. 338 156 
«337 830 
- 337. 487 
+337 127 
- 330 750 


- 336 357 
335 949 
335 527 
«335 090 
0-334 641 


+0.334 178 


- 368 261 
- 368 563 
- 368 821 
- 369 033 
- 369 204 


- 369 333 
. 369 422 
- 369 474 

369 489 
. 369 468 


. 369 413 
369 325 
- 369 206 
. 369 056 
- 368 877 


- 368 670 
- 368 435 
+ 368 175 
- 367 889 
- 367 579 


- 367 246 
. 366 890 
- 366 513 
.366 115 
- 365 607 
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. 364. 805 
. 364. 332 
. 363 842 
- 363 335 
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. 361 161 
- 360 583 


+ 359 993 

359 390 
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- 358 150 
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-356 869 
+356 213 
+355 548 
- 354 874 
+ 354 192 
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+352 804 
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- 350 669 
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- 348 477 
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. 346 989 


- 346 238 
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Tafel XVI. 


Leuschner’s Erweiterung von Oppolzer’s = Tafel zur Bestimmung der 
geocentrischen Distanz bei ersten Bahnbestimmungen. 


ie 40° 45° | 50° | 55° 60° 
2.56 0.334 178 0.340 549 0.346 238 0.351 249 0.355 619 
2.57 0. 333 703 0. 339 922 0.345 482 0.350 384 0.354 664 
2.58 0.333 217 + 0.339 288 0. 344 722 0.349 518 0. 353 709 
2.59 0. 332 718 0. 338 647 0. 343 958 0. 348 651 0.352 755 
2.60 0.332 209 0. 337 998 0.343 191 0.347 782 0.351 802 
oer + 0.331 690 =O. 337343 0.342 419 0.346 913 0.350 850 
XM 0.331 161 + 0.336 682 0.341 645 0. 346 043 0.349 899 
2.63 0. 330 622 + 0. 336 015 0.340 868 0.345 172 0.348 950 
2.64 0.330 074 + 0.335 343 0.340 088 0.344 301 0.348 002 
2.65 0.329 517 + 0.334 664 0. 339 305 ©. 343 429 —10ej84 1055 
2.60 0.328 952 0.333 981 O. 338 520 0. 342 559 0.346 110 
Delay 0.328 378 0.333 292 0.337 733 0. 341 686 0.345 167 
2.68 0.327 798 0.332 600 0.336 943 0.340 813 0.344 225 
2.69 0.327 210 0.331 903 0. 336 152 0.339 942 0.343 285 
25710 0.326 614 0.331 202 0.335 359 0.339 O70 0.342 347 
oy slrfl 0.326 013 0.330 498 0.334 565 0.338 199 0.341 411 
Qi 0. 325 405 0. 329 788 0. 333 769 0. 337 329 0.340 477 
3p 0. 324 791 0.329 077 0. 332 972 0.336 459 0.339 545 
BRA. 0. 324 WA. 0.328 362 0.332 174 0.335 589 0. 338 615 
Bais 0.323 546 0.327 644 0. 331 375° 0.334 720 0.337 687 
2.76 Vee Q15 0. 326 923 0.330 575 0. 333 853 0.336 762 
27 0.322 280 0.326 200 0.329 775 0.332 987 0.335 839 
2e5 + 0.321 640 0. 325 474 0.328 974 0.332 121 0.334 918 
2579 7-0. 320 995 0.324 746 0.328 173 Ooo le bil 0.333 999 
2.80 + 0.320 347 0.324 015 0.327 372 0.330 394 0.333 083 
2.81 +0.319 694 0. 323 284 0.326 570 0.329 532 0.332 170 
2.82 + 0.319 038 0.322 550 O. 325 768 0.328 671 0.331 259 
2.83 + 0.318 378 0.321 815 0.324 967 0.327 812 0.330 351 
2.84 + 0.317 715 0.321 078 0.324 166 0.326 955 + 0.329 445 
2.85 +- 0.317 048 0.320 341 0.323 365 0.326 099 0.328 542 
2.86 + 0.316 379 0.319 601 0.322 564 0.325 245 Ong27ReA 
2, 87 + 0.315 707 0.318 862 O:. 821) 764) 0.324 392 0.326 744 
2.88 + 0.315 033 0.318 121 0.320 964 0.323 541 0.325 849 
2.89 +0.314 356 0.317 378 0.320 165 0.322 692 0.324 957 
2.90 + 0.313 677 0.316 637 0.319 367 0.321 845 0.324 067 
2.91 +0.312 996 0.315 804 0.318 570 0.321 000 ee 181 
DRO? +- 0.312 313 0.315 151 0.317 773 0.320 157 0. 322 207 
Deos + 0.311 628 0.314 408 0.316 978 0.319 316 One 
2104 + 0.310 942 0.313 664 0.316 183 0.318 477 0.320 539 
2.95 + 0.310 254 0.312 920 0.315 390 0.317 640 0.319 664 
2.96 0.309 564 Oe SE2 77. 0.314 597 0.316 805 0.318 792 
DO, 0.308 874 0.311 433 0.313 806 0.315 972 0.317 924 
2.98 ©. 308 183 0.310 690 OL BLsTOL7 0.315 142 0.317 058 
2.99 0.307 490 0.309 947 0.312 229 0.314 314 0.316 195 
3.00 0.306 797 0.309 204 0.311 442 0.313 488 0.315 335 
3.01 + 0.306 103 +0.308 462 0.310 656 + 0.312 664 +0.314 478 
3.02 +0.305 409 ates 121 0.309 872 +0. 311 843 0.313 625 
3.03 ne 714 0.306 980 0.309 090 +0.311 024 te 174 
3.04 0.304 018 ioe 306 239 0.308 309 +0.310 208 0.311 926 
3.05 +0. 303 323 0.305 500 0.307 530 + 0.309 394 ne 082 
3.06 +0. 302 627 ce 461 +o. 306 753 oe 583 +0.310 241 
27.07) + 0.301 931 0.304 023 + 0.305 978 On COT aa: 0.309 403 
3.08 + 0.301 235 + 0.303 286 + 0.305 204 + 0.306 967 Toe 567 
3.09 + 0.300 539 Tepe 550 + 0.304 432 + 0.306 163 0.307 736 
3.10 + 0.299 844 0.301 815 -++ 0. 303. 662 +0.305 362 ree 907 
Sell , $0. 299 148 +0. 301 082 + 0.302 804 +0. 304 563 + 0.306 081 
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Tafel XVI. 


Leuschner’s Erweiterung von Oppolzer’s L Tafel zur Bestimmung der 
geocentrischen Distanz bei ersten Bahnbestimmungen. 


ag 400° 45° | 50° | 55° 60° 
Bild + 0.299 148 0.301 082 ee 894 +0. 304 563 + 0.306 081 
B12 + 0.298 453 0.300 350 0.302 128 +0. 303 767 + 0.305 259 
B13 + 0.297 758 0.299 619 0.301 364 + 0.302 973 0.304 439 
Broa + 0.297 064 rep agee 889 0.300 602 0.302 183 0. 303 623 
3.15 + 0.296 370 0.298 160 0.299 842 0.301 395 0.302 810 
316 oe 677 Beet 433 0.299 084 + 0.300 609 + 0.302 000 
3.17 0.294 985 0.296 707 0.298 328 + 0.299 826 0.301 193 
3.18 + 0.294 293 + 0.295 983 0.207 574 0.299 046 0.300 390 
3.19 + 0.293 602 + 0.295 260 0.206 822 1 wGae 268 0.299 589 
BneO + 0.292 912 + 0.294 539 +0.206 073 +o0.297 494 0.298 792 
3.21 + 0.292 223 aoe 820 +0.295 325 0.296 721 ee 998 
3.22 + 0.291 534 0.293 102 +0. 294 580 0.295 952 0.297 207 
3.28 + 0.290 847 + 0.292 385 tines 838 0.295 185 +0.206 420 
3.24 +- 9.290 161 + 0.291 671 0.293 097 0.204 422 +0.205 635 
3.25 +0. 289 476 -- 0.290 958 +0.292 359 0.293 660 +0.294 854 
3.26 + 0.288 792 + 0.290 247 0.291 623 +0. 292 902 af eae 075 
Bao -+- 0.288 109 leur 538 0.290 889 +0.292 146 0. 293 300 
3.28 +0. 287 428 0.288 830 0.290 158 0.291 394 + 0.292 528 
3.29 + 0.286 748 +0, 288 124 A 0.289 429 rsa 643 +0.291 760 
3.30 + 0.286 069 + 0.287 420 re bes 702 +0. 289 896 + 0.290 994 
Sas}! +0. 285 391 +0. 286 718 +0. 287 978 +0.289 152 +0.290 231 
3.32 + 0.284 715 + 0.286 018 0.287 256 + 0.288 410 0.289 472 
3:33 + 0.284 040 Les 320 0.286 536 0.287 671 fo: 288 716 
3-34 + 0. 283 367 0.284 624 0.285 819 0. 286 935 0.287 963 
3.935 + 0. 282 696 + 0.283 930 0.285 104 0.286 201 +0. 287 212 
3.36 ee 025 +0. 283 238 ace 302 +o. 285 471 ser 466 
B28 0.281 357 + 0.282 548 0.283 682 +0. 284 743 0.285 722 
Bis38 +- 0.280 690 +0. 281 860 +0. 282 974 +0. 284 018 + 0.284 981 
3.39 + 0.280 024 |, +0.281 174 +0. 282 269 +0. 283 295 +0. 284 243 
3.40 +0.279 360 + 0.280 490 +0.281 567 +0.282 576 +0. 283 509 
3.41 + 0.278 698 + 0.279 808 +0. 280 867 +0. 281 859 +0. 282 777 
3.42 + 0.278 038 ++ 0.279 128 + 0.280 169 +0.281 145 + 0.282 049 
Bn43 + 0.277 379 | + 0.278 450 +0.279 474 + 0.280 434 +0. 281 323 
oe +-O.276 722 + 0.277 775 +0.278 781 +0.279 726 +o.280 601 
3.45 0.276 066 +0.277 101 +0.278 001 +0.279 020 + 0.279 881 
3.46 +0.275 413 +0.276 430 +0.2177 403 area 317 +0.279 165 
g.47 + 0.274761 +0.275 761 0.276 718 0.277 617 +0.278 452 
3.48 m0. 274-111 +0.275 004 0.276 035 +0.276 920 +0.277 741 
3.49 + 0.273 463 + 0.274 429 0.275 354 +0.276 225 +0.277 034 
3.50 -- 0.272 817 +0.273 766 0.274 676 +0.275 534 +0.276 329 
Beet 0. 272.172 + 0.273 106 0.274 O01 eee 844 0.275 628 
3.52 + 0.271 530 +0.272 447 ees 328 0.274 158 0.274 930 
3.53 + 0.270 889 +0.271 791 +0. 272 658 +0.273 475 0.274 234 
B54: Las 250 + 0.271 137 0.271 990 + 0.272 794 + 0.273 542 
3.55 0.269 613 + 0.270 486 One Tlaset +0.272 116 + 0.272 852 
3.56 +0. 268 978 +0. 269 836 +0.270 661 +0.271 440 ete 165 
3.57 +0. 268 345 cee 189 + 0.270 001 +0.270 767 0.271 482 
Brad ee 714 0. 268 545 +0. 269 342 Hee: 007 ye 801 
See aaa B 0.267 085 eee gol + 0.268 687 -0. 269 430 0.270 123 
3.60 +0.266 458 0.267 260 +0. 268 034 +0. 268 765 +0. 269 448 
3.61 ee 833 +0. 266 622 +0. 267 383 + 0.268 103 +0. 268 775 
3.62 0.265 210 + 0.265 986 0.266 735 |--+0.267 444 see ae 106 
3.63 +0. 264 588 +0.265 352 eee 089 Pete 187 0.267 439 
3.64 +0. 263 969 +0. 264 720 +0.265 446 0.266 133 +0.266 776 
3.65 +0. 263 352 +0. 264 091 +0. 264 805 +0.265 482 +0.266 115 
3.66 +0.262 737 |. +0. 263 464 +o. 264 167 +0. 264 833 +0.265 457 
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Tafel XVI. 


Leuschner’s Erweiterung von Oppolzer’s 2 Tafel zur Bestimmung der 
geocentrischen Distanz bei ersten Bahnbestimmungen. 


55° 60° 


- 264 833 - 205 457 
- 264 187 . 264 801 
- 263 543 - 264 149 
- 262 903 . 263 499 
. 262 264 262 852 


- 261 629 . 262 208 
. 260 996 - 261 566 
- 260 365 - 260 928 
- 259 738 - 260 291 
2501 Te - 259 658 


- 258 489 - 259 027 
257 869 258 399 
+257 251 BAY Mari 3 
256 636 -257 151 
- 256 023 - 256 531 


+255 413 - 255 914 
. 254 806 255 299 
- 254 200 . 254 687 
- 253 598 - 254 077 
«252 998 - 253 470 


. 252 400 . 252 866 
. 251 804 nese 
1251 202 ~251 
250 621 ~ 251 
. 250 033 +230 


~ 249 447 . 249 


+t++ +4+++ 
©1060 O10 O99 
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- 248 864 . 249 
- 248 283 . 248 
- 247 704 - 248 
. 247 128 ~ 247 


- 246 554 - 246 
- 245 983 . 246 
- 245 414 - 245 
- 244 847 - 245 
. 244 282 . 244 666 
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Tafel XVL 


Leuschner’s Erweiterung von Oppolzer’s < Tafel zur Bestimmung der 
geocentrischen Distanz bei ersten Bahnbestimmungen. 


ein 65° 70° 75° 80° 85° 

0.16 —1.189 26 — 6). 877 34 <6 SE NY —0.291 85 —0.021 33" 
0.17 —1.180 52 —o.864 81 —0O.562 85 —0.276 33 —0.006 48 

0.18 —1.171 31 —0O.851 91 —0O.547 87 —0.260 73 +0.008 52 

0.19 —1.161 62 — 0. 838 65 —0.532 69 —0.245 08 +0.023 44 

0.20 —1.151 46 —0.825 05 —0.517 31 —0.229 37 + 0.038 29 

oO. 21 —1.140'82 —0O.811 109 —0O.501 741 —0O.213 624 0.053 037 
0.22 —1.129-70 —0.796 834 —o.486 014 —0.197 853 0.067 677 
0.23 —1.118 ll —0.782 233 —0O.470 lll —0O.182 070 0.082 216 
0.24 —1.106 06 —0.767 316 — 0.454 059 —0.166 285 0.096 627 
0.25 — 1.093. 54 —0.752 096 — 0.437 868 —0O.150 509 +0.110 907 
0.26 =—1 -.080°56 — 0.736 583 —0.421 551 —0.134 761 +0.125 045 
0.27 —1.067 12 —0.720 786 —0O.405 121 —0O.119 044 +- 0.139 030 
0.28 —1.053 23 =O) JOA IO —0O. 388 593 —0.103 375 +0.152 863 
0.29 — 1.038 90 — 0.688 396 —0.371 978 —0.087 764 +0.166 530 
0.30 —1.024 14 —0.671 827 —0.355 201 —0.072 224 + 0.180 022 
G31 — 1.008 96 —0.655 026 — 0.338 546 — 0.056 764 +0.193 332 
0.32 — ©. 993) 358 — 0.638 005 — 0.321 755 — 0.041 395 +0.206 456 
0.33 07.0772 350 — 0.620 782 — 0.304 933 —0.026 131 ne 385 
0.34 —0.960 963 —0.603 369 — 0.288 095 —0.010 978 0.232 114 
0.35 —0.944 189 —oO.585 781 —0.271 250 +0.004 051 + 0.244 635 
0.36 — 0.927 050 —0.568 035 —0.254 417 +0.018 947 +0.256 946 
0.37 — 0.909 558 —0.550 142 — 0.237 605 +0.033 701 aaa O41 
0.38 —o.891 727 —0.532 123 — 0.220 830 + 0.048 303 0.280 915 
0.39 —=0 «873 574 —0.513 990 —0. 204 103 Wiens 447 +0. 202 563 
0.40 —o.855 114 —0.495 761 —0.187 437 0.077 022 + 0. 303 982 
0.41 — 0. 836 363 —0.477- 450 —0.170 846 cle tes Dal + 0.315 170 
0.42 —0o.817 339 —0.459 074 —0.154 341 0.105 036 i earee 123 
0.43 —0.798 061 —0.440 649 — 0.137 934 +0.118 761 0. 336 838 
0.44 —0.778 544 —0.422 190 — 0.121 636 +0.132 289 + 0.347 313 
0.45 —o0.758 804 —0.403 714 —0O.105 459 +0.145 611 + 0.357 546 
0. 46 — 0.738 867 —0. 385 238 —o.089 414 +0.158 726 +0. 367 537 
Oma7 —0.718 747 —0. 366 774 —0.073 511 +0.171 626 ae 283 
0.48 —0.698 465 —0. 348 338 —0.057 759 -+0.184 306 0.386 783 
0.49 — 0.678 038 — 0.329 947 —0.042 170 +0.196 761 + 0.396 039 
0.50 — 0.657 486 — 0.311 614 —0.026 752 + 0.208 987 +0.405 048 
0.51 — 0.636 832 —0O. 203 355 —0. 011 513 +0.220 982 +0.413 812 
0.52 — 0.616092 0. 275. 183 = 07, 003 537 0.232 742 +0.422 331 
Ow —0.595 286 —0O.257 112 +0.018 392 +0.244 262 + 0.430 606 
0.54 — 0.574 436 — 0. 239 155 + 0.033 043 0.255 542 aoe 637 
0.55 05537557 —0O.221 325 +0.047 484 +0. 266 579 0.446 426 
<O256 — 0.532 670 — 0.203 634 +0.061 707 0.277 372 + 0.453 974 
O257 —0.511 796 —0:186 096 +0.075 711 0.287 915 +0.461 285 
0.58 —0.490 951 —0.168 720 Oe ae 485 0.2098 214 +0.468 357 
0.59 — 0.470 153 —0O.151 519 0.103 025 0.308 264 +0.475 196 
0.60 —0.449 421 — 0.134 500 +0.116 328 +0.318 065 +0.481 802 
@ 261 E70, A280 771 —0O.117 678 +0.129 389 +o. 327 618 + 0.488 178 
0.62 — 0.408 222 —0O.101 058 +0.142 204 + 0. 336 923 + 0.494 327 
0. 63 —0. 387 787 — 0.084 652 aie 154 770 + 0.345 980 + 0.500 252 
0.64 — 0.367 486 — 0.068 466 0.167 084 + 0.354 790 + 0.505 956 
0.65 — 0.347.330 — 0.052 509 +0.179 144 +0. 363 354 + 0.511 442 
0. 66 — 0. 327 335 — 0.036 788 + 0.190 948 -Lo. 371 674 +0.516 713 
0.67 — 0.307 517 —0.021 310 + 0.202 495 + 0.379 752 +0.521 772 
0.68 —0.287 888 — 0.006 081 +0. 213 782 igs 588 +0. 526 623 
0.69 — 0.268 460 0.008 894 + 0.224 809 0.395 185 ogres 269 
O.70 | —O.249 246 0.023 610 +0. 235 577 +0. 402 545 0.535 716 
Oe 71 — 0.230 259 + 0.038 061 | +0. 246 084 +0.409 672 + 0.539 965 
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Tafel XVL 


Leuschner’s Erweiterung von Oppolzer’s = Tafel zur Bestimmung der 
geocentrischen Distanz bei ersten Bahnbestimmungen. 


P| 65° 70° | 75° | 80° 85° 
20) Ae 225 0.443 ° 561 0.498 880 0.541 901 0.575 847 
Sey 0.375 163 0.445 569 0.499 456 0.541 389 0.574 498 
1.28 focah 934 0.447 459 0.499 951 0.540 827 0.573 118 
1.29 0.382 541 0.449 235 0.500 369 0.540 214 0.571 710 
1.30 0.385 989 0.450 901 0.500 715 0.539 554 0.570 275 
he oul 0.389 283 0.452 460 0.500 983 0.538 848 0.568 815 
Weg? 0.392 427 0.453 915 0.501 184 0.538 098 0.567 329 
Ne33 0.395 426 0.455 270 0.501 318 0.537 305 0.565 821 
1.34 0.398 281 0.456 527 0.501 382 0.536 472 0.564 290 
ys ©. 401 000 0.457 691 0.501 393 0.535 599 0.562 742 
1.36 0.403 586 +0.458 762 0.501 341 0.534 689 0.561 167 
2 Sel 0.406 040 0.459 745 ©, 501227 0.533 743 0.559 570 
1138 0.408 369 +0. 460 642 0.501 056 ©. 532! 763 0.557 968 
1.39 0.410 576 ©.461 457 0.500 832 0.531 749 0.556 343 
1.40 0.412 664 + 0.462 190 0.500 555 0.530 704 0.554 703 
Waa 0.414 638 0.462 847 0.500 228 0.529 629 0.553 048 
1.42 0.416 500 0.463 428 0.499 848 0.528 524 0.551 379 
1.43 0.418 253 + 0.463 936 0.499 430 0.527 392 0.549 696 
1.44 0.419 903 0.464 374 0.498 962 0.526 234 0.548 002 
1.45 0.421 449 0.464 744 0.498 451 0.525 O50 0.546 297 
1.46 0.422 899 0.465 049 10: 491 898 0.523 843 0.544 581 
Ve geste 0.424 253 0.465 290 0.497 305 00522) O12 0.542 855 
1.48 0.425 514 0.465 470 0.496 672 0.521 359 On 542) 121 
1.49 0.426 686 0.465 590 + 0.496 004 0.520 086 0.539 378 
Lee50 d 0.427 772 0.465 653 + 0.495 299 0.518 793 0.537 628 
tes Sal 0.428 775 0.465 662 0.494 560 0.517 482 0.535 870 
ae: 0.429 696 0.465 617 0.493 787 0.516 152 0.534 106 
158 0.430 539 0.465 521 0.492 984 0.514 805 0.532 337 
1.54 0.431 307 0.465 376 0.492 149 0.513 443 0.530 563 
1.55 0.432 OO1 0.465 186 0.491 280 0.512 065 0.528 784 
1.56 0.432 624 0.464 943 +0.490 395 0.510 673 0.527 OO1 
Beh, 0. 433 179 0.464 660 + 0.489 478 0.509 268 0.525 214 
1.58 0.433 668 0.464 333 aoe 534 0.507 850 0.523 425 
1.59 0.434 093 0.463 966 0.487 567 0.506 420 0.521 634 
1.60 0.434 457 0.463 559 + 0.486 576 0.504 978 + 0.519 840 
pe OT +0.434 761 0.463 114 0. 485 563 0.503 527 +0,518 045 
TO!) -+- 0. 435-007 0.462 633 + 0.484 528 0.502 065 0.516 249 
1.63 + 0.435 198 0). 462) 116 0.483 473 0.500 504 +o-514 452 
1.64 + 0.435 336 0.461 565 0.482 399 0.499 115 0.512 655 
1.65 |. -+0.435 420 0.460 982 0.481 306 0.497 628 -- 0.510 858 
1.66 0.435. 456 0.460 368 0.480 195 0.496 133 0.509 O61 
TOT 0.435 444 0.459 723 0.479 068 0.494 632 0.507 267 
1.68 0.435 385 0.459 050 0.477 925 0.493 124 0.505 472 
1.69 +- 0.435 281 0.458 348 0.476 767 0.491 611 0.503 680 
1.70 + 0.435 134 0.457 620 0.475.504 0.490 092 + 0.501 889 
1.91 + 0.434 946 0.456 867 0.474 408 0.488 569 + 0.500 100 
1 72 + 0.434 717 0.456 093 0.473 208 0.487 042 +0.498 314 
1.773 0.434 450 0.455 289 0.471 997 0.485 510 0.496 531 
Wea fo-434 146 0.454 465 0.470 774 0.483 976 0.494 751 
Lie 75 0.433 806 0.453 620 0.469 540 0.482 439 0.492 973 
HZ O 0.433 431 0.452 754 0. 468 296 0.480 899 0.491 200 
Ul df 0.433 024 0.451 869 0.467 042 0.479 357 0.489 430 
1.78 0.432 584 0.450 965 0.465 779 0.477 813 0.487 664 
1.79 0.432 114 0.450 043 0.464 508 0.476 268 0.485 902 
1.80 0.431 614 0.449 104 0.463 228 0.474. 722 0.484 145 
81 + 0.431 086 +0.448 148 +0.461 942 +0.473 176 +o. 482 392 
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Tafel XVI. 


Leuschner’s Erweiterung von Oppolzer’s + Tafel zur Bestimmung der 
geocentrischen Distanz bei ersten Bahnbestimmungen. 


_— 


BS 65° 70° | 750 | 80° 85° 
2.91 Of 325 122 ree 837 0.328 346 0.329 671 0.330 832 
2.92 0.324 203 0.325 889 0. 327 373 0. 328 676 oO. 329 818 
2.93 are 288 + 0.324 945 0. 326 405 0.327 687 0.328 811 
2.94 O. S22080 + 0.324 005 0.325 440 0. 326 702 0.327 809 
2.95 + 0.321 470 + 0.323 070 0.324 482 0. 325 723 0.326 812 
2.96 +0. 320 566 0.322 139 0.323 527 0. 324 748 0.325 821 
2.97 0.319 666 O..gohaste Ons22 E577 0. 323 779 0.324 835 
2.98 ola 769 + 0.320 289 0.321 632 O. 8220005 0.323 854 
2.090 0.317 877 =O GLO S3ML 0.320 692 0. 321 855 0.322 878 
3.00 + 0.316 988 + 0.318 457 ©. 319. 756 0.320 901 0.321 908 
3.01 sy ae be 103 meas 547 +0.318 825 0.319 951 0. 320 943 
B1O2 0. 315° 221 0.316 641 0.317 898 0.319 007 0.319 984 
3.03 0. 314 342 0.315 738 0.316 975 0.318 067 0.319 029 
3.04 te: 313 468 {0-314 841 ie 316 058 0.317. 132 0. 318 079 
3.05 0.312 597 0.313 947 0.315 144 0.316 202 0.317 134 
3.06 0.311 730 dey 057 0.314 235 0.315 276 0.316 194 
3.07 0.310 866 +-0.312 172 0.313 331 0.314 356 0.315 260 
3.08 + 0.310 006 -+- 0.311 290 0.312 431 0.313 440 0.314 330 
3.09 0.300 150 0.310 413 0.311 535 -- 0.312 528 0.313 405 
310 9 308 207 0.309 539 0.310 644 0.311 622 0.312 486 
She all 0.307 448 + o.308 670 0.309 757 0.310 720 0.311 570 
Zhe 0. 306 603 + 0.307 805 0.308 875 0.309 822 0.310 660 
seatls} +- 0.305 761 ieee 944 0.307 997 0. 308 930 0.309 755 
3.14 ++ 0. 304 923 0.306 086 0.307 122 0.308 041 0.308 854 
Bows -+ 0. 304 088 + 0.305 232 0.306 252 0.307 157 0.307 959 
3.16 +0. 303 257 + 0.304 383 0.305 387 0. 306 278 0. 307 067 
Cry + 0.302 429 O . 303 537 0.304 526 0.305 403 0. 306 181 
3.18 +0. 301 605 O. 302 695 0. 303 668 0. 304 533 0.305 299 
3.19 ++ 0.300 785 0. 301 858 0. 302 816 0. 303 667 0.304 422 
3.20 ++ 0.299 968 0.301 024 0.301 967 0. 302 806 0,303 549 
Br aM --0.299 155 0.300 194 O. 301 122 0.301 948 0.302 681 
Bee +0. 208 345 0.299 367 0. 300 282 0.301 096 0.301 818 
3. 2% + 0.297 539 0. 298 545 0.299 445 0. 300 247 0.300 959 
3.24 + 0.296 736 0.2907 727 “+ 0.298 613 0.299 403 0.300 104 
3.25 + 0.295 937 0.296 912 + 0.297 785 0.298 563 0.299 254 
3).126 +0.295 141 0.296 101 -+ 0.296 961 0.297 727 0.298 408 
3.2 wae 204 349 0.295 2904 0.296 140 0.296 895 + 0.297 567 
3.28 0. 293 560 0.294 490 + 0.205 324 0.296 068 0. 296 730 
3.29 0: 202 774 0.293 690 0.204 512 0.295 245 -+ 0, 295 807 
3.30 to! 201 993 0.292 894 to, 293 703 -+ 0.204 425 0.295 068 
3.31 + 0.201 214 0.292 102 0.292 899 0.293 610 0.204 244 
3032 -- 0.200 439 0.291 313 0.292 098 0.292 799 0.293 424 
3.33 0.289 668 0.290 528 + 0.291 301 0.291 993 0.292 608 
3.34 0.288 900 0.289 747 -+- 0.290 509 0.291 190 0.291 797 
anes 0. 288 135 0.288 969 -+ 0. 289 719 0.290 391 0.290 989 
3). 36 +o. 287 373 0.288 195 0. 288 934 0.289 596 0.290 186 
3.3 + 0.286 615 0.287 424 -- 0. 288 152 0. 288 805 -+ 0.289 387 
Byori) -- 0.285 859 0.286 657 0. 287 375 0. 288 018 0. 288 592 
3.39 0.285 109 0.285 804 0. 286 601 Q.287 235 0.287 801 
3.40 to: 284 361 0.285 134 0.285 831 0. 286 455 0.287 013 
3.41 -Lo. 283 617 0. 284 378 0.285 064 0.285 680 0.286 230 
3.42 +-0. 282 875 O. 283 625 0.284 302 0.284 908 0.285 451 
3.43 + 0.282 137 0. 282 876 -+ 0. 283 543 0. 284 141 0.284 676 
3-44 ++ 0. 281. 402 +-0. 282 130 ++ 0.282 787 0.283 377 0.283 904 
3.45 + 0.280 670 0.281 387 0.282 035 0.282 616 O. 283 137 
3-46 + 0.279 942 +0. 280 648 + 0, 281 286 -+ 0.281 860 ++ 0. 282 373 
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a 65° 70° | 75° | 80° 
3.46 7 0.279 942 0.280 648 0.281 286 0.281 860 
Bmai =<, 0.279 217 0.279 913 0.280 542 O. 281 107 
3.48 0.278 495 0.279 181 0.279 801 0.280 358 
3.49 One 770 0.278 452 0.279 063 0.279 612 
Bn SO! 0.277 060 O27 27120 0.278 328 0.278 871 
3851 +0.276 348 +0.277 004 cage 508 +0.278 132 
ey + 0.275 639 +0.276 285 0.276 870 +0.277 398 
2) ise Eee ion 933 +0.275 570 +0.276 147 + 0.276 667 
3.54 0.274 230 +0o.274 858 0.275 427 + 0.275 939 
3.55 + 0.273 530 +0.274 149 + 0.274 710 +0.275 215 
3.56 Te 833 + 0.273 443 +0.273 996 +0.274 495 
Bein 0.272 140 +0.272 741 + 0.273 286 + 0.273 778 
3.58 +0.271 449 +0.272 041 0.272 579 + 0.273 064 
3.50 + 0.240 761 207.271 345 + 0.271 875 +0.272 354 
3.60 + 0.270 077 +0.270 653 +0. 271 176 + 0.271 647 
3.61 + 0.269 396 +o. 269 963 +o0.270 479 +0.270 944 
3.62 + 0.268 718 + 0.269 278 +0. 269 786 +0.270 244 
363 + 0.268 042 +0. 268 593 gi 004 +0. 269 548 
3.64 + 0.267 369 + 0.267 913 0.268 407 + 0.268 854 
BOS + 0.266 700 20. 267 236 +0. 267 724 +0.268 164 
3.66 + 0.266 034 +0.266 562 +0. 267 043 0.267 478 
367 Bim O20, 310 +0.265 891 +0.266 365 0. 266 794 
3.68 +0. 264 709 + 0.265 223 oe 691 0.266 114 
3.69 + 0.264 O51 + 0.264 558 0.265 019 +0.265 437 
Sao + 0.263 397 +0.263 896 +0. 264 351 +0. 264 763 
Built +0.262 744 0.263 237 +0. 263 686 +0. 264 093 
i + 0.262 005 0.262 581 + 0.263 024 +0. 263 426 
pie + 0.261 449 0.261 928 +0.262 365 +0.262 761 
34 74. + 0.260 806 +0.261 278 + 0.261 709 +0, 262 100 
ie Uris ++ 0.260 165 +0.260 631 +0. 261 056 +0.261 442 
276 + 0.259 527 +0. 259 987 + 0.260 407 + 0.260 787 
eT Th +0.258 892 +0.259 345 + 0.259 759 +0.260 136 
7) +0. 258 260 +0.258 707 + 0.259 116 + 0.259 487 
22750 + 0.257 630 + 0.258 071 + 0.258 474 +0.258 841 
3.80 +0.257 004 +0.257 439 +0.257 837 +0.258 198 
3.81 + 0.256 379 + 0.256 809 +0.257 202 +0.257 558 
3.82 +0.255°759--}-+£0. 256 182 +0. 256 569 + 0.256 922 
3583 + 0.255 140 +0. 255 558 +0.255 940 + 0.256 288 
3.84 +- 0.254 524 + 0.254 936 + 0.255 314 +0.255 657 
B85 + 0.253 911 + 0.254 317 + 0.254 690 +0.255 029 
3. 86 + 0.253 301 + 0.253 702 +0.254 069 +0. 254 404 
2087 + 0.252 692 + 0.253 088 +- 0.253 451 + 0.253 782 
3.88 =O. 252° 087. +0.252 478 +0.252 836 + 0.253 162 
3.89 +o0.251 485 +0.251 870 + 0,252 224 +0. 252 546 
3.90 + 0.250 885 + 0.251 265 + 0.251 614 +0. 251 932 
3/02 + 0.250 288 ae a 663 + 0.251 007 +0.251 321 
3.92 +0.249 693 0.250 063 +0. 250 403 ‘ener 713 
3593 + 0.249 100 +0.249 466 +0.249 802 0.250 108 
3.94 + 0.248 511 +0. 248 871 +0.249 202 +0. 249 505 
3.95 +0.247 924 + 0.248 280 + 0.248 607 + 0. 248 905 
3.96 +0.247 339 + 0.247 690 +o, 248 013 + 0.248 308 
3.97 4-0. 246 7517 i enae 104 + 0.247 423 + 0.247 714 
3.98 + 0.246 178 0.246 520 +0. 246 835 +0.247 122 
ANG” | 1 ese 601 +0.245 938 esta 249 +0. 246 533 
4.00 0.245 025 - +0.245 359 0.245 666 + 0.245947 
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Tafel XVI. 


Leuschner’s Erweiterung von Oppolzer’s = Tafel zur Bestimmung der 
geocentrischen Distanz bei ersten Bahnbestimmungen. 
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-007 444 
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+053 483 
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Tafel XVI. 


Leuschner’s Erweiterung von Oppolzer’s + Tafel zur Bestimmung der 
geocentrischen Distanz bei ersten Bahnbestimmungen. 


110° 


0.599 625 -720 535 . 821 502 é +0.977 700 
0.603 982 .122 237 . 820 840 5 + 0.973 111 
0.608 130 2123) 773 . 820 054 . : + 0.968 488 
0,612 074 - 725 138 . 819 148 : + 0.963 835 

.615 818 .726 346 . 818 126 : + 0.959 156 


.619 365 .727 399 . 816 993 ; deen 451 
.622 719 . 728 300 Soh FASe 0.949 725 
.625 885 . 729 045 . 814 408 : ee 982 
- 628 867 . 729 667 . 812 965 : 0.940 224 
. 631 668 . 730 141 . 811 427 ; +.0.935 449 


. 634 293 . 730 481 . 809 798 ‘ alae 664 
- 636 746 730 692 . 808 081 : 0.925 869 
-639 032 |. BONT7 OS . 806 281 : cee 065 
.641 153 - 730 739 . 804 400 0.916 261 
- 643 114 - 730 585 . 802 443 ‘ +o.911 452 


. 644 920 M7B0 SV ial ol . 800 412 . 0.906 642 
- 646 574 . 729 937 .798 311 ; 0.901 832 
. 648 080 .729 454 -796 144 e 0.807 025 
-649 443 . 728 868 - 793 913 0.892 222 
- 050 667 - 728 183 -791 621 3 0.887 425 


.651 754 727 403 780 272 2 + 0.882 635 
. 652 710 .726 531 186 868 : +0.877 853 
- 653 538 ~725 571 . 784 413 . 0.873 081 
-054 242 » 7124 526 . 781 908 0.868 321 
. 654 826 - 723 399 -779 356 0. 863 575 


655 203 722 194 .776 761 ; + 0.858 838 
-655 646 . 720 914 . 774 124 ‘ 0.854 118 
- 655 890 719 561 .771 448 ; 0.849 413 
- 656 029 718 139 . 768 735 : 0.844 725 
- 656 065 .716 651 . 7165 987 : 0.840 055 


. 656 OO1 .715 100 . 763 207 . +0.835 403 
- 055 842 713 487 . 760 397 : + 0.830 770 
- 655 591 711 816 757 558 é +0.826 157 
-655 250 . 710 090 . 754 604 ’ +0.821 565 
654 823 . 708 310 751 804 : + 0.816 994 


- 654 . 706 480 .748 802 : +0.812 446 
-653- . 704 602 .745 959 + 0.807 920 
- 653 . 702 677 . 743 O07 3 + 0.803 417 
. 652 700 709 .740 038 : +0.798 936 
. 651 .698 699 5137, O52 ; + 0.794 483 


. 650 .696 650 . 734 052 ; a . 790 053 
- 649 694 563 - 731 038 0.785 648 
. 648 .692 441 428 013 : +0.781 269 
047 .690 286 .724 978 : +0.776 914 
- 646 . 688 099 - 721 934 : +0.772 586 


- 645 - 685 881 . 718 882 z +0.768 284 
- 644 . 683 636 .715 823 . +0.764 010 
642 .681 364 .712 759 ; +0.759 762 
. 641 .679 068 . 709 691 : +0.755 541 
- 639 . 676 748 - 706 619 : ; -0.751 349 


. 638 . 674, 406 . 703 545 3 0.747 183 
- 637 .672 044 . 700 470 A sro 043 
- 635 . 669 664 + 0.697 304 0.738 935 


- 633 .667 265 . 694 319 ‘ Blas 853 


- 632 . 664 851 -691 246 0.730 799 
- 630 . 662 421 . 688 174 : +0.726 773 
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Tafel XVI. 


Leuschner’s Erweiterung von Oppolzer’s 2 Tafel zur Bestimmung der 
geocentrischen Distanz bei ersten Bahnbestimmungen. 


gia ++ 0.630 750 +0.662 421 +0.688 174 +0.709 304 0.726 773 

eal -+0.629 081 +0.659 977 +0.685 106 + 0.705 726 Oey ei! 

Tres + 0.627 380 ee ee 522 +0.682 041 eee 165 0.718 805 

Aes aa) + 0.625 647 0.655 054 + 0.678 980 0.698 621 0.714 864 

1-215 -—- 0.623 886 +0.652 575 + 0.675 925 + 0.695 094 0.710 952 

elo +0.622 007 -++0.650 089 ee 875 +0o0.691 587 0.707 067 

se ey -+-0.620 281 +0.647 594 0.669 832 + 0.688 097 0.703 207 

1.18 4-0.618 441 +0.645 092 + 0.666 796 Hee 626 0.699 382 

1.19 == Or OLOn Sy 7 +0.642 583 ne 467 0.681 174 0.695 583 

1.20 ++0.614 691 -++ 0.640 068 0.660 746 +0.677 741 0.691 811 

55 Nt --o.612 784 + 0.637 549 +0.657 734 + 0.674 327 0.688 068 
122 --0.610 858 + 0.635 027 +0.654 730 +0.670 933 0.684 353 
ee -- 0.608 913 + 0.632 501 He eas 137 + 0.667 558 0.680 666 2 
FE + 0.606 951 + 0.629 973 0.648 753 sly 204 0.677 006 . 
1.25 + 0.604 973 + 0.627 443 +0.645 779 0.660 869 0.673 375 | 
1.26 + 0.602 980 +0.624 913 +0.642 817 0.657 554 0.669 772 

yl + 0.600 973 + 0.622 383 + 0.639 865 0.654 260 0.666 196 

1.28 +0.598 953 + 0.619 853 + 0.636 925 0.650 985 0.662 644 

Tez + 0.596 921 +0.617 325 hee 996 +0.647 732 0.659 126 

1.30 + 0.594 878 + 0.614 798 0.631 080 + 0.644 498 0.655 636 

VESu +0.592 825 +0.612 273 + 0.628 176 +0.641 285 0.652 167 7 
e382 + 0.590 763 + 0.609 752 +0.625 284 + 0.638 093 0.648 727 

133 + 0.588 692 + 0.607 233 ates 406 0.634 921 0.645 315 | 
1.34 +0.586 614 +0.604 719 0.619 540 ae st 7710 0.641 929 ; 
tee +0.584 528 + 0.602 209 + 0.616 688 + 0.628 640 0.638 570 

1.36 +0.582 437 +0.599 704 +0.613 850 +0.625 530 0.635 239 

1.37 + 0.580 341 + 0.597 205 + 0.611 025 +0.622 441 0.631 932 

1.38 + 0.578 239 + 0.594 710 + 0.608 215 +0.619 373 0.628 652 

iu, 88) + 0.576 134 +0.5092 222 + 0.605 418 + 0.616 325 0.625 398 

1.40 +0.574 026 + 0.589 741 + 0.602 636 + 0.613 298 +. 9.622 170 

1.41 +- 0.571 914 +0.587 266 +0.599 868 +0.610 291 0.618 967 

1.42 +0.569 801 +o0.584 798 +0.597 115 0.607 305 0.615 791 

AG -- 0.567 686 + 0.582 338 +0. 594 376 0.604 343 0.612 639 

1.44 + 0.565 570 + 0.579 886 +0.591 652 +0.601 395 0.609 512 

1.45 +0. 563 454 +0.577 442 +0. 588 944 -+0.598 471 0.606 411 

1. 46 =| © . 50111337 ++ 0.575 006 + 0.586 250 ee 567 0.603 334 

Thea 0.559 222 + 0.572 579 +o. 583 571 0.592 683 0.600 282 

1.48 + 0.557 107 +-0.570 160 + 0.580 908 +0.589 820 0.597 254 

1.49 + 0.554 994 + 0.567 751 +0.578 259 0.586 976 0.594 251 

1.50 0.552 882 + 0.565 351 +0.575 626 0. 584 153 0.591 271 

D5 +0. 550 773 0.562 961 0.573 009 0.581 350 0.588 316 

152 + 0.548 666 + 0.560 580 0.570 406 0.578 570 0.585 384 

53 + 0.546 563 spe apse 209 0.567 820 0.575 804 0.582 475 

1.54 +- 0.544 463 0.555 849 0.565 248 0.573 060 0.579 590 

1.55 + 0.542 367 + 0.553 498 0.562 692 0.570 337 0.576 728 

1.56 +0.540 274 +- 0.551 159 + 0.560 152 0.567 633 0.573 889 

Tse + 0.538 187 +- 0.548 829 + 0.557 627 0.564 948 0.571 073 

1.58 + 0.536 103 + 0.546 511 ee 118 0. 562 283 0.568 279 

1.59 —+ 0. 534 025 0.544 203 0.552 624 0.559 637 0.565 508 

1.60 + 0.531 952 0.541 906 + 0.550 145 0.557 O10 0.562 759 

io) E + 0.529 885 -- 0.539 620 0.547 682 0.554 402 0.560 032 

1.62 + 0.527 824 + 0.537 345 0.545 235 0.551 813 0.557 327 

1 263 + 9.525 768 + 0.535 O81 0.542 803 0.549 243 0.554 642 

1.64 = 0). 523) 719 + 0.532 830 0.540 386 0.546 692 0.551 980 

1.65 + 0.521 676 ++ 0.530 589 0.537 985 0.544 159 0.549 339 [f 

1.66 +0.519 640 +0.528 360 + 0.535 600 + 0.541 645 -+0.546 718 y 
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Tafel XVI. 


Leuschner’s Erweiterung von Oppolzer’s - Tafel zur Bestimmung der 
geocentrischen Distanz bei ersten Bahnbestimmungen. 


oe 90° 95° | 100° | 105° 110° | 
1.66 0.519 640 +0.528 360 0.535 600 | 0.541 645 0.546 718 
167 0.517 610 0.526 143 Omsgonece 0.539 149 0.544 119 
1.68 0.515 588 0.523 937 0.530 874 0.536 672 0.541 541 
1.69 nee 573 + 0.521 742 0.528 534 0.534 212 0.538 983 
70 O.511 565 +- 9.519 560 0.526 209 Onsale TTL 0.536 445 
hyp 0.509 565 me 389 0.523 899 0.529 347 0.533 928 
1.72 0.507 572 0.515 230 0.521 605 0.526 941 0.531 430 
1.73 0.505 588 +- 0.513 083 0.519 325 0.524 553 0.528 952 
We 0.503 611 +- 0.510 948 0.517 O61 + 0.522 183 0.526 494 
Meet 7s 0.501 642 + 0.508 824 0.514 811 +o0.519 829 0.524 054 
a7 O 0.499 681 +0.506 712 +0.512 577 0.517 494 0.521 635 
LSE 0.497 729 + 0.504 613 ae 357 0.515 175 0.519 234 
W778 0.495 785 0.502 525 0.508 151 = ©.512 873 0.516 852 
Te Ae 0.493 850 0.500 449 +0.505 961 + 0.510 588 0.514 489 
1.80 0.491 923 + 0.498 385 + 0.503 785 + 0.508 320 0.512 145 
tod 0.490 005 0.496 333 +0.501 623 0.506 068 0.509 818 
1.82 0.488 096 0.494 293 +0.499 476 0.503 833 0.507 510 
1.83 0.486 195 0.492 264 Woe 343 + 0.501 614 0.505 220 
DOA ale 0.484 303 + 0.490 248 0.495 225 + 0.499 412 0.502 948 
1.85 0.482 420 + 0.488 244 + 0.493 121 + 0.497 225 ++ 0.500 693 
1.86 ae pe 547 0.486 251 --0.491 031 0.495 055 ieee 456 
bs Sy 0.478 682 0.484 270 +0. 488 955 0.492 901 0.496 237 
1.88 + 0.476 826 0.482 301 0.486 893 + 0.490 762 mines, 034 
1.89 + 0.474 980 +- 0.480 343 0.484 844 + 0.488 638 0.491 849 
1.90 + 0.473 142 + 0.478 398 + 0.482 810 + 0.486 531 +0 .489 680 
1.91 0.471 314 + 0.476 464 0.480 789 0.484 438 + 0.487 528 
1.92 0.469 495 + 0.474 542 0.478 782 0.482 361 + 0.485 393 
1.93 ee 686 + 0.472 631 0.476 789 0.480 299 + 0.483 273 
1.94 0. 465 885 +- 0.470 732 0.474 809 0.478 252 = 0-481 174 
1.95 + 0.464 004 + 0.468 845 0.472 842 0.476 220 + 0.479 084 
1.96 + 0.462 312 0. 466 969 0.470 889 0.474 202 70-471 013 
1.97 0.460 540 0.465 104 0.468 948 0.472 199 0.474 958 
1.98 Tol 4ss 177 0.463 251 0.467 021 0.470 211 oe 918 
D199) 4. eae 023 + 0.461 409 0.465 107. |.+ 0.468 237 0.470 895 
2.00 0.455 279 +0.459 579 0.463 206 0.466 277 + 0.468 885 
POM 0.453 544 0.457 752 0.461 318 0.464 331 +0.466 892 
202 0.451 818 0.455 945 0.459 442 0.462 398 +0.464 913 
203 0.450 101 0.454 148 0.457 579 0.460 481 ae) 950 
2.04 0.448 394 0.452 362 0.455 729 0.458 578 0.461 OO1 
2.05 0.446 697 0.450 588 0.453 8901 0.456 686 + 0.459 066 
2.06 0.445 008 0.448 825 0.452 066 0.454 810 +0.457 146 
2.07, 9) 0.443 329 0.447 072 0.450 253 0.452 946 +- 0.455 241 
2.08 0.441 659 0.445 330 0.448 452 0.451 096 0.453 349 
2.09 0.439 999 0.443 601 0.446 663 0.449 258 0.451 472 
260 0.438 348 0.441 881 0.444 886 0.447 434 + 0.449 608 
Praca 0.436 705 0.440 171 0.443 122 0.445 624 eo 759 
2.12 0.435 073 0.438 474 0.441 369 0.443 825 0.445 923 
213 0.433 449 0.436 785 0.439 628 0.442 O40 + 0.444 100 
2.14 0.431 834 0.435 108 0.437 898 Hee 267 + 0.442 291 
20415 0.430 229 0.433 442 0.436 180 0.438 506 + 0.440 495 
25.16 0.428 633 0.431 787 0.434 474 0.436 758 +0.438 712 
2.17 0.427 045 0.430 140 0.432 779 0.435 023 0.436 943 
Qelo 0.425 467 0.428 503 0.431 096 0.433 300 bet 186 
2.19 0.423 808 0.426 878 0.429 423 0.431 588 0.433 442 
2320 0.422 338 0.425 264 0.427 762 0.429 888 0.431 710 
2.21 +0. 420 787 + 0.423 659 +0.426 112 + 0.428 201 -+0.429 992 
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Tafel XVI. 


Leuschner’s Erweiterung von Oppolzer’s Ea Tafel zur Bestimmung der 
geocentrischen Distanz bei ersten Bahnbestimmungen. 


~ | 90° 95° | 100° | 105° 110° | 
: | 
een + 0.420 787 +0.423 659 0.426 112 0.428 201 0.429 992 
DR 0.419 244 + 0.422 063 0.424 473 0.426 526 0.428 285 
NE 0.417 711 + 0.420 479 0.422 845 Q.424 861 0.426 591 
2.24 +0.416 186 +0.418 902 0.421 228 0.423 210 0.424 908 
Zee + 0.414 670 + 0.417 338 0.419 621 0.421 568 0.423 238 
2220 +0.413 163 0.415 783 0.418 025 0.419 938 0.421 580 
PY + 0.411 665 0.414 238 0.416 440 0.418 319 0.419 934 
oes +-0.410 175 0.412 700 0.414 865 0.416 713 0.418 299 
PPO) + 0.408 694 0.411 174 0.413 300 0.415 116 0.416 676 
2230 +- 0.407 222 0.409 658 0.411 746 0.413 531 “+ 0.415 064 
2.31 +0.405 758 +0.408 152 0.410 202 O. 411 955 0.413 464 
PEED + 0.404 302 + 0.406 652 0.408 668 0.410 392 0.411 875 
D8 + 0.402 855 +- 0.405 164 0.407 145 0.408 839 0.410 298 
2.34 30.401 417 +0. 403 685 0.405 631 0.407 296 0.408 731 
2.35 + 0.399 987 + 0.402 214 0.404 127 0.405 765 0.407 175 
2.3 +0.398 565 0.400 753 oe 633 0. 404 243 0.405 630 
Dro, = Oscieyp wisn + 0.399 301 0.401 149 0.402 732 0.404 096 
2.38 + 0.395 746 +0.307 859 + 0.399 675 0.401 230 0.402 573 
2.39 70.394 349 + 0.396 427 Lee 210 0.399 739 0.401 060 
2.40 + 0. 392 960 -- 0.394 999 0.396 754 0.398 260 ©.399 557 
2.41 0.391 579 + 0. 393 582 +0.395 308 0.396 789 0.398 065 
2.42 +- 0.390 207 + 0.392 175 + 0.393 872 0.395 328 0.396 583 
2443 + 0.388 842 + 0.390 778 0.392 444 0.393 875 0.395 111 
2.44 +0.387 485 + 0.389 388 to.301 026 0.392 433 0.393 650 
25 + 0. 386 136 + 0.388 005 + 0.389 617 0.391 002 0.392 198 
2.46 + 0.384 795 Lay 632 +0.388 217 =0. 389 580 0.390 756 
2.47 + 0. 383.462 0.385 269 0.386 827 0.388 166 0.389 324 
2.48 =- 0. 382 137 +- 0.383 912 0.385 445 0. 386 763 0.387 902 
BAO = 0.380 819 +0. 382 564 0.384 O71 0.385 368 0.386 488 
2.50 + 0.379 509 +- 0.381 224 0.382 707 0. 383 984 0.385 O86 
2.51 =- 0.378 207 +0.379 804 0. 381 351 0.382 606 0. 383 692 
2.52 + 0.370 913 0.378 571 0.380 004 0.381 239 0.382 308 
2.53 + 0.375 625 0.377 256 0.378 666 0. 379 881 0. 380 933 
2.54 + 0.374 346 0.375 950 0.377 336 0.378 532 0.379 567 
2.55 7 0.373 074 + 0.374 651 0.376 O15 0.377 191 0.378 210 
2.56 + 0.371 809 0. 373 360 0.374 701 0.375 859 0.376 862 
2.57 + 0.370 552 0.372 076 0.373 397 0.374 537 0.375 524 
2.58 +0. 369 301 0.370 800 0.372 100 O23 738222 0.374 193 
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Tafel XVI 


Leuschner’s Erweiterung von Oppolzer’s + Tafel zur Bestimmung der 
geocentrischen Distanz bei ersten Bahnbestimmungen. 
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Tafel XVL 


Leuschner’s Erweiterung von Oppolzer’s 2 Tafel zur Bestimmung der 
geocentrischen Distanz bei ersten Bahnbestimmungen. 


. 294. 807 5 - 295 747 ; 136 
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Tafel XVI. 


Leuschner’s Erweiterung von Oppolzer’s 2 Tafel zur Bestimmung der 
geocentrischen Distanz bei ersten Bahnbestimmungen. 
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Tafel XVI. 


Leuschner’s Erweiterung von Oppolzer’s 2 Tafel zur Bestimmung der 
geocentrischen Distanz bei ersten Bahnbestimmungen. 
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Tafel XVL 


Leuschner’s Erweiterung von Oppolzer’s = Tafel zur Bestimmung der 
geocentrischen Distanz bei ersten Bahnbestimmungen. 
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Tafel XVI. 
1 


Leuschner’s Erweiterung von Oppolzer’s — Tafel zur Bestimmung der 
geocentrischen Distanz bei ersten Bahnbestimmungen. 
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Tafel XVI. 


Leuschner’s Erweiterung von Oppolzer’s — Tafel zur Bestimmung der 
geocentrischen Distanz bei ersten Bahnbestimmungen. 
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Tafel XVI. 


Leuschner’s Erweiterung von Oppolzer’s + Tafel zur Bestimmung der 
geocentrischen Distanz bei ersten Bahnbestimmungen. 


. 20 + 0.438 284 0.438 884 
24 + 0.431 060 +0.431 622 


0.439 384 0.439 792 0.440 117 
0.432 O91 +0.432 474 +0.432 780 


Peal 140° 145° | 150° 155° 160° 
0.76 1.025 997 1.038 338 iE .048 520 1.056 783 1.063 315 
Oni 1.017 395 1.029 .399 1.039 302 1.047 336 1.053 686 
0.78 1.008 920 1.020:°595 1,030 225 1.038 038 1.044 213 
On 70 + 1.000 564 1.011 921 SS O2Ie ees + 1.028 887 1.034 893 
0.80 + 0.992 326 1.003 376 1.012 488 -+- 1.019 880 1.025 721 
0.81 +0.984 204 0.994 956 +1.003 822 1.011 O12 1.016 696 
0.82 ji oe 196 0.986 660 0.995 287 1.002 284 1.007 813 
0.83 0.968 299 0.978 484 0.986 880 0.993 689 0.999 069 
0.84 + 0.960 513 + 0.970 427 ++ 0.978 599 Gea ee 226 0.990 462 
0.85 + 0.952 834 + 0.962 486 + 0.970 442 0.976 893 0.981 989 
0. 86 +0.945 262 + 0.954 660 + 0.962 405 0.968 685 ea 646 
0.87 4- 0.937 793 +- 0.946 944 + 0.954 486 0.960 601 0.965 431 
0.88 + 0.930 426 + 0.939 338 +0.946 683 0.952 638 0.957 341 
0.89 Be ae 159 + 0.931 840 + 0.938 994 0.944 793 0.949 374 
0.90 0.915 991 +-0.924 447 ++ 0.931 416 ++ 0.937 065 0.941 526 
0.91 +- 0.908 920 + 0.917 158 0.923 947 0.929 450 0.933 796 
OniO2 +.0.901 944 +-0.909 971 19.916 585 0.921 946 0.926 181 
0.93 + 0.895 060 + 0.902 883 + 0.909 328 0.914 552 0.918 679 
0.94 + 0.888 268 + 0.895 892 +0.902 174 ang et 205 0.911 286 
0.95 | + 0.881 567 + 0. 888 998 +0.895 120 0.900 083 0.904 002 
0.96 + 0.874 954 + 0.882 197 + 0.888 165 0.893 002 +0. 8096 824 
0.97 + 0.868 429 —+- 0.875 490 0.881 308 0.886 024 0.889 749 
0.98 + 0.861 987 + 0.868 873 oo 874 546 | —+0.879 144 9-882 175 
0.99 +- 0.855 630 0.862 345 + 0.867 877 + 0.872 360 0.875 902 
1.00 + 0.849 355 + 0.855 904 -+0.861 299 +0.865 672 + 0.869 125 
1.04 +0. 825 053 -- 0.830 984 0.835 870 +0. 839 830 +0. 842 958 
1.08 + 0.801 960 +0. 807 340 Ome 773 +0.815 366 +- 0.818 204 
Tee —+-0.779 997 +0.784 886 0.788 915 = 2027702 e1CO +0.794 760 
salto) 0.759 090 +0.763 540 0.767 207 -+-0.770 180 + 0.772 529 
1.20 0.739 170 ==0. 743 228 0.746 571 +0.749 282 |° +0751 425 
eed +0.%720 176 +0.723 879 0.726 933 40.729 410 0.731 368 
1 6 Pes) + 0.702 050 0.705 436 0.708 229 -+-0.710 494 0.712 285 
he 82 + 0.684 737 0.687 837 0.690 395 +0.692 471 0.604 112 
1.36 +0.668 188 0.671 031 0.673 378 + 0.675 282 $e:6%6 4788 
1.40 +- 0.652 358 + 0.654 968 0.657 124 + 0.658 873 0.660 257 
1.44 +0.637 203 ape ee 603 0.641 586 +0.643 195 0.644 469 
1.48 + 0.622 685 L-O.624 894 0.626 720 + 0.628 203 0.629 377 
1 5 52 0.608 766 ee 803 0.612 487 +0.613 855 0.614 937 
150 0.595 413 0.597 293 0.598 847 0.600 111 0.601 111 
1.60 1 0! 582 594 +0. 584 331 0.585 768 0.586 936 0.587 861 
1.64 -+-0.570 280 0.571 886 0.573 216 0.574 207 0.575 154 
1.68 0.558 442 +0.559 930 0.561 162 0.562 164 0.562 958 
72 0.547 056 + 0.548 436 0.549 578 0.550 508 0.551 245 
1.76 +- 0.536 098 —-0.537 378 0.538 438 + 0.539 302 01530 987 
1.80 +0.525 544 + 0.526 733 0.527 719 4-0. 528 522 + 0.529 159 
1.84 +0.515 374 nen ow 480 0.517 398 --o.518 145 +o.518 738 
1.88 +-0.505 570 0.506 599 0.507 454 +0. 508 150 0.508 702 
18192 +0.496 111 0.497 O71 0.497 867 0.498 516 0.499 032 
1.96 +0. 486 982 0.487 877 0.488 620 0.489 226 0.489 707 
ZOO —+-0.478 166 + 0.479 O01 0.479 695 +-0.480 261 -+- 0.480 711 
2.04 +o. 469 648 0.470 428 0.471 O77 0.471 606 0.472 027 
2.08 +-0. 461 414 0.462 143 0.462 750 0.463 246 0.463 640 
2.12 +- 0.453 450 0.454 133 0.454 701 +0.455 165 0.455 534 
Zelo 0.445 744 0.446 384 0.446 916 0.447 351 0.447 698 
2 
2 + 
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Tafel XVI. 


Leuschner’s Erweiterung von Oppolzer’s - Tafel zur Bestimmung der 
geocentrischen Distanz bei ersten Bahnbestimmungen. 


Lo. 431 060 0.431 
0.424 059 0.424 
0.417 274 0.417 

+-0.410 693 0.411 

+0.404 309 0.404 

SS EOmOOG) 113 fo 398 

=- 0.392 097 0.392 

+0. 386 254 0. 386 

—- 0.380 577 ++ 0. 380 

Fi On3715, O53 =O). 315 

+0.369 692 + 0.370 

+0. 364 472 + 0.364 

0.359 393 0.359 

+ 9.354 450 +0. 354 

+O. 349 636 0. 349 

+0. 344 948 +0. 345 

+0.340 380 +0. 340 

+ 0.335 928 0. 336 

+ 0.331 588 O. 331 

+ 0.327 356 —- 0.327 

323 228 70.923 
319 199 0.319 
315 268 0.315 
311 430 On 311 
307 682 O. 307 
304 021 Lo. 304 
300 444 -—- 0. 300 
296 948 + 0.297 
293 532 +- 0.293 
290 191 +0. 290 


622 
588 
770 
160 
748 


527 
487 
622 
924 
386 
003 
764 
670 
712 
884 


183 
603 
140 
789 
546 


408 
371 
432 
586 
830 


163 
579 
O77 
656 
308 


035 
834 
703 
638 
639 
702 
827 


) O10 


252 
548 


899 
303 
757 
261 
813 


sa i a a os a 


OD O-0"O'O" OO, O1OrO' “OO ‘O10 O 


© 0,910) 9) 0500 0 OF OG O OO 


+0. 


- 432 
. 425 
- 418 
-411 
- 405 


. 398 
. 392 
. 386 
. 381 
naups 


- 370 
- 365 
+359 
+ 354 
+ 350 


» 345 
340 
. 336 
woo 
. 327 


5323 
- 319 
son 
eB11 
- 307 


. 304 
. 300 
- 207 
- 293 
. 290 


. 287 
. 283 
. 280 
e207 
» 274 


2271 
. 268 
. 266 
. 263 
. 260 


257 
. 255 
. 252 
. 250 
- 247 


145° | 150° | 


091 
028 
184 
550 
115 


872 
813 
929 
214 
660 


260 
009 
902 
931 
092 


380 
789 
317 
957 
7106 


560 
516 
569 
716 
955 


281 
692 
185 
757 
406 


129 
924 
788 
720 
717 


Gn 
898 
079 
317 
611 


960 
361 
813 
314 
864 


+ 0.293 
+0. 290 


+0. 287 
+o. 283 
—+-0. 280 
+0.277 
+0.274 
+0.271 
+0. 268 
+0. 266 


ae 
0.260 
+0. 258 


+0. 255 
+0. 252 


0.250 
O. 247 


474 
388 
523 
868 
415 


155 
080 
181 
451 
884. 


472 
210 
092 
lll 
263 


542 
943 
462 
096 
838 


686 
635 
682 
826 
058 


379 
785 
274 
842 
487 


207 
998 
859 
788 
782 


839 
958 
136 
372 
664 


010 
409 
859 
358 
907 


- 381 
. 376 


. 370 
- 365 
. 360 
- 355 
- 350 


- 345 
- 341 
- 336 
aoe 
+327 


+ 323 
» 319 
-315 
+311 
- 308 


. 304. 
. 300 
. 207 
+293 
. 290 


. 287 
. 284 
. 280 
5 ANT 
- 274 


Ae 
. 269 
. 266 
. 263 
. 260 


. 258 
- 255 
- 252 
. 250 
247 


394 
941 
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Leuschner’s Erweiterung von Oppolzer’s Z Tafel zur Bestimmung der 
geocentrischen Distanz bei ersten Bahnbestimmungen. 


<f 165° | 170° 175° 
0.01 deaee 68 =| 2 1807 61 2.930 10 
0.02 2. 7010 1S + 2.842 58 2.873 52 
0. 03 + 2.740 24 +.2.789 26 - 2.818 76 
0.04 -- 2.690 80 + 2.737 58 2.705 71 
0.05 + 2,642 84 + 2.687 48 Pepe ee 
0.06 24.506 28 ++ 2.638 88 2.664 48 
0.07 + 2.551 04 + 2.501 74 2 OlO wy 
0.08 + 2.507 11 2.546 00 2.569 34 
0.09 + 2.464 43 +2 501 58 2.523 87 
0.10 + 2.422 93 + 2.458 47 -+ 2,479 78 
(ie al! + 2. 382 59 ae 58 ale 436 94 
0.12 Saas} BE 2.375 87 27395 35 
On. 3 = 2 « 305) 19 2..336 32 2.354 95 
oO. 14 + 2.268 06 sl 297 86 a 315 69 
0.15 + 2,231 91 + 2.260 47 +2.277 55 
O1..16 Dey MOS) —- 2.224 09 + 2.240 45 
Oo. Ly ++ 2.162 46 ++ 2.188 70 2.204 38 
0.18 = 24, 120. 10 + 2.154 25 2.169 28 
0.19 ++ 2.096 64 + 2.120 72 2.135 12 
0. 20 + 2.065 11 + 2.088 07 + 2.101 89 
0). 21 -+ 2.034 032 Lee 266 2.069 528 
O. 22 + 2.003 935 2.025 283 -- 2.038 012 
0. 23 +-1.974 587 + 1.995 O91 2.007 312 
O. 24 + 1.945 963 +1.965 664 1.977 403 
oO. 25 + 1.918 039 +1.936 974 1.948 254 
0. 26 + 1.890 795 +1.908 997 1.919 837 
0.27 + 1.864 206 = 1.881 710 1.892 131 
0. 28 + 1.838 249 + 1.855 088 1.865 111 
0.29 + 1.812 906 —+ 1.829 109 Sl uvasisish 1h) 
0.30 -+-1.788 160 + 1.803 755 + 1.813 034 
0. 31 + 1.763 988 +1.779 002 + 1.787 932 
0.32 + 1.740 366 + 1.754 833 1.763 437 
On gs Sel eben oy +1.731 228 aia 739 511 
0. 34 + 1.694 748 —+1.708 169 -+ 1.716 148 
0.35 + 1.672 704 + 1.685 640 + 1.693 328 
0. 36 PHOS 1a 53 + 1.663 625 se 12 O71 O86 
0.37 -+- 1.630 079 +1.642 106 -4+~1,649 252 
0. 38 -- 1.609 468 + 1.621 068 1.627 961 
0.39 + 1.589 308 -—- 1.600 498 1.607 145 
©. 40 + 1.569 581 +1.580 381 + 1.586 796 
0.41 +1.550 278 +1.560 702 1.566 892 
0.42 = 135319380 + 1.541 450 1.547 424 
0.43 —+1.512 892 +1.522 612 1.528 383 
0. 44 + 1.404 784 1.504 175 + 1.509 750 
0.45 = 12477 055 + 1.486 127 1.491 512 
0. 46 + 1.459 691 + 1.468 458 +1.473 662 
0.47 + 1.442 681 + 1.451 157 1.456 187 
0. 48 + 1.426 018 + 1.434 212 1. 439 074 
0.49 + 1.409 691 —+- 1.417 615 1.422 317 
0.50 ++ 1.393 687 + 1.401 355 1.405 905 
Ons = 1) 378) 000 Bee ee 422 a, 389 822 
Gas? + 1.362 632 2 1.369 808 1.374 065 
0.53 + 1.347 558 + 1.354 504 + 1.358 624 
0.54 =| 1.332 778 + 1.339 501 + 1.343 490 
0.55 + 1.318 281 + 1.324 790 + 1.328 651 
56 304 064 + 1.310 369 + 1.314 108 


— 


329 932 
. 315 346 
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Tafel XVI. 


Leuschner’s Erweiterung von Oppolzer’s Tafel zur Bestimmung der 
geocentrischen Distanz bei ersten Bahnbestimmungen. 
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Tafel XVI. 


Leuschner’s Erweiterung von Oppolzer’s + Tafel zur Bestimmung der 
geocentrischen Distanz bei ersten Bahnbestimmungen. 


ples 165° 170° 175° 180° 
1.44 +0.645 434 0.646 108 0.646 508 Teen 640 
1.48 + 0.630 266 + 0.630 887 0.631 255 0.631 378 
I + 0.615 756 + 0.616 331 0.616 672 + 0.616 784 
1.56 + 0.601 869 + 0.602 399 0.602 714 +0.602 818 
1.60 + 0.588 563 + 0.589 053 0.589 344 +0. 589 440 
1.64 a OL 5750003 + 0.576 258 +0.576 527 +0.576 617 
1.68 + 0.563 560 +0. 563 982 + 0.564 232 + 0.564 315 
Vs 72 + 0.551 804 + 0.552 195 + 0.552 427 +0.552 504 
1.76 + 0.540 506 +0.540 870 + 0.541 086 +0.541 157 
1.80 + 0.529 642 + 0.529 981 + 0.530 182 +0.530 248 
1.84 +0.519 187 + 0.519 503 ee 519 690 +0.519 752 
1.88 -+- 0.509 121 + 0.509 416 0.509 590 + 0.509 648 
1.92 + 0.499 423 0. 499 697 + 0.499 860 + 0.499 914 
1.96 + 0.490 072 0.490 329 +0.490 481 + 0.490 531 
2.00 + 0.481 053 0.481 292 + 0.481 435 + 0.481 482 
2.04 +0.472 347 0.472 571 +0.472 704 +0.472 748 
2.08 +- 0.463 939 0.464 149 +0. 464 273 0. 464 315 
212 + 0.455 813 0.456 012 + 0.456 129 0.456 167 
2.16 + 0.447 960 0.448 145 +0.448 254 0.448 291 
2.20 0.440 364 ++ 0.440 537 + 0.440 640 + 0.440 674 
2ri2 -- 0. 433 010 0.433 174 + 0.433 271 +0. 433 303 
2.28 + 0.425 893 + 0.426 046 + 0.426 137 0.426 167 
Pree + 0.418 997 0.419 142 + 0.419 228 fo:di9 256 
De3O + 0: 412 316 0.412 451 = On Alonso 2 0.412 558 
2.40 + 0.405 836 0.405 964 +0. 406 041 + 0.406 066 
2.44 + 0.399 551 0.399 673 +0. 399 746 0. 399 768 
2.48 - 0.393 454 0. 393 568 ++ 0.393 636 0.393 658 
Drs 2 -- 0.387 534 0.387 642 +0. 387 706 0. 387 727 
2.56 + 0.381 785 0. 381 887 » +0. 381 947 + 0.381 967 
2.60 -- 0.376 200 0.376 296 + 0.376 353 + 0.376 372 
2.64 + 0.370 771 +o.370 862 + 0.370 915 + 0.370 934 
2.68 + 0.365 493 + 0.365 579 +0.365 630 +0.365 647 
PhS 2 0.360 359 + 0.360 441 + 0.360 489 Tt 505 
Pal ==. 355 305 0.355 442 be a 488 0.355 503 
2.80 +- 0.350 503 + 0.350 576 0.350 620 + 0.350 634 
2.84 0. 345 770 -- 0.345 839 + 0.345 880 0.345 804 
2,88 + 0.341 160 +0. 341 226 + 0.341 265 0. 341 278 
DrOg -+- 0.336 668 + 0. 336 731 + 0.336 768 +0. 336 780 
2-190 + 0. 332 291 + 0. 332 350 + 0.332 385 + 0. 332 398 
3.00 + 0.328 024 + 0.328 080 + 0.328 114 +0. 328 125 
3.04 -++ 0.323 863 + 0.323 916 0.323 947 O. 323 959 
3.08 + 0.319 802 +0.319 854 0.319 885 0.319 895 
ale + 0.315 842 ==. 315) 891 0.315 920 +0. 315 930 
3.16 +0.311 977 + 0.312 023 0.312 O51 + 0.312 060 
S220) +0. 308 203 ++ 0.308 247 0.308 273 + 0.308 282 
Bue + 0.304 517 + 0.304 559 0. 304 584 + 0. 304 593 
3.28 -- 0.300 917 + 0.300 958 0.300 981 0. 300 989 
3.32 =- 0.297 400 + 0.207 438 + 0.297 461 0.297 469 
3.30 +0. 293 962 0.293 999 + 0.294 021 0.294 028 
3.40 + 0.290 602 0.290 637 + 0.290 658 0. 290 665 
3.44 +0. 287 316 + 0. 287 350 +0. 287 369 0. 287 376 
3.48 + 0.284 102 + 0. 284 135 0. 284 154 0.284 160 
Breese -_ 0.280 960 + 0.280 990 0.281 008 0.281 014 
3550 40.277 884. +0.277 913 0.277 929 +0.277 936 
3.60 +.0.274 874 +0.274 901 0.274 917 + 0.274 924 
3.64 fo.271 927 +o. 271 954 + 0.271 969 + 0.271 975 
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Tafel XVI. 


Leuschner’s Erweiterung von Oppolzer’s 2 Tafel zur Bestimmung der 
geocentrischen Distanz bei ersten Bahnbestimmungen. 


165° 170° 175° 180° 


YN ASE 
. 269 O41 
. 206 216 
. 263 448 
. 260 738 


. 258 O81 
~ 255 476 
. 252 924 
. 250 421 
. 247 967 


- 271 954 - 271 969 
. 269 068 - 269 083 
. 206 241 . 266 256 
. 263 473 . 263 487 
. 260 760 . 260 774 


. 258 102 + 0.258 116 
-255 498 »255 511 
. 252 944 . 252 956 
.250 441 . 250 452 
. 247 985 . 247 996 


-271 975 
. 269 088 
. 266 261 
- 263 491 
. 260 778 


. 258 120 
- 255 514 
. 252 960 
. 250 456 
. 248. 000 


3. 
3. 
35 
3. 
3. 
3h 
3h 
Bt 
3h 
4. 


4444+ +++ 
O00 6 0070 0 0'O 
abet i+ 
©-0' 0 6 © 1O°O"O'O"O 
tb + E+ 


CUS} OME Koo) Ke) Ke) 
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Tafel XVIL 
Enckes /- Tafel. 


log f 


0.5107980 
0.5106819 
0.5105658 
0.5104499 
0.5103338 
0.5102179 
0.5101019 
0.5099860 
0.5098701 
0.5097542 


0.5096384 
0.5095226 
0.5094068 
0.5092910 
0.509153 
0.5090595 
0.5089439 
0.5088282 
0.5087126 
0.5085970 


0.5084814 
0.5083658 
0.5082503 
0.5081348 
0.5080193 
0.5079039 
0.5077885 
0.5076731 
0.5075577 
0.5074423 


0.5073270 
0.5072117 
0.5070965 
0.5069812 
0.5068660 
0.5067509 
0.5066357 
0.5065206 
0.5064055 
0.5062904. 


0.5061753 
0.5060603 
0.5059453 
0.5058303 
0.5057154 
0.5056005 
0.5054856 
0.505307 
0.5052559 
0.5051410 


0.5050263 
0.5049115 
0.504968 
0.5046820 
0.5045674 
0.5044527 
0.5043381 
0.5042235 
0.5041089 
0.5039943 


0.5038798 


log f 


0.5038798 
0.5037653 
0.5036508 
0.5035364 
0.5034219 
0.5033075 
0.5031932 
0.5030788 
0.5029645 
0.5028502 


0.5027359 
0.5026217 
0.5025075 
0.5023933 
0.5022791 
0.5021650 
0.5020509 
0.5019368 
0.5018227 
0.5017087 


0.5015947 
0.5014807 
0.5013667 
0.5012528 
0.5011389 
0.5010250 
0.5009112 
0.5007973 
0.5006835 
0.5005698 


0.5004560 
0.5003423 
0.5002286 
0.5001149 
0.5000013 
0.4998876 
0.4997740 
0.4996605 
0.4995469 
0.4994334 


0.4993199 
0.4992064 
0.4990930 
0.4989796 
0.4988662 
0.4987528 
0.4986395 
0.4985262 
0.4984129 
0.4982996 


0.4981864 
0.4980731 
0.4979600 
0.4978468 
0.4977337 
0.4976205 
0.4975075 
0.4973944 
0.4972814 
0.4971684 


0.4970554 


} 
d 
’ 
: 

; 
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Tafel XVIL 
Enckes /- Tafel. 


log f 


0.4970554. 
0.4969424. 
0.4968295 
0.4967166 
0.4966037 
0.4964908 
0.4963780 
0.496265 2 
0.4961524 
0.4960396 


0.4959269 
0.4958142 
0.4957015 
0.4955889 
0.495462 


0.4953636 — 


0.4952511 
0.4951385 
0.4950260 
0.4949135 


0.4948010 
0.4946885 
0.494561 
0.4944637 
0.4943513 
0.4942390 
0.4941266 
0.4940143 
0.4939021 
0.4937898 


0.493676 
0.4935654 
0.4934532 
0.4933410 
0.4932289 
0.4931168 
0.4930047 
0.4928927 
0.4927806 
0:4926686 


0.4925567 
0.49244477 
0.4923328 
0.4922209 
0.4921090 
0.4919972 
0.4918853 
0.4917735 
0.4916617 
0.4915500 


0.4914383 
0.4913266 
0.4912149 
0.4911032 
0.4909916 
0.4908800 
0.4907684. 
0.4906568 
0.4905453 
0.4904338 


0.4903223 


— 0.0120 
0.0119 
0.0118 
0.0117 
0.0116 
0.0115 
0.0114 
0.0113 
0.0112 
0.0111 


0.0110 
0.0109 
0.0108 
0.0107 
0.0106 
0.0105 
0.0104 
0.0103 
0.0102 
0.0101 


0.0100 
0.0099 
0.0098 
0.0097 
0.0096 
0.0095 
0.0094 
0.0093 
0.0092 
0.0091 


0.0090 
0.0089 
0.0088 
0.0087 
0.0086 
0.0085 
0.0084. 
0.0083 
0.0082 
0.0081 


0.0080 
0.0079 
0.0078 
0.0077 
0.0076 
0.0075 
0.0074. 
0.0073 
0.0072 
0.0071 


0.0070 
0.0069 
0.0068 
0.0067 
0.0066 
0.0065 
0.0064. 
0.0063 
0.0062 
0.0061 


— 0.0060 


log f 


0.4903223 
0.4902109 
0.4900994 
0.4899880 
0.4898767 
0.4897653 
0.4896540 
0.4895427 
0.4894314 
0.4893201 


0.4892089 
0.4890977 
0.4889865 
0.4888753 
0.4887642 
0.4886531 
0.4885420 
0.4884309 
0.4883199 
0.4882089 


0.4880979 
0.4879869 
0.4878760 
0.4877651 
0.4876542 
0.4875433 
0.4874325 
0.4873217 
0.4872109 
0.4871001 


0.4869894. 
0.4868786 
0.4867679 
0.4866573 
0.4865466 
0.4864360 
0.4863254 
0.4862148 
0.4861043 
0.4859938 


0.4858833 
0.4857728 
0.4856623 
0.4855519 
0.4854415 
0.4853311 
0.4852208 
0.4851105 
0.4850001 
0.4848899 


0.4847796 
0.4846694. 
0.4845592 
0.4844490 
0.4843388 
0.4842287 
0.4841186 
0.4840085 
0.4838984. 
0.4837884. 


0.4836784 
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Tafel XVIL 
Enckes /-Tafel. 


q log f Diff. qd log f Diff. 
es 
— 0.0060 0.4836784 0.0000 0.4771213 
0.0059 0.4835684 ae eeed -+ 0.0001 0.470127 
0.0058 0.4834584 L100 0.0002 04169042 
0.0057 0.4833485 1099 0.0003 0.4767956 
0.0056 0.4832386 1099 0.0004. 0.466871 
0.0088 0.4831287 1099 0.0005 0.4765787 
0.0054 0.4830188 1099 0.0006 0.4164702 
0.0053 0.4829089 see 0.0007 0.463618 
0.0052 0.4827991 pies 0.0008 0.4762534 
0.0051 0.4826893 mes 0.0009 0.4761450 
— 0.0050 0.4825795 -/ 0.0010 0.460367 
0.0049 0.4824698 —1097 0.0011 0.4759284 
0.0048 0.4823601 1097 0.0012 0.458201 
0.00477 0.4822504 1097 0.0013 0.4757118 
0.0046 0.4821407 1097 0.0014 0.456035 
0.0045 0.4820310 1097 0.0015 0.4754953 
0.0044. 0.4819214 1096 0.0016 0.4753871 
0.0043 0.4818118 1090 0.0017 0.452789 
0.0042 0.4817022 1096 0.0018 0.47151707 
0.0041 0.4815927 ie 0.0019 0.4750626 
— 0.0040 0.4814831 -+ 0.0020 04749545 
0.0039 0.4813736 —1095 0.0021 0.4748464 
0.9038 0.4812641 1095 0.0022 0.414383 
0.0037 0.4811547 1094 0.0023 0.446303 
0.0036 0.4810452 1095 0.0024 0.4145222 
0.0035 0.4809358 1094 0.0025 0.4744142 
0.0034 0.4808264 1094 0.0026 0.4743063 
0.0033 0.480711 1093 0.0027 0.441983 
0.0032 0.480607 1094 0,0028 0.4740904 
0.0031 0.4804984 ee 0.0029 0.439825 
— 0.0030 0.4803891 ++ 0.0030 0.4738746 
0.0029 0.4802798 —1093 0.0031 0.4737667 
0.0028 0.4801 706 L092 0.0032 0.436589 
0.0027 0.4800613 1093 0.0033 0.435511 
0.0026 0.4799521 1o92 0.0034 0.434433 
0.0025 0.4798430 Le 0.0035 0.4733355 
0.0024 0.4797338 aoe 0.0036 0.473228 
0.0023 | 0.4796247 1091 0.0037 0.4731201 
0.0022 0.495156 Moey 0.0038 0.4730124 
0.0021 0.4794065 ae 0.0039 0.472904 
— 0.0020 0.4792974 -++ 0.0040 0.472790 
0.0019 0.4791884. = 1090 0.0041 0.4726894 
0.0018 0.490794. TO9O 0.0042 0.4725818 
0.0017 0.47189704 1090 0.0043 0.424742 
0.0016 0.4788615 1089 0.0044 0.4123666 
0.0015 0.4781525 1090 0.0045 0.4722591 
0.0014 0.486436 1089 0.0046 0.4721516 
0.0013 0.485347 1089 0.0047 0.420441 
0.0012 0.474258 1089 0.0048 0.419366 
0.0011 0.4783170 ee 0.0049 0.4718292 
— 0.0010 0.482082 -++ 0.0050 0.4717218 
0.0009 0.480994 —1088 0.0051 0.4716144 
0.0008 0.479906 1088 0.0052 0.415070 
0.0007 0.4778818 1088 0.0053 0.471399 
0.0006 0.4777731 1087 0.0054 0.412923 
0.0005 0.47716644 nal 0.0085 0.4711850 
0.0004 0.4775557 ae 0.0056 0.4710777 
0.0003 0.4774471 10: 0.0057 0.47109705 
0.0002 0.473384 1087 0.0058 0.408632 
0.0001 0.472298 ne 0.0059 0.407560 
0.0000 0.4771213 -+ 0.0060 0.4706488 
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aes sxeVvalle 
Enckes /- Tafel. 


qd = log f 


0.4706488 
0.4'705417 
0.4.704345 
0.4703274. 
0.47702203 
0.4.701132 
0.4'700062 
0.4698991 
0.4697921 
0.4696851 


0.4695782 
0.4694712 
0.4693643 
0.4692574 
0.4691 506 
0.4690437 
0.4689369 
0.4688301 
0.4687233 
0.4686166 


0.4685098 
0.4684031 
0.4682964. 
0.4681898 
0.4680831 
0.4679765 
0.4678699 
0.4677633 
0.4676568 
0.4675502 


0.4674437 
0.4673372 
0.4672308 
0.4671243 
0.4670179 
0.4669115 
0.466805 2 
0.4666988 
0.4665925 
0.4664862 


0.4663799 
0.4662737 
0.4661674 
0.4660612 
0.4659550 
0.4658488 
0.4657427 
0.4656366 
0.4655305 
0.4654244 


0.4653183 
0.4652123 
0.4651063 
0.4650003 
0.4648944 
0.4647884 
0.4646825 
0.4645766 
0.4644707 
0.4643649 


0.4642590 


Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 


Diff. 


q log f Diff. 
+- 0.0120 0.4642590 
0.0121 0.4641532 —1058 
0.0122 0.4640474 1058 
0.0123 0.4639417 1057 
0.0124 0.4638359 1058 
0.0125 0.4637302 1057 
0.0126 0.4636245 1057 
0.0127 0.4635188 1057 
0.0128 0.4634132 1056 
0.0129 0.4633076 1056 
—1056 
+ 0.0130 0.4632020 
0.0131 0.4630964. —1056 
0.0132 0.4629908 1056 
0.0133 0.4628853 1055 
0.0134 0.4627798 1055 
0.0135 0.4626743 1055 
0.0136 0.4625688 1055 
0.0137 0.4624633 1055 
0.0138 0.4623579 1054 
0.0139 0.4622525 1054 
+ 0.0140 0.4621471 a 
0.0141 0.4620417 —1054 
0.0142 0.4619364 1033 
0.0143 0.4618311 1053 
0.0144 0.4617258 1053 
0.0145 0.4616205 1053 
0.0146 0.4615153 1052 
0.0147 0.4614100 1053 
0.0148 0.4613048 1052 
0.0149 0.4611996 1052 
1051 
++ 0.0150 0.4610945 
0.0151 0.4609893 —1052 
0.0152 0.4608842 1051 
0.0153 0.4607791 . 1051 
0.0154 0.4606741 1050 
0.0155 0.4605690 1051 
0.0156 0.4604640 1050 
0.0157 0.4603590 1050 
0.0158 0.4602540 1050 
0.0159 0.4601490 1050 
-++ 0.0160 0.4600441 ee 
0.0161 0.4599392 —1049 
0.0162 0.4598343 1049 
0.0163 0.4597294 1049 
0.0164 0.4596245 1049 
0.0165 0.4595197 1048 
0.0166 0.4594149 1048 
0.0167 0.4593101 1048 
0.0168 0.4592053 1048 
0.0169 0.4591000 1047 
ath 
+ 0.0170 0.4589959 zh 
0.0171 0.4588912 —1047 
0.0172 0.4587865 1047 
0.0173 0.4586818 1047 
0.0174 0.4585772 1046 
0.0175 0.4584726 1046 
0.0176 0.4583680 1046 
0.0177 0.4582634 1046 
0.0178 0.4581589 1045 
0.0179 0.4580544 nae 
-++ 0.0180 0.4579499 se 
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Tafel XVII. 


Enckes /- Tafel. 


q 


+ 0.0180 
0.0181 
0.0182 
0.0183 
0.0184 
0.0185 
0.0186 
0.0187 
0.0188 
0.0189 


+ 0.0190 
0.0191 
0.0192 
0.0193 
0.0194 
0.0195 
0.0196 
0.0197 
0.0198 
0.0199 


+ 0.0200 
0.0201 
0.0202 
0.0203 
0.0204 
0.0205 
0.0206 
0.0207 
0.0208 
0.0209 


-+ 0.0210 
0.0211 
0.0212 


0.0214 
0.0215 
0.0216 
0.0217 
0.0218 
0.0219 


-+ 0,0220 
0.0221 
0.0222 
0.0223 
0.0224 
0.0225 
0.0226 
0.0227 
0.0228 
0.0229 


+ 0.0230 
0.0231 
0.0232 
0.0233 
0.0234 
0.0235 
0.0236 
0.0237 
0.0238 
0.0239 


-+ 0.0240 


0.0213 ~ 


log f 


0.4579499 
0.4578454 
0.4577409 
0.4576365 
0.4575321 
0.4574277 
0.4573233 
04572189 
0.4571146 
0.4570103 


0.4569060 
0.4568018 
0.4566975 
0.4565933 
0.4564891 
0.4563849 
0.4562808 
0.4561766 
0.4560725 
0.4559684 


0.4558044 
0.4557603 
0.4556563 
0.4555523 
0.4554483 
0.4553444 
0.4552404 
0.4551365 
0.4550326 
0.4549287 


0.4548249 
0.4547211 
0.4546173 
0.4545135 
0.4544097 
0.4543060 
0.4542022 
0.4540985 
0.4539949 
0.4538912 


0.4537876 
0.4536840 
0.4535804 
0.4534768 
0.4533732 
0.4532697 
0.4531662 
0.4530627 
0.4529593 
0.4528558 


0.4527524 
0.4526490 
0.4525450 
0.4524423 
0.4523389 
0.4522350 
0.4521323 
0.4520291 
0.4519258 
0.4518226 


0.4517194 


Diff. 


Se aaa (mes ae 


+ 0.0240 
0.0241 
0.0242 
0.0243 
0.0244 
0.0245 
0.0246 
0.0247 
0.0248 
0.0249 


-| 0.0250 
0.0251 
0.0252 
0.0253 
0.0254 
0.0255 
0.0256 
0.0257 
0.02358 
0.0259 


-++ 0.0260 
0.0261 
0.0262 
0.0263 
0.0264 
0.0265 
0.0266 
0.0267 
0.0268 
0.0269 


+ 0.0270 
0.0271 
0.0272 
0.0273 
0.0274 
0.0275 
0.0276 
0.0277 
0.0278 
0.0279 


+ 0,0280 
0.0281 
0.0282 
0.0283 
0.0284 
0.0285 
0.0286 
0.0287 
0.0288 
0.0289 


+ 0,0290 
0.0291 
0.0292 
0.0293 
0.0294 
0.0295 
0.0296 
0.0297 
0.0298 
0.0299 


-++ 0.0300 


log f 


0.4517194 
0.4516162 
0.4515130 
0.4514099 
0.4513068 
0.4512037 
0.4511006 
0.4509975 
0.4508945 
0.4507915 


0.4506885 
0.4505855 
0.4504825 
0.4503796 
0.4502767 
0.4501738 
0.45007 10 
0.4499681 
0.4498653 
0.4497625 


0.4496597 
0.4495569 
0.4494542 
0.4493515 
0.4492488 
0.4491461 
0.4490435 
0.4489408 
0.4488382 
0.4487356 


0.4486331 
0.4485305 
0.4484280 
0.4483255 
0.4482230 
0.4481205 
0.4480181 
0.4479157 
0.4478132 
0.4477109 


0.4476085 
0.4475062 
0.4474039 
0.4473016 
0.4471993 
0.44770970 
0.4469948 
0.4468926 
0.4467904 
0.4466882 


0.4465861 
0.4464839 
0.4463818 
0.4462797 
0.4461777 
0.4460756 
0.4459730 
0.4458716 
0.445 7690 
0.4456677 


0.4455057 


a 
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Tafel XVIII. 
Tafel der Quadrate der Zahlen von 0.000 bis 8.000. 


O09 OMIAMNBPWNHH 


TOI 3023 

0.10 | 0.0100 | .0102 0104 0106 | .0108 OLLO© | O11 0114 Oley 0119 | 2 O04 06 
3) 016: © 

0.11 OLLI 4 20128 0125 OFZS WN/COLZO 17.0132: |>.0135 0137 0139 0142 : 0.8 1 e 
0.12 .0144 | .0146 0149 O151 | .O154 0156 | .0159 0161 0164 0166 Se) ie 
0.13 |. .0169 | .0172 |/.0174 | .0177 | .0180 | .0182 | .0185 | .0188 | .0190 | .0193 | 6 1.2 1.8 
0.14 .0196 | .0199 0202 0204 | .0207 0210 | .0213 0216 0219 0222 | 7 1.4 2.1 
0.15 | 0.0225 | .0228 0231 0234 | .0237 0240 | .0243 0246 0250 0253 | 8 16 2.4 
0.16 0256 | .0259 | .0262 | .0266 | .0269 | .0272 | .0276 | .0279 | .0282 | 0286 | 9 1.8 2.7 


0.18 0324 | .0328 | .0331 |,.0335 | .0339 | -0342 | .0346 | .0350 | .0353 | .0357 |1 0.4 0.5 
0.19 0361 | .0365 | .0369 | .0372 | .0376 | .0380 | .0384 | .0388 | .0392 | .0396 | 2 o8 1.0 
0.20 | 0.0400 | .0404 0408 0412 | .0416 0420 | .0424 0428 0433 0437 ; Me 1 
0.21 0441 | .0445 | .0449 | .0454 | .0458 | .0462 | .0467 | .0471 | .0475 | .0480 | 5 2:0 2:5 
0.22 0484 | .0488 | .0493 | .o497 | .0502 | .0506 | .0511 | .0515 | .0520 | .o524 | © o 3.0 
0.23 0529 | .0534 | .0538 | .0543 | .0548 | .0552 | .0557 | .0562 | .0566 | .0571 Q a i 
0.24 0576 | .0581 | .0586 | .0590 | .0595 | .0600 | .0605 | .0610 | .0615 | .0620 | 9 3.6 4.5 


0.27 | .0729| .0734 | .0740 | .0745 | .0751 | .0756 | .0762 | .0767 | .0773 | 0778 | } es a 
0.28 0784 | .0790 0795 0801 | .0807 0812 | .0818 0824. 0829 0835 18 os 
0.29 | .0841 | .0847 | .0853 | .0858 | .0864 | .0870 | .0876 | .0882 | .0888 | .c894 i ite 
0.30 | 0.0900 | .0906 0912 0918 | .0924 0930 | .0936 0942 0949 0955 2 i is 3 
0.31 | .0961 | .0967 | .0973 | .0980 | .0986 | .0992 | .0999 | .1005 | 1011 | 1018 | 7 4.2 4.9 
0.32 1024 | .1030 1037 1043 | .1050 1056 | .1063 1069 | .1076 1082 |8 4.8 5.6 
0.33 1089 | .1096 1102 1109 | .1116 e225) elt 2O) 1136 1142 IAOs|1o) $524 3673 
0.34. 1156 | .1163 1170 LV7Or |) IL83 1190 | .1197 1204 1211 1218 8 9 
O35 1 0.1225 | -.1232 1239 1246 | .1253 1260 | .1267 1274 1282 1289 1, 08 0.9 
0.36 1296 | .1303 1310 | .1318 | .1325 1332 | .1340 | .1347 | .1354 | .1362 |}, 46 1.8 
0.37 1369 | .1376 1384 1391 | .1399 1406 | .1414 1421 1429 1436 | 3 2.4 2.7 
0.38 1444 | .1452 1459 1467 | .1475 1482 | .1490 1498 1505 Tae PAE eh | Gio 
0.39 1521 | .1529 1537 1544 | .1552 1560 | .1568 1576 1584 1592 , a 4.5 
4.5 5.4 

0.40 | 0.1600 | .1608 1616 | .1624 | .1632 1640 | .1648 1656 1665 OT 3a |G 7s OmmOrs 
Fs iz SiO: 2 

0.41 1681 | .1689 | .1697 WOO |-.L74 Pee 22 | 1731 1739 1747 1756 9 oO oh 


Oo OTAMAPWO HH 
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: Tafel XVIII. 
Tafel der Quadrate der Zahlen von 0.000 bis 3.000. 


OmrwrdAMULwWNHH OMTWAMNUAW HE 0 WITAUAPW NH OM WAMUBWHH OMOWAMNPWHNHH 


OMTAMNAPWHHE 


Tafel der Quadrate 


nS 
Tafel XVIII. 


der Zahlen von 0.000 bis 3.000. 


| 1.04 
1.05 
1.06 


1.07 
1.08 
1.09 


1.10 


1.11 
1.12 
1.13 


1.14 
AES 
1.16 


V7 
1.18 
1.19 


1.20 


1.21 
1.22 
B28 


1.24 
1.25 
1.26 


1.27 


1.29 
1.30 


1.31 
1.32 
1.33 


1.34 
1.35 
1.36 


1.37 
1.38 
1.39 
1.40 
1.41 
1.42 
1.43 
1.44 


1.45 
1.46 


1.47 
1.48 
1.49 


1.50 


1628 


3 | 4 5 | 6 | 7 | 8 9 
0060 0080 | .0100 | .0120 0140 0161 | .0181 
: .0262 0282 | .0302 0323 | .0343 0363 | .0384 
x z .0465 0486 |} .0506 0527 | .0547 0568 | .0588 
i a .0671 0692 | .0712 0733 | 0754 | .0774 | .0795 
.0816 | .0837 | .0858 | .0878 0899 | .0920 | .0941 | .0062 0983 | .1004 
1.1025 | .1046 | .1067 | .1088 1109 | .1130 DS toe cdate7 2 1194 | .1215 
1236 | .1257 | .1278 | .1300 1321 | .1342 1364 | .1385 1406 | .1428 
+1449 | .1470 | .1492 | .1513 1535 | .1556 1578 | .1599 1621 | .1642 
-1664| .1686 | .1707 | .1729 1751 | 1772 1794 | .1816 1837 | .1859 
-1881 | .1903 | .1925 | .1946 | .1968 | .1990 | .2012 | .2034 | .2056 | .2078 
1.2100 | .2122 2144 | .2166 2188 | .2210 2230 *| 2254. 2277 | .2299 
.2321 | .2343 2365 | .2388 2410 | .2432 2455 2477 2499 | .2522 
-2544 | .2566 2589 | .2611 2634 | .2656 2079 2701 2724 | .2746 
-2709 | .2792 2814 | .2837 2860 | .2882 2905 2928 2950 | .2073 
.2996 | .3019 | .3042 | .3064 3087 | -3110 3133 | .3156 3179 | .3202 
1.3225 | .3248 | .3271 | .3294 3317 | -3340 3363 | -3386 3410 | .3433 
+3456 | -3479 | .3502 | .3526 | .3549 } .3572 | .3596 | .3619 | -3642 | .3666 
-3689 | .3712 | .3736 | .3759 3783 | -3806 3830 | .3853 3877 | .3900 
-3924 | .3948 | .3971 | .3995 4019 | .4042 4066 4090 4113 | .4137 
4161 | .4185 | .4209 | .4232 4256 | .4280 | .4304 | .4328 4352 | .4376 
1.4400 | .4424 | .4448 | .4472 4496 | .4520 | .4544 4568 4593 | .4617 
4641 | .4665 | .4689 | .4714 | .4738 | .4762 4787 | .4811 4835 | .4860 
.4884 | .4908 | .4933 | .4957 4982 | .5006 5031 | .5055 5080 | .5104 
5129 | .5154 | .5178 | .5203 5228 | .5252 | .5277 | .5302 5326 | .5351 
5376 | .5401 | .5426 | .5450 5475 | -5500 5525 | -5550 5575 | -5600 
1.5625 | .5650 | .5675 | .5700 5725 | .5750 5775 | .5800 5826 | .5851 
5876 | .5901 | .5926 | .5952 5977 | .6002 6028 | .6053 6078 | .6104. 
6129 | .6154 |. .6180 | .6205 6231 | .6256 6282 | .6307 6333 | .6358 
-6384 | .6410 | .6435 | .6461 | .6487 | .6512 | .6538 | .6564 | .6589 | .6615 
-6641 | .6667 | .6693 | .6718 6744 | .6770 6796 | .6822 6848 | .6874 
1.6900 | .6926 | .6952 | .6978 | .7004 | .7030 | .7056 | .7082 | .7109 | .7135 
LOIN pLOT |) 7219) |. 7240 | 97266 | .7292..|..7319 1.7345 | 7371 | .7398 
7424 | .7450 | .7477 | .7503 7530 | .7556 7583 | .7609 7636 | .7662 
-7089 | .7716 | .7742 | .7'769 7796 } .7822 7849 | .7876 7902 | .7929 
-7956 | .7983 | .8010 | .8036 8063 | .8090 8117 | .8144 8171 | .8198 
1.8225 | .8252 8279 | .8306 8333 | .8360 , .8387 | .8414 8442 | .8460 
8496 | .8523 | .8550 | .8578 8605 | .8632 | .8660 | .8687 8714 | .8742 
8769 | .8796 | .8824 | .8851 8879 | .8906 8934 | .8961 | .8989 | .9016 
10044 1.0072 | .0O99 | .9127 9155 | .9182 9210 | .9238 9265 | .9293 
-9321 | .9349 | .9377 | .9404 | .9432 | .9460 | .9488 | .9516 9544 | .9572 
1.9600 | .9628 | .9656 | .9684 | .9712 | .9740 | .9768 | .9796 9825 | .9853 
1.9881 | .9909 | .9937 | .9966 | .9994 | 2.0022 0051 | .0079 | .0107 | .0136 
2.0164] .0192 | .0221 | .0249 0278 0306 0335 | .0363 0392 | .0420 
0449 | .0478 0506 | .0535 0564 0592 0621 | .0650 0678 | .0707 
0736 | .0765 0794 | .0822 0851 0880 | .0909 | .0938 0967 | .0996 
2.1025 | .1054 1083 | .1112 1141 1170 1199 | .1228 1258 | .1287 
1316 | .1345 1374 | .1404 1433 1462 1492 1521 1550 | .1580 
.1609 | .1638 | .1668 | .1697_| .1727 1756 1786 | .1815 1845 | .1874 
-1904 | .1934 | .1963 | .1993 2023 2052 BOOZ nel Le On Ae oNeyit 
-2201 | .2231 .2261 ; -2290 2320 2350 2380 | .2410 2440 | .2470 
2.2500 | .2530 2560 2590 2620 2650 2680 2710 2741 2771 

N? ‘0 fi 2 3 4 5 6 if 8 9 


Oo MWAAMUARWNH OMATAMNAHWNHH OMAN ARW DH CO Oran WwW DH 


0 OWAUBW Wb 


OmM~rAMNABwWDHH 


10.0 10.5 
12.0 12.6 
14.0 14.7 
16.0 16.8 
18.0 18.9 


Js OME AS 
13.2 13.8 


17.6 18.4 
19.8 20.7 


12.0 12.5 
14.4 15.0 
16.8 17.5 


21.6 22.5 


10.4 10.8 
13.0 13.5 


23.4 24.3 


JIR2 LO 
14.0 14.5 
16.8 17.4 |i 
19.6 20.3 
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Tafel XVIIL 
Tafel der Quadrate der Zahlen von 0.000 bis 3.000. 
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Tafel XVIII. 
Tafel der Quadrate der Zahlen von 0.000 bis 3.000. 


0 MOTANLW HH 


OM IWANHRWHY PH 


1 
2 
3 
4 
5 
6 
a 
8 
9 


OMAAUMLW HE 
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Tafel XVIII. 
Tafel der Quadrate der Zahlen von 0.000 bis 3.000. 


Ratles 


50” “ol! 


2.50 | 6.2500 | .2550 | .2600 .2650 2700 | .2750.| .2800 | .2850 | .2901 | .2951 


I 50) Ser 

2.51 .3001 | .3051 | .3101 | .3152 | .3202 |. .3252 | .3303 | -3353 | -3403 | -3454 2 10.0 10.2 
2.52 3504 | .3554 | -3605 +3655 37706 3756 | .3807 3857 -3908 3958 | 3 15-0 15.3 
2.53 .4009 | .4060 | .4110 | .4161 | .4212 | .4262 | .4313 4364 | 4414 | .4465 | 4 20.0 20.4 
250n25. 

2.54 4316 | .4567 | 4618 | .4668 | .4719 | .4770 | .4821 4872 | .4923.|) .4974 Z BS aoe 
2.55 |6.5025| .5076 | .5127 | .5178 | .5229 | .5280 | .5331 | .5382 | .5434 | .5485 | 4 35.0 35.7 
2.36 | .5536| .5587 | .5638 | .5690 | .5741 | .5792 | .5844 | -5895 | .5946 | -5998 | g 40.0 40.8 
2.57 .6049 | 6100 | .6152 | .6203 | .6255 | .6306 | .6358 6409 | 6461 | .6512 | 9 45.0 45.9 


2.58 .6564.| .6616 | .6667 | .6719 | .6771 | .6822 | .6874 6926 | .6977 | .7029 52 53 
2.59 7081 | .7133 | .7185 | .7236 | .7288 | .7340 | .7392 | .7444 -71496 | .7548 


1. S20 58 

2.60 | 6.7600 | .7652 | .7704 | .7756 | .7808 ] .7860 | .7912 | .7964 | .8017 .8069 | 2 10.4 10.6 
3 15.6 15.9 

2.61 8121 | .8173 | .8225 | .8278 | .8330 | .8382 | .8435 8487 | .8539 | -8592 | 4 20.8 21.2 
2.62 (8644 | .8696 | .8749 | 8801 | .8854 | .8906 | .8959 | .9011 | .9064 | .9116 | 5 26.0 26.5 
2.63 | .9169| .9222 | .9274 | .9327 | .9380 | .9432 | .9485 | .9538 | .9590 | .9643 | 6 31.2 31.8 
2.64 | 6.9696 | .0749 | .9802 | .9854 | .9907 | .9960 |7.0013 | .0066 | .0119 | .0172 7 36.4 37-1 
2.65 | 7.0225 | 0278 | .0331 | .0384 | .0437 | .0490 | .0543 | .0596 | .0650 | .o703 | 8 41.6 42.4 
2°66 | .0756| .o809 | .0862 | .0916 | .0969 | .1022 | .1076 | .1129 | .1182 | .1236 9 46.8 47.7 


2.67 | .1289| .1342 | .13906 | .1449 | .1503 | .1556 | .1610 | .1663 | .1717 | .1770 54 55 


2.68 1824 | .1878 | .1931 | .1985 | .2039 | .2092 | .2146 | .2200 | .2253 | .2307 J 1 5.4 5.5 
2.69 2361 | .2415 | .2469 | .2522 | .2576 | .2630 | .2684 .2738 | .2792 | .2846 | 2 10.8 11.0 

. 3 10.2 16.5 
2.10 | 4.2900 | .2984 | .3008 | .3062 | .3116 | .3170 | .3224 | .3278 | .3333 | -3387 | 4 21.6 22.0 
am | 4a | .g4os | 3849 | 3604 | 2658 | .3712 | 13767 | g821 |/3875 | 3930" [ieee ee 
2.n2 1 .3984| .4038 | .4093 | .4147 | .4202 | .4256 | 4311 | .4365 | 4420 | 4474 3 . on 
2.73 4529 | .4584 | .4638 | .4693 | .4748 | 4802 4857 | .4912 | .4966 | .5021 B re vy 2 


2.74 | .5076| .5131 | .5186 | .5240 | .5295 | .5350 | .5405 | -5460 | .5515 | -5570 | 9 48.6 49.5 
2.95 | 7.5625 | .5680 | .5735 | .5790 | .5845 | .5900 | -5955 .6010 | .6066 | .6121 
2.76 | .6176| .6231 | .6286 | .6342 | .6397 | .6452 | .6508 | .6563 | .6618 | .6674 5657 


2.77 6729 | .6784 | .6840 | .6895 | .6951 | .7006 | .7062 | .7117 | .7173 -7228 7 ie pot 
2.78 | .7284| .7340 | .7395 | -7451 | .7507 | .7562 | -7618 | .7674 | .7729 | -7785 | 3 16.8 17.1 
2.79 | .7841| .7807 | .7953_| -8008 | .8064 | .8120 | .8176 | .8232 | .8288 | .8344 | 4 22.4 22.8 
2.80 | 7.8400 | 8456 | .8512 | .8568 | .8624 | .8680 | .8736 | .8792 | .8849 | .8905 ; a ie 
2.81 | .8961| .9017 | .9073 | .9130 | .9186 | .9242 | 92909 | .9355 | .9411 | 9468 | 7 39.2 39.9 
2.82 | 7.9524 | .9580 | .9637 | .9693 | .9750 | .9806 | .9863 | .9919 .9976 |8.0032 | 8 44.8 45.6 
2.83 | 8.0089 | .0146 | .0202 | .0259 | .0316 } .0372 | .0429 .0486 | .0542 | .0599 | 9 50.4 51.3 


2.84 0656 | .0713 | .0770 | .0826 | .0883 | .o940 | .0997 | .1054 | -1111 | «1 168 58 “759 
2.85 | 8.1225 | .1282 | .1339 | .1306 | .1453 | .1510 | .1567 | .1624 | .1682 | -1739 | 1 5.8 5.9 
2.86 1796 | .1853 | .1910 | .1968 | .2025 | .2082 | .2140 | .2197 | .2254 | -2312 | > 11.6 11.8 


2.87 .2369 |. .2426 | .2484 | .2541 | .2599 | .2656 | .2714 | .2771 | .2829 .2886 | 3 17-4 17.7 
2.88 12944} .3002 | .3059 | .3117 | .3175 | .3232 | -3290 | .3348 | .3405 3463 | 4 23-2 23.6 
2.89 63521 | .3579 | .3637 | .3094 | .3752 | .3810 | -3868 | .3926 | .3984 | .4042 : Bas 29.5 

34.8 35.4 
2.90 | 8.4100 | .4158 | .4216 | .4274 | .4332 | .4390 | .4448 4506 | .4565 | .4623 | 7 40.6 41.3 


8 46. 2 
2.91 4681 | .4739 | .4797 | 4856 | .4914 | .4972 | .5031 | -5089 | .5147 .5200 ole aa 


2.92 5264 | .5322 | .5381 | .5439 | .5498 | -5556 | .5615 | .5673 | -5732 | -5790 

2.93 5849 | .5908 | .5966 | .6025 | .6084 | .6142 | .6201 | .6260 | .6318 | .6377 60 61 
2.94 | .6436| .6495 | .6554 | 6612 | 6671 | 6730 | .6789 | .6848 | .6907 | 6966 | 1 60 O12 
2.95 | 8.7025 | .7084 | .7143 | .7202 | .7261 | .7320 | .7379 | .7438 | .7498 | .7557 | ? 12.0 12.2 
2.96 | .7616| 7675 | .7734 | .7794 | .7853 | .7912 | .7972 | .8031 | .8090 | .8150 | 3 18.0 18.3 


24.0 24. 
2.917 8209 | .8268 | .8328 | .8387 | .8447 | .8506 | .8566 | .8625 | .8685 | .8744 pre oe 


.9043 | .9102 | .9162 | .9222 | .9281 | -9341 | 6 36.0 36.6 
2.99 | 8.9401 | .9461 | .9521 | .9580 | .9640 | .9700 | .9760 | .9820 | .9880 | -9940 | 4 42.0 42.7 
8 48.0 48.8 
9 54.0 54.9 


Vid ti: 


0060 | .0120 | .0180 | .0240 | .0300 | .0360 | .0420 | .0481 | .0541 
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Wa he  X LX. 


Tafel der Gauss’schen Constanten fiir die nicht identischen Kometenbahnen. 


No. T a— & A B C log a log b log ¢ 
x 240 | 81°54’ 59"| 292°39' 30"”| 208925’ 0”) 332°41' 9" | 9.97222 | 9.98454 | 9.63800 
8154 5 293 49 8 | 209 39 38 | 331 56 36 | 9.96967 | 9.98549 | 9.64498 

; 539 |, 256,22 6 163 44 54 78 29 25 54 56 57 | 9.99378 | 9.95414 | 9.66987 
256 26 43 | 165 5 12 719 48 37 55 59 22 | 9.99370 | 9.95499 | 9.66701 

565 70 2 44 | 272 34 24 49 46 5 2 11 34 | 9.99844 | 9.06100 | 9.99868 

3 (OWS 39") 271 54 57 41 0 30 138 4 | 9.99913 | 8.99945 | 9.99870 
: 568 ZOm ae 43° 2 30 311 33 18 319 7 4 | 9.99940 | 9.95276 | 9.64859 
a: 2010 4 44 33.18 313 5 50 | 320 28 57 | 9.99942 | 9.95248 | 9.64969 
574 TS WBL 410" | 243, 49 32 146 28 22 27 40 50 | 9.95779 | 9.98403 | 9.69683 

5 15 31 47 244 58 31 147 39 53 27 33°31 9.96092 | 9.98286 | 9.69063 
6 40 93 42 59 330 59 50 105-13 29 24 13 32 9.71777 | 9.96362 | 9.97264. 


93 43 51 328 36 38 104 41 40 23 57 41 9.72529 | 9.95968 | 9.97402 
Zidmeieo se) e250 3S ee Gly 7 145) 33231 17 | 9.99681 | 9.92804 — | 9.73304 


7 837 Ali ie ha 230 17 43 315 50 56 331 34 11 9.99661 | 9.92980 | 9.73250 
8 961 82 32 11 89 42 32 | 177 23 51 0 45 47 | 9.99989 | 9.74824 | 9.91849 
82 32 20 80527 TS. M13 1 25 57 | 9.99943 | 9.74929 | 9.91861 

9 1092 30 22 56 | 228 47 oO 139 31 45 55 9 24 | 9.97311 | 9.99973 | 9.53545 
ie gO 23057 230 8 40 140 43 1 55 18 16 | 9.97450 | 9.99982 | 9.52380 


124 56 460 | 281 57 50 | 222 45 6 343 13 39 | 9.91411 | 9.90624 | 9.91540 
124 5610 | 281 7 53 | 224 52 40 | 343 8 26 | 9.90474 | 9.90338 | 9.92604 
a 1231 121,32741 | 127 19 34 39 20 26 30 26 30 | 9.99908 | 9.94477 | 9.67972 
121 33 17 128 37 45 40 41 57 31 30 16 | 9.99902 | 9.94514 | 9.67874 

83 59 42 257 oS 165 29 14 26 45 25 | 9.99478 | 9.99278 | 9.37599 
59 53 258 17 47 166 46 15 24 54 36 | 9.99566 | 9.99251 | 9.36500 
13. | 1299 | 103 51 34 | 298 31 50 | 103 5816 | 19 34 20 | 9.79722 | 9.80705 | 9.99661 
3 103 52 13 297 106.28 103 42 45 19 12 41 9.80783 | 9.88940 | 9.99702 
90 46 6 | 348 27 oO 99 28 50 31 30 30 | 9.88489 | 9.96329 | 9.87678 
90 47 18 | 346 37 54 98 27 45 31 5 58 | 9.88611 | 9.96030 | 9.87990 
15 1366 eRe) SY 4 307 34 47 216 20 40 228 11 50 | 9.99912 | 9.97642 | 9.51445 
; 213 36 28 309 3°57 217 46 50 | 229 59 46 | 9.99906 | 9.97624 | 9.51665 

16 1385 166 40 59 174 12 38 249 5 40 330 46 O | 9.78823 | 9.99123 | 9.91057 
| 166 40 46 | 171 57 30 | 248 19 49 | 330 36 50 | 9.78965 | 9.99276 | 9.90754 

212 45 23 279 37 30 TUS} Teja 16) 15 29 27 9.87886 | 9.82239 | 9.99698 
212 45 50 279 9 42 113 29 30 5 eo 9.88751 | 9.81144 | 9.99665 
18 1468 65 13 9 30) 249225) 9122-9137 34 42 50 | 9.88383 | 9.99970 | 9.80937 
5 65 14 17 28 40 13 12 42 3 34 38 24 | 9.88073 | 9.99943 | 9.81434 

158 610 240 15 40 329 48 28 | 332 19 2 | 9.99994 | 9.95673 | 9.62880 
157 51 20 | 249 2 35 | 338 42 41 | 340 31 30 | 9.99997 | 9.95626 | 9.63072 
129 52 35 33 34 0), 203 34 55 335 38 27 | 9.83819 | 9.93121 | 9.95071 
129 51 43 35 23 10 264. 23 12 336 1 18 9.84296 | 9.92606 | 9.95246 
21 1491 154 57 49 | 173 50 22 | 246 53 20 | 335 44 10 | 9.41545 | 9.99866 | 9.98620 
154 56 60 168 35 16 246 34 31 335 42 20 | 9.42125 | 9.99930 | 9.98508 

22 1506 242 14 46 | 304 4 12 73 37 20 17 54 12 | 9.94057 | 9.82025 | 9.95219 
242 15 26 302 46 19 72 17 40 17 22 14 | 9.94401 | 9.81198 | 9.95333 

23 1532 16 38 15 | 220 24 55 | 129 010 | 36 5 40 | 9.91422 | 9.99972 | 9.75766 
16 39 10 221 54 56 130 2 36 36 0 43 9.91746 | 9.99949 ! 9.75157 

277 51 20 35 44 15 287 29 45 331 35 47 | 9.96218 | 9.90971 | 9.84950 
277 50 2 Sh ane 288 54 1 332 16 28 9.96348 | 9.90620 | 9.85189 


25 1556 98 48 48 268 23 27 178 16 56 618 51 9.99994 | 9.99704 | 9.07076 
98 47 11 | 269 34 33 179 32 54 1 39 52 | 0.00000 | 9.99702 | 9.06808 


24 1533 
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Tafel XIX. 


Tafel der Gauss’schen Constanten fiir die nicht identischen Kometenbahnen. 


26 


27] 


28 


29 


30 


31 


32 
33 
34 
35 
36 
37 
38 
39 
40 
41 

‘ ae 
43 
44 
45 
46 
47 
48 
49 


50 


No. 


T 


m— § 


2°46! 28" 
2 46 13 
256 39 12 
256 39 43 
89 22 37 
89 22 57 
3325 L523 
332 0 40 
330 36 17 
330 36 52 
307 39 53 
307 40 14 
12 410 
12 4 53 
59 25 $1 
59 25 31 
24 53 26 
24 51 35 
287 22 57 
287 24 18 
Q 28 
10 18 
33 23 26 
33 24 56 
40 41 
310 38 27 
156 6 54 
156 6 12 
206 42 27 
44 
109 28 29 
109 27 50 
99 12 38 
24 
159 27 47 
159 29 50 
350 38 57 
350 38 2 
86 46 32 
86 46 30 
330 36 25 
330 35 32 


86 25 49 
86 25 49 


44 43 
180 45 30 


203 59 10 
203 58 2 


356 50 56 
356 46 58 


A 


97° 28/ 10! | 
OF 20423" 
82 28 30 
82 44-6 


99 35 23 
100 16 39 


238 28 50 
237 WS 


129 40 33 
130 58 31 


280 36 40 
279 22 55 


269 30 17 
269 33 15 


107 47 51 
106 48 57 


26 51 40 
28 20 50 


164 30 
166,112, 84 


Wiijelesst 
fy 24 
171 48 56- 
173 26 47 


laps 
6 23 57 


254 25 34 
253 41 


283 55 
285 12 9 


78 3 
18 42 38 
253) 12 47, 
252 19 39 


254 19 
255 43 


6 22 21 
9 ll 


270 37 26 
270 28 19 


eps cer 7 
358 59 25 


82 42 10 
83 54 


357 31 29 


B 


pa an ant 
210 18.24 


144 44 3 
143 21 20 


88 52 40 
89 32 33 


264 30 37 
263 53 51 


41 46 7 
43 Wi eS 


18 17 19 
16 12 56 


153 25 23 
155 47 59 


AS Psy 13} 
206 10 51 


284 50 42 


| 286 15 19 


95 18 37 
96 21 21 
oe. es 
113 14 47 
97 48 34 
98 54 32 
105 36 27 
104 21 
250 45 8 
250 
194 16 8 
195/33, 73 
246 48 54 
246 40 27 
248 58 57 
238 39 55 


164 37 13 
165 59 8 


250 35 35 
251 11 10 


162 46 34 
166 45 12 


247 44 27 
248 21 10 
346 30 45.5 
348 41 33 
109 51 27 
109 31 23 
213 28 12 
214 44 45 


266 28 8 
205 10 40 


C 


347° 53! 22" 
348 30 12 
12 54 27 
13) 28. 6 
8 24 10 
8°56 92 
19 4 
53/89 
2) 25) £0) 
33 28 55 
Oe ee2 
5 21 18 


5 54 20 
SS g05 


58 14 
45 19 
46 49 
34 41 
31 58 39 
32 24 19 
23 48 39 
23 50 24 
36 13 18 
36 14 19 
54 8 12 
53 20 20 


26 21 
4 28 


34 30 
10 22 


2228 
44 32 
bfatat 
21 30 
17 11.5 
51 49 
51 47 
2 37 
24 a4 
1 49 18 


25 13 
24 28 
“50 54 
31 41 
26 42 13 
26 31 43 
37 28 
15 24.5 
24. 50 
21 34 


log a 


9.96194. 
9.96621 


9.95265 
9.947150 


9.97482 
9.97132 


9.86352 
9.85534 


9.99899 
9.99893 


9.99765 
9.99816 


9.98774 
9.99015 


9.96918 


9.97221 | 
| 9.97517 


9.97578 
9.90697 
9.90579 
9.26251 
9.26367 
9.92482 
9.92436 
9.96980 
9.96962 
9.83126 
9.82031 
9.99673 
9.99613 
9.68950 
9.70734 
9.74514 
9.72994. 


9.99996 
9.99996 
9.69206 
9.69424 
9.99782 
9.99875 
9.61359 
9.62366 
9.99870 
9.99909 
9.71107 
9.71212 


9.98879 
9.98803 


9.99079 
9.99078 


log b 


9.86227 
9.85732 
9.86187 
9.86746 
9.52640 
9.55290 
9.85801 
9.86747 
9.94553 
9.94593 
9.78902 
9.78725 
9.68193 
9.67361 
9.96313 
9.96149 
9.93360 
9.93135 
9.95404 
9.95705 
9.99861 
9.99925 
9.96341 
9.96580 
9.97526 
9.97394 
9.86671 
9.87544 
9.99950 
9.99955 
9.94258 
9.93714 


9.92003 


9.96511 
9.97098 
9.97101 
9.98725 
9.98502 
9.49332 
9.48453 
9.99591 
9.99428 
9.76590 
9.76422 
9.98902 
9.98697 
9.99807 
9.99786 
9.96317 
9.96407 


ee a | 


log ¢ 


9.89982 
9.89820 


9.91194 
9.91357 
9.99925 
9.99916 
9.98808 
9.98729 
9.67752 
9.67643 
9.90045 
9.90068 
9.95790 
9.95741 
9.73007 
9.72558 
9.78500 
9.78794 
9.86588 
9.86271 
9.99405 
9.99334 | 
9.82549 
9.82165 
9.68781 
' 9.69333 
9.99978 
9.99984 
9.11864 
9.14759 
9.99848 
9.99815 
9.99975 
9.967277 
9.54900 
9.54863 


9.95554 
9.95745 


9.98025 
9.98012 
9.96468 
9.96452 
9.91165 
9.91192 
9.94743 
9.94954 
9.38627 
9.40113 
9.64787 
9.64397 
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Tafel XIX. 
Tafel der Gauss’schen Constanten fiir die nicht identischen Kometenbahnen. 


B log a log b log c 


Ee aE 


1699 109° 14’ 16] 105° 10! 24” | 221935! 59!” 9.91469 | 9.92513 | 9.89494 


2 109 13 50 | 104 27 47 | 220 28 9 9.92118 | 9.92092 | 9.89253 


52 164 59 31 | 143 1 35 | 233 4 40 9.91126 | 9.99999 | 9.76281 
164 58 33 | 141 29 6 | 232 2 46 9.91430 | 9.99996 | 9.75680 


53 309 41 55 | 279 37 45.5 | 189 22 24 d 9.99996 | 9.97535 | 9.51556 
309) 43'°37 | 281 4 31 190 46 52 9.99995 | 9.97532 | 9.51607 
54 BOezs z= | 107958-23 |) 50°27) 1 9.99149 | 9.45301 | 9.99064 
59 25 34 98. 47 55 ey Oey SO 9.98969 | 9.47543 | 9.99047 
55 : 27 40 Ql 52 54 117 35 43 9.77588 | 9.91942 | 9.98971 
27 22 91 58 6 LBW, SEE 3 9.76132 | 9.92558 | 9.99046 
56 BS Sk?! 13°34 68 37 24 9.96102 | 9.88776 | 9.87717 
(e) 46 57 O72 lie, 6 9.96266 | 9.88352 | 9.87913 
57 35 30 44 41 45 9.99173 | 9.54663 | 9.98033 
10 26 30 31 9.99008 | 9.56088 | 9.98007 
13 33 0 39 9.83025 | 9.86812 | 9.99947 
40 13. 35 19 9.84089 | 9.85908 | 9.99931 
50 +4 3 34 20 9.98836 | 9.99288 | 9.46323 
37 29 35 13 9.98780 | 9.99247 | 9.47404 
8 6 ce) 9.93036 | 9.99996 | 9.71944 
24 24 6 9.93271 | 9.99985 | 9.71341 
36 27 9.96565 | 9.64715 ; 9.98872 
41 14 9.96210 | 9.66367 | 9.98833 
46 9.99818 | 8.96222 | 9.99998 
13 9.99718 | 9.05622 | 9.99999 
63° | 35 9.99971 | 9.95964 | 9.61638 
57 4 9.99971 | 9.95986 | 9.61542 
64 32 5 9.99863 | 9.96742 | 9.58158 
33 9.99797 | 9.96779 | 9.58385 
3} 9.92962 | 9.82851 | 9.95765 
21 9.92570 | 9.83667 | 9.95651 | 
36 54 9.92847 | 9.74218 | 9.99461 
it 31 : | 9.93487 | 9.72752 | 9.99428 
67 25 (e) 9.78289 | 9.90971 } 9.99388 
42 45 . 9.76873 | 9.91649 | 9.99440 
42 iby : 9.93642 | 9.70446 | 9.99944 
17 1 9.93077 | 9.72049 | 9.99933 
20 33 9.99660 | 9.98927 | 9.40214 
52 52 9.99635 | 9.98899 | 9.41020 
4 18 9.84180 | 9.96367 | 9.91346 | 
19 24. y 9.83236 | 9.96686 | 9.91609 
49 48 9.88696 | 9.89908 | 9.94536 | 
15 13 9.89523 | 9.89304 | 9.94373 
34 50 d d 9.99859 | 9.96559 | 9.59239 
30 16 i 9.99858 | 9.96524 | 9.59449 
54 6 9.99106 | 9.57616 | 9.97672 
57 12 9.99310 | 9.56413 | 9.97638 | 
88 48 50 9.99909 | 9.08879 | 9.99763 
88 53 15 9.99963 9.05217 | 9.99759 


104 49 48 22 9.85884 | 9.90110 | 9.96314 
104 49 O 9.86436 | 9.89460 | 9.96448 


58 


60 


61 


62 


65 


66 


124* 
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Tafel? XoWxXe 
Tafel der Gauss’schen Constanten fiir die nicht identischen Kometenbahnen. 


en 


log a log b log ¢ 


100° 55/36) 212951/16"| 273° 4/15” | 333957! 8” | 9.90805 | 9.91663 | 9.91108 
100 54 51 DIDS, Wie 272, O29 333 29 55 9.90538 | 9.92128 | 9.90889 
W777; 10132 |) 163,49: 30\ || 77) 31) 18 58 14 16 | 9.99605 | 9.95567 | 9.65340 
gps) 19 165 8 8 78 49 30 59 19 40 9.99600 | 9.95634 | 9.65092 
320) yest. || 266 =3 31, | Vis: 0.34 53 28 | 9.99924 | 9.98025 | 9.47822 
329 16 267 45 | 176 21 43 2 26 9.99959 | 9.98006 | 9.47615 
224. 221 16 | 132 16 20 56 20 9.99990 | 9.96589 | 9.58186 
224 222 133 20 29 4 59 | 9.99991 | 9.96597 | 9.58138 
100 338 4 87 23 32 49 34 9.93904 | 9.94011 | 9.84324 
100 337 86 9 26 14 32 | 9.94020 | 9.93695 | 9.84628 
46 327 62 24 44 52 47 9.99403 | 9.94136 | 9.71070 
46 328 63 47 16 51 42 9.99385 | 9.94237 | 9.70833 
313 232 126 44 15 41 46 | 9.82418 | 9.98793 | 9.89232 
313 233 127 34 55 27 58 9.83230 | 9.98610 | 9.88909 
136 270 180 44 43 11 16 0.00000 | 9.70063 | 9.93694 
136 270 183 17 31 10 14 9.99979 | 9.70131 | 9.93703 
62 111 38: 8253) 45 47 9.98879 | 9.79305 | 9.91133 
62 112 24 39 56 23 24 35 9.98756 | 9.79766 | 9.91037 
310 Ql 56 15 41 30 9.86812 | 9.88179 | 9.97100 
310 91 30 21 227 9.87131 | 9.87780 | 9.97162 
283 26 30 19 30 9.90671 | 9.77169 | 9.99994 
283 30 16.5 platy) 9.91371 | 9.75815 | 9.99991 
137 30 53 20 31 | 9.28444 | 9.99328 | 9.99857 
143 37) <3 25 22 | 9.24920 | 9.99488 | 9.99821 
17 20 49 33 9.95201 | 9.98486 | 9.71215 
8 25 28 30 9.98097 | 9.97567 | 9.63926 
16 31 Re) 9.91087 | 9.88044 | 9.94041 
20 19 BBLS) 9.90717 | 9.88668 ; 9.93881 


28 50 55 17 9.88160 | 9.99531 | 9.82255 
29 53 80) 9.87648 | 9.99621 | 9.82714 
51 12 29 22 9.54838 | 9.99965 |; 9.97141 
18 33 | 9.54095 | 9.99919 | 9.97297 
42 49 30 21 9.64243 | 9.96544 | 9.98988 
30 28 44 26 -| 9.62070 | 9.96970 | 9.99021 
11 56 43 35 9.99117 | 9.95374 ; 9.08246 
35 14 41 27 9.98944 | 9.95484 | 9.68573 
6 22 43 27 9.84388 | 9.94896 | 9.92933 
14 15 21 13 9.84723 | 9.94484 | 9.93151 
32 29 250u 9.99838 | 9.91463 | 9.76094 
4. 46 45 55.5 | 9.99843 | 9.91453 | 9.76095 
38 37 46 18 9.99644 | 9.12506 | 9.99967 
55 12 19 30 9.99756 | 9.05050 | 9.99909 
47 50 17 9.99903 | 9.78092 | 9.90303 
8 54 9.99935 | 9.77982 | 9.90314 
15 54 9.73828 | 9.99354 | 9.93157 
1 44 24 51 9.73709 | 9.99203 | 9.93405 
40 18 37 20 9.94203 | 9.93206 | 9.85077 
20 41 10 47 9.93685 | 9.93540 | 9.85364 
52 22 29 50 9.99724 | 9.67034 | 9.94977 
14 58 1 9.99643 | 9.67493 | 9.94949 
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Tafel XIX. 
Tafel der Gauss’schen Constanten fiir die nicht identischen Kometenbahnen. 


No. iE | tI—Q | A B C log a log b log ¢ 
Se | OS! (RN 


147° 22! 19") 161° 3/10" | 244°11' 50’ | 328935’ 49" | 9.82934 | 9.99743 | 9.87258 
147 21 19 | 159 4 49 | 243 20 46 | 328 30 52 9.83222 | 9.99814 | 9.86888 


239 56 38 | 326 53 31 | 103 19 27 23 50 31 | 9.74982 | 9.95285 | 9.97204 
239 57 29 | 324 43 46 102 45 43 23 32 44 9.75730 | 9.94832 | 9.97341 


103 1793 69 53 46 | 90 52 27 457 42 © 34 44 | 9.99992 | 9.41483 | 9.98490 
69 53 57 | 91 44 29 9 49 51 1 910 | 9.99968 | 9.41869 | 9.98487 


104 | 1796 | 184 17 18 | 82 53 23 | 160 33 53 9 32 28 | 9.98532 | 9.89103 | 9.83133 
184 17 40 82 14 54 |159 110 10 17 26.5 | 9.98270 | 9.89371 | 9.83310 


279 48 40 | 111 8 22 | 210 42 56 | 337 13 51 | 9.96152 | 9.97103 | 9.72918 


- ray 279 48 16 | 110 5 44 | 209 28 58 | 337 56 33 | 9.96480 | 9.96943 | 9.72432 
106 | 1798 | 342 54 10 | 220 21 17 | 128 30 29 | 35 3 4 | 9.90735 | 9.99957 | 9.77158 

342 55 4 | 221 52 13 | 129 31 59 | 34 57 34 | 9.91084 | 9.99929 | 9.76577 
107 1798 | 215 3 37 | 207 40 7 | 268 22 4 | 332 52 27 | 9.89053 | 9.93238 | 9.91093 


215 2 26 | 205 58 20 | 267 22 35 | 332 27 37 9.88792 | 9.93660 | 9.90858 


108 1799 95 44 18 | 346 19 45.5 | 103 47 5 27 39 36 | 9.80597 | 9.97018 | 9.92840 
95 45 18 | 344 10 49 | 102 59 37 | 27 21 30 | 9.80845 | 9.06701 | 0.93084 


109 1799 | 136 742 | 98 37 35 | 222 44 9 | 344 44 54 | 9.92260 | 9.88043 | 9.92965 

136 7 21 | 98 11 44 | 221 32 57 | 345 15 35 | 9.92910 | 9.87443 | 9.92707 
110 1801 220 38 5 | 48 16 29 | 140 13 30 76 33 33.5 | 9.98580 | 9.99630 | 9.45204 
220 39 $1 | 46 51 21 | 138 57 O 715 38 38 | 9.98504 | 9.995907 | 9.46456 
338 6 55 | 122 28 34-5 | 226.37 35 | 334 17 18 | 9.88676 | 9.98183 | 9.84362 
338 6 17 | 121 13 41 | 225 37 46 | 334 37 50 | 9.89288 | 9.97990 | 9.83063 


331 56 56 | 267 48 40 | 175 40 43-5] 2 52 59 | 9.99928 | 9.92412 | 9.73728 
331 56 51 | 268 33 12 |177 8 8 1 54 43 | 9.99970 | 9.92380 | 9.73668 
113 1806 225 20 15 | 122 57 59 | 214 52 26 | 317 38 29 9.97046 | 9.99836 | 9.56472 
225 19 33 | 121 40 30 | 213 40 54 | 318 148 | 9.97240 | 9.99805 | 9.55418 

114 | 1807 4 8 2 | 351 9 53 | 247 12 55 | 333 45 42 | 9.65863 | 9.99671 | 9.95355 
4 7 7 | 354 13 49 | 247 47 43 | 333 51 50 | 9.65619 | 9.99558 | 9.95557 

115 180g | 253 40 25 | 118 27 38 | 215 25 23 | 330 48 33 | 9.95348 | 9.98704 | 9.69965 
Zesetouoc, | ily WO 24 | 214.15) :2° ‘| 331 22 (oO 9.95669 | 9.98595 | 9.69322 


116 1808 131 32 1 HOLA alt SOL 39) 33 28 40 4 9.98462 | 9.98909 | 9.53476 
131 32 43 | 69 30 40 | 155 53 21 29 40 38 | 9.98286 | 9.98970 | 9.54363 


117 1810 102-24—0--|_ 59°41 32 | 264 32 33 | 341 38 26 | 9.86744 | 9.85182 | 9.98021 
102 23 23 | 6055 21 | 265 6 34 | 342 3 51.5 | 9.87467 | 9.84249 | 9.98085 


65 23 54 | 283 58 3 | 106 34 55 14 58 27. | 9.89447 | 9.79289 | 9.99990 
5 24 21 | 283 18 27 | 106 39 57 14 31 39 | 9.90200 | 9.78045 | 9.99984 
314 24 39 | 182 33 59 | 104 29 13 40 39 30 | 9.93187 | 9.97621 | 9.78589 
314 26 11 | 184 10 18 | 105 35 31 | 41 6 51 | 9.93207 | 9.97798 | 9.78119 
120 | 1812 | 199 18 13 | 312 18 36 | 242 318 | 335 44 31 | 9.61752 | 9.90491 | 9.96505 
199 17 23 | 314 47 26. | 242 33 50. | 335 39 38 9.60102 | 9.99620 | 9.96677 
350 50 56 | 31 52 10 | 125 49 30 67 2 8 | 9.97757 | 9.99070 | 9.57303 
350 53. 2 | 30 23 26 | 124 33 13 | 66 11 43 | 9.97690 | 9.99004 | 9.58178 
122 1813 204 56 43 | 82 4 36 | 129 16 27 17 9 11.5 | 9.87666 | 9.80743 | 9.95419 
204 57 21 | 81 41 40.5 | 128 25 45 17 32 33 | 9.86782 | 9.90337 | 9.95562 


65 32 37 | 169 39 2 102 4 38 30 9 37 9.85673 | 9.96855 | 9.89543 
33 46 | 171 33 41 | 102 58 23 30 28 14 | 9.85556 | 9.97134 | 9.89246 


124 | 1816 | 304 20 59 | 60 34 37 | 294 43 52 | 344 8 25 | 9.95841 | 9.79046 | 9.94972 
| 304 20 24 61 48 20 | 296 18 43 344 42 O | 9.96130 | 9.78209 | 9.95063 


125 1818 205 4 35 | 337 52 20 | 242 36 34 | 295 55 30 | 9.97652 | 9.98456 | 9.61663 
205 2 16 | 339 22 20 243 53 50 296 47. 33 9.97606 | 9.98366 | 9.62400 


990 
Tafel XIX. 


Tafel der Gauss’schen Constanten fur die nicht identischen Kometenbahnen. 
SiR Pr ee 


131 


132 


133 


134 


135 


136 


137 


138 


139 


140 


141 


142 


143 


144 


145 


146 


147 


148 


128 | 


130 | 


149 | 


150 | 


112° 18! 38" 
112 19 26 


347 0 18 
SY LS) 


13 54 
13°21 6 


350 «0 43 
350 5 54 


169 
169 


54 


57 


| 270 3 


90° 43" 35/” 
90 46 23 
1 47 43.5 
358 44 32 
16 45 2 
24 23 30 
166 9 51 
167 29 22 
72 43 35 
71 54 13.5 
272 7 50 
271-190 3 
351 22 41 
349 36 39 
357 8 40 
354 50 24 
110 51 45 
109 52 31 
216 47 38 
215 24 18 
14 0 36 
16 19 25 
79 15 43 
19 25 24 
43 
270 4 21 
240 1 16 
238 44 9 
283 29 
285 33 
50 5.5 
49 11 55 
130 2 37 
131 24 4 
255 SUES | 
255 Ons 
269 32 
268 33 


123 54 
122 19 


289 15.5 
288 32 
293 10 
295 3 23 
106 45.5 
105 1.5 
22 26 
20 31 


opal 
38 


312 
313 


114° 47! of 
114 35 27 
111 25 20 
110 51 8 
247 8 48 
247 19 31 
80 20 31 
81 38 31 
22 39 
31 29 
25 39 
9 139 
47 36 
43 44 
108 6 15.5 
20 28 
234 Ono) 
28 43 
59 
35 8 
40 
23 
41 
16 
205 7 
ahi 
3 10 
Oi 5} 
35 
51 
52 
25 5 
37 
rhe ae) 
31 
39 8 
39 
34 
22 
14 
714 2 
39 
203 4 
21 


22 
201" 5540 


53 
55) 20 


32 
58 


22° 651" 
22 16 52 
Yor bp ©) 
25 58 53 
280.218 1s 
336 25 51 
58 32 15 
59 38 33 
20m ee 
20°28 95 
We 27E 53 
OFS Sie 
26 43 
33 Os35 
45 
4l 
53 
23 9 
56 
55 
57 

43.5 
18 
32 
38 
33 
35 
24 
52 
27 
T5070 
ll 
V8 eA 
59 4 
341 9 28 
340 10 
358 38 8 
| 358 4 20 
327 10 
327 56 
12°20 7) 
righ 31 


269 3 22 
270 52 


337 52 0 
338 15 


347552 55. 
34 46 21 
236 53 28 
238 38 36 


338 6 
338 


314 
312 


333 
333 


13 4 
13 
354 
354 


343 
343 
338) 5 
335 
131 
129 
22 
22 


log a 


9.54393 
9.51525 


9.66207 
9.66196 
9.22368 
9.24468 
9.99490 
9.99487 
9.84815 
9.83820 
9.99946 
9.999779 
9.90004 
9.90085 
9.78333 
9.78467 
9.75407 
9.76772 
9.99912 
9.99908 
9.77137 
9.77442 
9.98320 
9.98065 


9.99058 
9.98822 


9.97739 
9.97572 
9.99174 
9.98931 
| 9.99925 
9.99921 
9.97969 
9.97859 
9.78239 
0.76884. 
9.99929 
9.99857 
9.94578 
9.94898 
9.95733 
9.96100 
9.99473 
9.99417 
9.98256 
9.98458 
9.87720 
9.87485 
9.99839 
9.99830 


log b 


9.97602 
9.97919 
9.99355 
9.99192 
9.99749 
9.99632 
9.95622 
9.95699 
9.943271 
9.94749 
9.36222 
9.35490 
9.96577 
9.96307 
9.98435 
9.98206 
9.96658 
9.96301 
9.95312 
9.95351 


9.97373 
9.97065 
9.93580 
9.93765 
9.64833 
9.65770. 
9.82147 
| 9.82674 
9.98522 
| 9.98616 
9.97477 
9.97453 
9.88013 
9.88338 
9.90196 
9.90907 
9.29981 
9.31581 
9.99320 
9.99236 
9.69693 
9.68230 
9.99893 
9.99883 
9.97793 
9.97701 
9.99742 
9.99667 
9.97824 
9.97794 


ae =) | 


log ¢ 


9.99609 
9.99052 


9.95646 
9.95840 


9.99640 
9.99692 


9.65672 
9.65381 


9.93254 
9.93465 


9.98874. 
9.98880 


9.85580 
9.85923 
9.92283 
9.92542 


9.95699 
9.95518 


9.64856 
9.64714. 


9.94184 
9.94396 


9.75952 
9.76242 


9.96328 
9.96371 


9.90957 
9.90829 


9.50668 
9.52038 


9.52078 
9.52895 


9.85527 
9.85355 


9.99839 
9.99940 


9.99192 
9.99196 


9.70052 
9.69364 


9.98441 
9.98491 


9.23027 
9.25166 


* 9.62001 
9.61392 


9.82356 
9.82818 . 


9.50591 
9.50921 


atti 
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Tafel XIX. 


Tafel der Gauss’schen Constanten fiir die nicht identischen Kometenbahnen. 


. 49° 50’ 23/”| 315° 23" 52'? 237° 20! 38” | 9.99880 | 9.97505 | 9.52851 
4On44- 1 |) 316) 53°55 230d 9.99875. | 9.97477 | 9.53117 
212 50 37 32 29 100 56 56.5 | 9.99612 | 9.97709 | 9.53568 
212 55 21 31 44 99 23 18 9.99600 | 9.97662 | 9.54019 
110 36 25 Bui 30 80 2 28.5 | 9.98638 | 9.98976 | 9.51442 
110 39 24 35 U3 78 51 22 9.98588 | 9.98923 | 9.52361 
72 13 21 | 222 49 29 26 39 9.85295 | 9.99719 | 9.85156 
72 14 10 | 223 59 35 29 18 4.5 | 9.85858 | 9.99637 | 9.84739 
156 31 42 | 233 18.5 340 0 58 9.84856 | 9.88108 | 9.89279 
156 30 48 | 231 34 339 38 26 9.84120 | 9.88862 | 9.98189 
138 9 53 | 270 38 357 42 53 9.99853 | 9.74063 | 9.92111 
138 9 42 | 271 34 Syl 14 9.99754 | 9.74908 | 9.92142 
133 36 9 | 322 39 332 54 9.79280 | 9.99846 | 9.89687 
133 35 13 | 324 41 47 9.78592 | 9.99904 | 9.90012 
240 33 16 | 261 10 5 9.95596 | 9.63966 | 9.99854 
240 32 46 | 261 13 24. 9.95108 | 9.65880 | 9.99869 
82 34 25 90 30 9.5 | 0.00000 | 9.99004 | 9.32570 
82 34 37 88 23 | 43 9.99999 | 9.99007 | 9.32620 
14 35 19 47 | 9.97585 | 9.95055 | 9.72861 

14 51 13 7 9.97857 | 9.95495 | 9.72463 

27 29 56 4 9.99956 | 9.95803 | 9.62493 

42 38 36 47 9.99955 | 9.95824 | 9.62400 

29 W 38 9.96859 | 9.97927 | 9.67680 

12°} 37 40 9.96572 | 9.98046 | 9.68285 

54.5 20 9.88697 | 9.99991 | 9.80439 
33 21] 9.89067 | 9.99976 | 9.79923 
29 26 9.97896 | 9.67558 | 9.96923 
36 40 9.98124 | 9.66396 | 9.96976 
55 13 9.99073 | 9.44201 | 9.99232 
22 45 9.99246 | 9.41677 | 9.99250 
17 21 9.97958 | 9.96823 | 9.67689 
15 9 9.98191 | 9.96703 | 9.67202 
20 56 9.85784 | 9.99964 | 9.84154 
24 30 9.86143 | 9.99986 | 9.83714 
5.5 27 | 9.40181 | 9.98578 | 9.99995 
55 50 9.36203 | 9.98819 | 0.00000 
24 56 9.98103. | 9.52943 | 9.99319 
3 30 9.98357 | 9.50605 | 9.99339 
18 22 | 9.93838 | 9.98530 | 9.74743 
55 24 9.93774 | 9.98394 | 9.75296 
25 29 9.94233 | 9.95706 | 9.80660 
47 ‘ 48 9.94183 | 9.96001 | 9.80274 
22 9.99958 | 9.46890 | 9.98078 
35. 9.99916 | 9.47448 | 9.98071 
2 9.98468 | 9.62052 | 9.97565 
16 9.98252 | 9.63369 | 9.97526 
51 9.99596 | 9.43191 | 9.98780 
24 9.99726 | 9.41552 | 9.98767 


46 53 9.96431 | 9.78479 | 9.94615 
36 3 9.96860 | 9.77680 | 9.94519 
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Tafel XIX. 


Tafel der Gauss’schen Constanten fiir die nicht identischen Kometenbahnen. 


No. ge mu — §% A B C log a log b log ¢ 


i ey 


54° 22'57" | 155950" 45" | 101959! 27” | 25°36’ 8.5”! 9.79091 | 9.95774 | 9.95020 
54.23 56 157 58 36 102 40 42 25 52 40 9.78662 | 9.96152 | 9.94830 


129 24 51 40 4 48 299 39 16 | 329 45 36 9.98522 | 9.91710 | 9.79168 
129 24 50 41 31 6 | 301 9 30 |330 36 23 9.98581 | 9.91504 | 9.79390 


296 3712 | 267 113 | 237 28 8 |356 13 30 | 9.99462 | 9.25330 | 9.99834 
276 37 28 | 266 34 24 | 240 34 35 |355 40 35 | 9.99291 | 9.29826 | 9.99841 


1848 261 0 31 | 266 47 3 | 235 16 29 |348 2 33 9.93728 | 9.74941 | 9.98551 


176 | 1847 


uy? 261 0 0 | 266 36 30 | 2361610 |347 33 39 | 9.93104 | 9.76197 | 9.98609 
Sho 1 ieag (208 92 382 | 278 ee re ee ae ae eal Gee 9.83839 | 9.96032 
208 2 5 273 30 O 228 56 O |345 27 28 9.91281 | 9.84655 | 9.96148 
181 1849 33 12 14 | 278 34 8 | 205 22 58 |348 23 25 | 9.97443 | 9.88867 | 9.85470 
33 11 48 279 11 20 206 51 35 |347 42 49 9.97091 | 9.89224 | 9.85665 
182 1849 237 33 36 | 102 21 13 96 40 4 ll 12 22 9.95122 | 9.65352 | 9.99965 


237 34 8 | 10435 2 97 28 57 12 44 13 9.93495 | 9.70900 | 9.99936 


183 | 18s0 | 181 3048 | 184 2 24- ) 112 2630 | 25 9 3 |) OSI042 | OO 
181 21 37 187 44 56 112 53 24 | 25 12 47 9.57297 | 9.99760 | 9.97002 


243 17 15 | 289 16 30 | 203 6 45 32 14 20 | 9.98377 | 9.98780 | 9.55144 
243 16 34 | 290 26 21 | 204 22 58 | 331 14 56 | 9.98193 | 9.98847 | 9.55953 


87 19 19 305 32 17 218 20 18 | 321 21 32 9.95886 | 9.99753 | 9.63229 
87 18 18 306 53 15 219-31 6 + 321 3558 9.95641 | 9.99795 | 9.64082 


186 1gst-_| 22+ 24 35 10425 7 | 107-31°23 15 45 6 | 9.87836 | 9.81654 | 9.99983 
204 24 55 LO5@ Sel 107 20 52 16 9 33 9.86966 | 9.82745 | 9.99991 


187 1852 38 47 49 122.11 10 | 220 57 17. | 331 24 32 9.92994 | 9.98713 | 9.76140 
38 47 11 120 53 29 | 219 47 42 |331 51 5 9.93428 | 9.98576 | 9.75568 


188 1852 223 20 28.7 | 333 49 47 | 240 11 32 | 274 59 22 9.99148 | 9.97916 | 9.55683 
223 16 44 335 18 22 241 33 52 276 19 58 9.99129 | 9.97852 +) 9.56278 


189 | 1853 57 349 | 78 21 3 | 329 23 48 | 353 17 30 | 9.99346 | 9.67592 | 9.95286 
57 3403] 79 2617 | 331 56 28 |353 54 14 | 9.99458 | 9.66950 | 9.95327 


275 46 54.6] 23 12 20 118 20 30 64 19 20 9.97643 | 9.98538 | 9.61274 


ee 1853 275 49 12.0] 21 43 27 117 32 42 63 27 18 9.97595 | 9.98450 | 9.61994 
ot | 1853 160 46 14.8 | 66 17 20 140 43 53 22 27 53 9.92560 | 9.96479 | 9.82161 

160 47 23 65 12 42 139 35 53 22 56 20 9.92024 | 9.96717 | 9.82550 
192 1853 170 25 7.5 | 247 32 45 138 34 12 21 28 56 9.91261 | 9.95800 | 9.85258 


170 25 37.3 | 248 31 2 139 39 54 21 0 21 9.91855 | 9.95515 | 9.84921 
82 9 44.2 | 248 47 20 269 54 40 345 22 0 9.92301 | 9.75823 | 9.99340 
Q 3.2 | 247 49 14 269 15 11 344 54 22 9.91728 | 9.77114 | 9.99298 
io iat oe 2818 | 261 5 29 |343 21 30 | 9.87962 | 9.82151 | 9.99693 
170 21 54.5 | 246 28 43 260 45 15 342 57:0 9.87183 | 9.83202 | 9.99660 
YORU | asee | Oto eee ae 38 18 | 234 6 30 |341 50 54 | 9.84570 | 9.91083 | 9.96353 
101 38 13.1] 97 23 13-5 | 233 33 13 342 8 8 9.85324 | 9.90640 | 9.96251 
196 1854 14 51 13.8| 94 28 53 |198 112 |352 47 53 | 9.98891 | 9.84457 | 9.87448 
14 51 9.2) 94 O 45 196 17 16 | 353 30 44 9.99108 | 9.84114 | 9.87339 
197 1854 129 56 22.3] 6021 O | 207 58 38 |344 5 58 | 9.96340 | 9.79576 | 9.94174 
129 55 46.7 | 61 36 5 299 35 41 344 40 42 9.96594 | 9.78805 | 9.94278 
108 1) iBe eeet TRSOw | S28 ae a ties eee Neate eee 9.98445 | 9.52218 
286 59 49 327 16 31 233 54 451273 24 1 9.99045 | 9.98389 | 9.52950 
323 5 46.2 | 264 49 16 | 332 40 48 | 356 35 50 9.99725 | 9.45831 | 9.98427 
199 | 1855 | 323 5 28.2 | 263 56 28 | 328 41 34 |356 1 42.5 | 9.99624 | 9.47148 | 9.98412 


200 | 1855 20 39 51.6 | 192 12 37 | 270 3010 | 317 54 0 | 9.96500 | 9.95409 | 9.70537 
20 37 47.6; 190 44 10 | 269 15 4 |317 12 52 9.96466 | 9.95608 | 9.76144 
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Tafel XIX. 
Tafel der Gauss’schen Constanten fiir die nicht identischen Kometenbahnen. 


No. Ly m— & A B Cc log a log b log ¢ 
i 
201 | 1855 | 325°36' 20” | 40°24'24" | 132°45'55"| 106918’ 57” | 9.99507 | 9.98124 | 9.50252 


325 40 24.4] 38 56 37 131 22 39 | 104 40 55.5 | 9.99579 | 9.98082 | 9.50794 


202 | 1857 | 121 34 54.5| 87 4015 | 241 15 4 | 342 11 37 | 9.82305 | 9.89206 | 9.98804 
: 121 34 23.2| 87 46 15 240 46 14 | 342 34 28 9.83462 | 9.88537 | 9.98731 
203 1857 13 59 31.3 | 191 48 50 | 110 38 53 | 44 48 4o | 9.94058 | 9.98429 | 9.74506 

14 1 4.4 | 193 22 35 111 46 3 | 45 15 45 9.94123 | 9.98561 | 9.73946 
134 5 59.5 | 78 753 | 156 1 21] 14 9 37 | 9.97596 | 9.93067 | 9.78882 
134 6 28.6} 77 18 38 154 38 14 14 55 12.5 | 9.97283 | 9.93305 | 9.79156 
205 1857 | 180 58 22.3 | 286 25 13 197 49 50 | 323 54 50 | 9.99291 | 9.99607 | 9.34960 

180 57 40.2 | 287 38 37 199 6 25 | 322 290 40 9.99189 | 9.99631 | 9.36423 
206 BS ete oS 82 23 12 | 165 32 24 9 39 35.5 | 9.99174 | 9.93221 | 9.74249 
124 50/7.6) 81 34 12 O45. 7 10 34 38 9.98997 | 9.93362 | 9.74535 
207 1857 95 5 30.4 | 305 36 38 64 3417 | 18 35 12 | 9.95068 | 9.83386 | 9.92383 

95 6 14.7 | 304 16 30 63 255 | 1759 40 | 9.96204 | 9.82751 | 9.92517 


174 34 37 | 237 45 38 TA ORLOM OL Sai 2 9.99622 | 9.99103 | 9.38058 


oe aps 174 36 0.7 | 239 6 50 150 35 23 | 117 20 41 | 9.99651 | 9.99128 | 9.37131 
209 | 1858 | 200 49 26.3 | 355 46 20 | 249 16 24 | 331 36 3 | 9.76579 | 9.99116 | 9.92250 
200 48 26.6 | 358 12 36 | 250 1 29 | 331 46 48 | 9.76516 | 9.98041 | 9.92517 

210 | 195g | 102 456 | 202 25 58 | 115 55 38 | 86 742 | 9.99334 | 9.97551 | 9.56808 
162 8 30.5 | 203 46 59 | 117 11 40 | 87 24 52 | 9.99348 | 9.976011 | 9.56311 

211 | 1858 | 25 15 40.1} 260 3 0 | 170 6 37 | 91 8 48 | 9.90883 | 9.99995 | 8.87259 
25 15 51.2) 261 2012 | 171 23 0 | 92 44 7 | 9.99912 | 9.99906 | 8.81346 

212 1858 Doms 4ovy 97" 17. 24. 226 25 44 | 344 23 4 9.90850 | 9.87721 | 9.94486 
98 51 17.4} 96 56 16 225 20 35 | 344 52 0 9.91579 | 9.87060 | 9.94335 

213 1858 129 6 48.4 | 277 30 13 SON 330 6 23 33 9.98616 | 9.41433 | 9.90876 
129 © 46.8 | 276 49 44 78 32 23 5 50 55 | 9.98845 | 9.37833 | 9.00884 

no 1858 155 32 14.7 | 290 24 27 27 38 20 12E ESO 9.99604 | 9.86519 | 9.84087 
‘ 155 32 45.7 | 289 4 35 25 54 40 | 11 30 7 | 9.99651 | 9.86356 | 9.84173 
21 1859 | 282 9 7.6} 90 28 12 187 37 18 | 358 5 2 | 9.99886 | 9.70161 | 9.93816 
; 282 011.2} 901849 | 185 5 48 | 358 43 26 | 9.99949 | 9.69972 | 9.93798 


216 | 1860 | 209 42 21.2} 82 6 32 | 245 0 50 | 345 49 25 | 9.90372 | 9.78042 | 9.99530 
209 42 45.3] 82 30 13 244 30 8 | 346 16 51 9.91123 | 9.77714 | 9.99500 


2iy7 | 1860 | 41 19 344} 94°57 3 20 54 56 | 3 6 8 | 9.99798 | 9.52005 | 9.97702 
41 19 52.3 | 95 53 30 DE BY WG, 3 41 3-5 | 9.99716 | 9.52847 | 9.97687 


218 | 1860 | 7649 14.6) 14714 © | 112 9 56 | 23 29 6 | 9.34149 | 9.99275 | 9.99662 
76 50 17.2 | 152 54 58 112 19 27'| 23 34 12 -| 9.31781 | 9.99441 | 9.90610 


1860 | 352 16 44.8 | 345 37 26 90 20 5 } 37 13 37 | 9.94799 | 9.95173 | 9.80761 
352 18 21.1 | 344 2 15 89 24 55 | 36 35.53 | 9.94866 | 9.94919 | 9.81121 


1861 | 213 25 45.8) 95 290 35 |-119 39:14 | 11 5 55 | 9.94639 | 9.70047 | 9.99272 
213 25 15.6] 95 48 31. 46 21 11°35 13 9.94075 | 9.71577 | 9.99309 


221 1861 | 330 7 20 58 36 10 | 246 55 20 | 336 44 5 | 9.18035 | 9.99506 | 9.99901 
330 6 23.2] 62 54 39 | 246 57 15 | 336 50 4 | 9.23680 | 9.99347 | 9.99907 


222 | 1861 | 331 35 45 | 298 46 30 62 34 37 | 15 31 37 | 9.96275 | 9.78804 | 9.94629 
: 331 36 19.4 | 2907 32 24 60 57 28 | 14 57 14 | 9.96539 | 9.77989 | 9.94728 


182 30 30.7] 63 32 14 329 33 37 | 341 51 6 9.99769 | 9.91372 | 9.76477 
182 31 37.6] 64 33 24 330 55 43 | 342 46 35 9.99791 | 9.91300 | 9.76554 


1862 07 15 14 |124 42 40 213 19 50 | 229 13 36 9.99864 | 9.98081 | 9.37913 
97 12 35.7 | 123 21 47 212 219 | 227 31 54 | 9.99873 | 9.98108 | 9.47534 


152 44 53.5 | 2901 12 24 99 1 46 JOM LT a3 9.88652 | 9.81062 | 9.99760 
152 46 4.7 | 200 15 39 98 42 8 15 44 33.5 | 9.89395 | 9.79894 | 9.99787 


_ aa 
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Tafel XIX. 
Tafel der Gauss’schen Constanten fiir die nicht identischen Kometenbahnen. 


200° 35! 50.3""| 118° 2! 48” 16' 12" | 328° 28/55" | 9.96327 | 9.99045 | 9.64903 
17.0 | 116 50 39 4 30 | 329 5 23 9.96594. | 9.989063 | 9.64148 

26.6 | 260 17 21 12 53 21 51 32 9.63000 | 9.97125 | 9.98703 

7.0 | 200 42 32 34 35 21 37 50 9.65187 | 9.06753 | 9.98602 

9 | 223 53 6 58 | 337 27 9.69960 | 9.95156 | 9.98867 

17 | 221 41 49 52 | 337 12 9.68795 | 9.95612 | 9.98779 

28.3 | 281 15 33 22 | 337 41 9.57421 | 9.97878 | 9.98939 

50.6 | 282 5 51 48 | 337 32 9.54778 | 9.98170 | 9.99028 

206 42 19 25 fe) 9.36120 | 9.99997 | 9.98824. 
211 54 22 45 59 9.38201 | 9.99977 | 9.98725 
56 34 16 16 6 9.81630 | 9.89281 | 9.99123 
57 57 40 40 28 9.82540 | 9.88515 | 9.99188 
244 5 4 40 16 4 9.41258 | 9.99396 | 9.99126 
246 18 20 10 9.44674 | 9.99226 | 9.99039 
1864 |S 242 $1 28 52.5 9.99753 | 9.04240 | 9.99982 
( 242 15 42 57 9.99845 | 8.94027 | 9.99984 
1864. | 19s 356 48 30 2.5 9.99978 | 9.96220 | 9.60314 
355 0 15 5 0.99954 | 9.92410 | 9.60400 


1864 ‘ . 98 55 21 53 9.04498 | 9.89787 | 9.88872 
oa 32 78.18 8 45 9.03960 | 9.90238 | 9.80085 


1864, 284 36 34 21.5 9.98258 | 9.96603 | 9.67309 
; 285 36 57 5 40 9.98028 | 9.96726 | 9.67780 


1864 Bs 280 51 3 20 9.99764. | 9.88878 | 9.80726 
288 29 35 20 9.90705 | 9.88770 | 9.80805 
1868 262 42 6 9.50613 | 9.97826 | 9.99834 
. 202 4 42 9.47392 | 9.98129) 9.99868 
1866 221 27 12 9.98849 | 9.91968 | 9.77652 
220 5 57 9.98801 | 9.92145 | 9.77864 

1866 |’ 297 33 49 9.99812 | 9.98813 | 9.39548 
298 59 48 9.99795 | 9.98790 | 9.40180 

1867 | 3: 166 21 é 9.97893 | 9.95262 | 9.73024 
107/45 9.97861 | 9.95423 | 9.72654 
1867 | 3: a57 2 8s 9.99988 | 9.97943 | 9.47928 
: 258 25 9.99990 | 9.97951 


Anmerkung, Diese Tafel giebt fiir jede der verschiedenen Kometenbahnen in zwei Zeilen 
n— 6 und die Gauss’schen Constanten, und zwar in der oberon fiir die Hpoche 1750.0, in der 
untoren ftir 1850.0, mit Rieksicht auf die Schlusshemerkung der 46. Vorlesung. 
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Matel XX. 
Constanten-Tafel. 


A. Mathematische Constanten. 


lI Ih 


| 


Basis der natiirlichen Logarithmen ...... e 
Modul der Brigg’schen Logarithmen.... . M 
Radius des Kreises in Graden.... . ip) sam oe 
+ i A , IBUTTRR YS Gatos woh ce ae sl = 
648000 
5 5 is PSccundene, 2). i! = - 
Umfang des Kreises in Graden ......... 
. a - POI CCHe wats Ge 
it 4 5 » DSGCUNG GMtrate fea «cnn. 
1OUe 2077p Freeh ese re a .1 
Linge des Halbkreises fiir den Radius 1. 


Sie Wo ne ele: SR cb oka c Ce ee 


Ree eels alucer are men Te Mba mene: Tell) a, Ged tee. 8 Ws, eye 


log 
2.718 281 83 0.434 29448 
0.434 29448 9.637 78431 — 10 
57.295 78 1.758 12263 
3437.7468 3-536 27388 
206 264.806 5.31442513 
360° 2.556302 50 
21600! 4.33445375 | 
1296 000" 6.11260500 
3-141 59265 0.497 149 87 
3.14159265 0.497 14987 
0.01745241 8.2418553 — 10 
0.000 290 882 6.4637261 — 10 
0.000004. 848 137 4.685 5749 — 10 


B. Astronomische Constanten. 


Aequatorialhorizontalparallaxe der Sonne 
(Pariser Conferenz) 
Scheinbarer Sonnenhalbmesser (nach Auwers) . 
(mach Schur, aus 
9jahrigen Beobachtungen am 6z0lligen Gottinger 
Heliometer) 
Lange des Sternjahres nach Hansen u. Olufsen 
Lange des tropischen Jahres nach Hansen und 
Olufsen 
Dieser Werth des tropischen Jahres gilt fiir 1850,0. 
Nach Newcomb ist die: 
Dauer des siderischen Jahres 
* » tropischen s 
nA » julianischen , 
Ein mittl. Sonnentag i in Sterntagen = 24h3™m 568.555 
Ein Sterntag in mittl. Sonnentagen = = 23 56™ 48.091 


eae tated lel Gleafe) Ne. ee a). im 


BUMaGmree piel CieTisse) ist a) taj sleasbine ve! tee a) Mal ‘e's: 


Anzahl der Secunden in einem Tage 
Lichtgeschwindigkeit (Pariser Conferenz). . . 


Lichtzeit (Pariser Conferenz) 

ee d. Sonne k? (Gauss’ sche Constante): 

k (in Theilen des Radius) 

k (im Secunden) 

Aberrationsconstante nach Struve 

Nyrén 

(Pariser Conferenz) . 

Nutationsconstante nach Peters 
(Pariser Conferenz) . 

Mittlere Schiefe der Ekliptik 1750 + ¢ nach Bes sel 


1800+ ¢ nach Struve 


Rogers ts scm og 6a ‘a. a 


oMeate ets) Ge lat at Saas ets com 7s. 


” 


und Peters 
Mittere Schiefe der Ekliptik 1900,0 (Newcomb) 


Allgem. Pracession f. d. Jahr 1750-+ ¢ nach Bessel 
» 1750+ ¢ nach Struve 
eee 2 THO sf (Newcomb) 

Mitilere Entfernung Erde—Sonne (Pariser Con- 
ferenz, nach Gill) 
Mittlere Entfernung Erde—Sonne fiir die Parallaxe 
8.80 und die Bessel’schen Erddimensionen. . 


SIMMER Ma ape eI 6) cer ess el ve 16 se) Lee ie oe)! ley" ve 


” n » 


lI II 


8'’,.80 0.94448 
15/59".63 

16!0".0 

365.2563582 Tage 2.562597 78 
365.242 2008 Tage 2.562 58095 


Die jahrl. Variation ist — 04,000000062 4. 


365.256 36042 mittl. Tage 2 562597 78 
365.242 19879 » 2456258094 
365.25 » 2.562 590 22 
1.002 73791 (Sterntage) 0.001 187 43 
0.997 26957 (mittlere Sonnentage) 

9.998 81256 — 10 


” 


86 4008 4.93651374 | 
299860 km pro Secunde mittlerer Zeit 
log 5.4769185 


4988.5 (4988.46) 


0.017 202099 
354818761 
20.445 
20''.492 
20".47 

9! 223 

9.21 
23° 28/ 18.00 — 


8.235 58144 — 10 
3.550006 57 


0.48368 t 
— 0.000002 72295 


23° 27' 54.22 — 0'.4738¢ — o!.0000014?? 
23° 27' 8'".26 — 46.845 t 

— 0.0059 #? + 0.00181 # 
50.211 29 + 07.000 244.2966 t 
50".22980 + 0.000 226t 
50".2453 + .07.000225 t 


149465000 km 
149480976 km 


125* 


— 996 — 


Tafel XX. 
Constanten-Tafel. 
Dimensionen der Erde. 
A. nach Bessel’) (1841). log 
Halbe grosse Axe (Radius des Aequators) . . . @ = 6377397.15 Meter 6.80464 346 
Halbe kleine Axe (Umdrehungsaxe)...... b = 6356078.96 , 6.80318 928 
a—b 1 
——_ = ——___ = 0. 2 -52410 69 — 10 
Abplattung 3 oes 0.0033428 7.524 9 
Ss, £& b2 
Excentricitat der Erdmeridiane. ... . /: 7m “” = 0.08169683 8.91220 52—10 
Kin Meridiangrad am Aequator. ....... . = 110563.68 Meter 5.04361 25 
tO 2 sangeet a aie sane eee NLL OOOO) 53 5.04797 50 
Rin Grad des Aequators . . . == 117306.58 Ps 5.04652 08 
Kine geographische Meile = ie Grad des Aequators = 1420.4385 55 3.87042 96 
Radius d. Kugel von gleicher Oberflache mit d. Erde == 6370280.5 - 6.80415 92 
Radius d. Kugel von eleichem Volumen mit d. Erde = 6370283.2 5 6.80415 87 
Schwerkraft im Niveau des Meeres fiir die geo-| _ = 9™.780 0.99034 
eraphische Breite m . . {7 + 0m,0510 sin? y 0.7152 — 10 
Lange des Secundenpendels i im Niveau des Meeres | 
= 0™,99002 9.99604 — 10 
ee en Raume fiir die Beagpipniechs | ors + 0™,005262 sin? y 7.7212-— 10 
Mittlere Dichtigheit der Wivdere dyer Gene 5.54 0.7435 
Oberflache. .. . os eee se ww os os == 500050714 Quadratkalometer 
Inhalt: 2. ate woo Sk eee «0 2 oF OS Bas Be OooOrCmbikkilom ones 
B. nach Helmert (1907). 
Halbevorosse Axe anf 0 es no Ceee ee ae 6378200.00 Meter 
Halberkleine A xeige. an pact eee teen ae emer 635681817 . ,, 
Abplatiung oe Ce or dat a Phat ies iil Ca PSA ll iy 0.003 3523 
Excentricitét. . . Reis 0.081 8133 or 
Schwerkraft im Niveau des Meeres far die geo- ye 3 
graphische Breite y . . {ie 9.7803 M.-F 0.0518 m sini p 
Lange des Secundenpendels ix im Niveau des Meer es | 
und im luftleeren Raume fiir die a i = 0.99095 m + 0.00525 m sin? 
Breite m. . j 
Mittlere Dichtigkeit der Erde . Wak ender he f= IS) 
C. nach Hayford”’) (1910). 
Halbe wrobe Axe ais ae intescaste cienieeis bane eres 6378388 + 18 Meter (wahrsch. Fehler) 
iHalhe “iclemte cA enen ss ice mht aah le ee 6356909 Meter 
ADP la veR pang eh tik joe sae aaa ae Neg 1 3:297,0) 2250.5 
") Bessel giebt a und 0, sowie die Abplattung in iibertriebener Genauigkeit. Auch jetzt sind a 
und 6 hoéchstens auf circa 100 Meter bekannt und die Abplattung auf 0.1. Dass ausserdem a@ wesent- 
lich grésser als bei Bessel angenommen werden muss (wahrscheinlich mehr als 700 Meter), ist nicht 
mehr zweifelhaft. — 
°*) Abgeleitet im Auftrag der Vermessungsbehirde der Vereinigten Staaten von Amerika, der 
Coast and Geodetic Survey in Washington aus einem grossen Beobachtungsmaterial. Cf. ,John J. Hay- 
ford, Supplementary investigation in 1909 of the Figure of the Earth and Isostasy. Washington 
1910.“ Dabei ist @ ausserdem durch die Schweremessungen (1: 298,3) controllirt. Dass die Genauigkeit 
der Hayford’schen Werthe indess etwas iiberschatzt ist, wurde von Seiten der ersten Autoritét auf dem 
Gebiet nachgewiesen, in den Sitzungsberichten der physikalisch-mathematischen Classe der Konigl. Preussi- 
schen Academie der Wissenschaften vom 12. Jan. 1911: , Ueber die Genawigkeit der Dimensionen des 
Hay ford’schen Hrdellipsoides von F. R. Helmert.“ Die kritische Betrachtung schliesst mit den 
Worten: 
» Wenn wir die Ergebnisse der Untersuchung von Hayford nun auch etwas weniger genau finden, 
als die amerikanische Abhandlung 1910 angiebt, so bleiben sie doch jedenfalls noch so genau, dass ihre 
grosse Bedeutung fiir die Erkenntniss der Grosse und Gestalt der Erde dadurch nicht beeintriachtigt wird.“ 
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Anhang 


zu den 


Leuschner’schen Methoden der Bahnbestimmung. 


Zusammenstellung der Formeln nebst Rechenbeispielen. 


I. Formel!1n. 
A. Die directen Methoden der Bahnbestimmung. 


(Die zur vollstindigen Elimination der Parallaxe dienenden Formeln sind in den 
Anmerkungen zusammengestellt.) 

Man benutzt die Formelsysteme, wie folgt: 

(a) Fiir Parabeln: Ia, Ila, Illa, u. s. w. 

(b) Fir Kreisbahnen: Ib, Ib, IIIb, u.s. w. 

(c) Fir allgemeine Bahnen: Ie, IIe, Ic, u.:s. w. 
Ta, b, ¢. 

Es wird angenommen, dass die Bahn aus drei Oertern mit kurzen, Zwischenzeiten 
bestimmt werden soll. 

Man reducire die beobachteten Rectascensionen und Declinationen auf den Jahres- 
anfang in der iiblichen Weise mit Kinschluss der Aberrationsglieder. Es seien die 
Beobachtungszeiten in Decimalen des Tages und die mittleren Oerter: t,, %, 0), ta, %) Oo 
gy Og, Ose 

Aus einer astronomischen Ephemeride interpolire man fiir den Jahresanfang die auf 
den Aequator bezogenen Sonnencoordinaten fiir die Beobachtungszeiten t,, ty = to, ts: 

Xi, Yi; Ly; X, Yo, Za; Xs; Ys, Zs, 
Gleichzeitig berechne man die Geschwindigkeiten X’, Y’, Z' zur Zeit t) nach einer der 
beiden folgenden Formeln der numerischen Differentiation : 


pw = f' (a + iw) + WS (n) f(a + iw) ++ {f" (a + iw) + Ni (mn) £” (a +iw)-} 
T—at+fli+n|w=t 
tw LO pa i+ $e) +203 on) "(ELE EH] 0) bm 0 (ah LEE 0) + on) f(t Leg] 0) 
I=—at [iti+mw=—t 
1 yg MEY) 
De Da Li= Ria . 


Die Differenzen sind der Ephemeride so genau wie méglich zu entnehmen (gewéhn- : 
lich inclusive bis zur 7. Decimale). Man benutzt die n- oder m-Formel, je nachdem 


— 999 — 


i =f) einem tabulirten Argumente oder der Mitte zweier Argumente am nichsten liegt; 
m oder n sind danh immer numerisch < 0,25. Die M(m) und N(n)-Coéfficienten sind 
den Tafeln XIV und XV zu entnehmen. Man kann die Differenzen fiir cinhalb-, ein-, 

1 


zwei- oder mehrtagige Intervalle entnehmen. Fiir einhalbtigige Intervalle ist w — 3 


und log = = 2.065449. Zur theilweisen Elimination der geocentrischen (gewéhn- 


lichen) Parallaxe ertheile man den Sonnencoordinaten zur Zeit der Epoche t, nur die 
folgenden Correctionen 1): 
0 X,=cos0 sine pag+sind cosupsQ; 0Y,—= —cosd cosa pae+sind sinupso; 0Z,—=— cosd pyo, 
wo hier pe, ps@ die geocentrischen (gewéhnlichen) Parallaxen-Factoren sind. 
Ercessicosae =X, *), ResDsnA=— Y, S—= RcosD, R sin D = Z,. 
t% =h(ts—t), 1% = h(t,—t,), logh — 8.2355814 — 10. 


IIa, b, ¢ 3). 
Die Differenzen der Rectascensionen und Declinationen setzt man am bequemsten 
in Bogensecunden an. Dann ist, in Kinheiten des mittleren Sonnentages: 


Sse ae = _ aoe 
Oy — Oly ) ie Os oe ee : we 5 — 0» 
tg ae ty ae ( hae ade Re 


ey was : 4 
und in : mittleren Sonnentagen, sowie in Theilen des Radius: 


1) Will man aber die geocentrische und barycentrische Parallaxe vollstandig eliminiren, so 
berechne man fiir die Zeiten ¢,, ty, t,: 


4,X=—d, cos I ¢ cosce, 4,Y = —4d, cos 0 ¢ sinag, 4,Z = —d, sind eg, 
d,_cosd¢ , F 
po” 0, = art ae sin (@—ag), 25 m= mgt {— sind @ cosd + cos 0 | sin d cos (“—a@)}, 


wo @@, 0 C die Mondcoordinaten, welche fiir jede der drei Beobachtungszeiten interpolirt werden 
Rod dy 
nit 


Pa@ = Pe Ogt Pa Om PSC = PSC +P Om: 
wo py Qg: PS Og die gewohnlich mit p,@ oder py, 4 etc. bezeichneten geocentrischen Parallaxen- 


miussen, darstellen, und log dj = 5.4943 = 6, 4372 ist. Ferner fiir alle drei Beobachtungen : 


factoren sind und alle Parallaxenfactoren in Bogensecunden angesetzt sind. Und weiter: 


Ae [cos sin ap, e+ sind cose pe] sin1", do Y= [—cosd cosa p,o+sind sina ps oe] sin 1” 
A, Z = — cosd ps sini". 
4X=4,X44,X%, AV=HAYLAY, AZ=4,44-4,0; (X)=X+4X, (Y=V+14Y, (2)=Z44z. 
— 4X5 (to —t) +4 X, (ts—t o) ile Ye __ 4, Ya(tp— th) +42 Vi ts Lr, d __ 4, Fy (toh) +424 (tz—ty) 
? 


—1, 


4, 2 Xe (ts — t) es ae 4, Y2(ts—t) 4, Z,(ts—t,) 
: ~ 2 dz A eg PARE accod fg a ; =| 2 dz 
jeosa = [ats | 4% jeina =|5+ Tt tp Ne jigd = mre, y | a2: 


Endlich nur fiir allgemeine Bahnen Ic: 
Xs 4, X, se Yo 4, YautaZe 4,2, 
Bs ; 
wo fur R, X, Y, Z die corrigirten oder uncorrigirten Werthe benutzt werden kénnen. 

*) Zur vollstandigen Elimination der Parallaxe sind (X).,(Y)o,(Z)_ nach Anmerkung 1 statt 
X,, Ys, Z, einzusetzen. 

*) Fir sehr unregelmiassige geocentrische Bewegung beachte man die Anmerkung 1, 8.456. Man 
kann auch die Curven der beobachteten @ und d zeichnen, dann die « und @ fir fiinf dquidistante 
Daten den Curven entnehmen und die Geschwindigkeiten hierauf nach den in Ia, b,c gegebenen 
Formeln der numerischen Differentiation berechnen, wihrend Formeln fiir die Beschleunigungen sich 
durch nochmalige Differentiation der Formeln (9) und (11), 8.453, ergeben. 

*) Zur Parallaxenelimination sind (4 X)',(4Y)/,(4Z)! aus den Werthen (4 X),, (4 X).,(4 X), ete. 


in derselben Weise zu berechnen, wie oben «’, 0” aus 0, G@,, a, ete. 


Zio i ify 


— 1000 — 


gic sin 1" (t3 —tg) 03 + (tg —t) ee are sin 1" (t; —to) 03+ (tp —#, Je 
ae rapes § I beset 
p) 5 2. On 05 
" ica 4 & = " 
a = sin 1 = 4! ms nl POAT CaS 
° " . " 
log ae = 6.44999384—10,° \log han — §.5154420 — 10. 
(tg 0)’ = sec? 0’; (tg 0)” = sec? d [2tg0 02 + 0”]. 


IIIa, b,c). 
n = a2 190 + (tgd)", 
C, = tgd cos(A—a)—tgD, OC, = sin(A—~a), C; = S cos(A —a@), 
¢ =coswt = sind 


0), $s = sin p. 
C,; wird nur zur Berechnung von 6” gebraucht und kann gewohnlich fortgelassen 


werden. Da alle Gréssen sich auf die Epoche beziehen, ist das Subscript 2 oder 0 auch 
bei o%, 0, fortgelassen. 


Cs ! 1 A ins e'+ In 
FG) tie ee IO sg ast entrant 
h 
a, = cos — sin we, dy = sin — + cos 01 ot, ae = gd = + (tg 0)’. 


Ferner nur fiir IIe allgemeine Bahnen; oder auch fiir IIIa, wenn man im Laufe 
der Rechnung die Zulassigkeit der Annahme einer Parabel priifen will, was bei sehr 
kleinen Zwischenzeiten gewoéhnlich nicht néthig ist: 


N= all td ol! (ig) he! (gd), ee —= {O, 0! + Oy (tg 0Y'}- 
IV a, b 2) 3). 
a? = [az +45 + a7]: cos?0,° b = [a, X’ 4+ a,¥'+4,2Z'| cos 0, G4 = XX? yee 
aG? 0? ; b ier eee QU oo fd ae ; 
q'? — Wat ee p= @R’ lV a: — a? Re’ IVb: == a? Re? Cc ==C—p. 
Die geocentrische Distanz @ = Rz, wobei z sich aus der Liésung der folgenden 


Gleichungen ergiebt: 
' h 
=f) =E+e—M—a) =0, Ease, 2 =A ease, 


: ona? gas 
IVa: cos 0m = 3 | 


AV be C083 2, == urq?s| 


Anleitungen zur schnellen graphischen Bestimmung von ¢, aus diesen Gleichungen 
finden sich auf 8.470. Zur Verbesserung von 4¢;,: 


Yy—9 << On, 2) =stgo+e. 


*) Zur Parallaxenelimination ist ausserdem zu berechnen: 


ie 
¢, = tgd cos(a—a)—tgd, co = sin(a—«a), ¢, =jcos(a—e) y = a Ai —2 po. 
[X]) = X’+ (4X)'+ 8 cose anstatt X’, fy]! = y+ (4 vy + sina anstatt Y’, 
[Z]' = 7 +(42)'+8 tod anstatt 7’. 
NUBWOE  A/egre= 4 [e, ee! + ey (tg d)’]. 


*) IVb: Man vergewissere sich iiber die Méglichkeit einer Lésung. Die Criterien fiir die Anzahl 
der Lésungen finden sich in den Anmerkungen 1, §. 468 fiir die Parabel, §. 472 fiir den Kreis. 


*) Zur Parallaxenelimination hat man in G? und in 6 zu setzen: [x] anstatt X’, [Y]' anstatt Y’, 
[Z]' anstatt 7’. 
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Uy = (4 as ¢)? ry $3, Mo (2 —p')? + q’?—hu,—®, 
&y = & es ete 
: » 2(@ — 9’) + (he.—*) (@ —e) a 
x 
2 = Oe = —S aa . 
IVa m R* co 5? eL m (1 — wk) 


IVa: Aus der Differenz 2 — 2, entscheidet man, ob eine und, im Falle dreier 
Lésungen, welche Parabel méglich ist, siehe S.471. Ist eine Parabel nicht méglich, so 
geht man zur allgemeinen Bahn nach [Vc iiber. 


IVe 1, 
% 
m= —- ——, 


Ré cos0’ 


z mit den Argumenten ~ und - aus Tafel XVI. 


C=, 6 = ecosd, a" = 6[4 4 a 21 


wo die Formel fiir r weiter unten folgt, 


6 A 6. all fi A TG" 
te i tems aes, | tel tag 
Die Berechnung von 6” kann gewéhnlich fortgelassen werden?). Dann sind in @, 
und 9; die mit dem Quadrate der Zwischenzeiten multiplicirten Glieder der Null gleich 
zu setzen. Mit @,, @, = @, 03 berechnet man jetzt die drei reducirten Beobachtungs- 
zeiten nach: Reducirte Beobachtungszeit ¢ = Beobachtungszeit t — #0, wo nach 8. 118 
in Decimalen des Tages log « == 7.76112 — 10 ist (bei Annahme von 49865 Lichtzeit: 
7,76129 — 10). 
t =k (ts—t), % =h(tp—t), logk = 8.2355814—10. 


° 72 —— 2 + ge + g2 
alg eX 2 = 6 oe = 6tg70 —Z, ae a 
- epitigics X*) v picid = a lea Rk? w Controlle, 
% =!a,6—X', y —a,6—Y', z= 4,6—Z', rr ae tyyt+ee'. 
Um den Charakter der Bahn zu bestimmen, kann man gleich berechnen: 
1 2 == 
g? = #2 + y2+ 3, — are p=r [g2—r'?], eat. 
a 


Fir die Parabel ist: p = 2q = 2r—(rr’). Als Controlle der Rechnung muss 


1 . 
sein: fiir die Parabel aoe 0; fir den Kreis a =r. 


1) Zur Parallaxenelimination rechne man noch: 
34,R Ax 
= 1 Z ) 
Gn) m( + R oF Roos 0d 
und dann zur Verbesserung des Tafelwerthes z, [wo mit Vernachlassigung der Parallaxe (m) = m ist] 
My, = (4, —°)* +8", (*) = z,—(m), ey )i— nm? = M, 
a u. 8. W. 
i * 247) [a4 +38) —9] 
*) Die Berechnung von o” ist ausser bei langeren Zwischenzeiten nur angebracht, wenn zwischen 
der ersten und dritten Beobachtung o’ das Zeichen wechselt, was man aus sehr kleinen Werthen von 


o’ schliessen kann. 
8) Ist aber die Parallaxe vollstindig eliminirt worden, so setze man (X) anstatt X ete., und 


[X]' anstatt X’, ete. 
Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 126 
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Via, b, c. 
Nur fiir VIb: 
hs Bie Pegs a gee lee Sy! 4 ee 
eae Pig ca8t Tas oes v3 + Gas 120.4e 
NA Mon silent Dh a io ae 
eae em Ps GT laaida lh am Gas + 12045 
Via, Vic: 


rode =e = ep E+ 2D)) 09-7 


70) = by 10) Fe a= pHolt— GED =a Ogg) 


yr a 
148 f()—o8 (8) +) —BO) to p=—n—F 98) +44 9) —8 96) +2898) — 
= 1b af) espa) beer) +e) + gon +e 9 8) +f 9(4)+ af 96) + of 96) +: 
Fir die Parabel verschwinden die durch a dividirten Glieder. Im Allgemeinen 
geniigen die mit f(1), f(3), g(3) multiplicirten Glieder. Man vergewissert sich zunachst 
durch angeniiherte Rechnung der letzten Glieder, ob man mit den Reihen auskommt. 
Im Nothfalle sind die im II. Abschnitte entwickelten geschlossenen Ausdriicke fiir f 


und g zu benutzen, oder man berechnet zunachst die Constanten fiir den Aequator aus 
VIL, la, VUL, 1b, VEL ae. 


0, cos 0, cosm = Xi t+fet+gw = &, 0; cos 0, costs —= X3+ faa + gga’ = §, 
0, cos 0, sine = V+ fy +ny = Q3 cosds sino, == Y3 + fay + 93y' = Ns 
01 sind, =Z44+hetne! =o Q; sin Os —2,+fe+9s# = §. 
Hat man aber die Constanten fiir den Aequator berechnet, so berechnet man aus 
diesen die Oerter in der iiblichen Weise. Mit den resultirenden Werthen von 0, und Q; 
reducire man den ersten und dritten beobachteten Ort auf das Erdcentrum mit den 
geocentrischen (gewdhnlichen) Parallaxenfactoren 1), 
Dann bilde man die Unterschiede Beobachtung — Rechnung 0, % = cos, 0%, 09, 
0, 0, —= c0sd, 00%, 003, Sind diese Unterschiede zufriedenstellend, so berechne man die 
noch fehlenden Elemente nach VIIa, b,c. Will man aber die Beobachtungen noch 
genauer darstellen, so wende man zunachst eine der unter B. zusammengestellten Methoden 
der Bahnverbesserung an. 


Vita, b, ¢. 
Reducirte Zeit der Epoche: t) —%Q,. &€ == mittlere Schiefe der Ekliptik am Jahresanfang. 


(a) Parabel: p= 2g = 2r—(rr’)?, esinv = rp, 6 COS. 0" 2= -—1, e= 1, Controlle, 


oder fiir v: ux 

Ee oa gad, Controlle, sin =r \5 =. ot =f, 

wo v dasselbe Vorzeichen wie 7’ erhilt. 

(c) Allgemeine Bahn: g? = gf? byl? + 2!2, — = _ 9 p = r?2(g2— 1), 
esinv =r Vp, e cosv = = Ve eo s Controlle. 


1) Hat man aber die Parallaxe eliminirt, so setzt man einfach (X), anstatt X, u.s. w-, (X)s/ 
anstatt X, u. s. w. 
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Weiter kann man 1. die Constanten fiir den Aequator zuerst und aus diesen die 
ekliptikalen Elemente, oder 2. die aquatorealen Elemente zuerst und aus diesen die Con- 
stanten fiir den Aequator berechnen. Im letzteren Falle sind dann die Elemente noch 


auf die Ekliptik zu iibertragen. 
1. (a), (c) Parabel und allgemeine Bahn: 


sina sin(A' + v) = —, sind sin(B' +) = =, sine sin(C! + v) = =, 


—_— uf ta yt [on agee 
sina cos(A’+ v) ="“—"" | sind cos (Bit 0) ="“—"",_ sine cos (C+ 0) = — =". 
Vp Vp 


Vp 


se cosu = sine cos(C’ + v) — sinb cos(B'+ »v) tge, 


ah sinu = sine sin(C'+ v) —sinb sin (B'-+ 2) tgs, 


o=—u—yv, Ag —— PAu 100; BiB oo. C= C— a. 
1. (b) Kreisbahn: 


, 
1 — ee Ga 0), 
sina sin A' = —, sin b sin B! = Z, sine sin C! = a 
sina cos A' = Yaa’, sinb cos B' = Yay’, sine cos O' = Vaz’, 
sin t 
noe Cee sine cos C'— sinb cos B' tg, 
Be 
Sind. , A ; ; 
—— sinu = sinc sin C'— sinb sin B’ tgé, 
COS & 
A= A'~4, B= B_—u, C= C'—u. 
1. (a), (b), (0): ales . 
cost == — sina cos A_cosec 8. 
: sin b sin B sine sin C 
sin 8S = = , Controlle. 


COS € Sin & 
sinb sine sin(C — B) 


cos & = sina sin A, ct— at 2, WO = Say assTd , Controlle. 

Die oben berechneten Elemente beziehen sich auf die Ekliptik. 

Oder 2. (a), (b), (c): 

58 | Vn cos(i = gy!—y x! Dyes 

3 Vp cos (i) = ay'— yx’, r sin (u) sin (i)’ 

z Vp sin (7) sin (82) = ya'— zy’, r cos (u) = x cos (8) + y sin (8), 

< | yp sin (7) cos (8%) = xe'— ea’ 72 — y2-+ y2+ 22, Controlle. 
sina sin(A) = cos (8), sinb sin(B) = sin(&), (C) == 0, 
sina cos(A) = — sin (8) cos(i), sinb cos(B) = cos (8) cos(i), sine = sin(i). 


sin $4 sin 4[ 8 + 6] = sin F 2 [(4) + é] sin 4 2 (82) 

sin $4 cos 2 4 [+ 6] = sin $ [(i) — €] cos 2 i (82) 

cos ws sin 3 2 [82 — 6] = cos 2 11 (2) + e} sin $ (2) 

cos $4 cos +[8 — 6] = cos }[(i) — |] cos § (8) 
(o) = (u)—v, o=(w)—6, t= 240, A'=—(A)+(o), B’=(B)4+ (a), C'= (a), 
wo nun i, 8, @, a ebenfalls auf die Ekliptik bezogen sind, und wo fiir die Kreisbahn 


und z fortzulassen sind, und A + w anstatt A’ + » etc. zu setzen ist, wo A—(A) + 6 ete. ist. 
126* 
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Ellipse: - Parabel: Hyperbel: 

1 1—e,v p F e—1 v 

Sy 1 —— = = — —_ a 
95 BV qeqegt a ime OF 199 ere. Abe 

e 

iil Cos sin E, Mit v als Argument, ; log tg [40+ 

ree M aus der Barker- ae —a) D iiEe 2 
u ka, schen Tafel VI, rau. Cr k g Mod. 


log k!! — 3.5500066, 


Epoche = t,—%0,. T=t,—«%0,— M,q** 


Die Ephemeride berechnet man wie gewdhnlich aus den Constanten fiir den 
Aequator oder mit Benutzung der Reihen (VI) oder der geschlossenen Ausdriicke (B.) 


fiir-f und g. 


B. Die Methoden der Bahnverbesserung. 


a) Verbesserung der directen Lésung mit Beibehaltung der mittleren Beobachtung. 


Man setze die Unterschiede (B— R), 0,c, = cos 0,004, 00;, 


0,03 —= €08 03 005, 003 


in Theilen des Radius an. Hat man bei der Berechnung von f, und f, héchstens noch die 
mit t4 multiplicirten Glieder mitzunehmen brauchen, dann rechne man nach folgenden 


Formeln: 


a) Bahnverbesserung mit Benutzung 


der Reihen fiir 0f und 0g. 


Fir eine Parabel oder eine allgemeine Bahn: 


cos B = eee 
ame fi 4 ae [sxze—z (v— a r) fe; = i g ee [seze + t («’— =a °)| 
fy, = Ay + ae E TY —T3 (v'— = v)) fy = : te E try + ('— et v)| 
io A epee E Tv, @—Ts (+ — = “)|; fn = a gee azar tT (« — = ?)| d 
1 


1 
Ape os [cos ot; fy, — sin 04 fx, 3 A) = 
1 


ro 
BLY) = — Bi [ sind, (sino, fy, t+-cose, fr,) C080, fz,|; B31) = 
1 
In 
(Ch e225 = 
1 Ci 3 
pee Cs COS 03 O, a — C, cos O11 6, Os , Q, 
C, C3 sin (3 — 044) 
Paes C3 sin ots 0, 0%, — C, Sin, 0, Os , 
: C, Cz sin (03 — 0) 
__ 60, + OC, sind, (cos %, Pz + sin o, Py) 
Pa, nae 3 Qe 
C, cos 0, 
eat 00; + C; sinds (cos a, P, + sin os Py). 
Pid C; cos 03 5 Qs 


Oy = 


a [cos &3 fy, — Sin ets firs | 
3 


i! 
aig [sin 0s (sin ts fy, + C08 03 fx.) —COS 05 fxs | 


Is. 

Q3 

__ A, C; cos us; — A; C, cos ot, 
ier C, Cs sin (03 — 0) 


ee A, C; sin 3s — As C, sin Oy 

C, Cz sin (043 — 0%) 

_ By + CO, sind, (cos o% Qe + sin on Qy) 
x C, cos 0, 

__ Bs + OC, sind; (cos c43 Qx + sin ots Qy) 
ia C3 cos C3 


(0 


*) Zur Elimination etwaiger Aenderung der Parallaxencorrectionen sind die Correctionsglieder, 


Formel 187, 8.490, zu beriicksichtigen. 
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Fiir eine allgemeine Bahn: 


P,, — P, 


Je = 2. 02 = Pz—Q200; Ody = Py—Q,00; Oe’ = P,, — Q,00 


Q:, Qa, 
oder 02’ = P,,— Q:,00 (111) 
é " $ 
mane Dasag ee Maing 


Die sechs Correctionen 02, dy, 62, Ox’, dy’, Oz’ werden nun an die Anfangswerthe 
2 Y, 2, wv, y', 2’ angebracht; mit diesen neuen Werthen werden dann die verbesserten 
Elemente nach A, VII berechnet. 


Fiir eine Parabel: 


1 
P=p— [oP ty t+eP) O= SP twatva+?/el  (v) 


v2 


Je nachdem man 0, oder 03 genau reprasentiren will, setze man P, = P;,, Q:= Qz,3 
oder P, = P. Qz = Qz,; Will man aber die schliesslich iibrig bleibenden Fehler auf 
die fusseren Declinationen vertheilen, dann sind Werthe P, und Q, anzuwenden, die 
sowohl von P,, als P,,, und Q,, als Q,,, respective, abhiangen. Will man ferner die Fehler 
in den 4usseren Orten gleich machen, so ertheilt man zur Bestimmung von P,, Q, den 
Coéfficienten P,, P,, und Q,,, Q2, Gewichte, die sich direct aus den Zwischenzeiten und 
dem Gange der Function sind ergeben. 


In der Praxis ist es jedenfalls am besten, P, = P,, und Q, = Q,, zu setzen. 


Qe = P— 71x) + Oy)+ Be) ge (eye + PET AE ae. (W) 


Dies rechnet man nach Ann&aherungen. In der ersten Annaherung ist: 


20 = 5 Oa! = Pe— Qz 00; Oy! = Py—Qy0Q; 02’ = P,—Q.0Q = (VI) 


Diese Werthe substituirt man in die Glieder rechter Hand der Gleichung (V), und 
rechnet einen genaueren Werth von 0, u.s. w. Somit ergeben sich gleichzeitig die 
endgiiltigen Werthe der gesuchten Correctionen 00, 02’, Oy’, dz’. Des weiteren verfahrt 
man ganz ahnlich wie oben, im Falle der allgemeinen Bahn. Mit den neuen Werthen 
X,Y, & x, y', e hat man als Controlle: 


de Been aay ener 
, Yr 


2 ; : , 
Wenn g? = cs dann besteht entweder ein Irrthum in der Rechnung, oder es waren die 


von (dg) und den héheren Potenzen abhingigen Glieder in Gleichung (V) nicht zu 
vernachlassigen. 


Fiir eine Kreisbahn: 


Zur Verbesserung einer Kreisbahn, entweder mit oder ohne Annahme iiber die 
Excentricitét, verfahrt man ganz ahnlich, wie oben im Falle der Parabel. Da aber 
fiir den Kreis die geschlossenen Ausdriicke fiir f und g ebenso bequem sind wie die 
entsprechenden Reihen, so kann man die Verbesserung einer Kreisbahn stets auf die 
geschlossenen Ausdriicke fiir f und g griinden (8S. 1009, XV). 
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b) Bahnverbesserung mit Benutzung der geschlossenen Ausdriicke 
fiir Of und 0g. 


Kénnen die obigen auf den Reihen fiir Of und 0g beruhenden Formeln nicht an- 
gewandt werden (cf. oben 8. 1004, Bo), dann hat man zunachst f,, fss 91> 9g aus 
geschlossenen Formeln, wie folgt, zu ermitteln. Die dabei auftretenden Hiilfsgréssen 
ergeben sich, wenn nicht besonders angegeben (cf. auch A, VII), in der tiblichen Weise, 
je nach der Art der Ausgangsbahn: 

Ellipse: », E,M, ots Fy, Bs5%15%s3 291 =E,— EB, 2 93 =E—E; 1 =V2asing,; Ys-V2asing; 
arr, 


Dini me 
Hyperbel: F,T; Fy, F 35015035" 985 V1 =| p * sin 9 (% ona 


Parabelnahe Bahn}): OSE eres &, 0, B; M5 845% Pr) 945723 Mz, %3, N39 V3) Oss Xess 
2r4r . ih iia 1 VI’ 
i ? sin mace — v)3 Y3 = F sin 5} (v5 v) 
Parabel: 0,9 15 5% Tutss 1 =Vn—4 —Wr—Gi Vs = Vis—4 —V 9 


eal 
sin a (%s —v) 


ogi _— T: —_— Cae ie Pe ape ek Eh a aa Be ee 
Kreis: 29, = — 4293 = aa 6082 Gy, fs = C08 2933 G1 = 4 "Sin 293,93 = a sin2 gs 
a” a 
Dann rechne man fiir alle Ausgangsbahnen, ausgenommen die Kreis bahn: 


2 
A=1—4, h=1—3; gh =2nr—vrile, 9 = Pree 2 ysl tae 


wo y und g nur fiir ein der Epoche t; = ty vorangehendes Datum negativ zu nehmen 
ist. Und weiter im Falle einer elliptischen oder hyperbolischen Ausgangsbahn?): 


eg —Keosv —_ awét+ty'nt26 
mark, eat Bey 


= ab ae ae pak 
m= sae n=] Oa 


2cos Py? 2 cos By’ 
eee PELE Be 


va V3 
mM, Ba ee as E y + 93(2r7 ye + rh + Sa) » + + (VID) 
1 prs) 1 | 1Vi y2 y2 3 
ats [ :( " rr’ ye 3 )| 
M, = ——— |r. + 27 =" ——=T 
3 ris Stsralmees Y3V¥3 + V2 V2 1 


3(—aft—“|—a) +2 (Varn + 4) 
2 


N, =—a 
(3 (+5 1-2 sm) +B (yarns + P)| 


Nz = —a 
1) Of. vy. Oppolzer, ,Lehrbuch der Bahnbestimmung“, Vol. I, p. 73, 75. 
°) Kine nahezu parabolische oder eine nahezu kreisférmige Ausgangsbahn macht man jedoch 
am besten genau parabolisch oder kreisférmig, und zwar vor der Berechnung der Unterschiede B — R, 


indem man z. B. z’ willkiirlich andert, so dass genau #* + y” + 2” = = beziiglich = = ist. 


7 


/ 


3 3 
Gm, = [al ry, + ¥2 of] Om = FE [alrys + Y2 279] 
1 3 
3 3 = 
Gu = 2h [yr + V2 y 72s Gn = [yr ys + V2 978 
1 3 
3 =, 3 
Ge, = *L [e'ry, + ¥2 evi Gn = EE [ery + V2 #78] 
1 3 
Me, = ol, +a NN; Mr, == “2M, +-2' Nz 
my, =yM,+y M3 my, = y Ms + y' Ny (VII) 
M,, = 2¢M,+ 2'N,; Mz, == @Mz3+2'N, 
cos ; cos s 
fee = a as - [2 Mey Ls ay? + 9x,P,; fog = j= " 008 P Ema, +272) + de®, 
cos cos . 9 
fy, = ae ue [2m, +972]+9y,%1; fy = fae + OE Laima Url + on 
cos Gr acs 
fe =fhe+ SP Ta ma + eyi|+9,Pi3 fe, = foe + OP [Bim + 27) + On 
1 1 ; ) 
Ap?) = awe 1 fy, — sine, fe,|3 Age) == Pig [cos %3 fy, — sin cts frs| | 
1 3 
1 l \ IX 
= alas C1 Jy, — SiN Oy Joos | 5 A = ee Os Jy, — Sin Og gr,] p> + (EX) 
1 : 1 : 
a of [cos 04; My, — sin 4, mz, | Ag, = ns [COS 043 My, — SiN Ch; Mx. | 
i} 3 


) 
— > [sind, (sino, fy,t-coso, fr,)—c0s0, f2,|3 By) = — - [sin03 (sin as fy, + costs f,,)—cos0s fzs| 
‘ 2 


1 . ) . 1 ° * i 
eed [sind, (sine, gy,t-cosc, Jx,)—C080, gz,|3 Bgg == — fe [sin Os (sincts Jy, + COSO3 Jx,) —COSO3 Jz, | 
1 3 : 
: 3 es 
= ——[sind, (sina, my, +-cosa, mz,)—C080,Mz,|3 Bm, —= ——[sinds(sina&smy,+ Cos 3 mx,)—COS03Mz, | 
01 YW 1 A 3 Qs ¥3 3 3 
A Is 
CDS Be 2 (pi eels 
01° ; : Qs 


Dann lése man die vier Gleichungen a;00 + b,02' + coy’ +d;02 = n;, wo 
i = 1, 2, 3, 4 zu setzen, nach 00, Ow’, dy’ und 02! auf, wobei: 


te a,; by == —|sina, C,—2 Ay, —22' Am, |; Gy) = * [cose C,-F y Ag, + 2y' An, | 

a, = Bp; b, = —[sind, cosa, C,—x% By,—24' Bm, |; C, = —[sind, sine, C,—yBy, —2y' Bn, | 

dg = Ay; bs = —[sinw, C;—x7A,,—22' Am, |; C3 == _— [cosas C3 + y Ag, + 2y' Ams| 

a, = B,; by = —[sind;cosu,Cs—2B —22' Bgl} Cy = —[sindssina;C,;—y By,—2y' Bing| sf 
d, = [¢ Ay, + 22’ Am]; iy ==" 0) 0, 8) 
d, == [cos 0,0, + 4 By, + 22’ Bm, |; (A Oe 
d, = [¢ A,, +22’ Am,|3 Nz ==)0, Us 
d, = [cos0;C3 + 2 Bg, + 2 2' Bing |} m, — 00; J 


Dann rechnet man 04, Oy, Cz nach III. 


‘) Siehe die Anmerkung 8. 1004. 
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Im Falle einer parabolischen Ausgangsbahn: 


aos U U Uy 
Py gees orc Bas Pi pea Sree AU 
r Q 
2 cos : 2 cos 
©, =p + V20088 @, =o + V2.8 
V1 V3 
5 3 
gn = oy ler + V22); ga, = re [a'r ye + Y2a] 
3 3 
On = ae [yr + V2); ov = pe (yr ye + V2 9] 
5 : (XT) 
In = Th [e'ry, + V22]3 Gas =— [e'rys + V2] 
1 
: cos cos 
fn =f + ae cy? + D, ge, 5 fy = fe + 2 2 ys + Ds gus 
7 , cosB ig 4, 088 sig 
fn St a 1 ade fis = Te a 93 FM Ip 
COS G = cos 
fn =f e+ a £Y2 + D, G2, 3 fos aif 2y3 +®, g:, 
= oaseel Reef , ; 
Ayt) == oe , fy, — Sino fe, |; A;,!) = a [cos 3 fy, — Sin 03 firs | 
1 : 1 ‘ 
a me 1 Jy, — Sine, Ox, | Ages alee Os Jy; — SIN 3 Ya | 


ee : as ‘ 
By,1) =—— [sind (sine, fy, +080, f2,)—c080, fe, |}. By) = —— [sind (sines fy,+€08 X43 fx) — C08 03 fxg | x 
Q1 Qs (X11) 


ee ‘ Ls ee ; 
Bias eon [sin 0, (sin 0, gy, cos, g2,)—C080, 9z,]; Bg; —=— ee [sin 03 (sinctg gy, +08 %3 Jr,) —COSO Ja | 
1 3 
n Is 
Gr = — 3 (6 — 
; 01” ; Q3 


A= Ay Ag, haar Ap, Ag, 


a, = sine, C, Ag, — sinots Cz Ag, ; b, = —[cosa, C, Az,—cosos Cz Ag, | 
Ay = sind, C, Ap, —sinotz C3 Ap, +xA; b, = —[coso, C, Ap, —coseg Cz Ap,—y A] 
a; = sind, cosa, C, - "Bg, ; bs = sind, sino, C, —y By, 
A, = sind; cosets C3 —% Bg, ; b, = sind, sinas C; —-y Bg, 
dy a oA 5 ey = Ag, 0,3 = Ag, 0, %y : ; (XII) 

Co a Ag 5 Cg = Ay, 0,0¢3— Ar, O, 06 

es == —[c0s0,C, + 2B,,|;°" dy == By; é; = —00, 

C4 — —[cos 0; C; + 2B,,|; dy = Bes 4 —— —00; 

Soe BE REPEAL wots Mahone 
c— "0, ais q, 3 i) = hy a ao OS CO: aoe 7% 


*) Siehe die Anmerkung S. 1004. 
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4 be —b,e. tees — bd, 
Ps ~~ &0— ad,’ or Gb—avy 
eye — Ge, . Aes ad, 
gS a,b — ab,’ Qy a,b—-a 0, 
Pp __ 3 — Ag Pz — bs Py | Q _ _ 43 +43 Qa + bs Qy 
Ch a Cs ict kw a? 24 Cs / UG (XIV) 
P — aa uP — Wu Py, Q dy + 4 Qr + 04 Qy 
eae aa ¢ ) Ct Cc 
4 4 
OCs ed ear CN fiir die allgemeine Lésung; 
Qa — Vz 


u. s. W., wie in III. 


Will man die corrigirte Bahn zur Parabel machen, dann verfahre man wie bei 
den Gleichungen (IV), (V) und (VI), 8. 1005. 


Im Falle einer kreisférmigen Ausgangsbahn: 


3 cos T. ; 
d= i i a: Q= tthtn 
Tt , 
fos _ ¢; = —(t, fs — 9s) 
fu = fhe tdlaet e's fay = fy = + dle + coe | (XV) 
fn =f Qt 4alay +eiy')s fn =f E+ alay + ay] 
fn he tdlae +e] fn = fo + lege + eb21 
Maeecrcensrecine man A,, B,, C,, A;, B;, C3, Px Qe, Py Qy, Pay Psy } 
Qz, und @,,, nach den Gleichungen (I) und (II), 8. 1004. | 
Dann ist: f (XVI) 
a ie ae : : = 
C0 oc. fiir die allgemeine Lésung, u. s. w., wie in III. 
25 ay 


War die Ausgangsbahn nicht genau kreisférmig, und man will die corrigirte Bahn 
zum Kreis machen, so rechne man: 


pps. | 
: 


a 
A cos | 
P= 4 [a P+ y Py + 2B); = SSP tel e+ 9! Qy + # Qa] 


wo die Werthe von P, und Q, wie bei der Parabel auf 8. 1005 zu wiahlen 
sind. Dann durch Annaherungen : 


ee, ; P 1—3 cos? 3cos B (1—5/; cos? 
QBQ=P—TL(0a)P+ (04) +(04)*]- TF (ogy + SOP eOP) (a. 
Oe = Pr—Q200; Oy = Py—Qy0Q; 02 = P,—Q,00 
dann, wie in III: 


é n 
dx — = 00; dy= 09, or = 
_ Q y 0 Q 
Zur Controlle, dass die Bahn ein Kreis ist, hat man: 


§ 
300: 
0 > 


1 
Doe ple 19 1 ee 
g=ar2+y2+ 2 aie 
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Fir alle Ausgangsbahnen: 


Die sechs Correctionen 04, Oy, 02, Ox’, dy’, Oz bringt man nun an die zu 
Grunde gelegten Werthe von a, y, 2,2, y', 2’ an und erhalt so die corrigirten 


Werthe, aus denen, nach A, VII, die Elemente gerechnet werden. 


f) Die Bahnverbesserung auf Grund einer beliebigen Ausgangsbahn. 


Das Verfahren besteht einfach darin, dass man Q, 2’, y’, 2’ fiir die neue Ausgangs- 
epoche t) = t, aus dem gegebenen Zahlenmaterial, gewéhnlich aus den Elementen und 
Constanten fiir den Aequator berechnet, und sodann diese vier Werthe in Verbindung ~ 
mit der mittleren Rectascension @ und Declination 6 als fundamentale Ausgangswerthe 
ansetzt. Mit diesen berechnet man die Unterschiede (B—R) fiir den ersten und dritten 
Ort. Des Weiteren gelten die entsprechenden unter a gegebenen Differentialformeln, 
wobei die Sonnencoordinaten und wW in der tiblichen Weise zu berechnen sind. 

Zunichst rechnet man r,v und ¢ fiir die neue Ausgangsepoche ¢) = t, aus den 
gegebenen Elementen und Constanten fiir den Aequator. Dann ist: 


(Ebenso erhilt man 0, und g3 zur Beriicksichtigung der Aberration und der 
Parallaxe. LExistirt aber eine Ephemeride, dann kénnen @;, @ und Q, interpolirt werden.) 
Die Geschwindigkeiten ergeben sich aus: 


Allgemeine Bahn: Parabel: Kreis: 


a Ul 
f= SUE Ae +v)+ecosA']; «' = = |/oinacos( a+ 5° v) eos; ws) at a.) 9800 cos ia 


Vp ae 


. ! : 
if ae [cos(B’+v)+ecosB’]; y = y2 sinb cos (B+ 52) c0s5505 y= sinh cos (5 2 


Vo ale 
pee ve [cos(C’-+-v)+ecosC']; 2’ = = [7 sinccos( (c+ 52) e0s5 td = a 
Dann: 
6 = 0cos0; % = 6cosa— X; y¥ = Osina— Y; z2—6tg0—Z 
ra af ypiers gla ag fy24225 7 = : (xa' + yy! + 22"); = ee 


1 
Ist 7 Rahezu Null, und man will die Ausgangsbahn zur Parabel machen, dann 


: : : : 2k 
kann man jetzt willkiirlich einen Werth von 2’ wiahlen, so dass g? = a wird. Ist 4bn- 
lich a nahezu gleich r, und man will die Ausgangsbahn zum Kreis machen, dann 
; : : 1 : 
kann man willkirlich einen Werth von z’ wihlen, so dass g? = 3 wird. Hierdurch ver- 


meidet man die Formeln, welche bei einer allgemeinen Ausgangsbahn anzuwenden waren. 

Dann rechnet man fA, 9;, fs, gg mit strenger Beriicksichtigung der adoptirten Funda- 
mentalgréssen. Sind die Reihen fiir f und g anwendbar, dann gelten die entsprechenden 
Ausdriicke unter A, VI. Ist es aber nothwendig, nach den geschlossenen Ausdriicken 
fiir f und g zu rechnen, dann gelten, je nach der Excentricitat der Ausgangsbahn, die 
entsprechenden Formeln B, VI’, VII”. 


= 10o1b = 


Mit x, y, 2, 2', y’, 2’ und fy, fs, 9, und g, rechnet man die Unterschiede (B— R) 
fiir den ersten und dritten Ort, wie unter A, VI. Dann gelten wieder die entsprechen- 
den Differentialformeln!) unter «, woraus sich wieder solche Correctionen zu Q, 2’, y/ 
und g’ ergeben, dass die Unterschiede Beobachtung — Rechnung beseitigt sind, voraus- 
gesetzt, dass die linearen Beziehungen zwischen den Unterschieden B— R und den Cor- 
rectionen der Fundamentalgréssen geniigen. Sind die nach A, VI berechneten neuen 
Unterschiede noch nicht befriedigend, so muss die Rechnung wiederholt werden; doch 
braucht man gewohnlich nur die von den Unterschieden B—R abhingigen Gréssen 
neu zu rechnen. — 


*) Es sei noch darauf hingewiesen, dass man, dem Sinne der obigen Formeln gemiss, die- 
selben statt ,Differentialformeln“ eben so gut auch ,differentielle“ Formeln oder ,,Correctionsformeln“ 
nennen kénnte. 

In der Astronomie ist es eine tiblich gewordene, mathematisch genommen nicht ganz correcte 
Bezeichnungsweise, Differentialformeln da zu gebrauchen, wo es sich um endliche Zuwiichse 
handelt. Practisch ist dies freilich belanglos. Denn man wendet diese Differentialformeln ja nur da 
an, wo die Zuwiichse so klein sind, dass man bereits ihre doppelten Producte und Quadrate ver- 
nachlassigen kann. Wahrend in den Differentialformeln der reinen Mathematik das Incre- 
ment 4% zum Differential dx wird durch Grenziibergang, wobei alle héheren Potenzen von 4 in 
der That verschwinden. 

Deshalb kann man (wie Kramer in seiner zweiten Arbeit itiber den Hecubatypus, cf. S. 10, 
Anmerkung 3,“sowie die Vorbemerkungen S. XXVII des vorliegenden Werkes) solehe Corrections- 
formeln treffend als ,Incrementformeln“ und diese Art der Berechnung als ,Corrections- oder 
Incrementrechnung“ bezeichnen. Das Rechnungsmittel der Incrementrechnung ist dabei der 
Taylor’sche Satz. Hat man z. B. beim Bahnverbesserungsproblem « = f(r, w, 7, §), wie es in 
einer Phase der Fall ist, so ist, bei Aenderung von « um das Increment 4a, nach dem Taylor’- 
schen Satz: 


a+ de = f(r + 4r, w + Ju, i + 44, Q + 4Q) = f(r, 4,Q) 
ee ye hg; ol 


or dw o7 02 
+ 5 [ZF ant Sh my SE aor + AE gy 
$220 SF graw +220 2 avai a 2k OE Mae 
a jy st + 2 oh SE awagy +220 2L 482 
+ a nn ert ene il nce, ee te ee ne oes 


Hier kennt man auch gleich den Fehler der Naherung. Practisch ist es freilich bequemer zu 
differentiiren. Nur sollte man in solchen Fallen eigentlich nicht das ,,d“-Zeichen, sondern das 
»4“-Zeichen verwenden. In den oben erwahnten Formeln ist von Leuschner das ,0“-Zeichen des 
partiellen Differentialquotienten gewahlt; Oppolzer bevorzugt in ahnlichen Fallen das Variations- 
zeichen ,0“. Im Uebrigen ist es natirlich belanglos, ob man die obigen Formeln (und die ent- 
sprechenden der 82. Vorlesung) als ,differentielle“, oder als ,,Differential‘-Formeln, oder wie sonst 
bezeichnet, wenn man ihren Sinn festhalt. — Anmerkung des Herausgebers der dritten Ausgabe. 
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II. Beispiele. 


Zur Erliuterung der Formeln dienen folgende Beispiele: 


folgende, von Prof. Crawford durchgefithrte Rechnung der Bahn des Kometen a | 


1909 (Daniel) dienen: 

Da beabsichtigt ist, eine Parabel zu berechnen, so sind die Formeln 
Ia, IIa, Illa u.s.w. anzuwenden. Die Grundlage beruht auf folgenden drei 
Beobachtungen des Kometen a 1909 (Daniel): 


2, 
| Beobachter 


1909 Gr, M. Z. | 


Erstes Beispiel. 
Als Beispiel einer directen parabolischen Bahnbestimmung (Formeln Aa) mége 


Juni 16,5306 
Juni 18,9809 
Juni 21,9659 


| 


a (app.) d (app.) 
1b 41™ 548,1 + 29°58/ 18” 
1 48 49,5 + 33 26 15 
aR Gf) fallee(o) + 37 25 9 


Ta. 


Campbell-Lick 


| Javelle-Nice 


Albrecht- Lick 


Reducirt auf den Jahresanfang 1909.0, einschliesslich der 
Aberrationsglieder: 


el 


Ch, 


25° 28 80 
27,12 29 
29 27 51 


On 


2 


ds 


+ 29°58! asl 


+ 33 26 22 
+ 37 25 17 


Die Interpolation der Sonnencoordinaten, auf 1909.0 bezogen, ergiebt 
aus den American Ephemeris und Nautical Almanac fir die drei Beob- 


achtungszeiten : 
2 ee ee 
2G ++ 0,085 434 Ve + 0,928875 LZ, + 0,402945 
Xs -+ 0,044.042 2 + 0,931 466 Zz + 0,404071 
a — 0,006 472 Ve + 0,932482 Zz ++ 0,404 513 
Die Berechnung der Geschwindigkeiten der Sonnencoordinaten stellt sich wie folgt (w = 1): 
1909 Xe ‘fe ‘fo ipa ye if ipo ines Vi ifr ay 
Re CS SS ee 
Juni17,5|-+ 0,0690722 + 0,9300807 + 0,4034724 
— 0,0168981 -+ 0,0009930 + 0,0004316 
18,5 521741 — 145 9310827 — 2640 4039040 —1147 
169126 + 53 7290 1 3169 
19,5 352615 — 92 9318117 — 2639 4042209 — 1146 
— 0,0169218 + 0,0004651 -| 0,0002023 
20,5|-+ 0,0183397 + 0,9322768 + 0,4044232 
ES 
Epoche 1909, Juni 18.9809 FO X iva Z 
fi (a+, w) — 0,0169126 | + 0,0007290 | + 0,0003169 
mf" (a+ */, w) Bile 50|/+ 22 
m = | —0,0191 M3 (m)f™(at%w) |— 2 fe) fo) 
kdf()/dl — 0,0169126 | + 0,0007340 | + 0,0003191 
(Tafel XV) Mj’ (m) — 0,041 logkdf()/dl 8,22821n 6,865 70 6,50393 
| log X'; Y'; Z! 9,99263n 8,63012 8,26835 


f 


Theilweise Elimination der geocentrischen Parallaxe fiir die Epoche. 


sind in Bogenmaass angesetzt. 
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Die Parallaxenfactoren 


logue: 


5,4515n 


log pao. 5,5810n | log I 5,1625n URGE 5,0913 
log pie. 5,1699 | log II 4,8602 log ilte. .. 4,5712 
Sin a. 9,6601 | X, SEOOU MCN | Vey aed 5 ee i 0,931466 | Z, ++ 0,404071 
COs a. 0,90491 | Z. — Ade als ee a. 28 | — — 12 
sind. 9,7412 | IT . |} Gig he Aart ee rf 4|Z, + 0,404059 
Conprenieee =) O0214 «|X, | + 0,044035 | Y, . .. .| + 0,931498 
R cos D cos A 8,64380 SUA te. ws, at 9,99951 ogists). 0,474944 
R cos D sin A 9,96918 COSPA EE eer 8,67414 log (t. —t) 0,389219 
a) le ee a 1,32538 log S= R cos D 9,96966 log (t, —t,) 0,735224 
i 08 i 87,° 2934 LER SUPIRD IS cot oO ose 9,60644. LOO Ne es lass 8,7105 
PA 60, 0853 ef Oa ae rn 9,63678 logt, 8,6248 
sin D 9,59942 
cos D 9,96264 
UDG ER nl eee cea 0,00702 
IIa. 
ic I ee Ce + 6231” Os= =U» cee: + 12467! 
(A= + 8122 MER Rie Our rca is -+ 14335 
log (es, — @,) 35794558 log(d,—d,) . . . | 4,096110 
log (as — eg) 3,909663 log(d,—d,) . . . | 4,156398 
SECNO dee Paes 0,157180 
LOG ome tae) cis =e 3,405339 LOGGED a ek os) id oe 3,706891 log (tg 0)! 0,302780 
UDG} Ea aera 3,434719 log 0 3,681454 
MSCS oe oe 8,845043 Sub eek sues ae. 8,780467 log 0"? 0,291200 
log ae (7) ee 2,250382 log(d, —d04)... PAGLO2 ve bGi0) | s2 5 ee a 9,819785 
log a sin 1" Peele Oss 5442 LOGE Brae oe eta 0,412015 
colog(t;—t)'). . 9,264776 log ii=t(l09 0")... 0,242139n 
VOPR EM ss 0,030600 logo"... O: 2421S On NONGO. osu lh 2) eet 9,680050 
log (I+ 11] 9,922189 
log (t; — te) ty 3,880283 log (ts — t.) 04 « . | 4,181835 log (tg 0)” 0,079369 
Kh (t, — t,) @& 3,823938 re tts — nye ov ; 4,070673 
Pens aGy Ys 5. is 0,273771 ; 0,248996 
re > pec aacrane aa 4,154054 ete 4,430831 
colog (ts; — t,) 9,264776 
sin 1"! 
log ape SS ey 6,449993 
VOGUE Ie ce. =) 0,868823 LOGIC Ba ret) ahs 2s 0,145600 
Ila 
loga’® . 9,73765 loga’ . 9,86882 | loga/x cose . 9,52105n | sind 9,74120 
EGiO a) 9,81978 | logl (tg 0)’ 1,22380n | loge’ sine . | 9,52895 sin D 9,5994.2 
log a!* ty 0 9,55743 ddve: ©:08039) WiSub:. . . - |) O;29710 logulen earners 4002 
log (tg 0)! 0,07937 | log? 1,20419n | loga, . . + | 9,82605n 
Add.. 0,11416 cosé. . 9,92141 
logn 0,19353 log e 0,03060 | log 4/x sina. | 9,23211n | cosD . 9,96264. 
log In 1,11455n | loge’ cosa . | 9,81789 cos(A — @) 9,69785 
cos(A—a). | 9,690785 | Add.. 9,96265 |Add... . . | 9,86949 log iI . 9,58190 
tg ek A- fi 9,51763 | Zahler 1,07720n | log ay 9,68738 Add.. 0,19694 
LOUD rit ce 9,63678 | log(—2) 1,50522 log ¢ 9,77884. 
Sub. . 9,49925 | log 4/z 9,57198n | logi/xtgd . | 9,39176n 
log C, 9,01688n log (tg 0)’. . | 0,30278 Paes tied br 53°.062 
Addsets) 4 = | 70304313 inane 9,90270 
log C, 9,93790 loga, 0,24591 g ) 
log T 0,92102n 


1) colog x bedeutet log =. 


IVa. 
log a2 9,65210 LOG i Xo eet) a 9,98526 
re ts Naee ee Sa Fae | 9,374.76 Hee cs oe 7520024 || 10022 ane 0,30103 
Seon Cage nhey ae 0,18413 ae tegen ame 0,00082 colog a? 9,57864 
Summe 9,83623 Samme: sar 6 9,98608 colog R® 9,07804 
eda ees gee 0,49182 nie 5 EPR eee 6,53070 |logh. . . 9. 8 9,85861 
ois CHOe > PwC Lee Y Eas 0,00015 
log: [leet eee 0,57854 L0G) G 2am se: 9,98623 
COS OED aa er 9,84282 LOCO ee ee 977884 
logiat oe eehr aves 0,42136 log:p! =e. eae 934559 
log a” GASSED A ae 0340750 || Subsse-acn) neeme 9,80019 
log a. X! bere wa? a a hla eg Bel logic i tee 9,57903 
pike) Sterno: yOLOOG fF OUD... « - we we 9 
log Ay Da es, Pex 8,31750 Ditheegic i 6 eae O;SAS ORME Ce Minn sree + 0,37934 
AGS, ees | 0,01348 log a* R? 0,85676 
Summer nes | 9,83216 LOGiG tats 9,48626 
UD OLAL, ay aes tet | 8,51426 2a dls eee +10,30638) | [/109'S <. 1) ou ae 9,9027 
at see ae. sit 
a" eh eee bgelae 0gq RMSE RO on ? 
COSC Nae 9,92 141 | loga®R 0,42838 | colog 2 9,6990 
UNG, oe eke 9,77397 log puererate tae O'34550) ICOS'S mi) eee 9,5094 
Sin Sits eee rie 
| logih/s 3. 22 ae 9,95591 
/ h/s Re eee ee + 0,90346 
3) Ee ee + 0,79928 
| 
Graphische Bestimmung von z = 2. Verbesserung von 2;. 
| 9 | gl y f (9) I, IL. 
| 70° | 6,7 0,0 + 6,7 loge... 1... 9,97543 9,97548 
| 40 1,10 0,39 + 0,71 Sabispewcs ae 9,88394. 9,88396 
30 | 0,71 0,48 | + 0,23 log(z—p'). ...| 9,85937 9,85944 
20 0,45 0,54 — 0,09 log [=log(z—p')* 9,71874 9,71888 
Subs. seams eae 9,75792 
Co log (z—e) 9,53663 9,53676 
H log (z —e) 9,07326 9,07352 
+ 7 Adda rta aie set 0,07383—| — 0,07387 — 
i LOg Heh ss 9,87923 9,87927 
| logpiz. ss. . - |  9,93961 9,93963 
aaa aeay Pes iH 3 log LII=logh us 9,91900 9,91898 
if S pene ee a Bea + ae 
SET 5 Ue saree — 0,82985 |—0,82982 
| 234° + 0,5261 + 0,5228| + 0,0033 VE 58" ro tl Be ea = 0,00018 +} 0,00002 
23,3 0.5237 | 0,5234| + 0,0003 log h u—¥ 
Un 9,9190 
23,2 + 0,5213 |+ 0,5240| —0,0027 log (2 —) 9,366 
ODL eae Mere aes 0,1208 
q Ti log lives a 9,5764 
naa hemes —p’) ies 
Bg Pe ede errs 0,100 
if IE [ ee is ee te ee 0,2610 
aneee og (— 6,2553 
Bis rH H Co TGS (6 a OCR RIRY (ONO & ab oho 5,0043 
LOGiSEg18 WO;SS003 PACU. creat erence 0,00005 
U He | Os ANCXTRIS! LOG 5 ok 8 9,97548 
Hop | Add. . . | 0,19659 Die graphische Lésung hat demnach den Werth von 
(ay log 2, . «|9,97543 logz bis auf eine halbe Hinheit der vierten Decimale 
genau ergeben. 


Va. 
WOQUEG rao as. ts 0,00702 | loga/xtz. . . . . | 8,1968n UNV ERE Ve pee on | 8,2825n 
WOG RE es 35s es 9,97548 | logiaa—Azxts) . - | 0,0068 logaitajxr) .. 9,9916 
COMO er ee NORZSOm | ESCO we vee ee Le | 0,0624 SCCIO Ammer : 0,1001 
FORO et reo Ss | 9,9731 logos --...- | -9,9956 
MDPOO sae | 7;7438 LOGO meen nuts 157344 UDDGO> 66.6% Be | 7,7569 
WOM 6 | 0,0055 GOP wee J. = | 0,0054 ONES oar ie eerie 0,0057 
t, (Beob.) . . . . | 18,9809 t, (Beob.) . . . . | 16,5306 GIO) 9b lh Bikeeise 
t, (reducirt) . . . | 18,9754 Ve Aries Cau fe 16,5252 Une be Seopa we 21,9602 
log (tg—t,)- . - » | 0,38920 log(ts— ty). - . - | 0,47491 
LOOT Pie) Actes 8,62478 LOGIE Mar? cietth t 8,71049 
CONOR SE a.” 9,92141 
WOGiGaei 3 3 ee 9,90391 
COSI rt hes. 8 oo igo cs 9,94907° 
logscosa .... 9,85298 LOO AG ry cies, Ie 9,72996n LOOT Aronia Wns | 9,47480 
HOGPAG ee ts us 2s SOARSO LOG) Mer cs a a 9,99263n LOGY ee wae - |  9,29306n 
PHD ayn s OORZO MESUD., 2 sot fake 9,91956 PAL Gap 8. they cas, teh ie s “i QPS 71 
LOG REE fo a. OS SIBZON MLOG Be a eek eae a he 9,64952 UMMC Maas bras 9,00877 
; LOG Ze iar pees aati 9,24177 
SING. 9,66013 Wadi tata 3 ae 0,19997 
logaswa .... 9,56404. log a,o ais, ea RMS! Je 9,59129 UO ince tas on Ao 9,44174 
UDC Re ee OOCOS slog Y's 8 |. 8,63012 UOT Ob ie eam ae 9,49508 
Sabet. oc. GPa 0,18803 Sabveeceteee 9,94970 
LOGH/Itee tie Qis20in logy. ww 9,54099 
COIS ale ss 9,81978 
lOGOTUAIO.. . .'. 97123090) log a,o. . . =. 0,14982 
LOGRMME dhe Ss O,C0O4AMLOOILN a ie 8,26835 
SKTIGH 6° Gy eee GAQI20es [PSUs wr. aus 9,99425 
WOU et ows OGM eye = 5 sek oe 0,14407 
WORE le sy 5 es OOSOSO ws UO GW pa eect Ty 1s 9,29904 
Oa a eee OQOFIAT [LOGY 2. ue we rs fe 9,08198 
IAG <a O2SGOOmIEAGG... aim cn aie |. 0,20592 
SniniG: 1 aie O-88452) | Summe . « «2 © 9,50496 
Unit ne 8319540 blogz? sss: é 0,28814 
PNM eas) cla" ss WOOSBON EAM: Se » sk 0,06623 
LOG ere: cl =f) POSSI me kLOG Gs ie ket =) ste 0,35437 
OU. Teer 9,94666 
Controlle 
log — 0,35437 
Controlle ame , 
WOGh ieee) ox es os 0,01404 
(ie > Gainer 9,87927 
(Ogee. 9,89331 


Via. Darstellung des ersten und dritten Ortes. 


UB I; 1 3 | yy 0; 1 ¢ 3 

(OT). ge a 8,62478 8,71049 UST E.G. nareetee Cae 9,82471 9,82447 
iT «5 nn 7,24956 7,42098 log f, 8 Os een 9,75150n 9,75126n 
UNG Sn 5,8743 6,1315 USUW FEES ope Gar tes ac 9,09713 9,09689 
OTE. 3 Gy eae naa 4,499 4,842 UNIGH EDS, & haa s © 8,27411n 8,35974 

UN CHOP 9 5 ic ces 8,16558n 8,25121 
COTA 3 eee 9,83998 LOD Ope may Ae es. 8,76866n 8,85429 
WOGUING ie tocar nh ace 9,85899n 

DG ox, Scenes bees eet + 0,085434 | — 0,006472 
hie". lc ane ee 9,49508 [PRO toni sateen ener . . || +.0,667900 | + 0,667519 
eG) Bie? Se, ey aan 0,08767 eis es! ae oman — 0,018798 | + 0,022895 
(ENG 2S 9,4074. Hee Mee erase Ror + 0,734536 | + 0,683942 
6) (Cie) a oC 8,8835 | MGs B ached preueeoeee eae -++ 0,928875 | + 0,932482 
UGG! 5 a 0,0533 | 0 lca ees — 0,564288 | —0,563975 
CO YR ane 0,5740 | OY, Weep) Go eerie ee — 0,014641 | + 0,017832 
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Via. Darstellung des ersten und dritten Ortes (Fortsetzung). 


fis g; 1 3 Oy 0; al 3 
log) LE, aaes ae ees 9,5108 ROCCE SOE Ie -- ,0349946 | + 0,386339 
Logi (is) eee 9,8298 
LOGOUe ia soe) 0,4581 Zi) Sheet + 0,402945 | +-0,404513 
logii(G) vente eed ea 9,372 i Pies +0,125063 | + 0,124994 
OR Re eo oh — 0,058703 | + 0,071497 
ERT om Alec fc. o + 0,469305 | + 0,601004 
HORGK Bo @ co's %e 9,3819n 
(HENIO COST 6h a 9 8 9,86601 9,83502 
log 47* 0,3887 O\COS ONSU1): Cee anne 9,54400 9,58697 
(acolo & sls 4 htc 9,106 igo. ; 9,67799 9,75195 
iyo 0 Sac 2594740 2994611 
LOGKIET AG aw sae ore: 7,10855n TOM We G2 3 2 os a 25,4750 29,4617 
log 1? f(3) 5,2817 5,5389 (B—R) {> O; sects « i O,0010 + 0,0006 
OE NED) ee, olka ae 3,871 4,214 d,acosd . . || + 0,0009 ~+ 0,0005 
LOGSUHGKG) ses e= anaeae 52562n 5,5134n | sine 9,63357 9,69182 
log t' g (4) 3,605 3,948 cos a 9,95558 9,93987 
0 cos 0 ARE SARE 9,91043 9,89515 
1,000000 1,000000 | e sind 9,67145 9,7'7887 
(oO) ms. gaa Soman hrs — 1284 | — 1905 | tgd. 9,76102 9,88372 
+ 0° f(3) = 19 Nes Ee ce pace oa 8S ao + 29,9761 | + 3734200 
uf (4) =f Biber 2 WO ie aes eget ot + 29,9753 | + 37,4222 
fis fae eae + 0,998698 | +0,998132 | (B—A)dd..... — 0,0008 + 0,0022 
log fi; log fs 9,99943 999913 | | 
SIO cs) og eee ea 9,69866 9,78366 
7 60808 kc te AE 9,93764 9,89993 
Ey ee Reta —0,042148 | +0,051344 | loge ....:. 9,97279 9,99522 
3 C7 G\(3)i ny aeheenre ee bk asia) = 33 
t*g (4) ee Ons UL OGiD On mater ae 0,864n 0,932n 
G13 Gg ee eae — 0,042130 | + 0,051312 | logpyg.-...-- 0,748 0,493 
log gy; log gs - 8,62459n 8,71022 
109 De 0,891n '  0,937n 
UCP OY Geena (30 aac 0,775 0,498 
ft Re OEM | 0 — 8" —9! 
YS Cows ea ot + 6 + 3 
Vilal. Constanten fir den Aequator 1909.0 und Elemente. 
ak yp PDE Otis AL by B ¢ 2mOu 
LOG:T 00) ot Pe oh es ee 9.59618 9,48765 0,09073 
LOGY Grater eer 9,32036 9,24715n 8,59278 
Sub. . Rese CRS Go Une Seed Sic i 9,94802 0,19722 9,98598 
log (rw! — wr'). . 9,26838 9,68487 0,07671 
sind cos(D! + v). 915413 9,57062 9,96246 
sind sin(D! + v). 9,87862 9,80541n 9,15104 
TOGO eee oO) teeta Sa ee es 5 9,72449 0,23479n 9,18858 
(D! EA) ch elke 70°3202 30092159 897758 
Di AT; BY Cr, 55,3191 276,2148 344.7747 
Si (Dl ASW) 9,99241 9,93658n 9,183.46 
COS CD! 1) ae Pre ere ety 9,20792 9,70180 9,99488 
sind = sina; sinb; sme. ..... 9,88621 9,86882 9,96758 


oa 


a 


Aisa ie aNC ais Nie. fe 5093324 
: de ieirAni Agrees 3 271,2281 
HOGERM ake: ee oe 9,49508 igen eis pe CHORE) INO. noe Gun ponte | 339,7880 
POY Gi. hss es 0,17718 
sim OF tel eerie 9,31790 LOGE ee tet ae DOC OB se s Bs 9,99990n 
SDL Ce cok cae 12°0005° LOGRIT EG pe rach 2h 9,20790 SUnLD tae eee rare 9,86882 
Dn MRSS elie oe be 24,0011 OHs rarer els. 9,91594 SOCIEES dar, Aba en Mee 0,03744 
UOG IL ae er eae 1,24892 Secé Sint cosu. . ONO) ASO 5 be a 9,90616n 
UDGTERP Te er ee 0,24769 LOGE, taps ansiers 9,15104 SUNRA ge reN ee Aare 9,88621 
LOGHGT Pe es 8,88348 LOO RIMM micah atk OMA, || GO oo & oe : 9,88635 
SED aes AL 9,98081 UD EN sees Sa ve 0,17924 CONS, 9,77256 
LOCOS ce ot eee 0,22850 S€CE SIN’ SINU. . 9,62193 Wes cee ages ots 30693 220 
‘ COMM aie? a 3 5A 9,74353 - 
VOGIC en ts 2 2s Secs 9,92747 Pm ae esa) ae ks . | 28°9878 
LOGI owe ye as 9,89120 1B)! ic eee alae 499867 (= SB) s a sla § 9,88621n 
LOGULG I. os 1,14012 SUL aaa a oe a fo 9,68540 COSA a 9,80505 
qn _ Huglle Sa arta 13,8077 COSIUS te Ver 9,94187 GOSCCLT teat memes 0,09384n 
t Jun. ws = + | 18,0754 SCOENS2 ViVi a ae a 9,93653 COSY uy a arte 9,78510 
ms. | 5,1677Gr, M.Z.| cose... . . . : - OCOZS OMNI Reoriey Ge eet) aM ch a < 5 2°4340 
SUDO Sno Ot eee 
989909 Controlle 
Controlle SU Che, wots Th, eee 9,96758 
SU ONSUN One 6 ss 9,83640 BOL na haslen 9,53844n 
sin(C—B)... 9,96886 COSCO Ea eras a7 0,40016 
COSCCAR = ss 4 % 0,11379 SUNG) (area ceva: 9,90618n 
SHOUT TONS ae ee aie 0,19495 | 
GOP O isl eo eae 0,11400 


Zusammenstellung der Resultate. 


Hlemente. Constanten fiir den Aequator 1909.0. 

a | Se ror ee 2 x = 1 [9,88621] sim (55)3191 + v) 

ay tt ot ee 4998617 y = 1 [9,86882] sin (276,2148 + v) 

See ee ka He 300,3220 plain 1909.0 z = r [9,06758] sin (344,7747 + 0) 
ihe (a 2 aaa 52,4340 
POGIO MEN Pye ais 1 0,92747 


In dem obigen Beispiel einer directen parabolischen Bahnbestimmung ist die Rech- 
nung ohne Weiteres durchgefiihrt worden, um den Gang der Rechnung nicht zu unter- 


‘brechen. Man wird wie oben verfahren, wenn man entschlossen ist, sich auf jeden Fall 


mit einer Parabel zu begniigen. Jedoch ist es immer rathsam, folgende Betrachtungen, 
welche in der That auch in diesem Falle gemacht wurden, anzustellen. 
Zunachst vergewissere man sich iiber die Anzahl der Lésungen durch Anwendung 
der Kriterien in der Anmerkung 1, 8. 468. Da p’ und ¢ positiv sind, so sind drei 
3 2 
Lésungen nur méglich, wenn (2) + (4) negativ ist, d. h. wenn p negativ ist, d. h. 


wenn 9 (2s? + q’) kleiner als 7 c’2 ist. Eine ganz oberflachliche Abschatzung dieser 


_beiden Ausdriicke auf Grund der oben angegebenen Werthe von s, q’? und ¢! zeigt aber 


sofort, dass 9(2s?-+ q’2) bedeutend grisser als 7c’? und daher nur eine Lésung méglich ist. 
; Ferner ist es von Wichtigkeit, zu wissen, ob die parabolische Hypothese innerhalb 
der Unsicherheit der Bahnbestimmung berechtigt war oder ob dieselbe zu verwerfen ist. 


1 : 
Zu diesem Zwecke hat man zunichst noch N, x und re nach A, [Ia und IVa angeni&hert 


zu rechnen und die Genauigkeit von — abzuschatzen. Es soll hier durch einen Punkt 
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tiber der letzten verbiirgten Zahl angedeutet werden, in wie weit man sich auf die dies- 
beziiglichen Zahlen verlassen kann. Nimmt man an, da die Beobachtungsfehler nur 
einige Secunden betragen, so sind die Differenzen in % und 0 zu drei beziiglich vier 
Stellen sicher. Die betreffenden Differenzen und die Intervalle sind: 


tp —t, == 2,4503, Oly — Ot, == 6231", 0, —0, == 12467" 

ts —t, == 2,9850, Ot, — a, == 8122, 03—0, == 14335 
Die nicht ganz gleichen Intervalle betragen nahezu drei Tage. Um die Sachlage besser 
iiberblicken zu kénnen, sollen die Differenzen in % und 0 durchweg durch Proportional- 


rechnung auf ein dreitiigiges Intervall reducirt werden. Man hat dann, da die Differenzen 
angenihert fiir das Mittel der Beobachtungszeiten gelten: 


fs Differenz hee f3 Differenz fy 
Fant Leo PSN Teele tee 7629" ; 15276” : é 
ais (534") 589" | (sto) 960” 


TUG ORY ee Mie Nee 8163 14406 | 


Die in Klammern angesetzten Differenzen beziehen sich auf das Intervall von 
2,7177 Tagen. Wiederum auf ein dreitigiges Intervall reducirt, ergeben sich die unter 
fa, fi stehenden Werthe. Da o”, 0’ der Hauptsache nach von den f" abhiangen, so 
ersieht man sofort, dass diese Beschleunigungen nur auf zwei Stellen verbiirgt sind. 
Nun hat man aber noch den durch die Vernachlissigung der f™ bedingten Fehler ab- 


zuschitzen. Die f" betragen in @ etwas weniger als ein Zehntel der f’. Nimmt man 
ein ebensolches weiteres Fallen an, so erhalt man: 


(ee ee 59", na 96". 
Nach den Formeln (5a), 8. 452, oder auch nach 8. 454 bis 455 ist aber der Fehler in 


ol! 

eae ae : 1; 

den Geschwindigkeiten, bezw. Beschleunigungen, erent beziiglich (zt; — eee 33 oder, 
iit 


da angenihert o!” — 7? ferner angenahert t,t, — 0,5, und man sonst t, = T; 


i : 
= t = 3k setzen kann, so sind die Fehler in den Geschwindigkeiten: $c und in den Be- 
0) 5 k oe i ; i : ui E : ' 
Te - Fir die Geschwindigkeiten ist also Ds mit f’, und fiir die 


6 
, 0,5 i ; - F 4 : ie ‘ 
Beschleunigungen Gy mit f" zu vergleichen. Fiir die Tu hat man nach dem Obigen 
59” ; o , : : ; 
= == 10 in end = 16” in 0. Vergleicht man diese Fehler mit den /', so 


schleunigungen: 


ergiebt sich, dass die Unsicherheit der Geschwindigkeiten in « beziiglich 0 in die dritte 


beziiglich vierte Stelle durch Vernachlassigung der dritten Differenzen eingedrungen ist. 
0,5 m1 - oll " 


» 00%" 8 59". 96 : : 
Fiir 9 erhilt man 18 in o und —— 13 in 0, also etwa 3+, bezw. 5”+. Ver- 


gleicht man diese Fehler mit den f", so tiberschreiten dieselben, allein genommen, die 
durch die angenommenen Beobachtungsfehler bedingte Unsicherheit in f™ und daher in 
den Beschleunigungen zwar nicht, vereint mit den Beobachtungsfehlern jedoch (cfr. auch 
8. 457) kann die Unsicherheit leicht in die zweitletzte Stelle dringen, und da in f” nur 
drei Stellen vorhanden sind, so kann man sich genau auf nur eine Stelle verlassen. 
Fassen wir das ae zusammen, so sind verbiirgt: o auf zwei Stellen, 0” aut 
drei Stellen, «” auf eine Stelle, 0” auf eine Stelle. 


Ks ist aber leicht ersichtlich, dass die Verhiltnisse fiir 0 etwas giinstiger liegen 


als fiir o’. Aus der Rechnung von (tg0)' und (tg0)” folgt, dass diese Werthe von der 
Ordnung der Genauigkeit von 6’ und 0” sind. 


~ 
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Weiter lasst sich jetzt entscheiden, dass unter den obwaltenden Verhiltnissen nichts 
dureh eine vollstaindige Elimination der Parallaxe zu gewinnen ist; denn die Correctionen 
fiir die Parallaxe kénnen kaum je mehr, als die in diesem Falle schon unsichere zweit- 
letzte Stelle schadigen. Die oben durch Anbringung von Correctionen an die mittleren 
Sonnencoordinaten durchgefiihrte theilweise Elimination der geocentrischen Parallaxe hat 
nur den Zweck der spateren genauen Berechnung der Unterschiede B— R fiir den ersten 
und dritten Ort, indem durch diese Elimination die geocentrische Parallaxe in den Co- 
ordinaten des mittleren Ortes beriicksichtigt ist. 

Durch genaherte Rechnung findet man jetzt weiter fiir die drei Glieder der Hiilfs- 
grésse NV nach A, Ila aus den Zahlen des Beispieles: 


N = 0;267 — 2,155 + 0,888 — — 1,000. 


Da o&” am wenigsten sicher ist, so ist das zweite Glied fiir die Genauigkeit von N aus- 
schlaggebend. Nach den obigen Betrachtungen betragt also die Unsicherheit von N 
einige Kinheiten der ersten Decimalstelle. Weiter folgt nach A, Ila: logx = 0,191 
und nach A, [V a: — — 0,57. Die Werthe von x» und = sind von derselben Ge- 
nauigkeitsordnung wie der Werth von N, was aus den entsprechenden Formeln ersicht- 
lich ist. Schatzt man nach dem Obigen die Unsicherheit von N auf etwa 0,2, also auf 


3 ; ‘ ‘ , 1 
etwa den finften Theil seines Werthes, so wird auch die Unsicherheit von a denselben 


Theil seines Werthes, also etwas mehr als 0,1 betragen. Ferner findet sich fiir zz, nach 
A, 1V a: zg, = 0,901 und daher: z—z, = 0,044. In dem hier in Betracht kommenden 
Theile der Tafel XVI entspricht nun eine Aenderung von 0,01 in 2 einer Aenderung von 


<a , : : : 
etwa 0,03 in oR Der Unterschied 0,044 zwischen z und zz entspricht also einer Un- 
genauigkeit von 0,13 in —- Dieser Werth stimmt so nahe mit der oben, ziemlich genau 
m 


Maid ; 
abgeleiteten Unsicherheit von mehr als 0,1 in = tiberein, dass an eine Verwerfung 


der parabolischen Lésung nicht zu denken ist. Interpolirt man noch zum Ueber- 
fluss den Werth von ¢ fiir die allgemeine Liésung aus der Tafel XVI mit den Argu- 


il 3 
menten 7 = 539062 und, etwas genauer als oben, re — 0,5739, so findet sich 


@ = 0,936. Die Uebereinstimmung dieser allgemeinen Lésung mit der parabolischen 
Lésung ¢ = 0,945 bestitigt das soeben abgeleitete Resultat vdllig. Aus dem hier ge- 
gebenen Beobachtungsmaterial ist also eine allgemeine Bahnbestimmung mit Sicherheit 
- nicht méglich. 

Man kénnte nun aus der eben angefihrten Uebereinstimmung der parabolischen und 
allgemeinen Werthe von z den Schluss ziehen, dass es praktischer sei, sich eine erste 
Annaherung des parabolischen Werthes von ¢ aus der Tafel XVI, anstatt auf graphischem 
Wege zu verschaffen. Dies ist aber nicht der Fall, da man in den meisten Fallen ge- 
zwungen sein wiirde, den Anfangswerth von ¢ mehrfach mit Anwendung der Differential- 
formel in A, IVa zu verbessern. __ 

Am Schlusse dieses Beispieles mag noch bemerkt werden, dass der getibte Rechner 
die oben sehr ausfiihrlich dargestellten Betrachtungen in aller Kiirze, etwa wie im zweiten 
Beispiele, erledigen wird. 

Ferner sei noch hervorgehoben, dass der grisste Unterschied B— FR etwa 8” betriigt, 
und dass eine Verbesserung der parabolischen Bahn wegen der Schwierigkeit der Beob- 
achtung dieses Kometen sich nicht lohnen wiirde. 
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Zweites Beispiel. 


Als Beispiel zur Anwendung der Formeln fiir eine directe Bahnbestimmung, ohne 
Voraussetzung iiber die Excentricitét, mit Benutzung der Tafel XVI, mége eine von 
Herrn W. F. Meyer und Fraulein Sophia H. Levy durchgefiihrte Berechnung der 
Bahn des Kometen e 1910 (Cerulli-Faye) dienen. 

In diesem sowie in den folgenden Beispielen sind nur diejenigen Formeln aus- 
fiihrlich durchgerechnet, welche nicht» bereits in einem vorbergehenden Beispiele 
erlautert sind. 

Die Bahnbestimmung beruht auf den folgenden Beobachtungen, welche bereits 
auf den Jahresanfang 1910.0, einschliesslich der Aberrationsglieder, reducirt sind: 


Ta. 
Se es 
1910 Gr. M, Z. a (1910.0) d (1910.0) Beobachter 
eS eee 
Nov. 9.3131 §4° 387 11” + 8°43! 3! Millosevich-Rome 
Nov. 11.5801 54 35 57 +8 °9 0 Eppes- Washington 

Nov. 13.8217 54 32 54 +7 3617 Young-Lick 


Sonnencoordinaten. 


Xx, — 0,681 211 Y, — 0,659 264 Z, — 0,285 987 
X, — 0,651 732 DA — 0,683 228 Z, — 0,296 381 
Xs — 0,621 586 nes — 0,705 867 Zz — 0,306 201 


ut 


Geschwindigkeiten der Sonnencoordinaten zur Zeit der mittleren Beobachtung. 


LOG EXO goo ee eee Ben 9,88600 LOGY coe aie ae 9,77878n LOG; Zs eee 9,41602n 


Um zu entscheiden, ob es in Betracht der geringen Bewegung in @ und der Ver- 
schiedenheit der Beobachtungsorte nétig sein wird, eine vollstandige Elimination der 
Parallaxe vorzunehmen, sollen die diesbeziiglichen Betrachtungen iiber die Genauigkeit 
der Bahnbestimmung gleich hier angestellt werden. Es ist 


Wegen der Natur des Kometen kénnen die Beobachtungen in diesem Falle als 
bedeutend genauer betrachtet werden, als im ersten Beispiel. Da die Zwischenzeiten 
fast gleich sind, so verursacht die Vernachlissigung der f’” keinen Fehler in den Be- 


schleunigungen. Ueberschlagsweise auf ein 21/,tagiges Intervall reducirt, ergeben die 
obigen Differenzen: 


ie os f3 fs 
133" 2028" 

5 " Rail 
184 1970 Me 
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Die f" betragen etwa 1/; bezw. 1/39 der f’. Unter der Annahme, dass die f™ in 
demselben Verhaltniss weiter fallen, ergiebt sich fiir f2" ein Werth von etwa 16”, fiir 


fa" etwa 2". 
Til 


Der Fehler o 


in 0 auf weniger als 1”. Diese Fehler sind nicht grisser, als die relativen Beobachtungs- 
fehler und kénnen die durch die Beobachtungsfehler bedingte Genauigkeitsgrenze nicht 
erheblich schadigen. 

Zur Beurteilung des Hinflusses der allgemeinen Parallaxe berechne man zunichst 
die geocentrischen und barycentrischen Parallaxenfactoren, sowie deren Summe, auf 
welche es hier ankommt, nach Anmerkung 1, 8. 999 des Anhanges?). Man erhilt: 


in den Geschwindigkeiten belauft sich also in « auf weniger als 3”, 


il II Ill Ni ll Ill 
Beeye as =e 2 5,49 | 0/907 | pho, 15-30, ) 4:85 | -h4, 35 
Ca) ae + 5,95 +5,97 45.27) || Ds 0, = 2, 28 +1, 61 -- 0, 38 
(DO Gro oy ten + 0, 13 +o, 48 4S GOie| ONO! ono One + 7, 58 + 6, 46 + 4,73 


Die grésste Differenz der allgemeinen Parallaxenfactoren ist 3”. Dieser Werth 
kann daher, ebensowenig wie die f™, die Genauigkeit weiter schidigen, speciell da die 
Bewegung des Kometen eine grosse Erdnahe nicht vermuthen lasst. Man kann sich daher 
mit der theilweisen Elimination der Parallaxe, auf Grund der allgemeinen Factoren durch 
Anbringung der Correctionen JX = 4, X+4,X an die mittleren Sonnencoordinaten, 
abnlich wie im ersten Beispiele, begniigen. 
Sonnencoordinaten: 

X — 0,651 757, 


Dann erhalt man fir die corrigirten 


Y —0,683218,  Z —0,296 406 


und aus diesen: 


A 226921" 0", log sin D 9,476 400,,, log cos D 9,979 592, log R 9,995 487 
wy 167° 43’ 36”, loge 9,989 959, logs 9,827 514. 
A IIa. 
VOU tel as o's. 5s | OPAC TOn eal [LOO Outs! olive a ch ree 9,26776 | log(igd)) .... 9,40741n 
(OG) CPs soma | 8,20767n log 0” 5 9,39859n| log(tgd)" .... 9,31676 
A Illa 
UDINE of AS Care 9,31688 LOGIE raters. 9,30691n| logaz ...... 8,42032 
iin Cy a | 9,23599 VOGRA/ Bree Me thes S2ASSOmNLOgidign trite soe s 7,44387 
io OF” a ce 9,15699 OG Us ees cola os 9,40313n 
A IVa 
HOGI eae Ns ee 8,80217 GIFS iohanl mabrag ome Si TALON |b Ol to. aaa Oona © — 2,3102 
JiGHO 0 Sr 8,92252 LOGE Teorey one. OMe SOR C Soe mee ahs ke) cas tre + 0,2126 
LOGUG TEs To. 0,00884 OOO B)veeb mcs’ <a WYO IVR, 6 vy te Be Ooo ye 153,069 


A Illa, sowie m und zz zu berechnen. 


Gemass der Anmerkung 1, 8. 468, ist nur eine parabolische Lésung méglich, denn 
es ist: p’ >0, c<0, p> 125916’. Die graphische Lisung ergiebt: logz = 0,09037. 
Zur Probe auf die Richtigkeit der parabolischen Hypothese sind noch N und % nach 


sie sonst, nach Verwerfung der Parabel, wiederholt werden miisste. 


Diese Rechnung folgt ausfiihrlich, zumal weil 


1) Kine ausfihrliche Berechnung von Parallaxenfactoren etc. findet sich im finften Beispiel. 


NCH Sucis Oo 4,89301ln | log C, . . 1... 9,23599 jog es omens 0,692 
UG10 bien Meee OASSOS Ogun ae. TRO | UWE oo A 1,038 
LOG Spas ae ee 4,04899n Colog ui aiee mre 8,962 
LOG) Cemem tee Te mere 9,15679 Subi.* dee yeas 9,958 
logic metas: by Siete Cwaieyiorn || UomUl % 5 6 oe 8,56420n loga—pu*h) . . 9,958 
LOQi(tGi0)) ames erences 9,40741n eae pert «| 0,03870 O02 Tue ee 9,894 
LOP TL ed eae cee 8,62411 OGi ctu hetero te 8,60290n 
id RcosD .. .|9,97508 (DEENA Se BB. 6-6 0,090 
logial nee i mee ee S207 07mRCOLOG IN. a ee ee 1,33530n Subisa. cane eee 9,757 
log (4g Co Ase Benonte DSO ROW LOG haa tole aerate. 9,91334n log(é—27)) vale 9,651 
LOG MELT eet, a icodye ee 7,61443n i (225) seg ee 0,448 
LOG Reece meee 9,98195 
Tuam ier tans —0,000001 | logcosd ..... 9,99559 
a Yih Seater oy i —0,042083 | log Nenner. .. .| 9,97754 
BE ae am col — 004116 | logm ...... 9,93580 
Ua eto Vala —.0,046200 
LOQuNinomatartin crest he 8,66464n 


Fiir die Genauigkeit von WN ist hier wieder das zweite von a”, d.h. von fa ab- 
hingige Glied ausschlaggebend. Da nach dem Obigen fast nur die Beobachtungsfehler 
in Betracht kommen, so soll der Fehler in fa’ auf 5”, also etwa auf den zehnten Theil 
seines Werthes angenommen werden. Daher kann die Unsicherheit von N und sodann 


von = = 1,15932 auf denselben Bruchtheil seines Werthes, also auf etwa 0,12, an- 


genommen werden. In dem in Betracht kommenden Theile der Tafel XVI entspricht 


nun eine Aenderung von 0,01 in zg einer Aenderung von 0,0115 in a Dem Unter- 
1 : 
schiede z— gz, — 0,448 entspriiche daher eine Unsicherheit von 0,515 in yang Dieser 


5 : : : : 1 
Werth ist aber mehr als das Vierfache der oben abgeleiteten Unsicherheit von — Man 


ist daher berechtigt, die Richtigkeit der parabolischen Hypothese zu bezweifeln. Inter- 
polirt man jetzt also genau den Werth von ¢ fiir die allgemeine Lésung mit den Argu- 


1 
menten a und w aus der Tafel XVI, so findet sich logz = 9,830 230 oder angeniihert 


zg = 0,676. Die Thatsache, dass dieser Werth ausserhalb des Bereiches zwischen dem 
parabolischen ¢ — 1,231 und zg, = 0,784 fallt, bestatigt die Unhaltbarkeit der para- 
bolischen Hypothese. 

Der Sicherheit halber sollen jetzt aber noch die Unterschiede B—R fiir die para- 
bolische Hypothese direkt, wie im ersten Beispiel, berechnet werden. 


A Va. 
LOGO eee ten hs 0,08586 LOGUE enon eee aia 9,86769n LOgii Poe ite | 7,05131n 
LOG'i Ane fom eta 0,13052 UDI: de esSe on Gor 9,78120 Controlle 
LOGigerss i) et ae 0,22181 NOTE sugete o. pace 8,64902n LOGiG 7: 2. ee 9,95943 
LOGies Bn Se 9,67132 ROHR a BG 0 9,95944 
LOG Is ka etraee tres: 0,34159 
A Via. 
a 1 3 
LOG i fegky Wits aoc me Vereen ae 9,99997 9,99997 
LOGIG AT. amon Tatts) (mamecen ae 8,59102n 8,58613 
OhCMes! Clo, Ein oe — 00023 — 00019 
(Be) {s CAMA ern eas -- 0,0041 + 0,0030 
UD PM ond cls ORG Se 0,08641 0,08579 
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Die parabolische Hypothese kénnte also nur unter der Annahme von grésseren 
Beobachtungsfehlern, etwa z. B. 13” in der mittleren Declination, welche Annahme indess 
bei diesem Kometen unzulassig ist, beibehalten werden. Da, wie zuvor gezeigt wurde, 
die vernachlaissigten f” und die Unterschiede der Parallaxenfactoren nicht fir die obigen 
Unterschiede B— R verantwortlich sind, so ist auch kein besseres Resultat durch Ver- 
besserung der ersten Annaherung unter Beibehaltung der parabolischen Hypothese zu 
erwarten. Dagegen wiirde eine Verbesserung der obigen parabolischen Bahn, ohne 
Voraussetzung iiber die Excentricitét, zu einer ausgesprochenen Ellipse fiihren. Diese 
unnéthige Rechnung ist hier unterlassen, zumal die Anwendung der Formeln der Bahn- 
verbesserung in den folgenden Beispielen ausfiihrlich erlautert: ist. 

Man kann die Rechnung A Va zuniachst und die Berechnung von ez ganz ver- 
meiden, wenn man in A IIa gleich N und K und in A IVa gleich m bei der para- 
bolischen Lésung mitbestimmt, dann ¢ fiir die allgemeine Lésung angenahert aus der 


Tafel XVI interpolirt und endlich, wie oben, auf Grund der Unsicherheit von = ent- 


scheidet, ob die parabolische Hypothese zu verwerfen ist. 
Da nun in diesem Falle die parabolische Lésung zu verwerfen ist, so ist die Be- 
rechnung der Bahn nach den Formeln A Vc, A VIc, A VIlc abzuschliessen. 


A Ve. 
legieerr ss dy * 3 9,83023 WOQae gate io. coh 0 8,58614 LOOT MR IN Geone. fo; seb Us 9,87604n 
LOU O PRO as RSs 9,82572 LOGE wpe arth cks 8,59103 LOG Iya uses hes 9,78011 
KNOT) 2 aI Se ee 9,82131 LGU c20 eee We chat: 0,01521 LOGIE ete, ee ke 8,96830 
LOGIGwee ME tebe! eo ; 9,82606 GH) Decent oe Chad bake 0,08756 LOG Ts RO a 7,46052n 
POQNO Mr tie s eitis ahh 5 9,82543 LOG ee eet a hls 9,59252 UNG Solo toe - | 9,97171 
UDG ee Seek 0,21747 UDO) IWDe oo Os &. 9,43966 
NOUS ne eae 0,43494 UDO 5 ae ps 0,40664 
Controlle Clapeioute eats conta: 0,54590 
log R? » + + +}  9,99097 ; d 
LOOi me ease eee 0,44397 log a%2= log P (in 
Jahren) ... .| 0,84045 
LGGritamts tev) st 0,43494 
FER ee ci 1 sho G, dca 6,9255 Jahre 
A Vie 
a 1 3 
logfge Te ee San 9,99993 9,99993 
WOG).GR 6 om od aR eo ite seme 8,59101n 8,58611 
OG Sy » Tog o', eS Ohno olga 9,58384 9,58535 
(OG Tas 3. = 2) dee SeBNe 9,73272 9,73284 
UDG Ge oo sic 8 ogo Bae & 9,00704 8,94758 
OhOR a oc Gls You. tet + ofo002 -+ ofooos 
(B— R) {s Sp Oe = Besa + 0,0005 — 0,0007 
UBGTO5 3 “Och on Gale cee ce are 9,82636 9,82574 
Der grisste Unterschied B—R fiir die directe allgemeine Lisung ist 00; = — 2”,5. 


Die beiden Unterschiede in 0 kénnten leicht, da dieselben entgegengesetztes Zeichen 
haben, durch eine willkiirliche Aenderung von 2’ fortgeschafft werden. 

Aus den obigen Erérterungen geht hervor, dass die Bahn etwas tiber die erste 
Ziffer, z. B. in der Excentricitit, Periode etc. verbiirgt ist. Die obigen Elemente, 
zusammen mit den weiter unten folgenden, fiihrten daher auf Grund vor- 
liegender Bahnbestimmung zur Identificirung dieses im November 1910 
von Cerulli entdeckten Kometen mit dem beriihmten, in der vorhergehenden 
Erscheinung nicht wiedergefundenen Fayeschen Kometen. 
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Es sollen nun weiter diesmal zunichst die auf den Aequator bezogenen Elemente 
(i), (53), (@), sodann die Constanten in Bezug auf den Aequator und endlich die auf die 
Ekliptik bezogenen Elemente 7, £3, @ nach VII 2c berechnet werden: 


Vile. 
UN om pte oer oto TAGOS2 i MRLOGHOU 1s Mee ieen 9,79532 UNF Oe 8 9,59252 
LOGI. Dare meta tone: 0,20332 lOGii a ame ea aoe 9;96300n || 28270: (@) aot eee 9,40847 
loge simu. 9. 1 = OOS SA Wa OU Dire eee en oun 0,22499 | logr sin (u) 0,18405 
log Vp GONOY ofa & 0,18859 
Logic «ae (mee y 0,18917 log x cos(§%). + +|  9,99404 
Subitesteione ee bars 9,73700 |logyz...... 9,05586 | logy sin(§3).. . 9,56253n 
logie.cosw> = + = s O73 700 wl lOGie Ui an Le 037203) Ad aves eectees ante 9,79970 
TiN Ow atime Ba iG MOV OAy | Silos cg, Meee eden 0 0,03092 | logr cos (u) 9,79404 
Pete cook —o4s4o | log Vpsin(i)sin(Q)|  9,08678n | tg)... ..- 0,38941 
(i) ain 67°8077 
SETA enn wee WO2024n | LOGUE os . s) ses 8,98351 Dro. ah. bya 359,5160 
COS ete ake eer talon te 9,99998 lOgrec UG tac eae COW (tsitoynul MCD) ace ine Gs orc < 68,2917 
LOG 6 excuse at ee 9,73711 Subes earicween. 0,12297 (Controlle) 
RiP Lt end: 0,54590 | log Vp sin(#)cos(Sd) | 9,59153 | sin(u). . - . . 9,96657 
KUO WS Skate ene 0,405 26m" | C05 (2) aan eee 9,57716 
Controlle CQO ee ie 342°6311 UGK pWe towibe oh bec 0,21748 
lOGiez=n sete a ee 0,47422 S270 (COD) anecay ete 9,4749'7n 
Subseth avon tees 9,84634 COS CO8) eat rem: 9,97973 
log (1 —e*) 9,84634 | logVpsin(i) .. . 9,61180 
MENS 0 oe Ong 0, 56030 UG)(@) ey ee ere: 9,42321 
CA ae Be te 14°8410 
sin (92) 9,47497n | sin '/[() +e] . . 9,51884: 1 Oy 2 eee 205°4848 
COS) ae eo eet CHO, || KAOVEKEUO)) a oo 6 O.V7808, ions. ce ee eee 221,9528 
sin a cos (A) 9,46024 | cos*/,[(¢) +e] . . O1O75 20) I) ees ete 68,2917 
sin a sin (A) 9,97973 | sin*/,[(2)—e] . . SHV CYANO g 6 He ae ao 206,3389 
gs CAL) ees Meer gee oe Osikevsto) il! GaKWe(WO)) s a oo 1094074) us ae eee ee 51,8237 
CA) SR ea odie 7391774 | cos'/.[(z)—e«] . . O008 780 [ata ce tari — 0,2420 
(@) cece eel alee 68,2917 VON: MP eb MORO epee a B aso o 7,62560n 
Al PE en cat ca is 141,4691 COB / ate eae ge 9,99825 ee 
SUICA) acre Phas CHOHOey (Py cl Sou A 8,95215 log [3 +e 9.73398 
GONE Yon 9 2 & a5 OGL he/o1e pee: 591182 yA i ee, 7,38088n 
MNPEUD GS-56. 8 Nowy lG cy on 9 ood o ¢ 10,2364 Lf TS ee an —0%1311 
2) 9.97973 | sin'/otsin'/[ +o] SHO M MG A Bg ne — 0,2622 
cos(t). - se se 9,98527 | cos’/o[S3+o] - -| 992001 | sinH . 1... . 7,66054n 
stn cos(B). . . . 9,96500 | sin /e[S3t+e] .-| 9.74438 | loge. .%...- 9,73711 
sind sin(B). .. . 9,4749'7n | stn'/,tcos'/.[S2-+o] 8,87041 | eolog sin 1" 5,31442 
tg(B). 1. +. - 9,50997n| tg /o[83 + 9] 982438. | log IT. . ss 2,71207n 
CB) Son eat operon eg —179300 | %[Ss+e] .. 33; 7188." AMET Ns cesta eae — 515!31 
1 ofa aes aha Ao 50,3617 cos'/,tsin*/,[ $3—o] 915424 | (H—II)=M . . |— 428,69 
sin(B).. 1... 9,48835n| sin/.[S3—o]. . 915599 | log—k". 2 sa. 3.55001 
cos(B)...... 9,97838 | cos*/,[S{—ao]. . 9,99550n | cologate. .... 9,15955 
VOQ(SUD" as 9,98662 | cos!/,¢ cos'/,[64 —o] 9.99375" |logu . 1... 2,70056 
(wy= CO"... .. 68:2917 | tg%e[S{—o] .- 9.100490 555 =) eit 512!'34 
sin (i) = sine 9,40847 | %[S4—o]. . . .| 17197660 log Meee 2,63214n 
Leis Sepa pettu wore T 23°4508 M 
Yel@+¢] 19,1416 log rice log(t,— T) 9,92258n 
i/s [(@) —¢] — 4,3050 es Wen ane — 0,8367 
/s(8) oe ree 171,3157 t= NOV ee 11,5762 
T = 1910 Nov. 12,4129 
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Drittes Beispiel. 


Als weiteres Beispiel einer directen parabolischen Bahnbestimmung, sowie als 
Beispiel dafiir, wenn bei der Verbesserung einer beliebigen parabolischen Ausgangsbahn 
(Formeln B 8), wegen kleiner heliocentrischen Distanz, sowie verhiltnissmassig langer 
Intervalle die Anwendung der geschlossenen Ausdriicke fir f, g, Of, 0g erforderlich 
wird, mége folgende, von Herrn Meyer und Fraulein Levy durchgefihrte Rechnung 
von Bahnen des Kometen a 1910 dienen. Hier reprasentirte die erste Bahnbestimmung 
einen aussergewohnlichen Fall, fiir welchen die Leuschner’sche Methode wie 
gewoéhnlich eine directe Lésung ohne irgend welche vorherige Annahme 
ergab. 

A Ta. 


Die Bahnbestimmung beruht auf den folgenden photographischen Beobachtungen, 
welche bereits auf den Jahresanfang, einschliesslich der Aberrationsglieder, reducirt sind: 


1910, Gr. M. Z. | « (1910.0) | 8 (1910.0) | Beobachter 
Febr. 1.6153 | BACAR 13" | + 3°10! oi Curtis-Lick 
Febr. 2.6111 BOs 5e 6 +3 57 Curtis-Lick 
Febr. 5.6146 | 326 40 39 +5 35 Curtis-Lick 


Die Sonnencoordinaten, sowie deren Geschwindigkeiten, wurden aus den American 
Ephemeris and Nautical Almanac ganz wie in den beiden ersten Beispielen interpolirt. 


x | Y | Z 
it... + 0,664607 — 0,667684 — 0,289639 
ile, Ares + 0,677441 — 0,656936 — 0,284977 
JUG oe ee + 0,714883 — 0,623306 — 0,270390 
lageXt™,. . 9,871123 log Vig a. ss 9,801678 log Z' . . . 9,438913 


Die theilweise Elimination der geocentrischen Parallaxe durch Anbringung von 
Correctionen an die mittleren Sonnencoordinaten ergiebt: 


30S lee PESO TAZ SMa mens sels ie. obo se = OO5O00OSN [i Zim ieee) eb st — 0,285003 
PAMPER cs ks 315°8803 1D sk reer, ERs 34391961 Logue erase a 9,993766 
VOOM amen temnet e O37:13200 LOG Tate 85233753 
A Ila 
WOGIGMMMESe | 2) as O230028nn | OGIO eee ie 0,391686n | log(tg dy... 9,791034 
ind 3) hae 9,721432 LOG Oia te cs ere 9,788966 LOGMEGIO)) Gaeta 0,384441n 


Wegen der Unsicherheit der Beobachtungen dieses Kometen, der Unregelmissigkeit 
seiner Bewegung, und der Ungleichheit der Intervalle soll hier ohne Weiteres eine para- 
bolische Lésung durchgefiihrt werden. 


A Tila. 
UNC S ha OSSTOOn MAI LOGIA/ 4. = 1s). fs OpZ5 42 A UO mia 1 alia) ve 0,14516 
foghOy Bas ~ 2. 9,56839 get Cee eae aes 229727 UGG ot. 3 Oh 9,51610n 
Ci ihe (ae Q,21172n LOGGe aes aa ss Ge 9,96490 en oo Oo 9,85143 
ROOM) au eich ss 9,40597 U OG) Saereatins, tone > 9,58698 


Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 129 


A IVa 
LOgiae= ar nen re 0,40077 Qe Pens | a 0,! 24061 Oc Da ee ie. 0,51558 
10g'O.. t NON sae 0,00900 (OD Mine see eae O;60986"" |"einr see eae nneaene BSS 5 
100 Gayle cir 0,01 244. LOG ites ta oho | 691296) | R/Sicenee een ne 11825 


Da 9 (2s? + q'2) > c'%, so ist nach ON 1, 8. 468, nur eine Léisung méglich. 
Es findet sich durch die graphische Lisung: loge = 0,15419. 


A Va. 


1OG:0 ike os 0, 0,14796- 
LOO. Gi waste eoheies 0,67671 LOTUS tarot OSS7In | WOgs «0s as 9,58196 
Lge ht Same 0,084.04 LOU U LN alent 0,03890n | toga’ ss «05 0,85823 
logan ee tae 9;79653 NOG, hae. wer 0,20736 Log gh. ta anne 0,50453 
A Vila. 
LOU Geaeretnr we eeite 0,06780 My ria b el paces 128° Ay! Bole =e: Tan sens 16,7038 Gr. M. Z. 
COCs wy chee he 9,88021 Shp Oe oe 9,98588 SURG a re weet seat 9,84392 
Ue ak See bere is 321°9211 Bi! <ueone te cae 64°8574 Cea ae 350°2816 


Darstellung des ersten und dritten Ortes mit Anwendung der geschlossenen 
Ausdriicke fir f und g: 


B VI’. A Via. 

‘ ; ae Aa ae 1 3 
ee 
log (i —T )- a ark 1,199038 1,20693 Pe ai -+ 0,664607 | -+ 0,714883 
log M; . een 7 2,50733 2,605 23 PAU nie ea he . « | + 0,474722 | + 0.472733 

PY daly We min® oe Rucci — 0,0208: 
Dg ence sn Peers ee | 12H SUSU ene eee! Ee  Paee S anee + ee ae 
Jee Stee fe a lee 63 45 44 66 © 38 : ? : 
XS. oa) stay ae — 0,667684 | — 0,623306 
860°. /0e te Go ncae . 0,70896 0,781.74 higaccss: agitate — 0,142377 |. - 0,141781 
loth. 5. fee ee 0,77616 9,84954 PO eases AM Be PA -+ 0,018729 | —0,056410 
Ai Alene: bao Ties —0,791332 | —0,821407 
SUD itisrasuccanne Sheehan 0,00555 9,92153 rp, 
log (%;—Q) se we 9,68231 9,77107 Cy ke Wig myer TL oaecal 
* GOR, Ces as wee oe ee eke Ts tT 
i 984116 9188554 PS ee Aon —0,012355 | + 0,037212 
bay {IDE Vrosay 9,85398 PM Freon te Tals + 0,079679 | + 0,146897 
Sab, Pere tra cnt 8,45533 8,88571 log d 
ecosd cosa .. . 0,04864. 0,09703 
log De siteht a) ti te sia 8,2900485 8,73908° log 0 cos Osine ... 0,89836n 0,91461n 
B VI" LOGO Oe aie wn take 9,84972n 9,81758n 
. ' rel Tan here Arh : 324°7212 32096941 
LOD WEAN moby en ies 6,590207 47817 Cig al Gear nt eats repay 326,6789 
TOG R/T tema tis Benne 6,796 7,08164 aes Vis ~t- 0,0005 — 0,0152 
gyi! aa, 4 (B—R) er sacosd. . -+- 0,0005 — 0,0152 
Uist piiin, Od tuto! 3 9,99973 9,99791 ORE MT Menanieacte Moe 9,70100n 9,73966n 
LOQ0OS1CME No, cannes 9,91188 9,92208 
DOU NATE ane ime nt EX 9,57320 9,64607 4 Q att TROON: Dae ES: Bee 
[Mid poee  eeee 2 OP O'SNG 2 5 9013 , 10701 
hae 9,87432 GORIIO: | ogtgid: Waka 8.76458 8,99206 
Xt 0 ee 5,96180 6,84700 OR) da eee eee 993283 -+ 5°6078 
SHON iin cvide ok bes 9,99095 0,09965 OBS. Sant a ae 3,3289 + 5,5858 
log ta hay cme -C 9,87427 0,04675 (B—R) 40... . | +:0,0006 — 0,0220 
LOGO ats Bal Par cad 6,407 24 ‘ 
16 4 YEO FIA te a2 bey, i ae LOD GUO me a omer te 8,76385 8,98998 
: vs / 109 00a; 8 inky ar ela 9,999277 9,99791 
ate Me Mery ae 9,676.44 9,67462 LODiO! smapnuiet ao mcas 013749 0,17703 
log fyy + + + + «+ + | 9,18344n | 9181620 | 109 Paes + + +s ss 0,846 0,848 
Nea izec. teat enn oc 9,58169 9,57987 lOoJPs Qe es reas 0,23 0,723 
LOG: Gpith in, ove Ws Severe 8,31856n 8,79740 Login a tem renram sn 0,709 0,671 
OP eas oo Peo 8,27252 8)75290n. logins) < cacwanene ten ens 0,586 0,546 
LOGIGR IR arn clk ewe 8,00185n 8,57069 CP a oat et. kode +5" + 5! 
Pot Set Meets + 4 +4 
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Der grésste Unterschied B— R ist 0,9022 — 1,'3. Die Unterschiede B— R 
k6énnten leicht durch eine einmalige Verbesserung der Bahn fortgeschafft werden. Jeden- 
falls hat auch hier die angewandte Methode sich vollstindig bewahrt, indem die directe 
Lésung in der ersten Annaherung eine verhiltnissmissig genaue Darstellung der Beob- 
achtungen ergeben hat. Anstatt nun aber die vorliegende, auf kurzen Intervallen be- 
ruhende Bahn auf Grund der obigen Unterschiede B—R zu verbessern, soll diese erste 
Bahnbestimmung als beliebige Ausgangsbahn betrachtet werden und auf Grund eines 
verhaltnissmassig langen geocentrischen Bogens verbessert werden. Es sollen zu diesem 
Zwecke die folgenden Beobachtungen dienen, deren zweite nahe an der dritten der ersten 
Bahnbestimmung liegt, so dass verschiedene fiir dieses Datum bei der Bahnverbesserung 
nothwendige Zahlen der ersten Rechnung direct entnommen werden kénnen, wobei zu 
bemerken ist, dass mit noch langeren Intervallen der Gang der Rechnung derselbe 
sein wiirde: 


BB. 
1910, Gr. M. Z. | « (1910.0) | d (1910.0) | Beobachter 
I Jan. 18.1287 303039) 51/0, — 20°53! 27'/0 Zappa-Rome 
II Febr. 5.6211 3260 41 0,4 + 5 35 18,6 Aitken-Lick 
III Marz 13.0440 336) 11) 155.4 +15 38 53,9 Aitken-Lick 


Coordinaten der Sonne. 


OS ee ee 
Ls So rr + 0,4570857 — 0,7993384 — 0,3467534 
1! Or + 0,7149615 — 0,6232309 —- 0,2703578 
100, Sey Seen + 0,9847873 — 0,1255285 — 0,0544576 


Die theilweise Elimination der geocentrischen Parallaxe durch Anbringung von 
Correctionen an die mittleren Sonnencoordinaten ergiebt: 


X.. +0,7149449, Y.. —0,6232607, Z. . —0,2703833, logR. . 9,993992. 


XVIII. 

Aus der ersten Bahnbestimmung wurde logo = 0,17717 fiir die Zeit der mittleren 
Beobachtung als Ausgangswerth interpolirt. Ausserdem ergeben sich die Ausgangs- 
werthe, wz’, y’, 2’, wie folet, aus den Constanten fiir den Aequator. Mit dem ange- 
nommenen Werthe von @ und den genauen Werthen von o% und 0, sind sodann die 
Ausgangswerthe x, y, 2 genau zu berechnen. Man erhalt somit eine intermediare Aus- 
gangsbahn, worin 9, a’, y', 2’ dieselben Werthe wie in der ersten Bahnbestimmung 
haben und die beiden fehlenden Constanten durch die genauen Werthe von 0, 0, 
gegeben sind: 


(ho. no (Se Oe oa 5,0211 COSD/ gO ate tiers 9,609078 OG EEO Teo. 0,104200 
a — 0,0087 10g V2/G-265 hs G6166154, |\clogyl® «.24 fA 5 0,053904 
t (reducirt) Febr. 5,6124 SUN Oks ae, aoe 9,880210 Kd jones oes 0,276610 

(Game ars: . 16,7938 cos(A'+ 4/0). . 9,946197 Stummlonens tes 0,380810 
i — hae en 19,8186 Logi cclonwcmeteats 0,052100 LOG ae. Mt aos 9,627672 
log(t—T)... 1,29707% A QO a.) aul te hes 0,070609 
LOR Geta 8,60170 ; UDUGE & Cor io 0,451419 
log LS Sa ee 2,6953 he SOD aera ae aly kok 9,985880 

cos (B'+'%,v). . 9,815379n 

Dea el siaet apis’ ls. % SUNG OMAVE LOGUE. .Mlamollis ke: 0,026952n 
OST oy aoa 66 0 49,7 
ata Oe | 27°50 S07 | sine... . .% 9,843920 WGIO ooo 6 6-8 0,17717 
(Bi “/a¥) . . . |130 49 16,3 | cos(C’+ %/v). . | 9:744223 | cosd. . .. . 9.997931 


Meme | SOp17°43,5 | loge ol. 2. « 9,813836 LOG CARIN BAe 6 (oor: 0,175101 


COS els “Eas 9,922024 UN 5 hs oS 9,457802 log eee 9,781001 
log) (==) es 0,097125 lOGiy= yee aero 8,596663 LEO cto tch od by oo 9,325284 
UO See oe 9.854273 EA duit: heres 0,056019 AGG. cast saan peee 0,130390 
Subse haere ee 9,874628 Sumine! aa eae 9,513821 Somme =. oe 9,911391 
UNO be G. 4 oe 9,728901 loge ives SHON ; 9,239900 Logie WRAY ram 9.433786 

NOG Fan. hardin eee | 0,185317 AOC? 5 08. Canes 0,124818 
SUNG oars ue tee 9;:739782n LOG ee ee 9,699138 UG ER Me eG as 0,036209 
log. (==) aaa 9,914883n VOUT A wee eed eee 9,849569 (OUR aoe & B13. -c 9,849569 
LOGi@Y.) eee | 9,794660n LOG) Fes ceca tees 0,186640 
Sabi ace eee 9,503662 log i teeta 0,373280 
LOD te uee eee 9,298332n 

10/2 tee eh 0,451461 

UNG & & Res & 0,451419 

Subse. 5 4 5,99 

LOG Gwe Seo 6,44 

TOk Moa on ee 8,990553 
log@d= ae 9,165654 
LOCA O18 | 9,431980n 
SOD ih ae ats 0,187970 
LOGIE eran pee cae 9,619950 


Da log1/a = 6,44 ist, so ist die intermedidare Ausgangsbahn nicht genau para- 
bolisch. Anstatt dieselbe jedoch genau parabolisch zu machen, etwa durch willkirliche 
Aenderung von 2’, soll 1/a bei der Berechnung von 09 nach IV und V_ fortgeschafft 
werden. Die Ausgangsbahn soll zum Zwecke der Berechnung aller Hiilfsgréssen als 
parabolisch betrachtet werden, zumal da die grossen Unterschiede B— R, deren Ab- 
leitung direct folgt, durch nur einmalige Anwendung der linearen Beziehungen zwischen 
diesen Unterschieden und den gesuchten Correctionen 00, 02’, Oy’, Oz’ kaum fortzuschaffen 
sein werden. 


A Vita. 
logq. . . 9,066382, D ==n132) Olas uas T =. Jan: 16,80804 Gr. M. Z. 


VY, VI", A VL. 


a 1 3 

Og hEE Ph ERPs ene 41°58! 33/’4 147° 29! 5.257 . 
LOGI <0 Set asic ments dled eon ort eane 9,126008 0,172542 
LOG Won) fox cer ieee a 9,804577n 9,604685 
UN Peete met tale oO Bo os ¢ 9,628501 9,887065 
(OB ce is ot Grn, Soe (dG. ot 9,291870n 9,762326 

Oh, boom Goo be x — 52! 54/6 —14! 3/8 
(B—R){ 35) MS Fea gh 8 — 57 36,4 — 24 20, 4 
NOE 5 Sob OFS 6 ob 6 bn Ob 9,940365 0,366882 


Ware die erste aus kurzen Zwischenzeiten berechnete Bahn verbessert worden, 
so waren die obigen Unterschiede B— R kleiner ausgefallen. Diese Verbesserung 
wurde aber absichtlich unterlassen, um diese zweite Bahnbestimmung aus langeren 
Intervallen auf eine weniger genaue Bahn zu basiren. Die Convergenz der hier zur 
Anwendung kommenden Methode der Bahnverbesserung wird dadurch be- 
sonders zu Tage geférdert, zumal da die fortzuschaffenden Unterschiede B— R 


sehr gross sind, und die heliocentrische Distanz zur Zeit der ersten Beobachtung 
sehr klein ist. 


A Ifa. 
logeospw. .. . 9,06456, logRecosw... . 9,95856. 
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XI. 
TOs WSs eae ae 0,17717 a 1 3 
HOGERECOS aa Mi. 9,95856 ——— 
SSRIS dc cy eo. 9,81577 log V2 COSiB ma eteetis 0,07528 0,07528 
WOGIRECOSIB ick. Jc sos s 9,77433 UBC oe 6 ao PMOL te ac 9,804577n 9,60468° 
IGN NDE AD See 9,92476 LOOMS ae We tacolacecocuiye's 0,27070n 0,47060 
logI=g) ..... 0,19943 
LOGUE REN ees ge he's 0,14922 TAGS stacy SoA eer 9,25127 0,18627 
WOGRUMIERN er five isis +, 9,94184 UOG. tommy tem oars 9,45070n 0,65687 
ROG iaman ie) versie ways 0,20961 
SLR NTC) pa 0,35883 
LN hoes, S08 eee 8,97949 LOGO 1 erm =a oe tae’. te 9,70625n 9,50635 
GEA e a: es as 0,01777 Weg Vowh os cne ss 9,87942 9,87942 
LOGIOWPU Er arise, (ot fol a 0,37660 AMOee ts Ghee co ae ys 9,69015 0,15338 
LO) Cle! © Go een ne oer 0,19943 Logis ee day ene dated Ss 9.39640 0,03280 
UO ULV Sten ere ook Deis 9,41373n 8,81405 
COVOG nT ta ae) cole Set 1,02442 9,97789 
log gu » +++. -s 9,83455n 8,82474 
an 1 3 w 1 @ 
WOOL ee ee 9,68110 9,48120n log I=f,f/e) . . | 8,61698 8,87554 
Lito 20) Se eae 9,44885n 9.44885n PAGES ele eee 9,45472 9,05494 
#6 i 9,84946 0,28515 WOQEU ET trees es 9,35972 9,33803 
TOGO M Eee. 9,29831 9,76635n 
LOU VIA ks 0,43815n 8,79194 ‘aia + 0,04140 | + 0,07508° 
LOGGycws Ges: 9,73646n 8,55829n JUL > Ale + 0,28492 -+ 0,11348° 
YUE ores Poe eee + 0,22894 + 0,21778° 
jee. ho one + 0,55526 | + 0,40635 
(Co apa a 9,74450 9,60890 
logan se se 9,46799n 9,26809 
VOOVAD io al a) piss, is 9,77046 9,77046 XII. 
DNC ny oe ern 0,00288 0,11876 —=—>= 
LOG MBit sores. 9.47087 9,88922 t 1 3 
OD. ae 0,43815n 8,79194 eR iererr eA Yorneew eased | Pe Oe eS eee | 
HO QC a Meni eas 9,90902n 8,68116 log fy; cosai . . . 9,08415n 9,76815n 
log fa, Sinai... 9,87633n 9,63941n 
Subs wan Coen fe ae 9,92357 9,53788 
log[J-..-.- 9,79990 9,17729n 
log> ie Peer eee 9,85954 8,81041n 
a ( ) 
log L=f,&/e) - . 954846 9,80702 log cos 0; Po Ny 5,523 4,790n 
) 
OIG (ao 9,56367 9,16389 JKC yn ahaa el a! Postar 0,00002 0,00004 
GEIS ES nae 9,28525 9,48161 WAV oo 8b Boo 9,85956 8,81045n 
ILS Ne 0,35350 + 0,64124 
105.) 3° 0,36616 + 0,14584 10g Jy; COSHi . . . 9,48945n 8,52046n 
IBDN. Ce + 0,19286 + 0,30311 log gu, Sinai... 9,75061 8,42665n 
(fis; 0c + 0,91258 + 1,09019 SUD Ae ed, cog 0,18979 | 9,38221 
(WG) 3 eh ace 9,96027 0,03750 Log’ elas ee os 9,94040n 7,80886n 
COCO oo ion e 0,05964 9,63312 
LOGPA Gehan 0,00004n 7,44198n 
log I=f,1/e) - - 9,36621n 9,62477n 
WOOP Oe os es 9,13310n 8,73332n 
LORI ae a5... 9,18716 9,21516n 
As, os — 0,23238 — 0,42147 
Mie. cs Sf — 0,13586 —0,05411 
JO oe +0,15387 | —0,16412 
fy; C2 ch ey eee — 0,21437 — 0,63970 © 
UO re 9,33116n 9,80598n 


1) Correctionsglied zur Beriicksichtigung einer etwaigen Aenderung der Parallaxe (cf. 82. Vor- 
lesung, 8. 490). 
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XII (Fortsetzung), 


a 1 3 a 1 3 
log fy; Sinag. . 6. . 0.24722 9,40780 log gy; Sinai... . 9,65252 8,16020 
log fu, COSci . . 1. . 9,713.26 9,99967 log gu; COSHi. . .. . 9,58754n 8,78691 
16 {ree eA RRO NG AEA 0,12774 0,09898 90 00 wrt decor takcioeee este 9,20786 0,09210 
LOG We iustos ed re ceatie ae 9,84.100 0,09865 (LY Ce eto ue, ee 8,79540 8,87901 
SUE ea) sais eee ae 9,53250n 0,44184 SUNOS a Ons rer ee 9,53256n 9,44184 
LOO eee ee Renae 9,37350n 9,54049 LOG Da aroma re <a 8,32796n 8,32085 
log II = fz; cos Ji). 9,71 768 9,59162 log IL= gz; cosdi). . 9,88220n 8,66388 
Sub 35 45.691 eee 0,16220 9,09673 Sub iis ee caer 9,98771 0,08029 
LOG HC ey sears ee rata 9,87988n 8,63722n Log lili eatin, omemeee 9,86991 8,40114n 
log . eky nap. oats 0,903952 8,27034 WOG EB gat ania stern 9,92955n 8,03426 
i 
log Pie) a La, been 5,643 4,665 WOO. lo te vi Blogs eo 9,29187n 9,76233 
UNG US eee gm We, 0,00002 0,00011 iO mle Bs 865 6 9,94036 0,36688 
ROO Err a Mas Caria a 9,93954 8,27045 logOz;. . se aes 9,351510 9,39545 
XII. 
log Af, Ags 7, 30 Sant | LOG RL al mone 8,80013n | logad,; ..... 8,31724 
log Af, Ag, 8,81049 LOG Eee eta te 9,22788 OG Oy is <> earn ae 9,33549n 
Saba? ee OOrg2sarl Subs cencsee pees 0,13782 
LOGcA si arrncnis eld 81823'74n) [OGIOa seas 9,36570n | log (II = a, Pa 47,88878 
100 LE = eee 7,75548 
log Ei aneteernee cise 6,709055n | logf. ...... 8,43920n 
LOG LTRS <a a esHoteyptoy INKY VAR Nw Ace 152025900) OG Uist ee 53.246! 
SuUbetiwle ose ack nena 0,00223 Sera res mee wees 0,964.62 fog T1313 oeagee 
LOGIE Se. sete teh 8,99963n | logb, 1... ... 8,40382n | Add... . 1... 0,20301 
lO0:G; aye He pseeisal 
log : a es Oe. 8,07 8021] (LOG MAneeten wren Cnty 8,82374n cae Babs: 
00 LISe Gore oe 8850920 10g ea ne ek 9,61995 
log LIT B55204 nl WilOG Coa. usu: 8,44369n it ee 9437817 
(00 ED a. eee 7,05421 
Sai bi cela aot eae — 0,011968 iad O.008Ts 
Ts eee oe 8 + 0,071932 Cc Legion ca eee 9 366M 
alt Oa ees ey ee — 0,035608 | log (u=* ay) 0,69382n | 409% = 2 5 ew 9;38029n 
inte antd ine + 0,024.266 - 106% a iets 
LOGS Price a tine 8,38500 =3 OG Oris elas ssiaw peo »18720n 
ie a log (1 cy a) aes log 9, Be ae 7,01180n 
10g Ee rat et Ne 8,63706 
LOG LTO. roa teae ne O,05848n) |. ==n0 sneer =10;4 08820 LOG uremia en nee 7,61184 
SUD: sae eeael 0,03040) 9 |i eo rk ae + 0,49411 LOGH TL cain ean 5,62924 
LOD Giants eee 0,60704) | el TETs eee ery 1.50445) | SUbierea one oeceie 9,99546 
Cee gE rate Cadet —(0)30153) |logien st aiy coop 7,60730 
LOgn. cane 8,79946 LOG Gish ae are ee 9,49350n ; 
LODGE TR Ag ics Want aie 7,70316 log Dak es ie ae 7,47136n 
Sub, 2. ee 995800). | Jog TD Nie sea 6;53003n.| Log, “ai eae 6,99771 
loga, s+... .. 8.75755" | tog ied mee wks ot 047413: | Bub, aterm 0,12581_ 
log etn ee f 
logit aes ee 6,54648 | 7 » % eget 
log Tih. ane 9;38766n | gy, 8 ee 
Suimeaints: eee 0.00067, | ee, feos + 3,45962 | loge, ...... 8,224.20 
lod bere ae 9,38893n | 7 LTT Mae caer oe —2;07040) I logiew, «ku acne 7,85272 
cae ; sedate Wali} nice ch ANTM one aH = KORY tonite | | (Keren! AS! bos 9,39465 
(Ni Be ede Batibo. 7,91495 
Log Tae sake 921718 | logae ..... 703793 |logIT...... 8,90599 
FOG DUT xis eee 8,12207 | logae, ..... 7,10080n J log IIT ..... 8,72310n 
ea Ree Da aa 0,27073 : 
ea ee ona ae, + 0,o082215| Zahler. . . .. . 7,37153 Tice. a, See oe 0,016757 
a iGo ae —0,164885 | log Py... ... 8.390700.) |< 1 eee Mae 
ao Oh eres | a — 0,013245° Hh 8 tae Maes Whe +0,052857 
aon eae raeroeee — 0,169909 | log (— b dy) ; 8,21839 CS asa Oe —0,01092” _ 
log by 0)23021) [0g Ome newe cman 97250040) alOgle-vaee sere 8,03830n 


*) Siehe die Anmerkung, 8. 1029, 


KOU NOG Soe oye 7,00195 log a == (Pz). 6,94839 — Cz Qa, -- 0,83428 
OMG 62 artes ts 7,39663 (OGEEIT Ie. shicu 6,79300 | loge, Qy 9,92131 
pa Perit ae ik he 0,17064 log Qa, 0,16880n 
tg CELE el ea ae 1 
POTTS Tere ied ty 7,99410n 
log ae trey me te") Cae = fig eee ae ae 0.000622 log HY BO Re 7,73931 
OOO mes (2 om, 3) SSONO Sea Tey rok met ans 3 
mee, 0,12992 i Pes ie aide ar et Uae Po ae + 0,018640 
Nenner..... 8,08175n ae 4% we a “ TT ee tine utter — 0,009867 
VOGUE fee ts 8,19084 DRS IS? men | TIE 6 pet aes + 0,005487 
—¢,Q2, .... | +0,014260 
ee... S|, +0,016757° | log II = a, Qa) 8,93458n | loge, Qin... . | 815412 
hie... —o0,0077407 | loglIT..... COMO Ve lag Oe eG os 8,76783 
20 Whe SS ear mae — 0,005694° 
Gy IZER 3 gpa ee SOOOSG aM aiielu== dg cry « -+ 0,870040 
log ¢, Pa, 7,52136 2 Oh seat Cae — 0,086016 
UOGREs en ss 7,76885 JUG Luge cua gy eee + 0,050256 
Da der Unterschied B— R in der Declination des ersten Ortes sehr gross ist, soll 
P, = P,, und Q, = Q:, angenommen werden. 
LE 
log (Z = —) rig SoS ae rae 6,14 log (r= = ae RAMS eal, cit 0,22562 
igen a Pe) isk 8,24204 log II = E OG eg oe eed 9,28874n 
UGK) IUD ok igs Se 8,41673 LOQPILIR RI ere 8. 9,36244 
UGG ILLE 5 SS ee 7,58269 UDG) NEG Ae ee eee 9,98264n 
TO) Eee! 8 ee + 0,000138 TE os gill cee Ra as ea + 1,68119 
LEE Brat cy ts 8 ws — 0,017496 =e TN Gy, Se ae + 0,19442 
AUC Oy Ve aa ar — 0,026105 ea HAP sei) SS RI alleen emer eae — 0,23038 
SEMIN ena thed Ue ne eo — 0,003825° WAY ys A rene a + 0,96082 
JP gone ZOOS » =A Oa. ae ee + 2,60605 
URGE 5 5 ges ea 8,67475n ip Oh 6 55'S canes phar 0,41598 
Wk 
IB 
Ai == SS) oo, SA Outen 
log ( 0 a) | 8,25877n 
Wey TE 
1. Versuch~| 2. Versuch 1. Versuch | 2. Versuch 
US) 1h. Oe 8,25877n 8,26036n | log (1—3 cos? B)/27° 0,20005n 0,20005n 
log Qs OS eee 17,4954] 47,491700 log Q e)? SPO aeae a 6,51754 6,52072 
LOGRE REM ok Ss 8,19084 8.19084 | 129 Pens OTE1S 0% O20 En 
iyo». Jy) Slee 9,90202 9,90180 i 5 2 
0g(1 —°/, cos” B) 9,2519n 9,2519n 
logda! ....... 8,09304 8,09264 log Yahler. A spare 2 9,6538n 9,6538 
colog 2¥* 0,3007 0,3007 
log Qy 0). Gecaeae 7,59426 7,59585 Logie). aie es 4,7763n 4,7811n 
OS Oe 8,38978n | 8,38078n | og VE... ---- 4,7308 4,7350 
Sit, oo Bee ee 0,06451 0,064.73 — 0,047288° | —0,047288° 
ergunet eee easily gas 2 coe pot loo 6 
(OY) fs & —o, 405'|—o0, 405 
log Q2%0q + +++ 8,42757 8,42916 ey QQ tise ese! —0, 2187/0, 2208 
LOjpiemer ron |. 2. 7,76885 7,76885 eV ae enh he (aha hts +o, 521°/+0, 5257 
Silt! oo 9) BP AOMCREecmn 9,88242 9,89287 WIR eas, 3 54 Sie 
UN Rie?! Aen 8,31999n SIS2203 nee ORO) Glenys eile eek — 0,047461* | — 0,047459° 
anaes. 6,18608 | 6,18528 | logQee ...--- Daas | ee 
Use Goi) ec een 6,90858 6,90902 LUIS ES OD SC ’ , 
Wee 6,63908 6,64406 QUO. co yk ok Ae 8,26036n 8,26035n 


109)0\ 0,2 ares 8,26035n oe a! achiever ape ee pees: 
te ie eee ,91996 EPO stee, wetth onc fan) 09264 

es cia ACUaey ae vac, Dalene 0,004.74.2 

OPS Lire or oe peels OF he eee 0,056842 

PRD =o. S40 > ono t 9,728901 : 

U Woe it meet tr ay ies bate 9,987543 ‘logy! 

3 Vo o o do a4 % 0,026952n 

LOG: esa er nC anes 9,716444 bic By sk ae ne 8,45451n 
ANG 2 Fs Capen 0,011471 

UE GO mo o Goo 8% 9,737710n logiy! te: = amare 0,038423n 

I RVOP 6 BG 0 ke Eee 

UNGNIM C38G 4g god ooo Me 9,298332n logigt ca. dee eae ee : 9,813836 

dd Satactani ee ea a 9,977683 ie Dose Oe ee 8,32203n 

LOG tet eye maonare 9,276015n NGG. 33.8 ae ee 0,085775 
loge Seren. amen 9,799611 

UC G De S-) o Be omy 8,98848 

LOGO Cee Weems cre 7,24883n lOg'o anata ine es, 0,177170 

Loft POY ot SO Fo pO A 9,619950 LOG O\Om tente ees) Boe tier 8,26035n 

PNG U6 BREA i ah ae 9,998148 Add: oe Seek n ee 9,994708 

LOG: 22 eo tems aart rt Rane 9,618098 HOO 3 eh abe : 0,171878 

AV: 

LOG? A ce odes oA ne ee ee ee 9,432888 

UDOT it Silene: dp Heite o <1 ne ee ee att MP oon ah eters 8,552030 

1. err e tere G be mx a wld by ie eral tats 0,053680 

Summi1e@. 3.0: ccs. ath gs et RE eee) ee 9,486568 

(CR CMO HENCE Lo te ALAA wo St Ova 9,236196 

AGO a: > age oe ee ee Me asian hse ch ele 0,193642 

LNW pCR AMT MCAS ian oh oth at GN. wi ya: 9,680210 

LOG Tce eae to eee) ee cs ae tee 9,840105 

Logiae es. eink ae pe aes a oes ale Coen” sane oar mera 0,113684 

logy! oS week & ease. Gigs ho EEE Ons 0,076846 

Ah ic or SBS eh eg ee Ce 0,283002 

Sumime'<,. 4 Son ser at Senko Reve See. eA em pene cou ner 0,396686 

Logger Soo aa aes Rel ete nC aS 9,599222 

Add. ee MES, ee iG as eS ees ene 

logg?. . De ueoe ec re La S ag tc 0,4692 \ Contreila 

LOG 2/7? 0) veo valaloe, Ol co Nee reas is Scene Rees 0,460925 

LOGO: 0!" <. 3, ls 8, eg el eet se eee 9,773266 

Log y'all. oats, is, 00 ae steuien tea Seinen One 9314438 

7s Rr ERMA MG key. eioy Rd aL Oto oe ot 0,129580 

SeaMM oS, cade cc ee ae ae ea ce ee 9,902866 

LOG 12:2! © acces 1s 1S A RU ae ce 9,417709 

IAG... 2:2 beacuse es ene ae a Rc cea 0,122944 

log t le on Ain ier ee Ce COAG 0,025810 

logit’. ah Poco sole (cate nag Meee mater ae ES 0,185705 


Die durch diese erste Bahnverbesserung resultirenden Unterschiede B— R berechnen 
sich genau wie die urspriinglichen Unterschiede, welche fortzuschaffen waren. 


A Vila. 
logqg . » «- 9,11022%, 0) My ene CUTEST A, I... Jan. 17,08123 GroMeZ 


VE VE AV: 


a 1 3 

Opa tie Nin goat nae Wise: 29° 58! 51'7 145° 34/ 43;'8 
WOG Te es (eee 9,140275 0,167983 
LOG in pe Ta oy Seth neato) toe a 9,815785n 9,611329 
Cf PRO ane Hany eee Eco otc 9,581291 9,88007 2 
CUN Faeries Monon th hee be Ss 9,269496n 9,761252 
(Bes Rr)! CaaS col Ol cep is -2 — 1! 42"'4 +o! 4'’o 

Rei patecman a cil diaalls.c: —1 13,0 —o 31,2 
LOG’ Ose) asic. aed ome cen 9,933627 0,364169 
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Die erste’) Verbesserung der beliebigen Ausgangsbahn hat die Unterschiede B—R 
ganz bedeutend herabgedriickt, indem jetzt der grésste Unterschied nur 1/42” im Ver- 
gleich zu 57'36” ist. Waren die linearen Differentialformeln ausreichend gewesen, was 
in diesem Falle wegen der sehr grossen Unterschiede B— R natiirlich nicht zu erwarten 
war, so wiirde die verbesserte Bahn nur einen Unterschied in 0, iibrig gelassen haben, 
dessen Grésse durch die Beobachtungsfehler und durch eine etwaige Abweichung von 
der Parabel abhangig gewesen sein wiirde. Es ist daher auch nicht zu erwarten, dass 
die Beobachtungen ausser 0; jetzt dadurch genau dargestellt werden kénnen, dass man 
die Verbesserung unter Beibehaltung aller Hiilfsgréssen, abgesehen von den yon den 
neuen Unterschieden B — R abhiangigen, d. h. unter Beibehaltung der numerischen Werthe 
der Differentialquotienten der ersten Bahnverbesserung, wiederholt; vielmehr sollte jetzt 
die Rechnung durch eine zweite Bahnverbesserung mit neugerechneten Hiilfsgréssen 
abgeschlossen werden. Zum Beweis des Gesagten sollen trotzdem die Unterschiede 
B—R zunachst dadurch weiter herabgedriickt werden, dass von den in der ersten Bahn- 
verbesserung gebrauchten Hiilfsgréssen nur diejenigen’ neu berechnet werden, welche 
von den Unterschieden B— RF abhangen. Man erhalt dann zuniichst: 


a | 1 | 3 
d, &; . — 41/8 — 3 
B R eG ? > 
( Wve 4 | + 14,9 


Wegen der Unsicherheit der Beobachtungen dieses Kometen diirfte man sich auch 
mit dieser Darstellung zufrieden geben. Inwieweit die aus der ersten Verbesserung 
erzielten Unterschiede durch die parabolische Hypothese durch eine zweite Verbesserung, 
mit Neuberechnung aller Hiilfsgréssen, herabgedriickt werden kénnen, zeigt sich, wie folgt: 


LOG Ommenys 6,61734n log i SO aa 0,057116 Controle: 
logoa’..... | 6,85757 109 ¥, 7 Se eee ane log gh. 45 ei. |) 0401142 
LOQUO Wt 6 se 6,53814n oe Si a ee 0188700 UNE Te So cee 0,461142 
LOGOS sm 6,87963n 9 = ne a : log q 9,111002 
LOGE as © 9,716156 a‘ | 128° 48! 6!0 
LOGO. eS 6,53729n VOOR mae ah is Bhs 9,275494n yy ; oi ; 
LOGDG/Pan 5s 6,35505 loge aw a 9,618056 T = Jan. 17,08880 Gr. M. Z. 
WOOT to as. a 5,60582n LOO AI iho: me 9,839888 
5 1 | 3 
DU egsee tee es ee 29° 41! 46'’2 | 145° 32! 35/0 
NO) TAGS ee. ees Rae mee eve Ee 9,140502 0, 167882 
UBER acta os. 2) a aes 9,816079n | 9,611476 
LOG) (Be, 3 2S ame Nes sock tae 9,579983 9,879909 
OGG} oS pont? ote meee aera 9,268867n | 9,761224 
Drop hel Ws katate? fi —o’9 — O73 
(B—R{ 5 RR Ny Oe 5A —1,0 + 19,7 


Da alle Unterschiede B— R, ausser 03, jetzt innerhalb der Unsicherheit der Rech- 
nung fortgeschafft sind, so ist eine weitere Verbesserung unter Beibehaltung der para- 
bolischen. Hypothese nicht méglich. Der Unterschied 00; = + 19/7 deutet auch hier 
auf eine Abweichung von der Parabel. Die allgemeinen Elemente sind aber wegen 
der Unsicherheit der Beobachtungen aus dem gegebenen geocentrischen Bogen un- 
bestimmbar. 

1) Wegen eines Rechenfehlers stimmt das in Lick Observatory Bull. Nr.179 urspriinglich ver- 
offentlichte Resultat der ersten Bahnverbesserung etc. mit den hier abgeleiteten Resultaten nicht 
tiberein. Der Unterschied in den Endresultaten riihrt jedoch nur daher, dass in L. O. Bull. Nr. 179 
die nicht ganz fortzuschaffenden Unterschiede B— R auf den ersten und dritten Ort vertheilt, 
wihrend sie hier in 0, vereint sind. Spatere Beobachtungen werden daher durch die Bahn in 


L. O. Bull. Nr. 179 etwas besser dargestellt. 
Klinkerfues, Theoretische Astronomie. * 180 
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Fir die iibrigen Elemente und fiir die Constanten fiir den Aequator erhalt man 


nach A Vila: 


Elemente. 


T = 1910 Jan. 17,08880 Gr. M. Z. 


Or 320" 57 S114 
S88. 40228,8 19 10,0 
2 = 138 40 42,5 
log q = 9,111002 


Constanten fir den Aequator. 
r [9,876385] sin (322° 31! 36/1 + v) 


r [9,981342] sin ( 67 44 3,9-+0) 
1 [9,856490] sin (354 35 3,1-+2) 


x 


¥ 
é 


Holl 


Viertes Beispiel. 


Als Beispiel der Anwendung der geschlossenen Ausdriicke fiir f, g, Of, 0g bei der 
Bahnverbesserung im Falle einer nahezu parabolischen Bahn mit sehr langem Bogen 
(Formeln Bb) mége folgende, von Prof. Crawford und Herrn Meyer durchgefihrte 


Rechnung der Bahn des Kometen c 1909 (Halley) dienen. 


Es ist zu bemerken, dass 


diese Bahn nur auf drei Oertern wahrend der letzten Erscheinung beruht und daher 
nicht mit Bahnen, welche aus mehreren Erscheinungen abgeleitet sind, vergleichbar ist. 


Die Bahnbestimmung beruht auf den folgenden Beobachtungen. 


Dabei sind die 


Beobachtungszeiten bereits fiir planetarische Aberration und die Coordinaten fiir Parallaxe 


corrigirt. 


Der mittlere Ort ist ein aus vier Beobachtungen abgeleiteter Normalort. 


Gr. M. Z. 1909 


Jan. 260,85720 
350,77347 
424,63910 


” 
” 


| & (1909.0) | d (1909.0) | 
04? 44) $176 ae 8 502 
49 56 33,7 + 13 59 51,8 
8 32 55,9 + 7° 53 50,0 


Coordinaten der Sonne: 


Beobachter 


Barnard-Yerkes’ i, 
Aitken-Lick 
Aitken-Lick 


ei hermamerncy 2 
G Eman ol 5 — 1,0003516 + 0,0839090 + 0,0364017 
Ee Ok ee — 0,0908435 — 0,8988308 — 0,3899142 
TLD. cote nae -++ 0,9293000 — 0,3157650 — 0,1369780 


Aus einer genaiherten Bahn wurden folgende Ausgangswerthe und Hiilfsgréssen, 
ganz wie beim dritten Beispiele, berechnet: 


LOG'O: cop eee mean 0,1324984 LOGiGs eu cee a pene 1,2458366 
log x! 8,9623567 LOG Tao cae tet ee 0,3507902 
LOD aie ee 039480304. sRLOG Ci amram ene 9,9722279 
log 2' 9,2789578n | logy ..... 0,2802252 
log 1’ Q)8911119n | loge ..... 9,8561779 
log yy. 2 6 ey 9,5954958n | log y, 9,7321664 
log f, 9,9688493 | logf,..- - 9,9395791 
log 9, 0,1812382n | log gz 0,0778568 
log, 0,5248727 LOG Aces ae ae 0,0682889 
log & 9,9279914 LOGS Ree eee aes 9,99298 
(DOP eos! 6 0,0032959 | cosy. 9,92008n 
OGG ss ee One eee 9,5161043 
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Aus diesen Werthen ergeben sich die folgenden Coordinaten und Unterschiede B— R 
fiir den ersten und dritten Ort: 


A VI. 
LOGRO WECM. oo <1 0,5274637 LOGROgscracn by ee 0,2774120 
ty. ol Sa 6 an OACAAGR ON Sal Were Wea cl Rae, we 8° 33! 5719 
Ui io! 5 es EP OSes OsAe Eger cs fe cn ote ee + 7 54 10,2 
ONC Ao ena a SOM SMP OF Oecucnt se ieibel fou en & — 62/0 
(B—R) {og eee + 0,8 ad, Poy ey Les eee eee — 20, 2 
Ba. 
VIL. p 1 3 
lOGionee Go 2 0,13250 
Lees o. ne 9,91306n log—tafi; logt, fs » 0,16880n 9,97972 
eh ae 0,20502 LOGIC pene eeh ol: 0,18124n 0,07786 
logrcosB .... o337s2) | Buber pe in 8,46333 9,40405 
2 on 9,98673 LOG GE eM ss 8,63213 9,38377n 
: (Epa LL eae 8,80822 | 9,55986n 
LOORDHEN mene 3 : 8,89035 
Gp ORE Se Sopp k logVarye.... 0,50035 | 049951 
ISOC Seite cls ee 9,96061 log‘/ot 1 Yn + + + 9,53037 9,67304n 
Summe i oo ia 9,91284n IG Vibes Saeseeeran srt 0,044.79 9,92987 
oe 8,79500n PAG e esate wos 0,54514 0,42938 
pen Ge? a yee | log Yp xy 3 (ae 8,78649n | 9,19680 
eat i # cologtp .-... 9.47513. | 9,93171 
eel) a 9,81220n pees oes 2s 8,80676n 9,557590 
ree EEA CLO rn a) ; 7,52067 7 ,'72000 
p 1 3 log fir Hi wk 6,33343 ae 
LOGE N pune 7,57927n | 552343 
log (ty —t,) ... 1,95384n 1,86844 
logs logit, . . . 0,18942 0,10402 3 VIII. 

Yp log L=a'ry,y) . |  8,90865n 9,04532 
log +--+: 7,04412 7,91747 OGRE sae Coie | 0,12179 0,12095 
Sub. 6 ANG KOS Stine een ae | eae 0,03 504 
log (vg)e Doe | Pe Te afer, | psieeon | Serie 
log y5, ~ Sye cue 9,99904 2 109 9x» Spy eae at 8,00519n 8,93341 
log V2 ae sie 0.541750 Gare a PEO od cers, fs | 9,89522 | —_0,03189n 
ote... 0,54079n 2 CT al ea ag sae 
Togn@i— 9). 9,81226n 9,81226n Piet re a ee ae 
0 0,074.40 9,87132 i MIS TIM RS Coo ueia a oseod 
7 0,61519n | 927460 CRU Digg? c ge , 
log I= %p)- - 0,1203'In 9,80046 ve + jo .2 are hes | Sp ee 
VOUS a 0,24732n 0,38399 A ddsayaee ek Gab 0,06661 9,88788 

ent 9,99640 log [ J 0,07235 9,89278 
WG ya c= 9,99808 , i eI, 6 , , 
log (%) . Va 0,24540n 0,38039 log G2» et eo 7,98318n 8,67020 

| a ail 9,46433 | logxMp..... 7,51997 8,51838 
ey a loga' Np... .. 6,54163n 748579 
leghe/V2.... 0,09139n INGE ie ES eel Se | 9,95177 0,03853 

: log 7 te <: 9,99904 ses Ogle cw 1ATN74 8,55691 
ste ee 2814 2 9,55392n 
ics a logyMp.... . 7,82797 8,82638 
(hie) a 0,51507 0,42883 LOgileNpee 7,52820 8,47236n 
NGG Vs rt 0,17651 0,10021 
if yy ea — 1,31939 + 0,63163 log Dies © anlar Bae 8,00448 8,57257 
TI ae — 1,75954 + 2,40100 P | 
LET, cb) Coe ae == Os191177 — 0,35803 loge Mp. .... 7,40392 | 8,40233 
MeeVee. | -- 3,27392 — 2,68431 logiZ Np ene 6,85823 7,80239n 
Meee. i= 0,00382 — 0,00971 TA ita tees tags. os 0,10879 | 9,87435 
Cfmin lear) os. 7,58206 7,98722n | logmz, .... . 4,51271 | 8,27668 
0h cae k fe) 57321 
109 Yp pee dies lOgeiic a 177277 8,85794. 
cologTp ..... 9,47513 9,93171 ; ae De 656 
logMy...... 7454774 8,54615 Oguyp .- ss 9,163 9,4365 


130* 
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p 1 3 | P 1 3 
PA Gitgr tet ee ee 0,01732 0,10170 log fy SING . 9,93749 9,15033 
LOG A lat eects 9,18054 9,53826 log fa cos « . 8,73218n 9,88239 
log cos B/1” 9,28515 Ada roses fa akos 9,97 205 0,07384 
Logulilie cageu a tonk gee 8,46569 8,82341 LOGIG)) poke ae tat eee 9,90954 9,95623 
sin, On 9,46963 9,13828 
log (IL= fp Se). . 9,764.34 9,73507 YOGA given oils 9,37917 9,09451 
log ILL = gu, Py). 8,62038 9,20801 log (II= cos bp fz 9,43897 9,53514 
Subst askore ames 9,10915 9,8044.5 
ner ae oe as Seeces led ei eee 8,54832n 9,33959n 
TIT SCO Oey a mere Someta Og BFS ct «pers 8,02086 9,06218 
fey staal ae gels Ocha + 0,65215 + 0,77137 log gy sina. . ; 8,45040n 8,15697 
log fap» +. +--+ 9,814.34 9,88726 loggx cosa... . 6,92303 8,92854 
AGN Werke: Boake 9,98691 0,06789 
log 2 my 8,30551 8,87360 Ogi (Varah epee: 8,43731n 8,99643 
logy ‘ere fea 9,47122 9,744.56 LOG AT ar ae sre a Ai | 7,90694n 8,13471 
PNG KG loc id nh mee On 0,02869 0,05484 | 
LOgulte| tater eae 9,49901 9,79940 UDG ED Bebe 7,96343n 8,66606 
10.0) TTPO Ee vie 8,78506 9,08455 Sub. . 9.14275 9,84868 
. logis) ee 7,04969 8,51474n 
log I 9,83965 9,81038 log: Bye tac mneke 6,52223n 8,23733 
log IIL 9,06708 9,25853 | log my sina 8,00299 * 7,74561 
log ma cos 6,38958n 8.55204 
Eek ee A ee + 0,69127 | + .0,64622 Add. 9,98929 0,06302 
DS a es oc a + 0,06096 + 0,12149 log ( ) 7,909228 8,61 506 
ATTEN SGT See to ton | + 0,11670 ++ 0,18135 log I 7,46191 4478334 
ty PA ee | + 0,86893 + 0,04906 | 
log fu» rah ten 9,93898 9,97729 LOG CL Tees eo amine 7,49296 8,27254 
SubGeee eee 8,86986 9,84352 
ROGAN R sme Se te 7,81374 8.57771 log e Bailie oo Begs 6,33177n 8,11606n 
log eye. 9,04717 9,32051 log SLDy stp a Ge Coes | 5,80431 7,83865 
EAGAN GRE ect ee ae 0,02466 0,07218 | 
LOgiPl eee Cae 9,07 183 9,39269 log Ip 0,18124n 0,07786 
log IL 8,35698 8,67784 BOG Cosiemias:. 5 ee 9,65378n 9,80045 
Log Teeth pesca, Ak ee 9,35246 9.32319 Xx. - 
LOG ITE rane aan a 8,59837 8,94480 log (I= Cp sin ep) . 9,65220n 8,97349 
W Beara Aon aah rey | +0,225142 | +o0,210470 | log UI =2 Ay,) 7,53919 8,61135 
yg ee | + 0,022750 + 0,047626 | log (I= 22! Am) 6,31447n 7,48550 
DTT RS iy es tre | +.0,039662 | + 0,088064 
Ie Os oe ony ee + 0,287554 + 0,346160 | I Praca, — eee: + Be 
log: freuen ares 45872 53928 peel 8 Aa core rld9 Gite — 00034! — 0,040905 
Ife» ae Ge aa & ) are + 0,00021 — 0,003058 
—b,; —)b, — 0,45229 + 0,050155 
IX. log ae ; log ba 0,65542 8,70032n 
log [ep COR hice on 8,85682n 9,97242 LOG intact des nens 8,04125 8,93386 
logf, sine . 9,81285 906030 |logiT...... 6,49446n 8,20956 
om pre | 004558 9,043.29 (OQ AEEL Mite or at 5,00770 7,10204 
OG ll Gebietes 9,85843n 9,91571 I ah eaiG 
een Pe St LACS 10109964 | -+ 0,085874. 
109 06 We a aa | 0,52746 OTTss Sie ee + 0,0003122 | —0,016202 
log Af, -.-.. 9,33097n 9,63830 Eat fy eee Roane ee ae —0,0000117 | —0,001265 
| —b,; —b, + 0,0112969 | + 0,068407 
log dh secn wou bse |  4,36973 8,97906 i bi log 6 OEa86 8 8a 
bors 1 tf Roe | 8,00370n 8,10645 el es) See aes 
aha Peer ich |. | 0,09072 9,93747 log (I= Cp cos ap) . 8,57162 9,79558 
Al (eee oer | 809442 8.91653 104 Yr Cas te » ; 7,84719 8,91935 
log Ag, | 7,50096 8,63912 (Og: DE TR Man ener. 7 ,30104 8,47 207n 
UY PIE siti ek Cees es 6,92232n 8,56770 if + 0,0 
; SOOT AOA Wl German tt 0372925 | + .0,62457 
hen > Fag eerste 747025 7;72995 UW i dic epetccmeret, a9) + 0,0070338 | -+ 0,08305 
ee [ ieee: _ eee oe ae GH Ge At hy eho -++ 0,0020000 | — 0,02965 
Rs Soe | D n , CECE as Oe ne + 0,0463263 | + 0,67797 
logAmy..... | 7,05108n 8,22211 log C; LOOKC ene 8,66583 9,83121 


Pp 1 
(GOGH aestas se 9,12192n 
LO MEM RRs rok iss os 6,80246n 
LOGHIUAM Ware ewes 6,05427n 
[hl 3 9st eee nee eae | —0,132409 
== UE ae + 0,000635 
= Ga + 0,000113 
5) 5 Oa + 0,131661 
logics logic, 2°30. 9,11946 
log (=z 4y,) fg 7,42314 
LOGRI ira 8 Gs 6,63107 
EAGKOIS  5ecG, Saenger 0,064.99 
log d,; log d, 7,48813 


Man hat also folgende Gleichungen 


8,11177 
8,51756 
8,08861n 


+ 0,0129351 
— 0,0329277 
+ 0,0122634 


| —0,0077292 


7,88813 


8,49530 
4,80210n 
9,90163 
8,39693 


Coefficienten logarithmisch angesetzt sind: 


| log (Cia Cp cos Op) 


log IT 
log II 


ds; d, 


LOGS ALOgid a. > 


log sin 1" 


log ny; log ns . be: 


log i 0p 


logns; logy. =. 


1 3 
9,63403n 9,79631 
6,37841n 8,09351 
5,38430n | 7,41864n 

| —0,43056 + 0,62561 
| — 0,00024 + 0,01240 
— 0,00002 — 0,00262 
— 0,43082 | + 0,03539 
9,63430n | 9,80304 
9,90849 | —-1,79232n 
9,98025 9,99586 
4,68558 
4,57432 6,47370n 
9,9 2428 1,30643n 
4,60986 | 5,99201n 


zur Bestimmung der Unbekannten, wobei die 


(9,33097n) 90 + (9,65542) da’! + (8,66583) dy! + (7,48813) do! = (4,57432) 


(8,02086) 
(9,63830) 
(9,06218) 


Die Auflésung ergiebt: 


log Xo . 


und daher: 


» 5,37907 


Logie. =. 5, 17516 


log du! . 


. 5,82046 


log oy. : 


logdy!. . 6,64756n 


5,25047 


VOG Oe on 


de + (8,052906n) da’ + (9,11946) dy! + (9,63430n) 02’ = (4,60986) 
Ye + (8,70032n) dx! + (9,83121) dy! + (8.39693) dz! = (6,47376n) 
%e + (8,83510n) dx! + (7,88813) Oy’ + (9,80304) 2! = (5,99201n) 


logve'. . 6,16537n 


4,70328 


Rechnet man nun mit den verbesserten heliocentrischen Coordinaten und Geschwindig- 
keiten noch 7, 7’ nach AIV, die néthigen Elemente nach A VII, und endlich f,, fs, 91, 93 
nach B VI’, B VI", so ergeben sich die folgenden Unterschiede B— R aus A VI: 


Da es hier nur darauf ankommt, den Gang der Bahnverbesserung zu 
erlautern, so kann die Ableitung der verbesserten Elemente und der Constanten fiir 


den Aequator, die ganz wie in den vorhergehenden Beispielen vor sich 
geht, unterlassen werden. 


Funftes Beispiel. 


Als Beispiele der vollstindigen Parallaxenelimination bei erster Bahn- 
bestimmung, sowie der Anwendung der geschlossenen Ausdriicke fir f, g, 6f, 6g 
bei der Bahnverbesserung auf Grund eines lingeren Bogens (Formeln Bf), im Falle 
einer Ausgangsellipse von missiger Excentricitit, mdge folgende, von den Herren 
S. Einarsson und R: Young durchgefiihrte Rechnung von Bahnen des Kometen e 
1909 (Daniel) dienen: 
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Nya le 
Die erste Bahnbestimmung beruht auf den folgenden Beobachtungen von Aitken 
auf der Licksternwarte, welche bereits’ auf den Jahresanfang einschliesslich der Aber- 
rationsglieder reducirt sind: 


1909, Gr. M. Z. | (1909.0) J (1909.0) 


Dec. 11.74000 94° 23' 43''3 -+ 38°06! 15;'2 
Dec. 15.70788 94 29 50, 2 +41 12 20,6 
Dec. 18.75589 94 30 46, 4 + 43 25 59,3 
Coordinaten der Sonne. 
x | Y | Z 
ee eee (eS a St Ne Se 
1 Ee ie eg — 0,17805 29 — 0,8882410 — 0,3853174 
Il — 0,1093873 | —0,8971793 | — 0,3801974 
Ill — 0,0562684 | —0,9010569 | —0,3908799 
Geschwindigkeit der Sonnencoordinaten. 
log X'. . . 0,004615 log Y'. . . 8,094638n log Z'. . . 8,632210n 


Da die Beobachtungen als verhiiltnissmiissig genau betrachtet werden kénnen, 80 
sollen die Beobachtungsfehler ganz ausser Acht gelassen und sofort die in den a, 0’, 
a’, 0” durch Vernachlissigung der /™ verursachten Fehler abgeschitzt werden. Die 
Zwischenzeiten und die Differenzen in « und 0 sind: 


emits een ee tet 3,9679 Oty — 375;'0 0, 0e Ay hoe 111655'4. 
t, —t, 3,0480 Ct, — Oy 47, 2 Cn, eo o 8018, 7 


Ueberschlagsweise, auf ein constantes Intervall von 3,5 Tagen reducirt, ergiebt sich 
folgendes Differenzenschema: 


ins On fs fs 
3316 # 9208''6 ee 
“64,2 —276)'S 9848, 8 638''8 
193 9529 


Unter den /, und f} sind gleich die Durchschnittswerthe, von denen 0’ der 
Hauptsache nach abhingen, angesetzt. Das Verhiltniss der f" zu den f* ist dann in « 
und 0, 1,4, beziiglich 0,07. Nimmt man ein gleiches Verhiltniss der f"" zu den f™ an, 
so ergiebt sich fu" = 393”; fj' = 43”. Es leuchtet sofort ein, dass 6’, 0” viel genauer 
mit Vernachlissigung der f™ bestimmt werden kénnen als , w’, Um den Fehler in of! 

Deel 
abzuschiitzen, hat man fe = 66” mit f. = 198” zu vergleichen. Es ist also der Fehler 


in «& etwa gleich 1/,0/. Um den Fehler in o” abzuschitzen, hat man 


THT Tit 
a a fe = ee ee = 36” mit fy = 277" 
zu vergleichen. Es ist also der Fehler in o etwa gleich 1/,', Ganz ebenso findet 
sich, dass der Fehler in 6’ nur etwa gleich 1/;55)0’ und derjenige in 0” nur 1/1690” ist. 
Wegen des grossen Fehlers in @’ kénnte man nun schliessen, dass es nicht der 
Miihe werth sein wird, eine vollstandige Elimination der Parallaxe vorzunehmen. Ueber- 
haupt wird zum Zwecke der Darstellung der Beobachtungen eine solche Elimina- 
tion nur ausserst selten angebracht sein, wie auch an diesem Beispiele noch besonders 
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klar gemacht werden wird. Bedenkt man jedoch, dass die f% ziemlich klein sind und 
dass fiir fa’ ein verhaltnissmissig sehr grosser Werth angenommen wurde, so ist es 
nicht ausgeschlossen, dass die Genauigkeit der Bahn doch durch die Parallaxenelimina- 
tion erhéht werden kann, obwohl ein derartiges Resultat bei ersten Bahnbestimmungen 
wegen der erforderlichen Mehrarbeit fast ausschliesslich von theoretischer und nicht 
von praktischer Wichtigkeit ist. Es wird aber hier ausserdem bezweckt, die Methode 
der Parallaxenelimination ausfiihrlich zu erliutern, und es sollen daher zunichst die 
allgemeinen Parallaxenfactoren nach der Anmerkung 1, 8. 999 berechnet werden. Die 
dabei erforderlichen Mondcoordinaten sind den American Ephemeris und Nautical Almanac 
entnommen worden. 

Berechnung der barycentrischen Parallaxenfactoren, sowie der Reductionen 4, X, 
4, Y, 4,Z der Sonnencoordinaten auf den Schwerpunkt des Erde—Mond-Systems: 


1 2 3 
(Cig) SEAS al eee 172 46m 16h 59m 18hogm 
(5 alge te eeiiuhe a are ae 94° 24! 94° 30! 94°31! 
Cd SSA an ca 251 14 307 33 348 59 
OVAL Ae ee eee hs ++ 38° 06/ + 41°12! + 43° 26! 
d@ Seta Kt: — 22 49 — 23 31 —10 24 
7 a a irr 203° 10! 146° 57’ 105°32! 
cos d¢ St Aa ee ae oe 9,9646 9,9623 9,9928 
7 a 9,5075n 9,7849 9,9919 
HOGANPNGR RD eh SS 4,9664 5,241 5n 5,4790n 
cos d¢ ae ae 9,9646 9,9623 9,9928 
sin is ae 9,9763n 9,8992n 9,2812n 
GOGAT ee es 5,4352 5,3558 4,7683 
sin d@ aren Te 9,5886n 9,6010n 9,2505n 
VOGUE a so 5,0829 5,0953 4,7508 
COVOGICOS Oa sk soe os! Ge 0,1041 0,1235 0,1390 
cos d¢ See de, fs ois 9,9646 9,9623 9,9928 
sin (a— @@) Beeccriotep oct tal" e 9,5948n 9,7307 9,9838 
TOGDAROw © oc eo’ 4 0,4722n 0,6312 0,9243 
QR) ch a ae eee 9,5886n 9,6010n 9,2565n 
COSOM A sis ce 9,8959 9,8765 9,8610 
log I 9,4845n 9,4775n 9,1175n 
G30. ae nr rr 9,9646 9,9623 9,9928 
RIP OMRME Si cts, Is! se 9,7903 9,8187 9,8373 
cos (« — “@) Sfules eke mee 9,9635n 9,9233n 9,4278n 
ROMO Pe ees es 9,7184n 9,7043n 9,2579n 
StS a oe 9,8535 9,8362 9,5817 
log {- ++} 9,3380n 9,3137n 8,6992n 
log PS em MRE acres cc. ce 0,1467n 0,1224n 9,5079n 


Die geocentrischen Parallaxenfactoren wurden direct aus der ,,Table of the Sun’s 
Parallax in R. A. and Declination“, Publications of the Lick Observatory, vol. I, 8. 262, 
mit den Argumenten ,Stundenwinkel“ und ,Declination* entnommen. Es sollen nun 
die geocentrischen, die barycentrischen und deren Summe, die allgemeinen 
Parallaxenfactoren, iibersichtlich zusammengestellt werden: 


i 2 3) 
pe, bis dee rons é — 6/81 — 7"'86 — 582 
i Sadi nam occa) nen — 2,97" ++ 4, 28 + 8, 40 
PqO HRS Ceaha tay tale OS wee A858 -| 2, 58 
ps Ope rer oa rch a7 "75,50 +L 0, 00 
Ds Om Aa er Oe ee — 1,40 — 1,33 — 0, 32 
ORO S 6 ate noe — 0, 03 +0, 17 — 0, 32 


Wiren jetzt die geocentrischen Distanzen des Kometen bekannt, so wiirde natur- 
gemiiss der Parallaxe dadurch vollstindig Rechnung getragen werden kénnen, dass man 
mit Hiilfe der obigen allgemeinen Parallaxenfactoren die Beobachtungen auf den 
Schwerpunkt des Erde—Mond-Systems reducirt, sowie gleichzeitig die Sonnencoordinaten 
durch Anbringung der oben berechneten Correctionen 4, X etc. und die Geschwindig- 
keiten der Sonnencoordinaten durch Anbringung der Geschwindigkeiten (4, X)/ auf den- 
selben Schwerpunkt bezieht. Dieses Verfahren wiirde zu denselben Resultaten fiihren, 
wie die hier vorzunehmende vollstindige Elimination der Parallaxe. 

Nun ist aber sofort ersichtlich, dass selbst fiir kleine geocentrische Distanzen die 
py die Beobachtungsfehler an Grésse nicht iibersteigen. Man kénnte daher, ohne die 
Genauigkeit zu schidigen, in den folgenden Rechnungen der Parallaxenelimination die 
P,Q kurzweg der Null gleichsetzen. Ausserdem sind hier auch die Unterschiede der po @ 
constant, nimlich gleich 6”,2. Daher kénnte man alle von den zweiten Differenzen der 
p,@ abhingigen Glieder in der Parallaxenelimination ebenfalls der Null gleichsetzen. 
Diese Abkiirzungen sind aber im Folgenden unterlassen, da, wie oben bereits bemerkt 
wurde, hier bezweckt wird, den Rechenmechanismus der vollstandigen Parallaxen- 
elimination ausfiihrlich zu erlautern. ; > 

Vorerst aber soll noch der Einfluss der Parallaxe auf die Genauigkeit von 2 ab- 
geschiitzt werden. Zu diesem Zwecke berechne man gleich jetzt die unter A II an- 
gegebenen Werthe von «, 0’, «, 0”, sowie den unter A III angegebenen Werth von NV. 
Die drei Glieder von XN sind: 

N = 0,0000 + 0,4995 + 0,0041. 


Ausschlaggebend fiir die Genauigkeit von N, und daher von ~) ist also wieder das 
, 7 


zweite, von abhingige Glied. Da nun aber, wie oben gezeigt wurde, die zweiten 
Differenzen der pz@ gleich Null sind, so wiirde die Genauigkeit von ¢ nicht beeinflusst 
werden, wenn die vollstandige Elimination der Parallaxe unterlassen wiirde. Da der 
Fehler in o’ etwa gleich 1/,@” ist, so wird also der Fehler von WN ebenfalls etwa 1/, N 
sein, worauf wir spater noch zuriickkommen werden. 

Die weitere Rechnung nach Anmerkung 1, Seite 999, stellt sich wie folgt: 


gene 2 3 
C08 0 cal ne ae as oe ; 9,8959 9,8765 9,8610 
SUN a ee Briere 9,9987 9,9987 9,9986 
LOG Ds). 2 he any os ee 5,5703n | 5,1150n 4,9571 
81100 6 ene Se 9,7903 90,8187 9,8373 
COS G5 te. tel ver einen ae 8,8849n 8,8946n 8,8962n 
log TT <s- a) teats 1,8645 2,0406n 2,9270 
Add.. Bar oncnotoe5 9,9999 0,0015 0,004.0 
L0G. dcx. ae ee ee 5,5703n 5,1165n 4,0611 


il 2 3 
a a Na a 
COSMOS. Bis a, 3 9,8959 9,8765 9,8610 
COSIOP MI Tl A 8G 8,8849n 8,8946n 8,8962n 
e bogil. 4,4505 4,0109 3,8547 
ORO 5 ae 9,7903 9,8187 9,8373 
Lf), a 9,9987 9,9987 9,9986 
UOOMITM se 2,9783n 3:7447 4,0294n 
Sub. . 142 9,9273 9,695 
log 4, Y 4,4707n 3,67 20n 3,5497n 
KD AOE Vea ere 3,0852 3,8038n 4,0545 
log 4, X 4,9664 5,2415n 5,4790n 
log 4, x 5,5703n 5,11605n 4,9611 
AGL 25 Face eanrns 9,8757 | 2430 9,8430 
log 4 X 54460n | 5,4845n 5;3220n 
log 4, Y 5,4352 5,3558 4,7683 
log Ay Wg ee ee 4,4707n 3,0720n 3,4597n 
dd.. Regis) 0) A +, 9,9501 9,9909 9,9781 
HOGAN gi eye 5,3853 5,3467 4,7464 
WGA Zee a hs Ne a ae 5,0829 5,0953 4,7508 
log 4, Z 3,0852 3,8038n 4,0545 
UNG ll [Eee O09 Od sn re 43 9,9772 796 
log 4 Z 5,0872 5,0725 4,8304 
RX NZ ip) = 0,2 dx dy dz 
PONARP ee 5 oe Ss 4,9611 3,5497n 4,0545 
WOG 5,5597 4,1483n - | 4,531 
HOG hd obey eS eae 5,5703n 4,4707n 3,0852 
Weg dUl 5 GRERS ameter 6,0543n 4,9547n 3,5692 
ANG Re hte ee eras 9,83 24 90,0630 0,0345 
log Zahler 5,8867n 5,0177n 4,6876 
LOOTAR Be on et 5,1165n 3,6720n 3,8038n 
log Nenner . 5,9626n 4,5181n 4,0499n 
HOGMGp tel) ere. ee 9,9241 0,4996 0,0377n 
‘SUllib. = 6. Ono ee 9,2810 9,8347 0,2825 
HOGA pee oe 8S 9,2051n 0,3343 0,3202n 
WOGE2 Wes) ss 9,5001n LOG tai ee is 3,6720n OT OES Ce oe 9,0391n 
in Bias As aan 0,6353 logy sina 6,7540n ve a I, | 5,1165n 
TOM GLs Cig tach vax i= 4s 0,6212n og 1. | 4,1556 
tg a 9,6902n log (Y.) 9,9520n 
logI =log1/(R)? . 0,0210 aaa 333° 54! log dy we 3,6720n 
OGG G3 en 17,5537 sina. 9,6434n log IL 3,6249 
tei TT +9504. £080. 9,9533 NGVloc ¢ oo 2 0,1121 
a ELE © Ge 7,1106 log Summe . 4,2077 
ENG ee 9,9949 gd > log (Zy) 9,5002n 
_log[]... - 1,9473n log IL 3,0075n Wogids Zee te oe 3,8038n 
log A, X, ghey 5,1165n Add TI 
ny ae 7.0638 oc 9.9996 log : 33940 
9) , log (here i. 3,0071n | Add.. . 0,054 5 
Wii 3,0816 log 4, Z, . 3,8038n log Zahler 4,3222 
pAGGn es ek ie 0,0004 KOERNER Ws os 6,8709 OG] (CEG) ease ae 9,9930 
ie is ae 3,0820 Ege Gre AO meas 9,7603 log 4, Ry 4,3292 
Nach Anmerkung 2, 8. 999: 
i | 1 2 3 
2. oo GG eae — 0,1780529 — 0,1093873 — 0,0562684 
VAIEX -- 0279 — 0305 — 0210 
(OD), oka — 0,1780808 — 0,1004178 — 0,0562804. 
Wert dS — 0,8882410 — 0,8971793 — 0,9010569 
GY. ao 0243 -- 0222 a5 056 
(OO) 5 ase — 0,8882167 — 0,8971571 —0,9010513 
Lo 3 ea ae — 0,3853174 — 0,3891974 — 0,3908799 
LE, 0122 0118 + 068 
C® 2. Sh ee — 0,3853052 — 0,3891856 — 0,3908731 
A 263° 02! 47/5 De. 123° 7! 495'5 (K) = 0,984038 
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A Ila 
LOG) Ome a ar ae 8,148227 Logo! ees eee | 9,883022 Tog (gle) = 0,130182 
UDC Ces io 6 O508350n) I nLOGiOW an ame ae 9,932162n | log (tgd)” ... . 9,468466 
Nach Anmerkung 4, 8. 999 (P = X, Y,Z): 
(4 Py ie ay oe Ty (4 ZY 
(AEB) eee pace tine tee seen — 0,0000210 + 0,000005 5 ++ 0,0000068 
(ALD) eee yoke _— 0305 = 0222 = 0118 
(AP eee spr a kee = 0279 == 0243 = 0122 
GER) PP) en ese ++ 0,0000095 | —0,0000167 — 0,0000050 
(4 B)S— (GP iin eee _ 026 a= 021 — 04 
log [((4P),—(4P).] . - 4,9777 5.22270 4,6990n 
log |((4P),—(4P),) . - 4,4150n 4,3222n 3,6021n 
LOg (ALE) ieee ts ee 4.4937 4,7387n 4,2150n 
LOGU( AP a Awe. ee ome 3,8164n 3,7236n 3,0035n 
logit; We) .s ices, ieneline 0,4840 0,4840 0,4840 
LOGRIG re apemr mre sae aie 4,3004n 4,2076n 3,4875n 
10g (to — tiie = cu EY one 0,5986 0,5986 0,5986 
UNPIA ERA SF oe Rae he 5,0923 553373 4,8136n 
W .\0 U6 reat etnias a tak Acc 9,9235 0,0311 0,0200 
log Nenner. . #. . 2%: 5,0158 5,3684n 4,8336n 
log (AB ta ee ae ; 5,9341 | 6,2867n 5,7519n 
A Illa, ¢. 
L009 Nin eee 9,468722 logis =) | 9,540590 log N: ~. hye 9,702125 
logiC are 9,631002n |logr. . . | 9,666908n | logx. .... . . A,| 9,672183n 
log OR ane 9,297910 aS aay 9,787231n Voie cot us. + eR OR2 OR ATA 
OC a Gee ce LO Oe LO at — - a OU dy ans aa ‘ 9,610387n 
Tt oats eee Bes | 159° 41' 0/0 log — . . | 9,616567n log az > a 9,994487 
Nach Anmerkung 1, 8S. 1000:. 
OC eee 230° 24! LOGUINS Fae o. 9,6669n log Tia kets ae 8,1575n 
log Coie ed cos nae | 0,0093n COLODLV a enone: : 0,0744. 109 ¢s zoekt 9,9349n 
OG CLE fo wets er ele O.O34On, iL ey oy : OG: (C9'0))! een 0,1302 
« log as 10g TAO et Oren 0,0651n 
log) AN Te ine Aa, 7,1106n logy Zan) Ciara ar. 0,1907 Addis Rieter 0,0053 - 
LOGICA eee Cee 7,0455n COLOG: Ban.) ecu 0,2128n log [sets seater 0,0704n 
COLOU/2 tia tye oan ee 9,6990 LOO {Ber ene heii 7,1480n GY) RYAN RSs ae he 71,4084 
logSumme.... 6,7445n Logic! eu pty i ces cleze 8,1482 109 Anne a anes 7,4788 
[PY [xX [yy [2 
LOGE AN Shere: Orem ened 0,004615 8,994638n 8,632210n 
l0g'(4P) Gay hone eee 5.9341 6,2867n 5,7519n 
UNG (si pe vere ere SARC IO Wa 037 0850 0572 
log eSumin'oe-aeee 0,004652 8,995488n 8,632782n 
LOG STIRS oy, sae a eee 6,0426 7,1407n 7,0903n 
Ad diene tia eh ec athe Fa 048 0,006 109 0,012278 
10g | LP Nes 2 pannteh ace 0,004700 9,001597n 8,645060n 
A IVa. ; 
eee 
LOGI 38 ss ace 9,812094 | q/? 1,64537. | h te 
81 2004's igh? ee ean eer ‘6456701 ins) 1 eee 3,23519 
he ys eA cee ore Ot Pear on eee ee ae OOLOAS Ou | Con eue-aeiee aan aeeant — 0,957246 


Rt 
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Da p’ > 0, ¢ <0, und p > 125°16! ist, so ist, nach Anmerkung 1, S. 468, nur 
eine parabolische Lésung méglich. Die graphische Lésung ergiebt 2 = 0,628992. 
Mit dem oben bereits angegebenen Werthe von x findet sich = 1,50067 und somit 

m 
¢, = 09,5051. Es entspricht nun in der Tafel XVI eine Aenderung von 0,01 in ¢ einer 


1 : 
Aenderung von 0,015 in aa Dem Unterschiede z éy = 0,124 entspricht also eine 


Unsicherheit von 0,19. Es wurde aber oben gefunden, dass die Unsicherheit in WV gleich 


eos 1 : ; : 3 : 
8 NV ist, und da oe dem Werthe von NV proportional ist und keine weitere Unsicherheit 


f Rave aba : Hing 
in der Berechnung von — eintritt, so ist die durch Vernachlassigung der f™ in — ver- 
m 


: Tas : : 
ursachte Unsicherheit etwa ie also etwa = 0,19. Die parabolische Lésung fallt also 
TIT 


noch gerade auf die, durch die Vernachlassigung der fe gesetzte Sicherheitsgrenze, und 
es ist kein Grund vorhanden, an dieser Stelle die parabolische Lésung zu verwerfen. 
Interpolirt man aber den Werth von ¢ fiir die allgemeine Liésung aus der Tafel XVI, 
so erhalt man ¢ = 0,4283. Der Unterschied zwischen der parabolischen und allgemeinen 


Lésung erfordert also eine Unsicherheit von 0,30 in Dieser Werth, welcher die 


TIT 


Grenze 0,19 weit tibersteigt, kénnte nur dadurch berechtigt sein, dass der fiir fa 
gross angenommene Werth dennoch zu klein wire. Man wire also jetzt berechtigt, die 
Parabel zu verwerfen. Anstatt dies jedoch zu thun, sollen beide Lésungen, die 
parabolische, und die allgemeine durchgefihrt werden. Zu diesem Zwecke ist 
nach der Anmerkung 1, 8. 1001, noch (m) zu berechnen, und der der Tafel entnommene 
Werth von g mit Anwendung der Differentialformel, Anmerkung 1), 8.1001, zu ver- 


sehr 


bessern. Man erhalt dann 
1 
log (m) 98263085 ea) AO) 0. z = 0,436426. 
mM 
V a,c: 

Parabel Ellipse Parabel Ellipse 
VOOROR ma Asa is 9,791391 9,632923 LOG Dire cghlinscn 0,001001n 0,002135n 
WOCOM tray ss 9,067811 9,509343 LOG Ute Ney 8,963922n 8,521245n 
LOULO MME Bay fon: 9,7840 9,6255 LOGE Who, tec: 9,702152 9,560137 
N OGIO REE cr 0G) 2k, 9,7973 09,6388 LOG teat ideas 0,198329 0,144504 
UXGGR Suet teers 8,719590 8,719593 DTS Serv ey TOES. Oe 9,109027 8,931513 
OGG We, Sap eecaeaee 8,834133 8,834135 LOG ete ain Tai 0,102701 0,058005 
GG te =: er 8,862764 8,924634 loge as pen. — 9,463940 
log ihe, “OG 0,133892 0,086099 LOGiD were eee 0,4936057 0,344233 
NOG) OG apeomeea 9,901284 9,827434 logic mika s anew 0,000000 0,552737 

Via,c 
Parabel Ellipse | Parabel Ellipse 
| 
(KO on Se 9,999742 9,999625 logan Birch 8,834047n | 8,834012n 
O07 AA ere 9,999849 9,999781 COG oA 8,719540 8,719520 
(O— C) Parabel’). (O— C) Ellipse’). 
eal, ees 
| 

{ui Se ee — 216 ero re GaGh lon aso, Geeta =L patty | — 616 
(OMS ota ks —ol1' 15,0 —12,1 NO: be atiotyes fe === 3159 + 15,3 


1) Wegen eines Feblers in der im Lick Observatory Bulletin Nr. 179 veréffentlichten Original- 
rechnung ist diese Darstellung der Beobachtungen eine bedeutend bessere. 
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Wie oben bereits im Voraus entschieden wurde, ist die Darstellung der Beobach- 
tungen durch die Ellipse (allgemeine Lésung) bedeutend besser als durch die 
Parabel. Da die Unterschiede B— R fiir die Ellipse fiir den ersten und dritten Ort 
durchweg entgegengesetztes Zeichen haben, so kénnen diese Unterschiede der Haupt- 
sache nach durch willkiirliche Aenderung von a’, y', 2’ entfernt werden, so dass man die 
Anwendung der Formeln der Bahnverbesserung in diesem Falle ginzlich vermeiden 
kann. Es soll diese einfache Verbesserung jedoch hier nicht vorgenommen werden, 
sondern die unverbesserte Bahn soll weiter unten als Ausgangsbahn fiir eine zweite 
Bahnbestimmung aus lingerem geocentrischen Bogen dienen. 

Um naher zu erlautern, was nun in diesem Beispiele durch die Parallaxenelimination 
erreicht worden ist, sollen die obigen Resultate mit denjenigen verglichen werden, welche 
man erhalten hatte: 1. mit vollstandiger Vernachlassigung der Parallaxe; 2. wenn 
die Beobachtungen etc, wie oben angedeutet wurde, im Voraus durch Anbringung 
der allgemeinen Parallaxe auf den Schwerpunkt des Erde—Mond-Systems reducirt 
worden waren. Im letzteren Falle sollten die Resultate mit den durch die Elimination 
der Parallaxe abgeleiteten innerhalb der durch die Stellenzahl der Differenzen der « 
und 0 gesetzten Sicherheitsgrenze tibereinstimmen. Im ersteren Falle ist ein Unterschied 
zu erwarten: a) in ¢ (und daher in x, y, z) wegen der durch Anbringung der 
Correctionen JX, etc. an die mittleren Sonnencoordinaten bewirkten Elimination der 
Parallaxe (wihrend die, von den pyg und von den zweiten Differenzen der pao abhangigen 
Glieder, wie oben im Voraus gezeigt wurde, ohne Einfluss sind); b) in 2’, y’, 2’ wegen 
der Elimination der ersten Differenzen in peo, welche constant — 62 waren. Beide 
Unterschiede kénnen aber keinen merklichen Einfluss auf die Darstellung der Beobach- 
tungen haben, da der mittlere Ort stets genau repriisentirt ist, selbst mit fehlerhafter 
geocentrischer Distanz, und da weiter, bei der Darstellung der beiden ‘usseren Oerter, 
die Geschwindigkeiten mit den Zwischenzeiten multiplicirt werden. Kleine Aenderungen 
der Geschwindigkeiten kénnen daher nur bei langen Zwischenzeiten Unterschiede in der 
Darstellung der Beobachtungen hervorbringen. Stellt man nun die entsprechenden 
Resultate fiir die drei Arten der Bahnbestimmung zusammen, so wird ‘man‘ die eben 
gezogenen Schliisse vollstandig best&tigt finden, wobei zu bemerken ist, dass wir es 
hier immer noch mit unverbesserten Bahnen, d. h. directen Lésungen, zu thun 
haben, und dass die absolute Grésse der Unterschiede B— R nicht in Betracht kommt. 


eS 


(a) (v) (¢) 
Parallaxe Parallaxe Parallaxe 
vernachlassigt eliminirt im Voraus angebracht 
ee eee ee ee ee ee 
Boge Re Aa eae ee 0,4283 0,4364 0,4371 


Die beiden letzteren Werthe von zg stimmen miteinander vollstindig innerhalb der 
unvermeidlichen Unsicherheit der Lésungen iiberein, wogegen bei Vernachlissigung der 
Parallaxe ¢ um 0,0084 von dem Mittel der beiden anderen Lésungen abweicht. Auch 
dieser Unterschied ist unbedeutend, wiirde aber grésser gewesen sein, wenn hier nicht zu- 
fallig die ersten Differenzen der pz@ konstant und die ps@ nicht sehr klein gewesen wiren. 


C= (a) (0) (¢) 
d, ey aie iy" de 13! | = yo" 
a0; — 36 oo | — 38 
(0; Cgarks oie: aie aes — 8 = iG) 
D058 aortas oe +17 +15 +14 
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Die Darstellung der Beobachtungen ist also wegen der kurzen Zwischenzeiten, wie 
oben vorausbestimmt wurde, fast die gleiche in den drei Fallen; vergleicht man aber dic 
Bahnen mit der folgenden spateren Beobachtung, deren Abstand mehr als 21/, Monate 
von der Epoche betrigt: 

1910 Marz 3,47726 o (app.) 111°15’51"” —d' (app.) + 52°54’ 42” (Rambaud-Algier), 


so erhalt man folgende Unterschiede, B— R: 


Se Se aS 
Pee Ls on aS. | — 9/8 | — 534 | =i 
OO) Mite 8 apa + 6,5 — 2,0 — 27 


Die Unterschiede (6) und (¢) stimmen innerhalb der Unsicherheit der aus kurzen 
Intervallen berechneten Bahnen miteinander tiberein und sind bedeutend kleiner als dic- 
jenigen, welche unter (a) bei Vernachlissigung der Parallaxe erzielt wurden. 

Mit der vollstandigen Parallaxenelimination erzielt man also auf jeden Fall eine 
genauere Ephemeride. Da aber jede erste Bahnbestimmung mehr oder weniger unsicher 
ist, und man stets eine solche Bahn auf Grund lingerer Intervalle verbessern wird, so 
ist dieser Vortheil hauptsachlich von theoretischem Interesse, und ist demselben nicht 
zu viel Gewicht beizulegen. 

Die zweite Bahnbestimmung (Bahnverbesserung) beruht auf den folgenden 
Beobachtungen, welche bereits auf den Jahresanfang, einschliesslich der Aberrations- 
glieder, reducirt sind: 


Gr. M. Z. | « (1909.0) | d (1909.0) | Beobachter 
1909 Dee. 7.66050 94°09! 3114 | +. 34° 44! 2115 | Barnard-Yerkes 
1909 Dec. 18.75580 04 30 46, 4 + 43 25 50,3 | Aitken-Lick 
1910 Marz 3.47726 lll 14 26,1 | +52 54 37,2 | Rambaud-Algier 


Der mittlere Ort stimmt mit dem dritten Ort der ersten Bahnbestimmung iiberein, 
so dass verschiedene, zur Bahnverbesserung notwendige Werthe direct der ersten Bahn- 
bestimmung entnommen werden kénnen. 


Coordinaten der Sonne (1909.0): 


| | x | Y | Z 
Migs ki — 0,2477340 — 0,8745 100 — 0,3793587 
1 hha — 0,0562684 — 0,9010569 — 0,3908799 
TT + 0,0458691 — 0,2734153 — 0,1186087 


Nach theilweiser Elimination der geocentrischen Parallaxe erhalt man folgende 
Werthe fiir die 


Coordinaten der Sonne (1909.0): 


er Ue ae Sine 2 
gs Fo. — 0,2477581 — 0,8745050 — 0,3793684 
TH en Se — 0,0562888 — 0,9010553 — 0,3908799 
EET «2 + 0,9458926 — 0,2734097 — 0,1186062 


Ganz wie im dritten Beispiele ist ein Ausgangswerth ftir log@ der ersten Bahn 
zu entnehmen und Ausgangswerthe fiir a’ y' z’ aus den Constanten fiir den Aequator zu be- 
rechnen, und zwar ist es ganz einerlei fiir die vorliegenden Zwecke, welche der obigen drei 
Bahnen fiir die Ausgangswerthe herangezogen wird. Wie im dritten Beispiele hat man: 


LOG Owrse etme: 9,651336 WOO 50 ee cick lesan te C:002608rall WOsactinie aes aandexaes + 15°35! 48/’4 
LOD Cece ects ae 8,486063 log ylrom mar cones ee ieee (WSS Ge 6 deo: +07 31 30,6 
LOG tars. te) ee | 0,088284. LOGTEUR Ae Bae ane 9,561878 Mo... lc. 1 SOR RORGORO 
UDF ge cat 5 9,844430 NFU ate ew Oe 9,048453 WViteaiicp mes Gl by 496/138 
LOG ess ice se 0,149544 
Wit Vie 
SS een ear Sere 3°28! -6OUA Rogie yuh nek cere — (04° 0255 000s LOG ifn vtec ete 9,997 141 
IEA a, etree eae ee Spr eke ab, =| Ue. pcb gd Lhe l 24/A3'07;5'  lOGifguacirs ane 9,880218 
LOGI nent ok eros 0, 144677 USGA Be eG abe 8,983296n lOGIGS sas eee 9,279704n 
LOO} omnia ene 0,242785 UX NGL S O 9,765817 lO0:G; area 0,075722 
(On 0) 
| -atadaiett doll 
Dro? > EArt mee, —ol’ + 3195'4 
OM & leek aie ++ 09, 3 — 735,8 


Diese Unterschiede entsprechen also wieder einer intermediaéren Ausgangsbahn, 
deren Constanten , 0, und die obigen, auf Grund der ersten Bahnbestimmung an- 
genommenen Werthe von @Q, a’, y’, 2’ sind. 


VII. 
LOG: Oana me res 9,651336 y-40 (i Eyarge Se er 9,67128 HO fee et Adc 8,40826n 
log Reosw =. 9,962755n | log Summe .. . 7,915090 login ..--5 eee 9,51103 
Subs weeetee ; 0,172656 LogietGar racer 9,05049 logt.er ae 9,48861 
log Zahler ... 0,135411 Addl peat ie hover: 0,03069 
LOU eee. teste 0,149544. log Zahler . . . 9,08118 100:5/0 sae 8,75092n 
cosp ... 1s. 9,985867 LOGiOmrame tenn . 9,65134 10g'n/ 0 eee 9,85969 
UP ERN Se oh Gee 5 8,41087 LOGS.) aot. 9,42984. logitjo *. are 9,83727 
UN OS it ems ¥ O00 8,24381n | 
a 1 3 | a 1 $ 3 
LOG) Free eee 7,96659 9,53163 LOGIC. ae tian (ike ea 9,55200n 0,33542 
LOG WPI2Q). i eel 7,09596 8,66100 log Mi jo Rote the eee 5.43666 8,49670 
Sabie. 0 Gee aes 9,99946 997963 | jog’ ». . 8802 6 
log yf. ee ee 9.99973. | 998082. | 9 a%é oc sc 2 |, USSOZTa ie 
log Yer PO, Aare aegis: 0,29979 0,28088 
log V2 cos By$ . belies 0,13611 0,12620 AAiryihe ch heldvnter wits 9,99835 0,01013 
\2 LOG" (OO) biest aes chai 0,29814 0,30001 
log “7 cosByf . .'. |* 1,28281n | 0,36038 | logyf. . - ss - -) 6,94990n | 9,29746 
v 
‘Add. 29 ana epee 9,99170 004819 | C09 + ee es 9,85532 9,75722 
100 BD a eee 1,14451n 0,40857 | log y3/r,().. - - - 7,10336n 9,35469 
LOTR E NM 50 te 9,43360n 0,20621 LOGRY errs ae eeee 7,90659 9,53163 
rly? UGH Rs to oo 0.0 7,82191 | 9,28885 
eh Sep ach 47,0140 8.57911 rae) i 
* V2 io oth log (1—yP/r) « «+ © | 9,99711 9,90609 
Adds: sae ee 9,99835 Xo) Co) a Bs) 9,2807 2 0,10900 
log Summe ..... 9,43195n 0,21634 log+ t;(1 —y2/7,) « - 9,27783n 0,01509 
log 1; eileen. 9,60732 Oda8Go!. | UOG- Pater en Fs 9,27976n 0,07572 
2 Sub eeeane tent 4.0 bere 7,64800 9,17554 
JNK AMEND. an oo aoe 9,69679 9,81741 Logi) ieeane ent at coke 6,92583 9,19063n 
log () ERE Soria Gait 9,12874. 0033750 | lOgrs/21@)ia moe nn a 7,10192 90,3667 2n 
LOG'V20 (b)inkieey ceatiues ce 9,12847 O0235 7h |EAUGRe ee teuethokn.- hap 7,52000 8,44850 
log Pere oo 4: 9,12798n 0,00860 log [ ] 0 MS Py a Sen sete 4,62192n 7,80319n » 
ENG shied ON fay AeA 4,05000 8,54500 logNi ..- sess 5.19152 8,37279 
Logs| ete cite 6,17798 8,55360n 
COLOGIE MSs ion chou 9,70578 9,60768 


1) cf. die Anmerkung S. 1029. 


VIII. : 

Pp = X,Y, @ Iocy Iu, Iu Iexz Iys, Iz, 
logp'’ry;.. +++. 9513545 7,86562 8,69472n 9,91797n 8,64814.n 9,477.24 
log Vapyi..... 8,63721 0,23853 9,99468 8,62730 0,22862 9,98477 
INGLES 3 Seen emer 0,11975 0,00184. 9,97'767 9,97717 9,98843 0,11753 
(OU. aeenepeunaee 9,25520 0,24037 9,97 235 9,89514n 0,21705 0,10230 
WOE is ss 6,94990n |  6,94990n | 6,94990n | 9,29746 9.29746 |  9,20746 
CUO To aN amare 9,70578 9,70578 9,70518 9,60768 9,60768 | 9,60768 
OG) Gino <3 ton eee 5,91088n 6,89605n 6,62803 8,80028n 9,12219 9,00744 

™. 2, My, ™m 24 ™. os my, m 23 
logy Mey... = 3,92362 5,524904 5,28109 6,98366 8,58498 8,34113 
LOGON ANS. 5,19413n 3,92430n 4,75340 8,37540n 7,10557n 7,93467 
YAGI archaea eae 9,97606 9,98897 0,11284 9,98201 9,98536 0,14371 
i ae 5,17019n §,51391 5,39393 8,35741n 8,57034 8,48484 
es hy las fg yg Ley 
UIE G Om Sse a 8,75406n 9,85683 9,83441 8,63714n 9,73991 9,71749 
LOGUE Mee ee a 5,47122n 5,81494 5,69496 8,65844n 8,87137 8,78587 
LOCH ewe ite oes 6,45355 8,05487 781102 8,01859 9,61991 9.37606 
LOGEUT Er ee es 5,15800n 5,50172 5,38174 8,34522n 8,55815 | 847265 
LOG PUTTERS TP aie 8% 6,14033 7.74165 7,49780 4,70537 9,30669 9,06284 
UDG) IIE. es rors 7,055 9 8,04056 7,77254 9,20885n 9,53076 9,41601 
I Wee ews — 0,0567625 | + 0,719167 | + 0,682983 | — 0,0433650]-+ 0,549425 | + 0,521788 
HVC > ae — 0144} + 032 |+ 024 |— ,0221421)/+ 036154 |+ ,020692 
JUHU sa + 01381/+ 05516 |+ 03146 |+ &#®050742/-+ 0,202624 | + 0,115568 
= TY + 011360}/+ ,010979 |+ 05923 | —0,1617520/ + 0,330438 |-+ 0,260624 
pos) oS eae — 0,0555028 | + 0,735694 |-+ 0,692076 | —0,222185 |+1,127641 | + 0,927672 
log fp; 1 8,74431n 9,86670 9,84016 9,34671n 0,05217 9,96740 
1D 
a 1 3 a 1 8 
WOU SOLE a 9,99886 9,96945 (007 Nl licie Neen a an a 6,14090 | 8,03535 
(EG, 6 7 8,86051n 9,55905n | log 4g, ..... 6,50653 | 8,01100 
He ret sae log cosa@.my;. . . . 4,31442n |  8,12039n 
: ’ log Sina. Ma,. 1. - 5,16905n 8,32686n 
log cos a fy, 8,72721n OOM 22a ISubyies). lake 6 9,92404 9,76019 
log sin « fax, 8,74317n 9,3101608 | lognf. |e oes 5,09309 7,88958 
Shas 4c i 857325 9,98798 log Am, 5.45872 7,86523 
Ge. ss 730046 9,30414n | log sina. fy; 9,86556 0,02162 
log I = logi/e; | ] . 7,66609 9,27979n | logcose.fa; ..- - 7,60482 8,90576 
a 9,63437 0,02435 UGA a3. ee eS Cores es 
Co 9,26874 0,04870 log O) mtaly eine 9,86794 e008 ! 
LOORDPNOTE 6 ws 89n 1O log sind ( ) 962307 9,95551 
ae aoe wer y O fae HERE 75492 9374777 
6) 0,73126 9,95130 a aA a : 
log IT?) 6.10402 we SUD Rehr ree ce 9,54758 9,78774 
9 ,10492n 533007 , 
lo) 9,98791 eon le hae 9,17125n 9553551 
Logi =—=og t/ow |) lr. 9,53688 9,51116n 
LOD BA Rimts 3 Samo". 705400 9,27974n 9g 4 
; log PS Opi ee > <0 5,0705 4,6184n 
logcos@.gy,; .... 5,75656 8,68124n | log II'!)=log ps 0,/e? 5,80176 4,5097n 
logsina. gx, .... 5,90974n SHOWA | INGla mS eee wood 0,00008 0,00001 
Slee 3.5 0,23116 9,35411 LOGEB fais acta iho be 9,53096 Q,51117n 
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IX (Fortsetzung). 


| 1 3 1 3 
ee ee ee eee 
log sina gy; . ++ > | 6,89491n 9,09164 log cosa.Ma;... . 4,03070 791646 
log cose@.gxz;. +.» + |° 4,77139 8,35933 INOUE 5) G 9c) koe mo 0,01408 0,09274 
od NGG Eee pate aac wen 9,99672 | 0,07380 LOWS (Beers hee ene 2 5,52685 8,63253 
logue) toe 2 eet) O;SO1637 9,16544 logisiniOn(@) Senne 5.28258 | 8,53437 
logsin'Oi()) . we, | 6 ,64736n 9,067 28 logcosd.mz,... .« 530869 8,26521 
logcos 0 gz; .-. + 6,54279n 8,78781 Substioss a. es 8,79217 9,93374 
Sublease. wee 9.43495 9,9557 58° | log [See a Se 4,07475n 8,19895 
logalalinies ee rome : 5,97774n 8,74356 Dep oe o eo oe 4,44038 8,17460n 
109) Bos sen & wear te 6,34337 8,71921 | 

9 94 es UOUUR 1 or oo aati 9,27976n | 0,07572 
log sinamy, .. +. 5.51277 8,53979 log: Cee = sale 9,64539n 0,05137 

X. 


Es ergeben sich also die folgenden Gleichungen zur Bestimmung der Unbekannten 
00, O2', dy’, Oz’, wobei die Coefficienten logarithmisch angesetzt sind: 


(7,65400) 0 + (9,64421) da! + (8,51116) dy’ + (6.38976) 2’ = 4,85560n 
(9,53696) 2¢ + (8,26160n) dx! + (9,40045) dy! + (9,55997n) 2" = 5,65405 
(9,27974n) 3@ + (0,02675n) dx! + (9,59770n) dy! + (8,09747) 92" = 7,18989 
(9,51117n) 30 + (9,54871) da! + (9,95398n) dy’ + (9,80023) ae! = 7,55233n 

Die Auflésung ergiebt: 

logde. . 8,04315n, logda!.-. 5,44027, logdy!. . 17,0605, logde'. . 7,99555n 


und somit ferner: 
(NE Od a ee eee ee ES See a 


UCT pGls oh GE BONO 8,495803 (OG 3 oe hs 0,085441 109205 sa) 9,839687 
LGR! OS in Bee 8 | 0,002596n | logy! : Si72A556n |) LOG aes e cere 9,549926 


[paleo oman 
Pea SN Se 8 eg | | ee a 
OAC pow Saue tite. et ives — 077 + 14 
(B R) {35 Sais) | — 12,6 


Die Neuberechnung der absoluten Glieder der obigen Gleichungen mit diesen neuen 
Unterschieden, und die Auflisung der Gleichungen ergiebt weitere Correctionen 00, 
0a’, oy’, Oa’ und daher von 02, Oy, 0z, nach deren Anbringung an die obigen Werthe 
von 2, y, 2, «’, y', 2’ man folgende endgiltige Werthe erhalt: 


ren) 


Ue G80 2 O° 6 8,495919 OPGd Boo 26 0,002600n 
UOTE ce -o- 80 0,085404. UO OE on Bob 8,724205n 
USiiPo og 4h e 9,839623 UO bn a 9,549805 


’ 


2 
PEt hoo, 5 


OH es 5. itr + 048 | — 0; 
(BR) {5 | + 0, 2 +0, 
} 
Die Elemente und Constanten fiir den Aequator kénnen in ‘hnlicher Weise wie 
in den vorangehenden Beispielen nach A VII berechnet werden. 
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Sechstes Beispiel. 


Im Falle, wo gemiss den, in der Anmerkung 1, 8. 468 enthaltenen Kriterien eine 
dreifache parabolische Lésung zum Vorschein kommt, lisst sich, ganz wie in den 
obigen Beispiclen, mit Hilfe der Tafel XVI entscheiden, ob alle drei zu verwerfen 
sind, oder ob eine derselben mit der allgemeinen Lésung tibereinstimmt und 
daher zu adoptiren ist. 

Die grésste Anzahl der bei einer Kometenbahn in Betracht kommenden Liésungen 
ist fiinf, namlich drei mit und zwei ohne Voraussetzung iiber die Excentricitiit. 
Damit aber eine parabolische Lésung auch eine physische Bedeutung habe, muss 
dieselbe innerhalb der Sicherheit der Rechnung mit einer allgemeinen Lésung tiber- 
einstimmen. Dadurch reducirt sich aber die Anzahl der méglichen parabolischen 
Lésungen zunachst auf zwei. Somit kénnen drei parabolische Lisungen iiberhaupt 
nicht in Betracht kommen. Da aber immer nur entweder eine, oder drei para- 
bolisehe Lésungen in Betracht kommen, kann daher héchstens eine als von physi- 
scher Bedeutung iibrig bleiben, namlich diejenige, welche mit einer der allgemeinen 
Lésungen iibereinstimmt. 

Stimmt nun aber keine der drei mathematischen parabolischen Lésungen mit 
einer der beiden allgemeinen Lésungen iiberein, so ist die Parabel tiberhaupt zu 
verwerfen und die allgemeine Lésung durchzufiihren, Da nun eg = Re und 
r? = 0? — 2eRcosy + R? ist, so berechne man zunachst die beiden Werthe 7, und 1, 
welche den Tafelwerthen z, und z, (allgemeinen Lésungen) entsprechen. Ist dann eine 
der heliocentrischen Distanzen 7), r, grésser, die andere kleiner als R, dann kann nur 
eine derselben die Gleichung 6 = 0 cosd = x (= — a) befriedigen und ist als die 
allein mégliche allgemeine Lésung beizubehalten. Sind aber 7, sowohl als rz, entweder 
beide > R, oder beide < R: dann und nur dann miissen, bei dem gegenwirtigen 
Stande der Untersuchungen iiber dies Problem, die beiden allgemeinen Lésungen bis zur 
Darstellung der Beobachtungen durchgefiihrt und die Entscheidung tiber die physisch 
richtige der beiden mathematischen allgemeinen Lésungen muss auf Grund der 
Unterschiede B—R getroffen werden. Werden die Beobachtungen durch beide Lisungen 
dargestellt, eventuell nach Verbesserung der ersten Ann&aherungen, so muss eine vierte 
Beobachtung zur Entscheidung herangezogen werden. 

In jedem Falle ist es gerathen, vor der Darstellung der Beobachtungen die halbe 


grosse Axe a aus & = g — a2 + y'2 4+ 2/2 gu berechnen. Man diirfte sich dann wohl 
a 


berechtigt betrachten, etwaige hyperbolische Lisungen, sowie elliptische mit sehr kleiner 
Periode (etwa kleiner als zwei Jahre) von vornherein als unwahrscheinlich zu verwerfen. 


Als Beispiel, wie im Falle von drei mathematischen parabolischen 
Lésungen die physisch richtige Lésung festzustellen ist, médge folgende von 
Frl. Levy ausgefiihrte Bahnbestimmung des Kometen a 1910 aus kurzen Zwischen- 
zeiten dienen. 

Wie in den vorhergehenden Beispielen sind die Beobachtungen bereits auf den 
Jahresanfang 1910.0, einschliesslich der Aberrationsglieder, reducirt. 

Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 132 
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1910, Gr M. Z. @ (1910.0) d (1910.0) Beobachtungsort 
Jan. 18,1287 303092) 52% — 20°53! 27" Rom 

Jan. 19,0166 HO Le oO ep ey Bul Algier 
Jan. 20,0266 310 11 24 —14 25 38 Algier 


Wie im ersten Beispiele ergeben sich die folgenden Hiilfsgréssen: 


AT: 
Rigen jeeies atid Sule oot lett Os4 FOSO4 MELO aN Ma renaeye nays 9,951520 LOG) Te. vest conte 9,992992 
D fs. Ae aus aes 01792080 10) Yi eee O;645605) |icAoets 50 eee 300° 42! 28 
Di hee Rec ae — 0,343865 | log Z’. 1... 9,283051 Do. sts aie 3390 32 45 
RD items Genes aie lee 623320!" | THlOgiews: ans iia 9.997151 098°. (><. seo 9,057539 
AIl. 
LOGiG! ame tore 0,557023 log do” Chet aan mere ty 0,541683 log (tg dy’ . .. . | 0,583929 
Logic! Gre cree tea 1;670800n. | 100106 sme) ues 1,252009n | log(igd)’ . .. . | 1,450666n 
AIll. 
LOO Mseice st st wig « 1,51032n LOGI | Ri Satet Packie 0,60412n 109 N => ee 1,79951 
jg o AF cs, Set ae 8,74264 LOQia/ zee been eae 0,33778 LOG tic om ee 7,51196 
Og Cg ns Rds 9,04095n 
UO URGE: <br fh 0,62217 UII RE Yin aks net oe | 9,63653 lOgidzs = eee 0,49703 
ANDY’: 
WOGTO? Sora mes ae 1,39873 GEA -aeiEL ee ake = 0,011 OeCL = a eee s+ ot + 0.814704 
Logicmees ae 0,63606 log pian eee 24434) \ his =: eae + 0,73413 
lOgiG? Sxl 0,01382 UCM Mo aAE ccs Ge pee akc 8;0.2390" 1/7 anc eee — 274,72 


Da p' > 0 und ¢> 0, so sind nach Anmerkung 1, S. 468, drei parabolische 


3 2 
Lésungen méglich, wenn (4) + (4) negativ ist. Die Rechnung ergiebt: 


(4) a (¢)= — 0,00006. 


Es kommen also drei parabolische Lésungen in Betracht; und zwar findet man, 
unter Anwendung der graphischen Methode, ganz wie im ersten Beispiele, als 


Parabolische Losungen: 


ZA ee eLOLG 7a Zip «es 018643) 2g ee OIOR4 85 
Da die Tafel XVI die Werthe von 1/m fir ~ < 10° nicht enthilt und da in 
diesem Falle ~ = 6'56 ist, so sind die den allgemcinen Lésungen entsprechenden 


Werthe von zg durch Auflésung der Gleichung (91) auf S. 473, unter Benutzung der, 


in der Anmerkung 1, 8. 1001, gegebenen Differentialformel zu bestimmen. Man erhilt 
dann als 


Allgemeine Loésungen: 


SAG ae ch ae 1,0899, ED Oo tod uXGHotkGy 
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Es ist also festzustellen, ob eine und zwar welche der drei parabolischen 
Lésungen innerhalb der Unsicherheit der Lésungen mit einer allgemeinen Lésung 
iibereinstimmt. Auf den ersten Blick ersieht man, dass die beste Uebereinstimmung 
zwischen 2? und zg besteht. Die dem Werthe von 2% entsprechende Parabel ist also 
die vorlaufige Bahn, vorausgesetzt, dass die sofort niher zu untersuchende Unsicher- 
heit von 2% nicht bedeutend kleiner ist, als der Unterschied zwischen 2? und 2%, so dass 
die Parabel tiberhaupt zu verwerfen ware; oder dass etwa gar der niichst in Betracht 
kommende Unterschied zwischen 2? und ¢¢ kleiner als die Unsicherheit von 2% wire 
in welchem Falle natiirlich eine Entscheidung iiberhaupt nicht méglich ware. Eine 
derartige Unsicherheit ist indess, gemass den Erérterungen in der 82. Vor- 
lesung, ausgeschlossen. 

Die Unsicherheit der Lésungen hingt von den Eanvaen ran peraliles n, der in 
diesem Falle vernachlassigten Parallaxe, und den, bei der Bestimmung von a’, 0’, «’, 6” 
vernachlassigten dritten und héheren Differenzen der geocentrischen Be- 
wegung ab. 

Wegen der verhaltnissmassig grossen Schwierigkeit der Beobachtung dieses 
Kometen sollen die durch Vernachlassigung der geocentrischen und barycentrischen 
Parallaxe den Beobachtungen anhaftenden Fehler mit den Beobachtungsfehlern vereint 
gedacht und die letzteren geniigend gross, und zwar auf 15”, angesetzt werden. 


Reducirt man die Differenzen der beobachteten « und 0 auf eintigige Intervalle 
und schreibt die Differenzen wie im fiinften Beispiel, S. 1038, nieder, so erhalt man: 


fi a fi fs 
140647 * 128347 " 
11355,8 ere? 118022 ae 
12710 12318 


Bezeichnet man die Beobachtungsfehler mit ¢,, ¢, e3, so ist der Fehler des Mittel- 


werthes f' offenbar gleich “8% und der Fehler von f° = ¢;—2e+¢, (cfr. auch 
g 2 1 


§.457). Unter der obigen Annahme von e = ¢ = é = ¢; = +15" und indem man 
die Vorzeichen so wihlt, dass die Fehler sich nicht aufheben, sondern numerisch vollauf 
zahlen, erhilt man-also als Maximalfehler von fg und fj den Werth e = 15” und als 
Maximalfehler von f¢ und fj den Werth 4e — 60”. 

Hs eriibrigt, die durch die vernachlissigten dritten Differenzen fa', fj verursachten 
Fehler abzuschitzen. Das Verhiltniss der f” zu den f' in « und O ist 0,225, beziiglich 
0,888. Nimmt man wieder ein gleiches Verhiltniss der f’” zu den f" an, so ergiebt 
sich fy = 644” und fs" = 91", ohne Riicksicht auf das Vorzeichen. Es ist also jetat 


TIL AIT 


7 ee 122" mit fe — 12710” und ns — + ¢ = 30” mit £3 — 12318” zu vergleichen, 


um das Verhiltniss des Fehlers 0a’ zu o/, beziiglich 00’ zu 0’, zu ermitteln. Es ergibt 


1 Uy , 
sich sodann 0a! = 104” und 00! = a 0”. 
am 12h644" 
Um den Fehler in &” abzuschitzen, hat man ee 3 —h = —+t4e wee 3 “ + 60’ = 85” 
1 
mit fa = 2860” zu vergleichen. Es ist also der Fehler 0a” = 33% Ganz ebenso 


findet sich der Fehler 00” = “ aye. 
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Die Rechnung ergab ferner: 
N = a'8tgd — a" (tg 0)’ + (tg 0)" = — 14,987 + 179,800 — 101,786 — 63,027. 


Ausschlaggebend fiir die Genauigkeit von N sind also der Hauptsache nach die 
beiden letzten Glieder. Am wenigsten genau in diesen beiden Gliedern sind aber a” 
und 0”. Die Ungenauigkeit des zweiten Gliedes ist daher der Hauptsache nach gleich 
1/,, seines Werthes, also etwas mehr als 5 Einheiten. In abnlicher Weise hat man 
fiir die Ungenauigkeit des letzten Gliedes 1/,; seines Werthes, also etwa 6 Einheiten. 
Die Maximalungenauigkeit in N ist daher auf etwa 11 Einheiten, also auf 0,17 seines 


Werthes anzunehmen. Fir = ergab die Rechnung den Werth — 274,72 und fiir 
n 
wy = 656. Da N und = einander proportional sind, so ist die Maximalungenauigkeit 
yon be gleich + 0,17 (274,72) == 47 Einheiten. 
m 


Da nun die Tafel XVI die Werthe von 2 fiir ~ < 10° nicht enthalt, so kann 


man in diesem Falle aus derselben auch nicht den angenaherten Differentialquotienten 


pu 


ee 
0@ 
kann sich aber dadurch helfen, dass man diesen Differentialquotienten durch Differentiation 


der Gleichung (91) auf 8.473 ableitet und erhalt sodann, wenn man noch zur Abkiirzung 
Ps 


direct (nimlich durch Division der entsprechenden Differenzen) entnehmen. Man 


e2—22Ace+t1 = u? setzt: 
1 
om a8 iC at 
ee  & ud m 


Fir die den beiden allgemeinen Lésungen entsprechenden’ Werthe von 2, 
nimlich 2? = 1,0899 und 2¢ = 0,8810, fiir welche log r4 = 9,16743 und log r4 = 9,19766 
sind, erhalt man dann, wenn 02, = 02, = 0,01 gesetzt wird: 


1 
1, o— = 88,1); 2. Ws = — 33,16. 
m m 


: Li ; ; : 
Das Vorzeichen von lupe ist natiirlich nicht von Belang. Da nun die oben ab- 


geleitete ungefahre Unsicherheit 7 - = AT ist, so ergiebt sich also fiir die Unsicherheit 
der beiden allgemeinen Werthe von 2: 
4 #4 = 0,0123; 4 et = 0,0142. 


Ks stimmt daher nur die zweite parabolische Lésung, fiir welche 2? =0,8643 
ist, mit der zweiten allgemeinen Lisung, fiir welche 24 —0,8810 ist, hinsicht- 
lich der Unsicherheit der Lésungen iiberein, denn es ist die Differenz 
23 — ef — 0,0167 nur um Weniges grésser als die Unsicherheit 424 = 0,0142. 
Die beiden anderen parabolischen Lésungen sind daher zu verwerfen. 

Die parabolische Liésung 2% liegt zwar etwas ausserhalb der Uebereinstimmungs- 
grenze mit der allgemeinen Lisung 24; da aber die Unsicherheit einer allgemeinen 
Lésung immer nur angenahert, wie oben, bestimmt werden kann, so ist kein Grund 
vorhanden, die einzig in Betracht kommende parabolische Lisung zu verwerfen. 
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Dem in der Astronomie gegenwartig bestehenden Gebrauche gemiiss, wonach 
die Parabel als Lésung zu betrachten ist, wenn auch die Beobachtungen durch eine 
solche dargestellt werden kénnen, ware also die Rechnung mit dem Werthe 2, genau 
wie im ersten Beispiele, fortzusetzen. 


Wenn statt der geschlossenen Ausdriicke, wie sie in den Beispielen 3, 4 und 5 
angewandt wurden, die Reihen fiir /, g, Of, 0g geniigen, so rechnet man ohne Unter- 
schied der Excentricitat der Ausgangsbahn nach den Formeln Bou, I— VI. Wegen der 
Einfachheit der Rechnung kann ein Beispiel hierfiir tibergangen werden. 

Die directe Berechnung einer Kreisbahn unterscheidet sich so wenig von der- 
jenigen einer Parabel, dass auch hierfiir ein Beispiel unnéthig erscheint. 


Ill. Die Bahnbestimmung 
mit sofortiger Berucksichtigung der Storungen. 


Bei der Bahnbestimmung mit sofortiger Beriicksichtigung der Stérungen handelt 
es sich um die Berechnung von geniherten osculirenden Elementen in dem gewdhn- 
lichen Sinne und um deren Verbesserung auf differentiellem Wege, auf Grund der 
Beobachtungen. Es ist also beabsichtigt, ausser der Anziehung des Centralkérpers auch 
derjenigen der stérenden Kérper von vornherein Rechnung zu tragen. Dabei sollen alle 
K6rper als Massenpunkte betrachtet werden. Der Einfachheit halber soll hier auch 
nur der Fall, dass ein stérender Kérper in Betracht kommt, behandelt werden. Der 
Fall, dass mehrere stérende Kérper oder Stérungen durch Abplattung zu _beriick- 
sichtigen sind, lasst sich in ganz ahnlicher Weise bearbeiten. 

Die hier vorgeschlagene Methode kann zunichst auf Trabanten, welche zur Zeit 
der Entdeckung starken Stérungen, wie z. B. von der Sonne, ausgesetzt sind, angewandt 
werden. Doch diirfte sie auch bei kleinen Planeten und bei Kometen, welche von 
einem der grossen Planeten betrachtlich gestért werden, zur Bahnbestimmung dienen. 

Den Anlass zur Aufstellung der Methode boten die Schwierigkeiten, welche die 
Berechnung der Bahnen von Monden bereitet, welche vom Centralkérper weit entfernt 
und starken Stérungen unterworfen sind. 

Zunichst sollen zur Zeit einer, nahe der Mitte der Beobachtungszeiten gewiblten 
Epoche ft, zu welcher die Beobachtung #, 0 gehéren soll, die Geschwindigkeiten und 
Beschleunigungen «’, 6’, «”, 0” ermittelt werden. Sind diese einmal bekannt, so kann 
das Problem in ahnlicher Weise gelést werden, wie die in der 82. Vorlesung entwickelten 
directen Methoden der Bahnbestimmung. Man wird sich vorerst graphisch vergewissern, 
dass die geocentrische Bewegung des gestérten Kérpers nicht all zu unregelmissig ist. 
Dann benutzt man fiinf, sieben oder eventuell mehr Oerter, und verfahrt wie in der 
Anmerkung 1, 8.456. Es ist aber zu beachten, dass man nach den Entwickelungen 
des I. Abschnittes oft aus einem kiirzeren Bogen genauere Geschwindigkeiten und 
Beschleunigungen ermitteln kann, als aus einem lingeren. Es sind nur geniherte 
Werthe erforderlich, da man doch stets zur Darstellung des ganzen gegebenen Materiales 
eine Bahnverbesserung, eventuell mit Anwendung der im II. Abschnitte von Vorlesung 82 
gegebenen geschlossenen Formeln unternehmen wird. Die Verhiltnisse lassen sich leicht 
durch einen Blick auf die Curven der beobachteten Rectascensionen und Declinationen 
entscheiden. Liegen die Verhiltnisse sehr ungiinstig, das heisst, ist die geocentrische 
Bewegung sehr unregelmassig, so ist es geraten, die Geschwindigkeiten und Beschleuni- 
gungen des Positionswinkels und der Distanz in Bezug auf den Centralkérper zuerst zu 
ermitteln, und diese dann in o’, 0’, «'’, 0” zu verwandeln. 

Wir wollen also jetzt annehmen, dass zur Zeit ¢) die Gréssen a, 0, a, 0’, a’, 0” 
des Massenpunktes mit unbekannter Bahn gegeben sind und nun die Lésung der 
zweiten Aufgabe vornehmen. Dabei soll hier nur, wie bereits oben festgesetzt wurde, 
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ein einfacher Fall behandelt werden, und zwar der Fall, dass die Bahn eines von der 
Sonne stark gestérten Trabanten aus den Beobachtungen zu bestimmen ist. 

Die Lésung kann in verschiedener Weise vorgenommen werden, je nach der Wahl 
der Coordinaten. Sehr bequem gestaltet sie sich, wenn man das Problem als die Um- 
kehrung der Encke’schen Methode der speciellen Stérungsrechnung auffasst. Bei der 
Rechnung der speciellen Stérungen handelt es sich ja darum, aus osculirenden Ele- 
menten die gestérten Coordinaten zu ermitteln, wahrend im Vorliegenden erstrebt 
wird, aus den Beobachtungen (gestérten Orten) osculirende Elemente zu bestimmen. 

Gemiss unseren bisherigen Voraussetzungen nennen wir die drei in Betracht kom- 
menden Kérper ,,Trabant“, Planet“ und ,Sonne“. Wir nehmen an, dass die Masse 
des Trabanten der Null gleichgesetzt werden kann und bezeichnen mit m die Masse des 
Planeten, in Einheiten der Sonnenmasse. 

Es seien ferner zur Zeit t,: 


peeos 0;. 0. == 9 cos 0, ah eis 

Coordinaten des Trabanten in Bezug auf die Erde, 
COO pmy ere Si—=" 2°08 C, fis Wi 

Coordinaten des Trabanten in Bezug auf den Planeten, 
[a], [d], [r], [s] = [r] cos[d], [«], Ly], [2] 

Coordinaten des Trabanten in Bezug auf die Sonne, 
(%), (9), (@), (6) = (@) cos (9), (§), (n), (§) 

Coordinaten des Planeten in Bezug auf die Erde, 
(a), (4), (1), (8) = (r) cos (a), (z), (y), (4) 

Coordinaten des Planeten in Bezug auf die Sonne, 
ie les = cos), XxX, Y, Z 

Coordinaten der Sonne in Bezug auf die Erde. 


Dann sind die Bewegungsgleichungen des Trabanten in Bezug auf den Planeten: 


Bp nem of A 
Setzt man: 
ke = (k)?s Ree ai Le = 0"; = y"; ae = (2) 


wobei also die Zeiteinheit gleich - 


man aus den Gleichungen (1) die folgenden: 


mittleren Sonnentagen angenommen ist, so erhilt 


1 alt (=). @) 

w= — ala + ol oa aC 

“ie ne ot LCI ge Beane Ce 
Ah ae ae |S te alia eh Me 1s if (r)3 (3) 


Me Pay 2G), Sele) 
ne ls tol ?irp +? (@®p 


Beachtet man, dass 


=~ —® 9 =1 —(@), «© =t —() 1 ae 
i — é” a (6)4 y"" _ y" = (n)", gl! —_ ce _ ee) (4) 


®@-@M=|% M-O=]% ©-O=4'-+:° 98 
so kann man die Gleichungen (3), wie folgt, schreiben: 
Pal x @ i 
e+els + Ps] = bY oa by + (8) 


=Diy tr Bray --9 > @ 


" ries as We Z ©) 
gre E + or =~ gee! [r}8 nas (ri + (&)" 

Mit Vernachlissigung der Erdmasse, sowie der Stérungen des Planeten und der 
Erde lassen sich die Beschleunigungen (&)’, (7), (§)” des Planeten mit Hiilfe der Be- 
wegungsgleichungen des Planeten und der Erde in Bezug auf die ‘Renbs bequem elimi- 


und dass 


n+ 0[5 + os 


niren. Zuniichst hat man: 


= +X", GY =O" tY, "=O" +2". ... 0) 


und dann, gemiiss der Bewegung um die Sonne: 


(x)" = — (z) QL + ty (y)' = yw Clogne ih): (e)’ = eat N' (ls 


rj yy Lp io 

(r) Z a A -(”) (8) 
rer rut ott ad 
RS eTe aie eg ae gira Seen 


Ks kénnen jedoch auch genaue Ausdriicke fiir die Beschleunigungen (§)”, (m)” (§)"” 
aufgestellt werden. Doch soll auf dieselben hier nicht weiter eingegangen werden, 

Substituirt man nun fiir (&)”, (y)", (6)” die Ausdriicke (7) und (8) in die Glei- 
chungen (6), so hat man zuniichst fir die Summe der drei letzten Glieder rechter Mand 
der ersten Gleichung: 

x («) " 1 (x) 
if [r]8 “ip he (r)3 5 F. (6) : =" = yX (5 “at a) (r) eo (9) 
und analoge Ausdriicke fiir die beiden letzten Gleichungen. 

Die Gleichungen (6) sollen dazu ees die geocentrische Distanz @, deren Ge- 
schwindigkeit @’ und deren Beschleunigung @”, oder auch 6 = @cosd, 6’ und 6” aus 0, 
0,0, 0’, a, 0” zur Zeit t) zu bestimmen, Zu diesem Zwecke sind durchweg Polar- 
Sarcinaten in die Gleichungen (6) einzufiihren. 

Durch zweifache Differentiation der Ausdriicke: 

E=<dcose, y==csne, €=cigd..... . Wee 
erhilt man mit Riicksicht auf die angenommene Zeiteinheit von ie) mittleren Sonnen- 
E" = 6" cosa — 26! sinaa’. — 6 sin aa!’ — 6 cos 0 (c')? | 
yn” = 6" sina + 26' cosa!’ — 6 cosao!” — 6 sin a (a’)® 
6" = 6" tg0 + 20'(tgd) + o(tgd)" 
Ausserdem hat man zur weiteren Kinfiithrung von Polarcoordinaten: 
(6) = (0) cos), (n) = (0)sin(a), (@) = (6) 00) 
(«) = (s)cos(a), (y) = (s)sin(a), © (#) = (s)tg(@) $: + + > = CQ) 
X = Scos A, Y = Ssin A; Z = Stow | 


tagen: 


(11) 
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Setzt man nun der Reihe nach die Relation (9), (10), (11) und (12) in die Glei- 
chungen (6) ein, so entstehen die folgenden Gleichungen zur Bestimmung von 6, 6’ und 6”: 


6" cos — 26'sinaw’ — 6sinaa’ — 6 cos 0% (o')? | 


ay (G) cos (0) 
+ 6 cos o E i orl = 73 | ee 0) 


+ yScosA E _ a a) ia) ae) 
vu (r)8 
6” sin & + 26'cos me’ + 6 cosau!’ — 6 sinu(a')? 
eatin e E = 2] = (6) sin (a) 
Lr} te | M 
Ki (s) sin (a) 
+ ySsinA Fe — | — Se 
: ean Ci. 
6" tgd + 20'(tg0)’ + G(tgd)” 
(6) #9 (9) 
+ ot 3 |= ads 73 e Jaa ae CUS) 
l (s) tg @) 
+7802 |5E— ae] 

Addirt man die Gleichungen (13a) und (13b), einerseits nachdem die erste mit 
coso%, die zweite mit sina, anderseits nachdem die erste mit — sina, die zweite mit 
cos% ultiplicirt worden ist, und behilt die Gleichung (13c) unverandert bei, so 
erhalt man: 

(9) 


o" +5 [=—(@) ee ere 


- (13b) 


il (14a) 
na) FF om al cos [A — «%] — ou i cos [(a) — a] 
26a! + 6a” = 5 sin[(«%) — o] | 
(14) 
+ 78[ = Bl sinta — oq — & sint — a | 
6" tg + 26! (tg 0y' 16 ES i. (tg 0)’ + y | 
(14¢) 


— 2) tg (0) + yS (aa al tg D — o; tg (4) 


In diesen Gleichungen sind y, «, 6, «', 6’, «’, 0”, (6), (a), (0), (r), (a), (4); (s), BR, A; 

D, S bekannte Gréssen, (tg 0)’ und (tg0)” ergeben sich aus: 
(tg 0) = sec? 00"; 

(tg 8)" = sec? 6 [2 tg 0(0’)? + 0”) |: 


Als Unbekannte erscheinen 6, 6’, 6”, r und [r]. 

Durch Auflésung der Gleichungen (14) lassen sich 6, 6’, und 6” als Functionen 
der Unbekannten r und [r] und bekannter Gréssen darstellen. In der ersten und dritten 
der Gleichungen (14) enthalten die Coéfficienten von © zwar die Unbekannten r 
und [r], aber die Determinante der Coéfficienten von 6, 6’ und 6” ist von denselben 
unabhingig. Diese Determinante, welche also nur bekannte Gréssen enthalt, soll mit 
24 pbezeichnet werden. Substituirt man nun die Ausdriicke rechter Hand der Glei- 
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chungen (14) an Stelle der Coéfficienten von 6 in 24, so erkennt man sofort, dass die 
so entstehende neue Determinante sich als die Summe von drei Determinanten schreiben 


lasst, von denen die erste den Factor os die zweite den Factor a al und die 
Q r8 [r]s RB 
dritte den Factor ——\ enthilt. 3 
oy 
Setzt man also, weil: 
A = (a!) tg 8 — a! (tg) + of (tg 0)", (16a) 
noch: 
An =—S {(tgdcos[A — a] — tgD)o! + sin| A — a] (tg 0)’'} | 
A(x*) = — (6) {(tg 0 cos[(%) — a] — tg(0)) a’ + sin[(a) — a] (tgd)’} > - 6b) 
A(x] = — (s) {(tgOcos[(a) — «] — tg(d))o + sin[(a) — a] (tg yi 
so ist: 


iz Witeeete (dea hy. . 
6 =F la al- (ns J (17) 


oder auch, wenn man die Hiilfsgréssen 


i Ue bape 
~ cos 0’ pus i (18) 
i ey Ve ces Ld ee 1. mix 
Ora -. [5 | ae ee Sa 
einfiihrt: 
E F 
O= a tip t & 7+ > + se 


in welcher Gleichung HE, F und G vollstindig bekannte Gréssen sind. 

Zur Bestimmung von @, r und [7] sind noch zwei weitere Gleichungen nothwendig. 
Diese Gleichungen erhilt man aus den beiden Dreiecken, welche von Erde, Trabant, 
Planet und von Erde, Trabant, Sonne gebildet werden. Bezeichnet man namlich den 
bekannten Winkel an der Erde in dem einen Dreieck mit #, in dem anderen mit [v], 
so bestehen die Relationen: 


r? = (9)? + 9? — 2(e)Qcosy | 

[r}? = BR? + @? — 2Recos[y] J 

welche in Verbindung mit (19) die Bestimmung von e, r und [r] gestatten. Es mége 

hier noch angedeutet werden, dass die Auflésung der Gleichungen (19) und (20) sich 
in verhaltnissmissig einfacher Weise durchfihren lasst. 

Sind jetzt einmal die Distanzen des Trabanten vom Planeten und von der Sonne 
bestimmt, so kann man auch den Centralkérper bestimmen. 

Wir wollen jetzt den Fall setzen, dass es von vornherein ausgeschlossen sei, eine 
sichere Annahme iiber die Natur des neu entdeckten Kérpers zu machen, wie dies z. B. bei 
dem achten Jupitermonde der Fall gewesen ist. Dann ergiebt sich aus dem Vor- 
hergehenden, ob der in Frage stehende Kérper ein Trabant oder ein kleiner Planet 
ist. Die Lésung der Aufgabe aber bleibt ganz dieselbe. 

Somit ermdglicht das hier angegebene Verfahren nicht nur eine Bahnbestimmung, 
sondern es giebt auch Aufschluss iiber die Natur des Kérpers. 

Nachdem 6 ermittelt worden ist, ergiebt die Gleichung (14b) noch o’. a 
erhalt man 6” aus (14a) oder (14c). 

Im Weiteren verfahrt man ganz Ahnlich wie in den directen Methoden des 
I. Abschnittes der 82. Vorlesung. 


(20) 
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Wie aus dem Vorhergehenden ersichtlich ist, enthalt die vorliegende Methode eine 
Verallgemeinerung der soeben citirten Methoden der Vorlesung 82. Vernachlassigt 
man in den vorangehenden Formeln die von der Sonnenmasse abhingigen Glieder, so ent- 
steht eine Methode, eine ungestérte Mondbahn zu berechnen. 

Zur Berechnung der Elemente dienen die Coordinaten x, y, 2 und die Geschwindig- 
keiten wv’, y', 2’. Die ersteren erhalt man aus den Gleichungen (4), erste Zeile, und die 
letzteren aus: 

gr! a é! bite (Ee); y — n! =e (ny; Z — fa! ee (ys 
wobei &’, 7’, € sich aus 0’, «’, (tg0)', wie im I. Abschnitte der 82. Vorlesung berechnen, 
und (&)’, (7)’, (€)’ sich aus den Planetenephemeriden der astronomischen Jahrbiicher durch 
numerische Differentiation ermitteln lassen. 

Die Bahnverbesserung gestaltet sich ganz ebenso, wie in der 82. Vorlesung, 
nur sind bei der Berechnung der Unterschiede (B — R) die durch die in Betracht 
gezogenen, stérenden Kérper verursachten Stérungen zu beriicksichtigen. Am besten 
berechnet man diese Stérungen nach Art der Encke’schen Methode. 


133* 


Siebentes Beispiel. 


Beispiel der Bahnbestimmung mit sofortiger Beriicksichtigung der Stérungen. 


Als Beispiel dieser Methode mége folgende, von Herrn Prof. Crawford, unter 
Mitwirkung des Herrn A. J. Champreux durchgefiihrte Rechnung der durch die Sonne 
gestérten Bahn des siebenten Jupitertrabanten aus folgenden Beobachtungen, welche 
dem Lick Observatory Bulletin Nr.78 entnommen sind, dienen, wobei zu bemerken ist, 
dass die Beobachtungen bereits auf den Jahresanfang, einschliesslich der Aberrations- 
glieder, reducirt sind, sowie, dass dieselben auf das Erdcentrum mit der Parallaxe 
Jupiters reducirt sind: 


Gr. M. Z. ot (1905.0) J (1905.0) 

I 1905, Jan. 3. 154 12m os 1h 16™ 2368 4. 7913! Bylo 
II 1905, Jan. 28. 14 58 oO Y 27 44532") 88) 18 one 
III 1905, Febr. 8. iss AKON <6) 1 34 40,59 |}\+ 8 55 18,0 
IV 1905, Febr. 21. LS, 257 0 1 44 2,98 | + 9 43 51,6 
V 1005, Marz 6. 15) 540, 0 1 54 24,15 | + 10 35 49,9 


Als Epoche wurde das Datum der dritten Beobachtung gewahlt. Unter Annahme 
von Newcomb’s Werthe der Jupitermasse erhalt man aus Formel (2): . «© 


LOGIC i Seance ee 6,7255344, VOGH stony ts. cae 3,020094. 


Aus den obigen fiinf Beobachtungen wurden die geocentrischen Geschwindigkeiten 
und Beschleunigungen nach den Formeln der Anmerkung 1), Seite 456, abgeleitet, wobei 
die Zeiteinheit gleich 1/(k) mittlere Sonnentage ist. 


LOG) Ge peee sap oes one: 0,743547 UGG UGIOM com oh ks 0, 299872 
UD CHATS cries ats ee 2,069686 LOQICEGIO) Ue ene 1,523510 
Aus der Gleichung (16a) erhalt man: 
(Raya ios Med Se, bk Ais 1,352830n. 


Den American Ephemeris und Nautical Almanac fiir 1905 entnimmt man die 
heliocentrischen Jupitercoordinaten fiir die Epoche: 


(Ue Saas Laie 35° 28! 34/'6 
(O) Sion rtes es ai —1 10 36,0 BOO 
LOG). aye 0,696347 
Diese auf den Aequator transformirt, werden: 
GG) eee nee ee ne ees 33° 34! 39/6 
LOG tgs) meer rire si eae ~9,3364.97 
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Die Coordinaten der Sonne fiir die Epoche sind: 


DS 9 Vt, eee ae ee a + 0,7529310 
J) 5! Ue A= ae cae eee Oe — 0,5851685 
Mics, renter ae OnE SP — 0,2538530 
LOGE er eee) oes suis 9,9942280 
AUS Fao Sees yea EES Pig att 322° 8! 45/'9 
WOG TOI eas tre A, 0,425222n 


Wiederum aus den American Ephemeris und Nautical erhalt man fiir die geo- 
centrischen Jupitercoordinaten zur Zeit der Epoche: 


(Come wats S Sey ef hs 1h 34™ 34514 
(Og. Seo eee co ee ae + 8°41! 1/8 
UGG) ests “eae, ae he aS a eee 0,724258 


Aus den geocentrischen Coordinaten des Trabanten, Jupiters und der Sonne, 
ergiebt sich: 


StM AL. . | 7,021288 


cos. . . | 9,999996 | cosy] |  9,618345 


Die Formeln (16b) ergeben nach der Division durch 2: 


LOQRMME te RS) mie 7,761025 
Hogs Alec ee te ae AS 6,704818n 
LOGICA air le- Wnty ahs 7,721069 


LOGE Meaty athe es os me 7,726356 
UOT LB eck® sited eins mere Ale ae Mae 0,786406 
UNC ls oo: ele eae eA oe 0,803722n 


und somit fiir (19), (Coefficienten logarithmisch): 


@ = [7,726356]r—* + [0,786406][r]-* + [0,803722,]. 


Aus dieser Gleichung miissen nun, in Verbindung mit den Gleichungen (20), die 
unbekannten Gréssen e, r und [r] bestimmt werden. Die Auflisung der drei Gleichungen 
kann in verschiedener Weise vorgenommen werden. Es soll hier eine Gleichung . fiir 
die verhiltnissmissig kleine Grésse r aufgestellt werden. Setzt man in der Gleichung (19) 
F 
eT 
erhalt man.folgende Gleichung zur Bestimmung von r: 

v8 — {[(e)cos — HH}? + (0)?sin?y} ro + 2E[(e) cosh — H|r? — E? — 0, 
oder, indem man nach r? auflést: 


CON bis yr? — (0)? sin? p 
a (e)cosp — H ; 
worin also noch H eine yon der Unbekannten [r] abhingige Hiilfsgrésse ist. Die 


Gleichung fiir r? kann durch Versuche gelést werden, indem man im ersten Versuche in 
dem Ausdrucke fiir H die heliocentrische Distanz [r] des Trabanten gleich der helio- 


1: G und eliminirt dann 9 und [r| aus den Gleichungen (19) und (20), so 


rs 
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centrischen Distanz des Jupiters setzt, und indem man ferner zunichst in dem Ausdrucke 


fiir r> auf der rechten Seite das mit der Quadratwurzel multiplicirte Glied vernach- 
lassigt, so dass: 


pi a eet, 
(e) cosy — H 

Weiter kann man: 

1. den soeben berechneten Werth von r in das mit der Quadratwurzel multiplicirte 
Glied einsetzen, waihrend der erste Werth von H noch beibehalten werden kann. Man 
erhalt dann zwei Werthe von r aus der Gleichung fiir r3, von denen der eine dem 
positiven, der andere dem negativen Vorzeichen der Quadratwurzel entspricht. Mit 
diesen beiden Werthen von r wird die Berechnung von r aus der Gleichung fiir r? fort- 
gesetzt, indem man fiir jeden der beiden Werthe von r das entsprechende Vorzeichen 
der Quadratwurzel beibehalt, und zwar so lange, bis keine weitere Aenderung der beiden 
Werthe fiir r eintritt. Es muss aber jetzt noch die erste Annahme fiir H verbessert 


: E 
werden; zu diesem Zwecke berechne man zunichst 9 = =A + H aus (19), und zwar fiir 


beide Werthe von r, und dann [r] aus der zweiten der Gleichungen (20) fiir beide Werthe 
von g. Mit den beiden Werthen von [r] berechne man fiir jede der beiden Lisungen 
eine zweite Annaherung fiir H, und wiederhole dann die Berechnung von r aus der 
Gleichung fir r3. Dabei wird man aber sofort in dem mit der Quadratwurzel multi- 
plicirten Gliede die letzten aus der ersten Annaherung von H erhaltenen Werthe von r 
einsetzen. Diese versuchsweise Bestimmung von r fiir beide Lésungen wird nun fort- 
gesetzt, einerseits fiir einen bestimmten Werth von H, andererseits indem man mit dem 
letzten Werthe von r die Werthe von oe, [r] und H neu bestimmt, und zwar so lange, 
bis Aenderungen nicht mehr eintreten. 


Oder man bestimmt: 


2. die successiven Annaherungen von r durch folgende, leicht abzuleitende Differential- 
formel, einmal, indem man den ersten Werth fiir H beibehalt, und dann wieder mit dem 
in derselben Weise wie oben verbesserten Werthe von H: 

— M 
sat yee [4r? — 3 (0)? sin? p | 


v 3K Vr? — (0)? sin y) 


3 vasa 2 ony 2 
Ae yee eee a (0)? sin? p 


MPS 


wo 


und 
K = (0) cosy — H, 


worin das obere Zeichen im Nenner des Ausdruckes fiir 0r dem oberen Zeichen in dem 
Ausdrucke fiir 73? entspricht, so dass also wiederum zwei Lésungen erfolgen. Es ist am 
besten, in jedem einzelnen Falle die Art der Auflésung den gegebenen Verhiltnissen 
anzupassen. Im vorliegenden Beispiel wurde das erste Verfahren angewandt, wahrend 
bei der Berechnung der gestdrten Bahn des achten Jupitertrabanten sich das zweite 
Verfahren bewiahrt hat. In anderen Fallen wiederum diirften andere Verfahren der 
Auflésung der Gleichungen (19) und (20) vortheilhafter sein. 

In der nun folgenden Bestimmung von r soll der in der Gleichung fiir r? dem 
+-Zeichen entsprechende Werth von r mit r,;, der dem —-Zeichen entsprechende Werth 
mit 7, bezeichnet werden. Die successiven Anniherungen fiir r, und r, sind mit 
rémischen Ziffern bezeichnet. 
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Erste Annaherung fir H: 


z II III, nr, II, 1, 
ee a ee 
log TE ee re 0,786406 log ee Dy Ube 7,774254 11,7°16090 1772408 
cology... .... 7.910959 | (o)*sin?p .... : 6,691092 6,691092 6,691092 
log li i) O° Oy oe SOMO ae 8,697305 Sub. OMG cd 1D) au oo 9,962572 9,962737 9,962405 
log aS Care gs i. 0,803722n tog Dif. 7,136826 7,738827 1,734813 

ot). Cho: cae es 9,996587 LOguyDbitsane Ve ta 3 8,868413 8,869414 8,867406 
g 
toy ti 0,800309n | logr?. . . . 6.661382 Aen ae 6 6586i2 
ag (a) a eee |ilegr® Vile. 5,529795 | 5,533549 | 5,526018 
ica 2 Le ae 5 VOGE Ears sete <r 1,126356 
log hee co ee ey Beate Add.. 0,002753 0,002777 
pee. Ee Une hm ct 7,729109 | 7,729133 
a oe (CEE ie eae oe 6,664135 | 6,664159 
0S Ses eis eon! log r, 8,888045 8,888053 
Sub Us Lobca: it foecMecn ns 9,997 230 9,997253 
Dif. . 7,723586 7,23609 
log rs 6,658612 6,058635 
LONE) Peas ates 8,886204 8,886212 
Zweite Annaherung fir Z: 

Ty Ti ry, 1 
OOM ec) as he 6,664.159 OlOSSOSSMILOGHE ae cs 0,786406 0,786406 
Me RSS eae 7720356 7,726356 | log [r]® Mon ee 2,070283 a 
WOGEE Yigg Ot ss ss 1,062197 1,067721 | log £[r]—3 UO’ oe 04. 
TOGREUE se 5 Ss 0,800309n OISOO3 007/000 Gur ae = a cee 0,803722n 0,803722n 
BU he es 9,917836 9,929941 | Add. 9,996436 9,996736 
LOGON) 0.718145 0,730250 | log H 0,800158n | 0,800458n 
log 0° 1,436290 1,460500 
0G 2ii>s «0 & Oagmowe 0,295258 0,295258 (og KY cos w | 0.724254 0,724254 
WGICOSAMP tess: 2: 9,618345 9,618345 BO aa se See ey! 
log (IIL = 2¢ & cos [y] 0,631748 | — 0,643853 a [(e) cos p — H] 1,06489 
log (I= R’) 9,988456 
Mk. 5 + 0,97377 |+ 0,97377 
TUL s oto 9 oon ee + 27,30800 |+ 28,87353 
— IIT — 4,28300 |— 4,40406 
Pipe ol + 23,99877 |+ 25,44324 
(Ga EAP ee 1,380189 1,405572 
og) "|| oo Se ae 0,690094 0,702786 

TOY Se IV, 1, 
GIG” 2 ave a Shoe pee ae 7,'776100 71,7724.24 
(OPE WS a ce clo = 6,691092 ee 
SUDS oie to a ee Seon 9,962738 9,9 ; i 
(agpWtinis. coteot oe delle i. 7,138844 cee 3 
Homi Ditters ates 8,869422 867415 
aoe (oa tb eee os COPE 6,664159 6,658635 
logr® VDiff. . . . . 5,533581 5,526050 
ING 5. A see 0,002777 
SUIMIMO Res cia et ech ea cs 7,729133 
INORMOrEPEEAE at eat et 1,064892 
LOGmeamemeh =e elas 6,664.241 
ie ae 8,888080 
f. 8s 9,997253 
ae ig 7,123609 
one te 1,065055 
ae ee 6,658554 
OUT es nae 8.886185 
VOGUE Eu Ai Gi ether Ges 
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Dritte Annaherung fir H: 


eT 


rT) T3 
ee ee a ee ee 
USP eee kao GP eat ee COS 6,664.24.1 6,658554 
LOG Tea icy a Carat ie rea: 1,062115 1,067802 
log II = H) 0,800158n 0,8004 58 
DN (es Coareel Gk oie cui 8 tar 9,917989 9,929793 
log @ 0,718147 0,730251 
log @° 1,436294 1,460502 
log III 0,631750 0,643854 
D bec Tassie gk etohakay GRRE RC + 0,07377 + 0,97377 
fai Ate Mera ee tee ee ts taghionm + 27,30825 + 28,87307 
—1ll — 4,28302 — 4,40407 
[r}?. . + 23,99900 + 25,44337 
log By Mer Seeley 1,380193 1,405574 
Logilai|it eee oa een re 0,690096 0,702787 


Diese Werthe von [7] stimmen so nahe mit den aus der zweiten Annaherung fiir H 
berechneten iiberein, dass die zweite Annaherung fiir H sich als geniigend erweist. Somit 
sind also auch die vierten Anniherungen von 7, und r als endgiiltig zu betrachten. Im 
Weiteren soll die dem Werthe von 7, entsprechende Lésung als erste Lésung, die dem 
Werthe von r, entsprechende als zweite Lésung bezeichnet werden. 


Berechnung von o und o’!: 


Erste Zweite 
Loésung Lésung 
ROP YEG nina NG sa Ges ne 0,718147 0,730251 
cos 0 9,994713 
100) O>.. 5. saan ee Ons 0,712860 0,724964, 
Nach Gleichung (14b): : a 
UO ROUS Veh 6 eigen 6 0 Dio O58 2,069686 
log I=’) . 2,782546 2,794650 
CUMS. Boe, dod 3 ot 35335759 3.341446 
10g(G) Fen. ee enon 0,719250 0,719250 
sin|(@)—a]... . 6,675247n 6,675247n 
UOTE Motes Bi to, x aot aS 0,730250n 0,735943n 
COLGG |F\ 1,929712 7,891639 
COLOGMU ct ene ne 0,017316 0,017316 
Sb 557 oe erg os eee 9,996436 9,996736 
LOG Nelle eee weeoe cine geoee 0,013752n 0,014052n 
SIN(AaRG) 2 3s sen dey % 9,943994n 9,943994n 
NGOS eg Soe ab) Beas cele 9,979360 9,979300 
logy. 3,020094 3,020094 
log LIL 2,957200 2,957500 
UN Opes tan dG velo oede ae 0,686353 
colog (r)* 7,910959 
sin |(a) — a] 9,235709 
log LV is Sawa 7,833021 
ee RR eat i al lc ass Wales s, 20001020 — 623,2329 
WY Rm eae are Me . 1587185 — 5,4443 
LEE os Aes oe) eats 900,500 --+ 906,7760 
See Bat DE GN Sac —  0,0068 — 0,0068 
OE Rs ent, Pamioe oh 2 + 294,6668 -+ 278,0920 
LOG Stale e tas ciara Te wee 2,469331 2,444188 
(QORSCE eee wth Geol oo 0) "sc 1,044577 
lOg OL pete. fe eae 1,424754 1,399611 


Sos iG os 


Die jovicentrischen Coordinaten «, y, z,r und Geschwindigkeiten x’, y', 2’, r’ erhialt 
man jetzt aus den Formeln AV, indem die geocentrischen Coordinaten und Geschwindic- 
keiten des Jupiter an Stelle derjenigen der Sonne treten. Die hier angegebenen aon 
centrischen Geschwindigkeiten des Jupiter wurden nach den Formeln der numerischen 
Differentiation aus den geocentrischen Coordinaten des Jupiter fiir Februar 1,0, 5,0, 9,0, 
13,0 und 17,0 berechnet, wahrend diese letzteren geocentrischen Coordinaten aus den 
entsprechenden Werthen von («), (0), (@), welche den American Ephemeris und Nautical 
Almanac fiir 1905 entnommen werden kénnen, durch Transformation abzuleiten sind. 
‘Die Zeiteinheit ist wiederum 1/(k) mittlere Sonnentage. Man erhilt dann: 


log (5)' Pe see cs er aol 1,115899 
log (n)’ 3. Gi ai Lees Oana tees : 1,530699 
WOOK) Matte ata = «= oe 1,172561 


Fiir die Werthe der jovicentrischen Coordinaten und Geschwindigkeiten ergiebt 
sich sodann: 


Erste Zweite 
Lésung Lésung 
UDG bal) rey eee te 8,85176n | 8,79625 
KS] OE Sane, aaa Ceara eta 8,45400n 8,47899 
UOTE Soe eee wba Aut. 8,01177 | 8,52087 
LOGE Gast en Wap 3 Fon see 9,27024n 0,27435n 
WOOP cnet ass Ree ts 0,46734 0,48758 
log 2! 3220 See CRC ete eats ee 9,60898n 9,54432n 
WOO amon neta tes, seis rise ; 9,98330n | 9,67826n 
Als Elemente erhalt man aus A VII 2: 
Cents oleae ee sin ath denen aah 170° 26/ 58” Becigottol 
(Ol, tL eee eae 328 54 25 280 47 45 ae 
(6° ee eee 278 40.44 189 15 19 : 
53 > “}: \oadhhlao apap oieebea(cmeriess 26 21 10 7 34 56 
ROGET. aliry e402 petri ss 8,70743 8,88988 
2 eee 2915044 1340879 
P, in mittl. Sonnentagen 167,4073 255,5376 
Hpoche héebr. . °c... . 3 8,60178 8,60093 
o 0 a 241° 26! 13” 281° 13! 48” 


Um zu entscheiden, welche von den beiden Bahnen die physisch richtige ist, sind 
die Unterschiede B—R aus beiden Bahnen entweder fiir einige, nicht zur Bahn- 
-bestimmung herangezogene Beobachtungen, welche innerhalb des Intervalles zwischen 
der ersten und letzten Beobachtung liegen, oder fiir eine spatere Beobachtung zu 
berechnen. Im vorliegenden Falle wird sich finden, dass die hier als zweite Lésung 
bezeichnete Bahn sich den Beobachtungen anschliesst, wahrend die erste Lésung zu 
verwerfen ist. 

Ware man im vorliegenden Falle nicht berechtigt gewesen, anzunehmen, dass das 
Object, dessen Bahn zu bestimmen war, ein Trabant sei, sondern ware die Identitat des 
Objectes, ob Trabant oder kleiner Planet, aus der Rechnung selbst zu entscheiden 
gewesen, so hatte man nach AV, aus beiden Werthen von 6 und 0’, ausser den jovi- 
centrischen Coordinaten und Geschwindigkeiten auch die heliocentrischen Coordinaten 
und Geschwindigkeiten, und, nach AVII, die dazu gehérigen beiden Elementensysteme 
ableiten miissen. Die Entscheidung, welche von den vier Bahnen die physisch richtige 
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ist, lasst sich dann wieder durch die Unterschiede B—R treffen, wenn man nicht etwa 

gleich von vornherein alle hyperbolischen Lésungen verwerfen will. 
Berechnet man mit den als zweite Lésung bezeichneten Elementen die speciellen 

Stérungen, so finden sich die folgenden Unterschiede B— R fiir die vier ausseren Oerter: 


Jan. 3. | Jan. 28. | Febr. 21. | Marz 6. 
vi Bo ORG —oltg Thy Meg Se VG 
(BB) 45 -- 23,9 | —0,4 | — 0,6 —11;3 


Eine einmalige Anwendung der Formeln der Bahnverbesserung, und zwar auf 
Grund der Reihen fiir f, g, Of, 0g (Formeln B, I—III) ergiebt schliesslich 


Epoche 1905, Febr. 8.6009, Gr. M. Z. 
WIS TEM ORES. EMEC TS 29300 4aral! 
Lisaesiies: & 3 ess 9 ks Coe 25 39 24 
es wa a 288 19 59 } Aequator, 1905.0 
@ ) a no. 0 eros 187 29 41 
De we) ra eae, De eee 6 58 47 
109 0... oa ee es 8,89372 
oh 5 ieee es ee 1939027 
Ps. We RR ee 258,9424 Tage 


Mit dem obigen Beispiele ist der numerische Beweis geliefert, dass man: 
1. die Identitat eines unbekannten Kérpers entscheiden kann und: 2. die 
Bahn des Koérpers mit sofortiger Beriicksichtigung der Stérungen durch 
eine directe Methode, ohne irgend welche der sonst tiblichen Annahmen iiber 
Excentricitat oder Umlaufszeit oder Neigung der Bahn etc. bestimmen kann. 

Vergleicht man nun die obigen Resultate mit anderen bisher bekannt gewordenen 
Bahnbestimmungen dieses Trabanten, so tritt der Vorzug der hier zur. Anwendung 
gebrachten Methode deutlich hervor. Es folgen drei Elementensysteme, welche 
bezw. mit 1, 2, 3 bezeichnet sind. Zur Bestimmung der beiden ersten Systeme waren 
24 Beobachtungen zwischen Januar 2. und Marz 6. gegeben, fiir das dritte System die 
Beobachtungen zweier Oppositionen. 


1 2 3 
OGM Sn sata Ode Ge 275°8 281°1 291°5 
Or DEA IE ies ae. BSG: 188,1 50,2 182,8 
eM OS ee ee, ER gw 26,3 26,2 25,3 
Chat ad ca SO a bs 0,24 0,025 0,208 
SSAA REN: TR 1°800 1°358 19380 
LOGO tia ries ate ae eae 8,8198 8,9004 8,8946 
Berlod@pis-5.4 anaes cae 200 Tage 265,0 Tage 260,6 Tage 


Das erste System wurde von Perrine berechnet (Lick Observatory Bulletin Nr. 78). 
Perrine bemerkt dazu, dass die Darstellung der Beobachtungen unter Annahme einer 
Kreisbahn weder fiir directe noch retrograde Bewegung befriedigend war. Es wurde 
daher der Werth e = 0,24 angenommen, und dieser Werth gab eine bessere Dar- 
stellung fiir die retrograde, als fiir die directe Bewegung. Er entschied sich daher 
fiir die retrograde Bewegung, berechnete aber beide Bahnen, von denen nur die der 
directen Bewegung zugehérige oben, unten (1) wiedergegeben ist. Ein Versuch, die 
retrograde Bahn unter Anwendung von Differentialformeln zu verbessern, blieb ohne Erfolg. 
Die Bahnbestimmung war demnach mit grossen Schwierigkeiten verbunden. 


— 1067 — 


Das zweite und dritte System wurde von F. E. Ross berechnet (Lick Observatory 
Bulletin Nr. 82 und A.N. Nr. 4175). Zu dem zweiten System bemerkt Ross, dass 
acht Beobachtungen zwischen dem 3. Januar und 6. Marz ihm zur Verfiigung standen, 
und dass schliesslich die Methode der willkiirlichen Variation der Bahnebene auf 
die Beobachtungen von 3. Januar, 8. Februar und 6. Mirz angewandt wurde. Die Unter- 
schiede B—F erklart er durch die grossen Sonnenstérungen. In A. N. Nr. 4175 fiigt 
Ross noch hinzu, dass diese Bahnbestimmung wegen der grossen Aenderung der 
Sonnenstérungen zwischen dem 3. Januar und 6. Mirz fast unméglich war. 

Das dritte, ebenfalls von Ross herriihrende System beruht auf zwélf vom 
3. Januar 1905 bis 25. September 1906 gleichmissig vertheilten Beobachtungen, mit Hin- 
schluss der hauptsachlichen Stérungen. Dies aus zwei Oppositionen abgeleitete System 
ist also als das beste der bekannten Systeme zu betrachten. 

Ein Vergleich des im obigen Beispiel mit sofortiger Beriicksichtigung der 
Sonnenstérungen abgeleiteten Systems, sowie des Perrine’schen (1) und des ersten 
Ross’schen Systems (2) mit dem zweiten Ross’schen System (3), zeigt auf den ersten 
Blick, dass das nach der hier vorgeschlagenen Methode berechnete System mit dem 
zweiten Ross’schen (3) am besten iibereinstimmt, mit etwaiger Ausnahme der Excentri- 
citaét, die aber iiberhaupt vielleicht noch als unsicher zu betrachten ist. 

Bedenkt man nun, dass bei der Bestimmung des (1) und (2) Systemes Annahmen 
iiber die Excentricitaét, bezw. Bahnlage gemacht werden mussten) und dass selbst dann 
die Bahnbestimmung mit grossen Schwierigkeiten verbunden, ja wegen der grossen 
Aenderung der unbekannten Stérungen fast unméglich war, wihrend bei der Methode 
der Bahnbestimmung mit sofortiger Beriicksichtigung der Stérungen keinerlei 
Annahmen gemacht zu werden brauchen, und die Losung direct von Statten geht, so 
scheint diese letztere Methode allen Anforderungen der Bahnbestimmung gestérter 
K6érper zu geniigen. 
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Berichtigungen. 


Seite 43, Zeile11 von oben lies: x = y + @ (y? + 20y*) —--: 
statt: « = y + 0 (y? + 26y%) —-:> 
y 198, , 25 von oben lies: 7 = 0/4882 statt: 1 = 0/4882. 
» 273, 4 5 yon unten lies: 0,315650 statt: 0,315549. 
» 278, » 4» vw vy 244911 55!1 statt: 244° 11’ 3673. 
» 273, » 38 » » » ~ 11594848 statt: 115° 49 23"7, 


OL OG | ADS) » » = uu’ BO" —r) + wW? — uv] 
statt: = uu! [3 @* — r) + wl’? — u?). 

esos UE e)? _v—ty 

» 397 letzte Zeile lies: Gs statt: ee 


» 505, Zeile 7 von unten lies: — cosa!’ statt cos «!”’. 


a! (e!! —1)PlA a! (a —1) PY 


7» 008, , 8 y » ei 76 PIA4 a + xl statt: 1/, pl Atal te 
be Pye gz) 

” 511, ” 11 ” ” ” 4-tt ‘ ee Ty Se statt: tt d Se 
ifs a wer t= ply ain 

” 51, 7 LO ” ey rita apne statt: Tr —— 3 


» 520, , 4 , +4 sind die Zahlenwerte der ersten und dritten Zahlenkolumne 
fiir log n zu vertauschen. 
» 567, , 10 , 4 lies: Gleichungen (V) statt: Gleichungen (5). 


PO Ulsne 0, oben —.. “(a+ 7) statth: Mf, ( +7 w). 

» 085, Spalte: — 3,0, Zeile 16 von unten lies: —1,9415 statt: — 9,9415. 

» 732, Zeile 17 von unten lies: 9. 0,8295 = 8,3816 ete. statt: 9. 0,8295 = 88316 ete. 
» 737, » 15 yon oben (Tabelle, rechte Spalte) lies: d + e statt: d e. 


Auf Seite XXII der ,Vorbemerkungen zur dritten Ausgabe“ (Zeile 3 und 4 von unten) sind die 
beiden Abhandlungen Herrn Harzer’s iber das Bahnrechnunesproblem citirt; namlich die urspriing- 
liche, vom Jahre 1896 (cf. A. N. Bd. 141), und die darauf foleende, vom Jahre 1901 (cf. Publication 
der Sternwarte in Kiel, XI). In den nachfoleenden Darlegungen der ,Vorbemerkungen* aber ist 
nicht einzeln hervorgehoben, dass sich die angefiihrte Leuschner’sche Kritik auf die erste, die 
angeftihrte Frischauf’sche Kritik auf die zweite Harzer’sche Arbeit bezieht, in der Voraus- 
setzung, dass der Leser selbst weiss, welche der Harzer’schen Arbeiten gemeint ist. Um jedes 
Missverstandniss auszuschliessen, noch die folgende, ausftihrliche Bemerkung: 

Herr Harzer hat im Ganzen drei verschiedene, das Bahnrechnungsproblem betreffende 
Methoden ver6ffentlicht, namlich: 

1. Die Laplace-Harzer’sche Methode (A. N. Bd. 141) im Jahre 1896. Diese Methode ist es, 

welche den Anlass zu den Leuschner’schen Arbeiten gegeben hat. 

2. Ueber die Bestimmung und Verbesserung der Bahnen von Himmelskérpern nach drei Be- 

obachtungen (Publ. der Sternwarte in Kiel, XI). Diese Methode hat mit der Laplace’schen, 

_ oder der zuvor genannten ersten Harzer’schen Methode nichts gemein. 

3. Die im Jahre 1910 erschienene Harzer’sche geometrische Methode (Publ. der Sternwarte 

in Kiel, XII). 

Heise Bauschinger macht in seinem Werk ,Die Bahnbestimmung der Himmelskérper“ aut 
Seite 393 den Fehler, dass er bei der Kritik der Laplace’schen Methode auch die zweite 
Harzer’sche Methode (wohl nur versehentlich) mit citirt; d.h. statt bloss A. N. Bd. 141 anzufihren, 
ist auch noch Publ. der Sternwarte in Kiel, XI mit citirt. Auf diesen, durch Herrn Harzer in 
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A. N. Nr. 4058 bereits festgestellten Irrthum ist in den »Vorbemerkungen“ auf S, XXIII, Zeile 7 von 
oben hingewiesen. Nicht aber ist in den ,Vorbemerkungen“ auf Seite XXV und XXVI gesondert heryor- 
gehoben, dass sich die hier angefihrte Frischauf’sche Kritik ausschliesslich auf die zweite zuvor 
genannte Harzer’sche Arbeit bezieht; woraus ein unerfahrener Leser vielleicht nicht gentigend 
ersehen kénnte, um welche der Methoden Herrn Harzer’s es sich handelt. 

Um jedes Missverstindniss auszuschliessen: auf Seite XXIII der » Vorbemerkungen* Zeile 5, 7 
und 17 von oben ist natiirlich die erste Harzer’sche Methode (A. N. Bd. 141) gemeint; auf Seite XXV, 
Zeile 16 von oben ete. und ebenso auf Seite XXVIII, -Zeile 4 von oben ist die zweite Harzer’sche 
Methode (Kiel, XI) gemeint, wahrend beim Hinweis auf Herrn Leuschner’s Arbeiten auf Seite XXIX, 
Zeile 7 von oben selbstverstandlich wieder die Laplace-Harzer’sche Methode (A. N. Bd. 141) 
gemeint ist. 


Da die ,,Vorbemerkungen“ zum vorliegenden Werk vom Verlag schon einige Zeit vor der 
buchhdandlerischen Ausgabe versandt wurden (das Imprimatur zu den »Berichtigungen“ erhielt 
der Verlag von mir am 21. Februar), so ist eine Entgegnung auf meine ,, Vorbemerkungen“ 
bereits erschienen, ehe das vorliegende Werk liberhaupt zur Ausgabe gelangte. Es ist dies die 
von Herrn Stdckel fiir seinen Freund Harzer abgegebene ,,Erkldrung“ in Nr. 4554 der ,,Astro- 
nomischen Nachrichten“, 

Da diese ,,Erklérung“ den rein persénlichen Vorwurf gegen mich enthdlt, daB ich den 
Wortlaut Herrn Harzer’s unrichtig wiedergegeben, mit anderen Worten mich eines falschen 
Citates schuldig gemacht habe, nehme ich an dieser Stelle, vor der unmittelbaren Ausgabe des 
Werkes, die Gelegenheit wahr, die vollsténdige Unrich tigkeit dieses Vorwurfes zu erweisen. 
Hlerr Harzer schreibt: 


»ftr die Gestaltung der analytischen Darstellung der Untersuchungen sind mir an 
einigen Stellen Gesprdche, die ich mit meinem Collegen, Herrn Paul Stéckel gehabt 
habe, niitzlich gewesen. Es sei mir gestattet, mit bestem Danke dessen und tiberdies 
der Fiiilfe zu gedenken, die mir die beiden Assistenten der Sternwarte, die Herren 
Friedrich Ristenpart und Wilhelm Ebert, bei der Berechnung der Tafeln ge:-Ghrt haben.“ 


In der Anmerkung}) auf Seite XXV meiner ,, Vorbemerkungen“ aber habe ich offenbar 
durchaus richtig citirt, indem ich die Anftihrungszeichen nur an Herrn Harzer’s eigene 
Worte gesetzt habe, als ich schrieb: 

") Hierzu vergleiche man die von Herrn Harzer unmittelbar vor der ,,Einleitung seiner Arbeit 
gemachte Vorbemerkung auf S. 3, Zeile 4 und 5, wonach Winke des bekannten Mathematikers 
Prof. Stdckel, wdhrend dieser an der Kieler Universitét wirkte, ,,fir die Gestaltung der 
analytischen Darstellung der Untersuchungen niitzlich gewesen, — 

Erstens ist es also eine offenbare Un terstellung, dass ich falsch citirt habe. 

Zweitens aber hat Herr Harzer, wenn er extra hervorhebt, dass ihm die » Gesprdche 
mit Herrn Stackel fiir die Gestaltung der analytischen Darstellung der Untersuchungen an einigen 
Stellen niitzlich gewesen“, nur selbst die Veranlassung zu der Meinung gegeben, dass 
ihm Winke, oder Hinweise, oder Rathschlage ftir seine Arbeit wichtig waren, die ihm von dem 
als hervorragend bekannten Mathematiker Herrn Stdckel zu Theil geworden sind. Denn sonst 
ware diese Erwdahnung tiberfliissig gewesen. Aus meinen »Vorbemerkungen“ geht zur Gentige 
hervor, dap ich im Ubrigen gar nicht angezweifelt habe, dass Herrn Harzer’s Arbeiten ,,sein 
geistiges Eigenthum seien“ (wenn er von der einen auch selbst sagt, dass ihm Herr Staéckel 
bei Abfassung derselben niitzlich gewesen sei); sondern dass ich vor allem bestritten habe, dass 
diese Arbeiten trotz ihrer theilweisen Originalitét und mancher schénen theoretischen Betrach- 
tungen (cf. Seite XXX meiner ,, Vorbemerkungen“), von wirklich praktischer Brauchbarkeit 
fiir die Astronomie — das Haupterforderniss astronomischer Methoden — seien, ein Urtheil, 
hinsichtlich dessen ich mich in vollstandiger Uebereinstimmung mit einer ganzen Anzahl, durch 
ihre wissenschaftlichen Leistungen anerkannter Fachcollegen befinde. — 
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